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Na obr. 1 je tzv. véstonickd vrubovka, kost mladého vlka dlouhd 18 cm,
opatfena 55 zafezy. Objevitel prof. Absolon odhadl jeji stafi na 10 az 30.000
let.

Obdobné vrubové zdznamy byly nalezeny i jinde. Na obr. 2 je kresba vru-
bovky ze Zaire, stard 6.500 az 9.000 let.

Na obr. 3 jsou vrubovky z Advejeva (Rusko). Na obr. 4 jsou vrubovky anglic-
ké finanéni spravy ze 13. stol., na obr. 5 vrubovka z roku 1627 z olomouckého
muzea.



PREHLED VYVOJE MATEMATIKY
EDpUARD FuUcCHS

Pokusme se ve strucnosti naznacit zdkladni rysy vyvoje matematiky od
prehistorie po dnesek. Pritom je snad zfejmé, ze zachyceni vyvoje védy v ob-
dobi nékolika tisicileti je na nékolika strankdch nemozné. Proto tato tivodni
kapitola nemize sledovat jiny cil, nez poskytnout ¢tenafi nejzdkladnéjsi orien-
taci a umoznit mu, aby si mohl néasledujici texty zafadit do Sirsich souvislosti
casovych 1 vécnych.

Formovani prvnich matematickych poznatka

Jakkoliv se stavime zamitavé k vulgdrné-materialistické koncepci historické-
ho vyvoje, jez nam byla vnucovana v uplynulych desetiletich, je nepochybné, ze
prvni matematické poznatky vznikaly jako jeden z ndstroji popisu a poznavani
redlného svéta. Vytvoreni presného obrazu ddvného vyvoje prvnich matematic-
kych pojmi a znalosti - jisté aritmetickych a geometrickych - je vSak nemozné,
nebot se n4m o tomto vyvoji nedochovaly ze zFejmych diivodt Z4dné konkrétni
doklady.

Vznik prvnich matematickych pojmi spadd do oblasti nejstarsich Fi¢nich
kultur (Egypt, Mezopotamie, Cina, Indie). Prvni souvislé matematické texty,
Jez se nam dochovaly, pochdzeji z Egypta a Mezopotdmie z pfelomu 3. a 2.
tisicileti pt. n. 1. Je vSak evidentni, ze jim pfedchdzelo dlouhé obdobi formovani
pojmi, které se v téchto textech vyskytuji. O tomto obdobi véak nemame zadné
pisemné doklady a jen velmi malo dokladit hmotnych.

Nékteré z téchto predmeéti, které ndm poskytuji alespon diléi informace, jsou
v textu zobrazeny. Geometrické ornamenty jsou nejen dokladem estetické-
ho citéni, ale svédéi i o zvladnuti jisté elementiarné-geometrické problematiky.
Vrubovky pravdépodobné hraly roli jistého pocitadla, plnily vsak - rozfiznu-
tim p¥es vSechny vruby - i ilohu smluvniho dokumentu.

Chceme-li si utvofit obraz tohoto prehistorického obdobi, jsme nuceni ob-
racet se k nepfimym pramentim, takze naSe predstavy budou jen logickym
modelem.

Odkud cerpame presvédceni, Ze nas model je alespon Casteéné vérny a jaké
jsou tyto neprimé prameny? Jde zejména o:

(a) studium zptsobid poéitdni u etnickych skupin na nizké trovni kultur-
. niho vyvoje;
(b) studium jazyka, ktery dlouhodobé fixuje jisté postoje k matematickym
pojmum;
(c) srovnavani pocetnich postupi v riznych oblastech svéta;

(d) analogie mezi ontogenezi a fytogenezi (tj. mezi tim, jak si nové poznatky

osvojuje jednotlivec a jak se k nim propracovévalo lidstvo).

K jednotlivym boddm bychom nyni mohli pfinést fadu konkrétnich poznat-

ki, znaéné bychom vsak prekrocili stanoveny rozsah tohoto textu. Podrobnéjsi
informace vSak Ctendf mize nalézt v literature.
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Véza z Mezopotamie (5. tis. pfed n.l.); vdza z Bavorska (3. tis. pf. n.l.) zdo-
bena vpichy. (d) Ukazka vyzdoby naddoby z Domice (4. tis. pf. n.l.), (a) pasovy
motiv z luzické kultury (2. tis. pf.n.l), (b) meandry v halstatské keramice,

(c) meandry v laténské keramice.
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Radu poznatkii o Girovni matematickych znalosti lze odvodit z dalsich arte-
fakti, zejména ze stavitelstvi. Za vSechny jmenujme alespon egyptské pyra-
midy, vznikajici za Staré 7ise zhruba v poloviné 3. tisicileti pf. n.l. I kdyz od-
hlédneme od riznych nesmyslnych intepretaci, jimiz se to v pokoutni literature
v této souvislosti jen hemzi, svédéi pyramidy o Fadé praktickych matematickych
znalosti.

Nejspolehlivéjsim zdrojem informaci viak prese vSechno zistdvaji pisem-
né zaznamy. Patrné nejstarsim dokladem souvisejicim s matematikou jsou
schémata uvedend v posvatné knize taoismu I-ting (Kniha promén) z doby cca
2 200 pf. n.l. - viz nésledujici obrazek.
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Podle ¢inské tradice méla tato schemata na svém hrbetu posvatna zelva, ktera
vylezla na bfeh z Velké reky.

Kdyz tato schémata prepiseme do Ciselného vyjadfeni, vidime, Ze prvni sché-
ma je tzv. magickym ctvercem, druhé schéma - tzv. Ricéni mapa - je pozoru-
hodné svou mnohocetnou vnitini symetrii. Naptiklad 5+ 3 = 8, 5+ 1 = 6,
3+104+2=8+7,34+10+1 = 8+ 6 atd. Pfestoze tato schémata nejsou
doprovozena zadnym dal$im komentafem, jsou svédectvim o pocetnim umeéni,
které presahlo ryze prakticky ramec.

Jak jsme jiz uvedli, nejstarsi vskutku matematické texty se ndm dochovaly
z Egypta a Mezopotamie. Vzhledem k tomu, Ze egyptské a mezopotamské ma-



tematice budou vénované samostatné texty, nemusime se timto obdobim po-
drobnéji zabyvat. Poznamenejme pouze, zZe nejvyznamnéjsim zdrojem naSich
znalosti o egyptské matematice je tzv. Moskevsky papyrus a Londynsky
(Rhinduv) papyrus z 19. a 17. stoleti pf.n.l.

Pro ilustraci uvddime ukazky mezopotamskych a egyptskych matematickych
texta.

UKAZKA MEZOPOTAMSKEHO MATEMATICKEHO TEXTU
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Pii podrobnéjsim popisu vyvoje matematiky v tomto ,predvédeckém® ob-
dobi bychom samozfejmé museli hovofit o celé fadé dalsich faktori. Staci jen,
abychom si uvédomili, jak podstatna je zd4nlivé tak okrajova véc, jako je vyvoj
&iselnych zapist. Pfedstavme si, jak komplikovany by byl nas kalkulus, kdyby-
chom dodnes uzivali napiiklad Fimskych &islic!
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VYVOJ CISLIC

Na nésledujici strané jsou ve dvou tabulkich ukazany Cislice z riznych dob
a zemi.

Egyptské hieroglyfické &islice mély pro kazdy desitkovy fad zvlastni sym-
bol. V zapisu &isla se uplatiioval aditivni pristup, tj. znak se opakoval tolikrat,
kolik jednotek toho Fadu bylo zapotiebi (je to princip i dnes zndmé Fimské
numerace). Cislice se zapisovaly ve skupinach od niz$ich k vyssim, ale zprava
doleva (obr.1). Cislo 232 405 zapsané na obr.2 vyjadfuje idaj o majetku kréle
Sahury, jde o snimek ze stény jeho hrobky z doby 2500 let pf.n.l.

Mezopotamské klinopisné &islice jsou ukdzany na obr.3; svisly klin vy-
jadfoval jednotky, vodorovné sméfujici klin znacil desitky, ale ve vSech Sedeséat-
kovych fadech. (Symbol desitky asi souvisel s praci na pocitadlech obdobnych
abaku.) Zapisy nebyly jednoznaéné v fadech, napf. na obr.3 mize jit o 13.60
+ 21.697! nebo 13.60%2 + 21 apod., protoze se sice uzival znak pro “prazdné
misto” (nulu) - dva sikmé kliny, ale jen uprostfed zapisu, nevyznaéovala se nase
“ desetinnd carka”.

Starovecké &islice vznikly pivodné (kolem r. 1000 pf.n.l.) jako zkratky &is-
lovek, na obr.4 jsou tzv. herodidnské Cislice. Spojovanim znaku pro 5 s ostatnimi
se vytvofily znaky pro 50, 500, 5000. Postupné se ujimaly tzv. iénské Cislice
vyuzivajici pismen alfabety (obr.5), stejny princip se pfenesl i do slovanského
pisma (spodni Fadek obr. 5). Pro &islice bylo pouzito 27 pismen oznacujicich
1,2,...,9,10,...,90, 100,...,900; jejich sklddadnim (bez opakovani bylo ,moz-
no zapsat 1,...,999 a s uréitou Gpravou 1 vétsi Cisla.

Indické ¢&islice mély nejvétsi vliv na vytvareni souéasnych zapist éisel.
Nejstarsi zdznamy z ediktd kréle Aséky (3. stol. pf.n.l.) ukazuje obr.6. Vznik
desitkové soustavy brahmi (véetné znaku pro nulu) zah4jil vyvoj &islic doku-
mentovany na obr.7 v priibéhu 11 stoleti. V riznych asijskych zemich se indické
Cislice tvarové pozméiiovaly (obr.8).

Arabské ¢Eislice se opiraly rovnéz o indické vzory a ve své zapadoafrické
podobé “gobar” (obr.9) se pfenesly v 9. a 10. stoleti do Evropy, jejich Spanél-
skou variantu z r. 976 ukazuje obr.10. Rukopisnymi opisy se tvary &islic dosti
obménovaly, jak dokldda obr.11; aZ rozsifeni knihtisku v 15. stoleti prispélo
k ustdleni tvaru &islic. Obr. 12 ukazuje islice pouZzité v jednom Diirerové spisu
z pocatku 16. stoleti.
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Vznik a rozvoj matematiky jako védy

Egypiskd 1 mezopotdmskd matematika (stejné tak jako matematika indickd
a ¢inskd, o nichZ zde nehovofime témér viibec) pfinesla Ffadu mnohdy pozoru-
hodnych poznatkt. Pfesto vSak v tomto obdobi jesté o matematice nehovofime
jako o védé v modernim slova smyslu. Tento pferod se udal az v antickém
Recku cca v 6. stoleti pf.n.l. Teprve Rekové totiz uéinili zasadni krok od do-
savadni tfisté pfevazné empiricky ziskanych poznatki k deduktivné budované
védé, krok od izolovanych, nezdivodnovanych a vzdjemné nepropojenych po-
znatkd k systematicky budovanym teoriim, v nichz se dukaz predkladanych
tvrzeni stivd jednim ze zdkladnich poZadavki a které se cilevédomé snazi o
systematické rozsifovani dosavadnich poznatki.

Vzhledem k tomu, Ze fecké matematice je ve sborniku vénovéna rozsahla
kapitola J. Belvafe, mizeme se omezit jen na nékolik drobnych poznamek.

Pfedevsim je nutno si uvédomit, ze se antickd matematika vyvijela v obdobi
dlouhém témér jedno tisicileti. Prvnim vyznamnym feckym matematikem byl
THALES z Milétu (asi 624 - asi 543 pf.n.l.) (v8ichni zndme napftiklad Theletovu
vétu), jednim z poslednich pak slavny DIOFANTOS z Alexandrie (3. stol. n.L.).
Nesmime tedy podlehnout klamnému dojmu a pohlizet na antickou védu jako
na staticky stav; jde o dlouhodoby vyvoj s mnoha dramatickymi proménami.

Vznik matematiky jako védy je spojen predevsim s ucenim tzv. pythagorej-
ské Skoly. Jméno PYTHAGORA ze Samu (asi 560 - asi 480 pf.n.1) sice znaji
vSichni skolaci, Pythagoras samotny vsak v zadném pfipadé neni objevitelem
slavné Pithagorovy vély; ta totiz prokazatelné byla zndma napiiklad v Ciné a
v Mezopotamii mnoh4a stoleti pfed nim. V jistém slova smyslu je dokonce za
ironii osudu mozno povazovat fakt, ze je Pythagorovo jméno zndmo predevsim
z této ,,geometrické“ souvislosti. V celé historii matematiky lze totiz vystopovat
stfet dvou zdkladnich koncepci, které pracovné mizeme nazvat aritmetickou a
geometrickou podle toho, kterd ¢ast matematiky byla v pFislusné dobé pova-
Zovana za zakladni a kterd za odvozenou. Pythagorejski koncepce matematiky
a fakticky nejen matematiky, ale veskeré filozofie, byla vyhranéné aritmeticka:
isla (rozuméj prirozend ¢isla) a jejich vzdjemné poméry (tj. raciondini &is-
la) se stala zdkladem pythagorejské koncepce vykladu svéta. Aritmetika byla
pro pythagorejce zdkladem matematiky a matematika se stala ndstrojem jejich
vykladu svéta.

Tato pythagorejské téze se ovSem zhroutila ve chvili, kdy pythagorejci sami
zjistili, Ze napfiklad dhlopfi¢ku v jednotkovém Etverci nelze vyjadrit pomérem
pfirozenych &fsel (nebot v/2 je iracionalni). Toto zhrouceni koncepce matema-
tiky je Casto nazyvéno 1. krizi matematiky, kterd byla posléze pfekondna
pozdéjsi geometrizaci matematiky.

Pro tplnost jesté dodejme, ze Z4dné dilo Pythagora samotného se nedocho-
valo; pfesnéji FeCeno, zaddné jeho dilo se ani dochovat nemohlo, protoze uéeni
pythagorejci bylo tajné a pfeddvalo se pouze Gstné.

Pfes pozdéjsi zhrouceni pythagorejskych koncepci zistane jejich zasluhou
systematické zavedeni dikazu do matematiky. Jimi zavedeny trend posléze vy-
vrcholil v dile ARISTOTELA ze Stageiry (384-322 pf.n.l.), ktery pfesné zformu-
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loval, jak m4a byt spravné budovana deduktivni teorie, nejen tedy matematika.

Zékladni podobu antické matematiky po zhrouceni pythagorejskych koncep-
cf ovlivnila jesté jedna skuteénost: postoj k nekoneénu a jeho moznym for-
mam. Tato problematika je p¥ilis slozita, nez aby ji bylo mozno stru¢né vylozit
na nékolika Fadcich; proto se spokojime jen velmi hrubym priblizenim.

I malé dité chépe, ze prirozenych cisel 1,2,3,4 ... je nekonecné mnoho, pro-
toze ke kazdému ¢islu n existuje Cislo jesté vétsi, napriklad n+ 1. Tuto nekonec-
nost mizeme vsak chapat ve dvojim smyslu. Budto tak, Ze nikdy nevypiSeme
vSechna pfirozend &islo, nebot kazdou predem stanovenou mez, byt by byla
sebevétsi, lze prekroéit. Nekoneéno je takto chdpino jako nikdy neukonéeny
proces. Takové nekoneéno nazyviame nekoneénem potencidlnim. Zcela jiny
je nas dnesni pfistup: mnozinu N chdpeme jako jiZ utvoreny celek a zkoumame
vlastnosti tohoto nekoneéného systému. Takto chidpané nekonefno se nazyva
aktualni.

Z mnoha divodi se antickd véda priklonila k nekoneénu potencidlnimu. Ak-
tualni nekonecno se po vice nez dvé tisicileti stalo nééim, co nebylo podrobeno
lidskému zkoumadni. Tato bariéra byla pfekrocena az v 19. stoleti vznikem teorze
mnozin.

* * %

VySe zminény proces ,geometrizace“ matematiky genidlnim zptisobem za-
vrsil EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340 - asi 278 pt.n.l), ktery kolem roku
300 pF.n.l. ve slavné knize Zdklady (fecky Stoicheia) shrnul vétsinu tehdejsich
matematickych znalosti. Tato kniha ovliviiovala vyvoj matematiky prakticky
po dvé tisicileti.

Z vady vynikajicich feckych matematikii pfipomenime jen ARCHIMEDA ze
Syraks (asi 287-212 pf.n.l.), ktery mimo jiné rozvinul ezhaustivni metodu,
kterou vytvoril EUDOXOS z Knidu (408-355 p¥.n.l.) a APOLLONIA z Pergé
(2. pol. 3. stol. pi.n.l. - zalatek 2. stol. pf.n.l.), ktery v dile Kdnikd podal
systematicky vyklad kuZelosecek.

Po zéniku antického svéta, pricemz v antickém Rimé nedosahla véda toho
rozmachu jako v Recku, upadé dilo Feckych mysliteld pomalu v zapomenuti.
Obdobi nového rozmachu evropské vzdélanosti se skryvd v nepredstavitelné
vzdalené budoucnosti. Spojovacim ¢élankem mezi antickou a stfedovékou védou
se stava arabsky svét. Mohutnd islamska fiSe rozprostirajici se v 7.-10. stoleti
od Spanélska po stfedni Asii se stava centrem tehdej$i vzdélanosti. Vynikajici
arabsti védci se v fadé disciplin hlasi k antickému odkazu, studuji a pfekladaji
antické texty. Mnohd antickd dila, véetné napfiklad Eukleidovych Zakladi, se
nadm dochovala pravé jen diky témto prekladiim, nebot pivodni rukopisy byly
nendvratné ztraceny nebo zniceny.
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Arabsti vzdélanci byli vesmés univerzalni a ovliviiovali fadu védeckych od-
vétvi. Z téch, ktefi se o matematiku zaslouzili nejV)"znamnéji si pfipomenme
alespon nektere

Al-CHVARIZMI Muhammad ibn Misa ibn Abdulldh (1 pol. 9. stol.) mél
velky vliv na pozdégjsi evropsky vyvoj. V jeho dilech maji mj. ptivod pojmy
algoritmus a algebra.

Al-FARABI Abt Nasr Muhammad ibn Tarchan Uzlag (asi 870-950) je auto-
rem vyznamnych praci z trigonometrie a komentart k Eukleidovym Zakladdm.

IBN SINA Abt Alf al-Husajn ibn Abdallah (980-1037), znamy pod latinskym
jménem AVICENNA, se pokousel o diikaz 5. Eukleidova postulatu.

Omar CHAJJAM (1048-1131) je kromé svych geometrickych praci dobie
znam predevsim jako vynikajici basnik.

V evropském stfedovéku se véda véetné matematiky rozvijela zpocatku jen
zvolna. Prvnim velkym matematikem tohoto obdobi byl Leonardo PISANSKY
(asi 1170 - po 1240), zvany FIBONACCI. Jeho Liber abaci (1202) byla dlouhé
obdobi oficidlni uéebnici matematiky v fadé evropskych zemi, kde od 12. stoleti
vznikaji prvni univerzity. Vyraznéjsi rozmach vsak matematika zaznamenala az
v 16. stoleti, pfedevsim v souvislosti s feSenim algebraickych rovnic.

Vznik a rozvoj moderni matematiky

Reseni algebraickych rovnic tfetiho a vyssich f4di odoldvalo po dlouh4 sta-
leti veskerému sili generaci matematikl. Zasadni zlom nastal az v 16. stoleti
diky celé plejadé znamenitych italskych matematiki pisobicich na fadé ital-
skych univerzit.

Prvni prilom udinil Scipione del FERRO (1465-1526), ktery v roce 1515
nalezl metodu Feseni kubickych rovnic tvaru 23 + mz = n. Prvni feSeni rovnic
4. stupné pozdéji odvodil Lodovico FERRARI (1522-1565). Zasadni pokrok
v této oblasti uéinil genidlni samouk Nicollo TARTAGLIA (1499-1557), ktery
kolem r. 1635 nasel metody Teseni kubickych rovnic vSech typi, jeho vysledky
viak uvefejnil ve své knize Ars magna (Velké uméni) v r. 1645 Gierolamo
CARDANO (1501-1576) a Tartagliovy vysledky jsou tak dodnes zndmy pod
nazvem Cardanovy vzorce. Zminéna Cardanova kniha je ¢asto oznacovana za
prvni knihu moderni matematiky.

V 16. stoleti se tak pozvolna rodi tvaf moderni algebry. Vyznamnym mez-
nikem je rok 1591, kdy Francois VIETE (1540-1603) ve své praci Isagoge in
artem analyticam jako prvni uziva pismen pro oznaceni konstant i proménnych
a tim se zacind rodit novd moderni matematicka symbolika.

vvvvv

lik zdsadni, Ze zcela méni nas obraz svéta a hovorlme v této SOUVISlOth o vzniku
nové racionality. Ctenafi je jisté zfejmé, Ze tento zvrat zptlisobily predevsim
nové objevy fyzikalni a astronomické, vyznamny podil na védeckém rozmachu
v tomto obdobi vSak m4 i matematika. Z fady pozoruhodnych matematickych
vysledki se omezme jen na ty nejvyznamnéjsi.
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Pierre de FERMAT (1601-1665), francouzsky pravnik a matematik a René
DESCARTES (1596-1650) pokladaji zdklady analytické geometrie. Prvni
kroky v tomto sméru uéinil Fermat jiz v roce 1629, dovrsil je vSak aZ na jafe
roku 1636; jeho prace vsak zistala v rukopise a tak prvni publikaci obsahujici
prvky analytické geometrie se az v r. 1637 stala proslula Descartesova Rozprava
o metodé.

1623 Wilhelm SCHICKARDT (1592-1635), rozsifeni se viak dockal az stroj,
ktery v r. 1642 sestrojil Blaise PASCAL (1623-1662).

V r. 1654 se ve vzajemné korespondenci FERMATA a PASCALA formuji
prvni zakony teorie pravdépodobnosti.

Vyznamného pokroku bylo dosazeno v teorii ¢isel. Do r. 1621 spadd zna-
ma historie o tom, jak FERMAT pfi Cteni pravé vyslé Diofantovy Aritmetiky
zformuloval na okraji stranky proslulou velkou Fermatovu vétu (pro piro-
zené n > 2 nemd rovnice & + y* = 2" Fedeni v pFirozenych islech), jei se
stala jednim z nejznaméjsich problémid moderni matematiky aby byla - snad
definitivné - dokdzana az v Cervnu 1993 kanadskym matematikem Andrew WI-
LESEM.

Ze vsech matematickych vysledkl 17. stoleti je vSsak nejvyznamnéjsi zrod
infinitesimalniho podétu, spojeny se jmény Isaaca NEWTONA (1642-1727)
a Gottfrieda Wilhelma von LEIBNIZE (1646-1716). Diferencilni a integralni
pocet, ktery vytvorili, se stal centralni matematickou disciplinou nastupujiciho
18. stoleti, nebot nalezl okamzité ohromnou fadu aplikaci nejen v matematice
samotné, ale 1 ve fyzice; koneckonct pravé potfeby fyziky byly pro Newtona
impulsem k jeho zformovani.

Z fady vyjimeénych matematikd 18. stoleti, ktefi se zaslouzili o rozvoj mate-
matické analyzy, jmenujme alespoii Lenharda EULERA (1707-1783), Jacoba
BERNOULLIHO (1654-1705) a jeho bratra Johanna BERNOULLIHO (1667-
1748).

V této dobé vsak vznikaji i novd matematickd odvétvi. Tak napfiklad Jo-
seph Louis LAGRANGE (1736-1813) buduje zdklady variaéniho poétu, GAS-
PARD MONGE (1746-1818) zakldd4 deskriptivni geometrii, abychom jme-
novali alespon ty nejvyznamnéjsi.

* ok *

Dalsim zdsadnim meznikem ve vyvoji matematiky se stava 19. stoleti, v némz
1ze hledat bezprostiedni kofeny téméF vech modernich matematickych discip-
ze se zde musime omezit jen na heslovitd pfipomenuti téch udélosti, které byly
pro dalsi rozvoj matematiky klicové.

Niels Henrik ABEL (1802-1829) a Evariste GALOIS (1811-1832) ve svych
pracich o nefesitelnosti algebraickych rovnic stupné vyssiho nez ¢tvrtého buduji
zaklady teorie grup. Z tohoto impulsu se rodi moderni algebra.

Tisicileté marné Gsili o dikaz 5. Eukleidova postulatu o rovnob&zkach zavr-
$uji Carl Friedrich GAUSS (1777-1855), Janos BOLYAI (1802-1860) a Nikolaj
Ivanovi¢ LOBACEVSKIJ (1792-1856) objevenim neeukleidovské geomet-
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rie. Gauss vSak své prace z této oblasti nikdy nepublikoval a vysledky Bolyaie
a Lobacevského byly tvrdé odmitany. Zlom nastal az ve druhé poloviné 19. sto-
leti poté, co jejich vysledky zobecnil Bernhard RIEMANN (1826-1866) a poté,
co byly nalezeny modely neeukleidovské geometrie.

Zpresiiovdni matematické analyzy, kterd byla od 17. stoleti zaloZena na
nejasném pojmu nekonecné malé veliiny, zahajili Bernard BOLZANO (1781-
1848) a predevsim Augustin Louis CAUCHY (1789-1857), ktery kolem r. 1820
zavedl pojem limita funkce. Tento proces dovrsili Karl WEIERSTRASS (1815-
1897), jeho zak George CANTOR (1845-1918) a Richard DEDEKIND (1831-
1916). Weierstrass dobudoval dodnes uzivany (a studenty nepfilis oblibeny)
»€ — 6“ jazyk matematické analyzy, Cantor a Dedekind vybudovali - kazdy
jinak - teorii redlnych é&isel.

Pro dal3i rozvoj matematiky vsak mél zdsadni vyznam zrod teorie mnoZin,
kterou pocinaje rokem 1873 zacal systematicky budovat jiz zminény Georg
CANTOR.

Teorie mnozin se po prvnim prudkém odmiténi, zpisobeném predevsim tim,
ze porusila od antiky udrzovanou bariéru aktualniho nekoneéna, stala své-
tem, do néhoz se ponofila celd matematika. MnoZinové-logicky jazyk soucasné
matematiky se stal natolik samoziejmym, Ze jeho prvky zacaly - mnohdy ne-
uvizené - pronikat az do matematiky Skolské, jak jsme toho byli v uplynulych
letech svédky.

Vseobecné prijeti teorie mnozin bylo vystfidano o to vétsim Sokem, kdyz
se na prelomu 19. a 20. stoleti v této teorii objevily tzv. antinomie, které
prokéazaly, Ze celou matematiku je nutno budovat zcela jinak, nez tomu bylo po
dlouha tisicileti.

Nejaplnéjsi program néapravy tohoto stavu zformuloval David HILBERT
(1862-1943). V tzv. hilbertovském programu méla byt matematika nejprve for-
mdlné presné vybudovdna a poté méla byt dokazana jeji bezespornost. Tim by
byly jednou provzdy odstranény pochybnosti o jeji vnitini konsistenci. Tento
program se viak zhroutil poté, co Kurt GODEL (1906-1978) v r. 1930 dokézal
a v r. 1931 publikoval tzv. vétu o nedplnosti.

Pfes zdsadni omezeni moznosti axiomatickych metod, které Godelova véta
znamena, se pfesto axiomatickd vystavba matematiky stala nejbéznéjsim na-
strojem budovani sou¢asné matematiky. Sife metod a disciplin matematiky 20.
stoleti je vSak natolik rozsidhla, Ze podrobnéjsi popis se zcela vymyka moZznos-
tem tohoto textu.

* % ¥

Na nésledujicich dvou stranach jsou uvedeny orientaéni chronologické tabul-
ky.
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HRDINSKY VEK RECKE MATEMATIKY

JINDRICH BECVAR

Nepomlouveyme fragmenty: maji strhugici kouzlo
krdsnych mramorovych soch zmrzacengch. Sen stole-
ti doplnil schdzejict gesto Venusino 1 pFferuSeny ryt-
mus bdsnikovy myslenky. Tak tece ddl tvirci proud,
ktery vytryskl z velké Fecké duse za onéch ddvnych
dni: smésujeme s nim tvircéi proud sviy.

Romain Rolland

1. Historie

Recké dgjiny jsou nam pomérné znamé. Spokojime se tedy jen struénym
piehledem vyznamnych politickych a kulturnich udélosti. Ctenaf bude mit jisté
moznost nahlédnout do nékteré populirné odborné knizky (viz literatura).

3000
2000
1700

nejstarsi osidleni Trdje
prichod indoevropskych kmeni
rozkvét Kréty

1500-1200 rozkvét Mykén
1240-1200 egejské stéhovani, vpad Doérti do Recka, fecka vyprava

proti Tréji
? Homéros ([lias, Odysseia)
11.- 8. stol. geometricky styl

8.— 6. stol. vznik méstskych stath, velkd feckd kolonizace
776 prvni Olympijské hry
asi 700 Hésiodos (Zrozeni bohié — Theogonid, Price a dny -
Erga kai hémerai)
7.— 6. stol. ran4 feckd tyrannis
7.- 6. stol. archaické uméni
po 624 zakony Drakontovy
594/3 Solénovy reformy

561/60-528/7 Peisistratova tyrannis

Peloponnésky spolek

510 konec tyrannidy v Athénach

508/7 Kleisthenovy reformy

500-449 Fecko—perské valky (490 — Marathén, 480 — Thermopyly,

Salamis)

525/4-456/5  Aischylos (Persané, Oresteia atd.)
5107-4207 Feidias (sochafskd vyzdoba Parthenénu)
497/6-406 Sofoklés (Antigona, Elektra, Oidipis krdl atd.)
4807-406 Euripidés (Orestés, Médeia, [figénie, Kyklp atd.)

5.— 4. stol. klasicky styl
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5007-429 Periklés, rozkvét athénské demokracie
431-404 Peloponnéska valka
445-3807 Aristofanés (Pldci, Jezdci, Zdby atd.)
359-336 vldda Filippa Makedonského
336-323 vlada Alexandra Velikého
4. stol. Aitdlsky spolek, pozdéji achajsky spolek
3.— 1. stol. helénistické umeéni
146 pf. Kr. valka mezi achajskym spolkem a Rimany, vyvraceni

Korintu, konec samostatného Recka

2. Hrdinsky vék fecké matematiky

Déjiny fecké (a fimské) filozofie zahrnuji dobu del3i nez tisic let: od 6. stol.
pf. Kr. az do poloviny 6. stol. n. L.

Nejstarsi obdobi, které zacina Sestym a kond¢i étvrtym stoletim pred Kristem,
je tzv. obdobi predsékratovské filozofie. Je charakterizovano osvobozenim od
tradi€nich ndbozenskych predstav, Gsilim o pfirodovédny (byt naivni) vyklad
svéta, hleddnim pralatky (arché) ¢i zakladnich prvka-zivla (stoicheion) apod.;
Casto hovorime o fecké pfirodni nebo fecké kosmologické filozofii.

Druhé obdobi, jehoz hlavnimi pfedstaviteli jsou Sékratés, Platén a Aristo-
telés a které konéi Aristotelovou smrti (322 pf. Kr.), je do znaéné miry cha-
rakterizovano obratem k ¢lovéku (antropologicka filozofie), k jeho postaveni ve
svété a ve spolecnosti, zijmem o politické uspofadani obce, o gnoseologické
problémy apod. V této dobé byly vytvofeny velké filozofické systémy hledaji-
ci odpovédi na vsechny typy filozofickych otazek, vznikly jednotlivé filozofické
discipliny jako je logika, metafyzika, etika, estetika, pedagogika apod.

Ve tfetim, tzv. poaristotelském obdobi, které sahd az k plnému rozpadu
antického svéta (r. 529 dal cisaf Justinidn uzaviit Akademii), zcela ustupuje
zdjem o prirodovédné badani. Pozornost je vénovana zejména etice a hledani
smyslu lidské existence. Nékdy hovofime o helénistické filozofii.

Podobnym zpisobem je ¢lenéna i antickd véda. V knizce [21] B. Farringtona
(1891- ?) jsou dé&jiny Fecké védy déleny (zhruba ve shodé s obecné uznavanymi
nézory) na tfi obdobi. Prvni zacina zrozenim fecké filozofie a kon¢i smrti Aris-
totela, druhé obdobi je vymezeno zalozenim Alexandrie (332 pt. Kr.) a dobytim
Vychodu Rimany na zacatku kiestanské éry, tieti konéi zanikem antického své-
ta.

Za nejdulezitéjsi dobu je povazovano 6.— 4. stoleti, kdy se poprvé utvarel
védecky pohled na svét a vznikal jeho prfirodovédecky vyklad. Toto obdobi
nazval W. A. Heidel (1868-1941) hrdinskym vékem (viz [26]).

Druhym nejvyznamnéjsim obdobim je interval zhruba 320-120 pf. Kr., kdy
se konstituovaly jednotlivé védni obory a véda zacala byt usporadanym soubo-
rem poznatki. Tato doba je charakterizovdna vznikem rozsidhlych védeckych
spist; nékdy se hovoii o véku ucebnic.

Hrdinskym vékem fecké matematiky budeme rozumét (podle Heidela) ob-
dobi 6.— 4. stol. pf. Kr. Jeho zacatek odpovida vzniku prvnich feckych filozo-
fickych skol, které vyznamnym zptisobem prispély k rozvoji matematiky, konec



23

je zhruba vymezen vystoupenim Platéna, Aristotela a sepsanim Eukleidovych
Zikladi. V téchto tfech stoletich je objevena fada velmi vyznamnych mate-
matickych poznatkd, pFistupli a metod; tyto vysledky jsou postupné tfidény,
pfepracovavany a dotvafeny; v dalsim obdobi jsou pak zpracovany do ucelenych
teorii a sepsany v obsadhlych dilech (prace Eukleida, Archiméda, Apollénia a
dalsich).

3. Prameny

Ze 6.~ 5. stol. pf. Kr. nemame z tecké filozofie a védy témér zadné pivod-
ni prameny. Jedinou vyjimkou je lékafstvi; ze zacatku 5. stoleti se dochovala
sbirka spisi hippokratovské skoly. Z dél filozofti a matematikt té doby mame
Jen zlomky, které zapsali po kratsi ¢i delsi dobé jejich néasledovnici.

Céstecné & tplné se nam zachovaly a7 spisy Platéna (427-347), Aristotela
(384-322), Eukleida (3657-3007) a pozdé&jsich mysliteld.

Rada velmi zajimavych pasazi, které se tykaji matematiky, je v Platénovych
dialozich. Rovnéz u Aristotela nachdzime mnoho informaci o vyvoji feckého
mysleni v pfedchozich staletich. I tyto odstavce podstatnym zpisobem pfispi-
vaji k utvareni naseho pohledu na feckou matematiku 6.— 5. stoleti.

Eukleidovy Zdklady (Yecky Stoicheia, latinsky Elementa), které jsou nejstar-
§im zcela zachovalym dilem Fecké matematiky, jsou do zna¢né miry kompilaci
dél pfedchozich matematikii. Jsou nejen vynikajicim matematickym dilem, ale i
vychodiskem k tivahdm o matematickych znalostech, které byly ziskany v dlou-
hém obdobi pfed Eukleidem. V Ceském ptekladu Frantiska Servita (1848-1923)
byly Eukleidovy Zdklady vydany roku 1907.

Ve druhé poloviné 4. stol. pf. Kr., jesté pfed Eukleidem, napsal Aristoteltiv
zak Eudémos z Rhodu Déjiny matematiky, Déjiny geomelrie a Déjiny astrono-
mte. Tato dila byla bohuzel ztracena.

Radu informaci o zivoté a dile starych feckych mysliteld podava i slavny
fimsky Fecnik a statnik Marcus Tullius Cicero (106-43) ve svych filozofickych
spisech, napf. v Tuskulskyjch hovorech (lat. Tusculanae disputationes) z let 45—
44 (viz [11]).

Dals$im pramenem pro studium feckého mysleni je spis O Zivoté, ndzorech
a vyrocich mui, kteri vynikli ve filozofii [17] , ktery sepsal Diogenés Laer-
tios (3. stol. n. 1.). Diogenés nebyl pivodnim myslitelem. Podafilo se mu vsak
shromdzdit uréity objem antického kulturniho dédictvi a uchovat je dalsim ge-
neracim. Jeho spis je povrchni a nekritickd kompilace, kterd byla vytvofena na
zdkladé fady starSich pramenti. Autor je peclivé cituje - uvadi pres tisic odkazu
na vice nez 250 autort; z velké ¢asti to vSak bohuzel nejsou priméarni informace.
V pfedmluvé pise o ptivodu a rozdéleni fecké filozofie a sledu filozofickych skol,
v deseti knihdch jsou pak zafazeny vlastni Zivotopisy slavnych mysliteld (od
Thaléta az po Epikura). Velkd pozornost je vénovana biografiim, Casto vsak
nevyznamnym podrobnostem.
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Diogenés mél snad v Gmyslu sepsat jakési déjiny fecké filozofie. Hlubsi sou-
vislosti jednotlivych filozofickych ndzori a proudd v8ak nebyl schopen pochopit
a postihnout. Presto si v pozdéjsich dobach jeho dilo ziskalo znacnou oblibu.
Patrné proto, Ze popularnim a nenaroénym zpusobem seznamovalo Ctenare
s feckou filozofii a Ze Fadu informaci ze Zivota slavnych mysliteli podéavalo for-
mou epigrami ¢i anekdot. Vzhledem k nedostatku kvalitnéjsich prameni je
pres vSechny nedostatky Diogeniv spis cennym pramenem pro studium pocat-
ki feckého filozofického, védeckého a tedy 1 matematického mysleni.

Dalsi vyznamnéjsi zdroje jen stru¢né vyjmenujeme:

Hérén Alexandrijsky (1. stol. pf. Kr.?) popisuje vyvoj nékterych geometric-
kych pojmi.

Geminos (2. pol. 1. stol. pf. Kr.), autor spisu Sest knih o maiematickych
teoriich, prinasi rovnéz néjaké informace o vyvoji fecké matematiky.

P. M. Vitruvius (2. pol. 1. stol. pf. Kr.), fimsky stavitel a architekt, uvadi ve
svém dile Deset knih o architekture (latinsky De architectura libri decem), které

mame k dispozici v éeském prekladu, 1 uréity soubor teoretickych poznatkia a
myj. 1 zajimavé informace o antické matematice.

Pappos Alexandrijsky (konec 3. stol. n. 1.7) zachoval ve svém dile Mathéma-
tikai synagogar mnoho tdaji historického charakteru.

Iamblichos (? —3307) je autorem nékolika pojednani o pythagorejcich, nékte-
rad se vSak nezachovala. Serénos z Antinoie (4. stol.) sepsal fadu komentaia ke
klasikim, podobné Eutokios (kolem r. 500) a Simplikios (6. stol.).

Matematik a filozof Proklos (410-485), reprezentant novoplaténské filozofie,
napsal komentare k Platénovym dialogim a komentafe k prvni knize Euklei-
dovych Zdkladi. Pouzil Fadu zdroji, zejména Eudémiv naért vyvoje fecké ma-
tematiky v nejstar$im obdobi a Geminovy prace s historickymi tdaji a doplnil
své komentare pojedndnim o vyznamu dila Eukleidova.

Uvazime-li, Ze se ndm fragmenty z dél feckych mysliteld (ale i jejich pozdgjsi
spisy) zachovaly jen diky mnohondsobnym pfepistiim, je tieba peélivé zvazovat
miru jejich vérohodnosti. Rukopisy, které mame k dispozici, pochazeji vétsinou
az z prvniho tisicileti naseho letopoctu. Byly vsak podrobné zkoumany, kri-
ticky hodnoceny a rekonstruovany; diky velikému usili celé generace historikd
matematiky mame dnes pomérné vérohodné verze dochovanych klasickych dél
fecké matematiky.

O feckych filozofech a myslitelich, ktefi zili pfed S6kratem, fik4 britsky ba-
datel R. M. Hare toto:

Zda je nazveme filosofy, ¢ nikoli, neni dilezilé; loto slovo mad $irsi a uz-
§t vyznam. Z jejich praci prelrvdvd nanejviyse nékolik zlomki a skoro vsSechny
nase informace o nich pochdzeji z mnohem pozdéjsich prameni. Tak se pred-
sokratikové, jak jsou tito filosofové souhrnné nazgvdni, stali vhodnym bojistém
pro badalele. Z téchto spori ale vzeslo pouze minimdlné poznatki, na které se

miuZeme s divérou spolehnout, Ze jsou pravdivé. ([23], str. 23)
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4. Puvod fecké matematiky

Je nepochybné, ze klasickd Feckd matematika (a véda vibec) vysla z po-
znatkil, které byly ziskdny v pfedchazejicich staletich zejména v Egypté a Me-
zopotdmii. Nazory na to, jaké mno#stvi poznatki Rekové prevzali a co sami
vytvofili, se dosti rozchazeji; osciluji mezi dvéma krajnimi nazory: Rekové vse
podstatné sami vytvorili - Rekové vie prevzali.

Recky historik Hérodotos (4847-4307), ,otec déjepisu“, pise ve svych Déji-
ndch o egyptském krali Seséstrisovi:

Tento krdl pry rozdélil pidu mezi vSechny Egyptany a kaZdému pridélil stejné
velky ctverhranny dil; podle toho pak uréil dané a na#idil, aby byly odvddény
rocné. JestliZe feka nékomu kus pozemku urvala, prisel ke krdli a ozndmil, co se
stalo. Krdl poslal své lidi, aby véc zhlédli a vyméFili, o kolik se pozemek zmensil,
aby pak jeho majitel platil natizenou dan imérné podle 2bylé vyméry. Myslim,
Ze tak vzniklo zeméméricdsivi a dostalo se do Recka.

Ndstroj pro uréovdni rocnich obdobi, sluneéni hodiny a rozdéleni dne na
dvandct dili poznali Rekové od Babyléniani. ([29], kniha II, odst. 109, str. 134)

I podle Prokla vznikla geometrie v Egypté z ustaviéné potieby premérovat
ptdu po kaZdoroénich zaplavach zptisobenych rozvodnénym Nilem. Do Recka
pry pfinesl geometrické znalosti Thalés, ktery jako prvni pokroéil v abstrakei.
Rozhodny krok vsak uéinil Pythagoras, ktery zacal védu budovat na ,zaklad-
nich principech.

Dalsi informace obdobného charakteru nachizime u Aristotela, Platéna a
dalsich filozoft.

Casto se tvrdi, ze egyptskd a babylénskad matematika méla zcela prakticky
a konkrétni raz a Ze teprve Rekové zacali matematicka tvrzeni dokazovat. Od-
purci tohoto nadzoru se odvolavaji na Démokrita, ktery se zmifuje o tom, zZe
egyptsti spojovaéi provazil, tzv. harpedonapté, provadéli dikazy:

Jd jsem ze vSech svijch vrstevniki prosel nejvétsi édst zemé, zkoumaje nej-
vétsi véci, spalfil jsem nejvice podnebi a zemi, slysel jsem nejvice moudrych
lidi a v skldddni éar s dikazem mé jesté nikdo nepredstihl, ani takzvani egyptsti
spojovact provazi. A s nimi jsem byl v ciziné pét let, navstiviv je po vSech
ostatnich ucencich. ([59], str. 74)

Snad m4 pravdu francouzsky filozof a historik védy Arnold Reymond (1874~
1958), kdyz Fika:

Ve srovndni s empirickymi a zlomkovitymi védomostmsi, jeZ lidé na Vichodé
pracné nasbirali za dlouhd staleti, je Teckd véda pravym zdzrakem. Zde lidskd
mysl po prvé pochopila, Ze lze stanovit omezeny pocet zdsad a vyvodit z nich
jisty pocet pravd, které jsou jejich nutngm ndsledkem. ([21], dil I, str. 21)

Zd4 se nepochybné, ze v 6.— 4. stol. pf. Kr. byly nahromadéné matematic-
ké poznatky (empirické i teoretické) zpracovany a pfetvofeny v exaktni védu.
Postupné byly vymezovany zdkladni matematické pojmy (bod, pfimka, rovina,
..., ¢islo, pomér atd.); jiz tato skutenost svédci o rozvijejicim se abstraktnim
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mysleni. Byly zformulovany axiémy, postuldty, logické principy odvozovani a
zacala uvédoméld vystavba matematického svéta ze zdkladnich prvka podle
pravidel danych axiémy a postulaty. Objevila se a byla rozvinuta idea dikazu.
Velkou roli zfejmé sehrdl jakysi princip minimalizace vychozich pojmi, predpo-
kladi a postupi, ktery je v té dobé vlastni Fecké filozofii; ta tehdy zahrnovala
veskerou védu.

V 6.— 4. stol. pf. Kr. doslo v Recku k obrovskému rozmachu matemati-
ky, k vyraznému kvalitativnimu skoku. Je mozné, ze opravdové vzepéti trvalo
kratsi dobu a ze v nésledujicich staletich byly ziskané vysledky domysleny,
kompletovany, tfidény a zpracovavany do ucelenych teorii. Bourlivy vyvoj ma-
tematiky byl vniman jako vyrazny tspéch lidského mysleni viibec. Matematika
méla tehdy velikou prestiz. Proto také bylo nad Platénovou Akademii napsa-
no: Nevstupuj, kdo neovliddis geometrii! Geometrie byla chdpana jako kultivace
mysleni, byla zahrnoviana do vSeobecného rozhledu vzdélaného ¢lovéka, geo-
metrické principy byly vidény a nachdzeny i ve spoleinosti a politice.

Péknou tvahou o poéatcich feckého mysleni je studie [71] znamého francouz-
ského hellénisty J—-P. Vernanta (nar. 1914); ukazuje Gzky vztah zrozeni fecké
filozofie a vzniku klasické fecké polis a izké sepéti politického a geometrického
mysleni.

Filosof, jenz nechal napsat na prih Akademie, Ze nikdo nemd vstupovat, kdo
neni geometr, dosvédcuje izké sepéti mezi geometrickym a politickym mysle-
nim Reki, jejich spolecny pocdtek a shodnou orientaci. V dialogu Gorgias Sé-
kratovymi dsty pranyruje Platén Killikta a v jeho osobé vsechny, kdo nechtéyi
studovat geometrii, svazuje dzce znalost isotés, geometrické shodnosti, zdikladu
fyztkdlniho svéta, s dikaiosyné a séfrosyné, s politickymi clnostmi, na nichz
novy ¥dd obce spocivd: , Rikaji moud¥i muzové, Killikie, Ze i nebe a zemé, bozt
i lidé maji mezi sebou spolecenstvi (koinonia), pritelstvi (filia), usporddanost
(homototés), umérenost (séfrosyné) a spravedlnost (dikaiolés), a proto nazyva-
7i, mily druhu, tento svél kosmem, tddem, a ne neusporddanosti ant nevdza-
nosti. Ale ly, jak se mi 2dd, pres vSechnu svou moudrost st {échto véci nevsimds
a nepozorujes, e geomelrickd rovnoslt md velky vijznam © mezt bohy 1 mezi lud-
mi, kdezlo podle tvého minéni je tfeba péstoval zdsadu ,miti vice’; nedbds totiz
geomelrie. “ ([71], str. 84-85)

5. Prvnli filozofové

Vlastni vyklad zaéneme ve fascinujicim 6. stol. pf. Kr., kdy se v tehdejsich
nejvyznamnéjsich civilizacich objevili filozofové a myslitelé, ktefi svym uéenim
a pusobenim ovlivnili svétové déni a mysleni na celd pristi staleti a tisicile-
tf. V Ciné& to byli Lao ¢’ (609-517) a Konfucius (551-479), v Indii Mahdvira
(599-527), zakladatel dzinismu, a Buddha (563-483), v Zidovském svété proroci
Jeremias (kolem r. 600) a Ezechiel (kolem r. 580), v Persii mozna Zarathust-
ra (6. stol. ?), v Recku prvnf filozofové: Thalés, Anaximandros, Anaximenés,
Pythagoras, Hérakleitos a dalsi.
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Nejstarsi feckd véda a filozofie se zrodila na pobfezi Malé Asie v 16nii, v teh-
dejSich nejvétsich, nejvyznamnéjsich a nejbohatsich obchodnich centrech, pfi-
stavnich méstech Milétu a Efesu. Zde se intenzivné stietdvala vzdélanost a jesté
nepfilis diferencovand véda a kultura egyptskd, babylénské a fecka. Prvni filo-
zofové se vymanili z tradiéniho ndbozenstvi, opustili mytologicky vyklad vzniku
svéta a jeho béhu. Pokusili se podat ryze prirodovédecky vyklad vesmiru a tak
na misto mytu nastoupila kosmologie. SnaZili se vysvétlit mnohotvarnost svéta
z jediné pralitky, kterd vSak nebyla chidpana jen jako mrtvd hmota, ale nesla
v sobé Zivot i pohyb, a z jediného principu. SnaZili se nalézt zédkonitosti v chao-
su jevi, pocitovali potiebu racionalniho zdivodiiovéani a logického usporadani
myslenek. V nékterych smérech je jejich snaha jesté znaéné naivni, ale sympa-
ticky sebevédoma. Protoze je vétsi ¢ast dila téchto filozofl zaméfena na vyklad
pfirodniho déni, hovofime o i6nské prirodni filozofii.

Hlavnimi pfedstaviteli Milétské skoly byli Thalés (6257-5457), Anaximand-
ros (6107-546) a Anaximenés (5857-528).

Thalés je povazovan za prvniho feckého filozofa, za jednoho ze sedmi mudreci.
Snad byl fénického pivodu; pisobil jako obchodnik, inZenyr, politicky éinitel,
matematik a astronom. Zd4 se, Ze navstivil Babylonii, kde se sezndmil s periodi-
citou slunecnich a mési¢nich zatméni (tzv. perioda saros); Gspésné predpovédél
zatméni Slunce roku 585 pf. Kr. V Egypté pry nabyl matematickych znalos-
ti; vypocitaval vysku pyramid podle délky jejich stint (patrné uzil podobnosti
trojuhelniki). Nechybélo mu ani praktické uvazovani. Kdyz ocek4val velkou
urodu oliv, zakoupil vsechny lisy v Milétu a zbohatl na jejich pronajimani.
Jako politik usiloval o spojeni i6nskych osad na pobtezi Malé Asie.

Thalés pry sepsal dilo nazvané O pirodé (fecky Peri fyseds). Za zdkladni
pralatku, ze které vSechno vznika a do které vse zanikd, povazoval vodu. Vidyt
voda ma skupenstvi plynné, kapalné i pevné, z vlhka se rodi Zivot, bez vody
zivot zanika atd. Vse ostatni vznikd z vody zfedovanim a zhusfovanim.

V matematice se Thalétovi pfisuzuji nasledujici vysledky: primér déli kruh
na dvé poloviny, thly pfi zdkladné rovnoramenného trojihelnika jsou shodné,
vrcholové thly jsou shodné, vSechny Ghly nad priimérem jsou pravé (tzv. Tha-
létova véta). Viibec vSak nevime, jaky charakter tyto vysledky mély; nevime,
zda byly jen zformulovany, ¢i dok4zdny a jak. Zd4 se, ze Thalés dobfe ovladl
pojem podobnosti trojihelnikt a vyuzival ji nejen k méteni vysky pyramid, ale
i ke zjisfovani vzdalenosti lodi na mofi (viz [85], str. 32). Uzival pry kruzitko a
uhlomér.

Pamfila pravi, Ze se Thalés naucil geometrii od Egyptani a Ze pruni vepsal
do kruhu pravodhly trojihelntk a obétoval vola. Druzi to Fikaji o Pythagorovi.

([85], str. 32)

Anaximandros, Zdk Thaléta, byl filozof, astronom, geograf. Za pralatku, pi-
vod a, princip vieho povazoval jakousi neomezenou neurcitou latku - apeiron.
Z ni jakymsi procesem vydélovani vznikaji véci. Bedlivé pozoroval a zkoumal
pfeménu, pomijivost, vznikani a zanikini, vyd€lovani protikladi. Svét je podle
ného jedinym velikym bojem o byti.
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Anazimandros prohldsil neomezené za pocdtek a zdkladni prvek jsoucna. ...
A z Ceho véci vznikaji, do toho téZ zantkaji podle nutnosti, nebot si za své
bezprdvi navzdjem plati pokulu a trest podle uréeni éasu. ... Nevyklddd vznik
véci proménou Fivhi, nybri tim, Ze se vécnym pohybem vylucuji protivy. ([85],
str. 33)

Anaximandros nechal postavit ve Sparté gnémon (tyé ¢ sloupek postaveny
kolmo k vodorovné plose) k méfeni Casu a ke stanoveni rovnodennosti a slu-
novratl, nakreslil mapu tehdejsiho svéta, vytvotil model sféry (patrné globus
s hvézdnou oblohou), znal pojem ekliptiky - odlisil ji od nebeského rovniku.
Vytvoril pomérné slozitou teorii vzniku a vyvoje svéta, zformuloval geocen-
tricky pohled na uspofadani vesmiru (sluneéni soustavy). Zemi povazoval za
véalec, ktery se volné vzndsi ve stfedu vesmiru, kde je stejnymi silami ze vSech
stran drzen (pfedjimani gravitaénich sil?). Jeho vyska méf{ tfetinu primeéru.
Anaximandros se snazil urc¢it pomér rozméra Slunce, Mésice a Zemé. Podobné
jako Thalés pry sepsal dilo O prirodé a snad i dilo o elementarni geometrii. Byl
to pry Anaximandros, ktery jako prvni uzil terminu arché pro pralatku, po-
catek, elementarni princip. RozeSel se s poetickym stylem pfedchtdcii, autorti
theogonii, a zacal psat v proze.

Anaximenés, zdk Anaximandra, povazoval za arché jakysi neuréity vzduch -
ozivujici dech. Symbolem Zivota je pro ného dychani, uvazuje i o dychani celého
svéta. Nebesk4 télesa jsou plochéa a ve vzduchu se vznaseji. Ostatni latky (voda,
zemé atd.) vznikaji zhustovanim vzduchu, ¢&i jeho zfedénim (oher).

Anazimenés ... prohldsil vzduch za poédtek jsoucna, nebot z ného vse vznikd
a do ného se zase rozklidd. ,Jako nase duse,“ pravi, ,jsouc vzduchem ndm
vlddne, tak dech a vzduch objimd cely svét“. ([85), str. 36)

Hérakleitos z Efesu (5407-4807) se po nezdaru v politice uchylil do azylu
Artemidina chramu. Casto je nazyvan zaduméivym, vzteklym, plaétivym, ale
hlavné temnym filozofem. I on napsal filozofické dilo O pFirodé. Podle Hérak-
leita je svét vélny, ale vSe plyne (panta rhet) a je pomijivé, nic netrva; vie je
zpusobeno bojem protikladi (suché - vlhké, muzské - zenské atd.), které vsak
nemohou existovat jeden bez druhého a nelze je od sebe odlouéit. Zda se, ze
to byl Hérakleitos, kdo prvné uzil slovo logos (slovo, rozum, fad, ...). Podle
nékterych vyroki se zda, ze nedivéroval prilis smyslim.

. 0C1 a ust yjsou sSpatni svédkoveé ...

Nelze vstoupit dvakrdt do téZe veky ... Do tyjchz fek vstupujem 1 nevstupujem,

jsme i nejsme.

Ohen je zdkladnim prvkem, vse je obménou ohné a vse se déje zFedovdnim a
zhustovdnim ... Vsechno se déje v prolivé a vse tece jako teka, vse je ohraniceno
a jeden je svél. Vznikd z ohné a opél je spalovdin v urcitych obdobich stiidavé
po cely vék; déje se 1o podle sudby.

Tento svét, 14 pro vsechny, nestvoril Zddny z bohi ani z lidi, ale vidy byl,
jest a bude vééné Zivym ohném, roznécujicim se podle miry a hasnoucim podle
miry. ([85], str. 63, 57, 55. Viz téz [28], str. 46, 72)
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Poznamenejme, Ze podle legendy byl Efesos zalozen, kdyZ se naplnila véstba
a pii peceni ryby vznikl pozar. Slavny Artemidin chrdm v Efesu, jeden ze sedmi
divi svéta, byl roku 356 pf. Kr. vypalen Hérostratem, ktery chtél timto ¢inem
ucinit své jméno nesmrtelnym. Mésto Efesos je tedy s ohném osudové spjato.
O Hérakleitovi a jeho dile viz [28] a [40].

V malém feckém meésté Elea v jizni It4lii (dnes Velia) vznikla dalsi filozoficka
skola. Jejim zakladatelem byl myslitel a rapséd (tj. basnik a pévec) Xenofanés
z Kolofénu (5657-4707); nejdiilezit&jsimi predstaviteli tzv. eleat byli Parme-
nidés (5407-4507) a Zénén (4807-4307).

Parmenidés, autor basné O prirodé, navazal na Xenofanovy myslenky o je-
diném nehybném a neménném jsoucnu, souvislé latce, kterd je vsude stejna,
nevznikla, ani nezanikne. Toto jsoucno vypliiuje prostor, ktery je od latky ne-
oddélitelny; proto neexistuje ani prdzdno, ani pohyb, ani déni. Do piikrého
protikladu stavi rozumové a smyslové poznani; smysly nepfinaseji vérohodné
poznéni, ale jen pravdépodobné, ¢i dokonce jen nejisté zdani (osleplé oéi, za-
lehl€ ust). K nepochybné pravdé, pravému védéni vede jen mysleni, rozum.

Treba je Tikat a myslit, Ze jsouct jest, nebot byli jest, kdeflo nic véru neni.
To na mysli miti ti kdzi, od télo cesty zkoumdni chci tebe odvrdlit predem.

Parmenidés ... lvrdé, Ze vedle jsouctho neni nejsouci ni¢im, nuiné se domni-
vd, Ze jsouci je jedno a Ze neni nic jiného ... Pokud je vSak nucen 7idit se jevy
a pokud mysli, Ze je jedno podle rozumu, ale mnohé podle smyslového vnimdni,
potud uzndvd dvé pFiciny a dva poldtky, teplo a chladno, a zve je ohném a
zemi. Z toho pak Fadi teplo k jsoucimu a druhé k nejsoucimu. ([85], str. 67, 71)

Parmenidovy nazory haji proti ndmitkam, které vyvolaly, jeho Zak Zénén.
Argumentuje zpusobem, ktery v matematice odpovida diikazu sporem: pfijiméa
nézory Parmenidovych odptirci (prostor muze byt oddélen od latky, existuje
pohyb, ...) a odvozuje z nich absurdni tvrzeni. Nejzndméjsi z jeho tzv. apdrii,
slepych ulic¢ek rozumu, jsou Achilles a Zelva, Letici Sip, Dichotomie a Stadion.
Zénén pozdvihl uméni diikazu na takovou tdrovei, Ze se tvrdilo, ze Zénén vy-
nalezl dialektiku. Uvedme svédectvi Simplikia:

Ve svém spise obsahujicim cCeiné dikazy dovozuje po kaZdé, Ze ten, kdo uznd-
vd mnohost, nuiné mluvi véci sobé odporuyici. Tak jeden je dikaz, kde dovozuje,
Ze je-li jsoucen mnoho, jsou zdroven ¢ velikd, 1 mald, tak velikd, Ze jsou nekonec-
né velikd, a tak mald, Ze nemaji vibec Zddnou velikost. P¥i tom pak dokazuje,
Ze nemd-li co ant velikost, ani tloustku, ani hmotu, nemiZe lo vibec byt. ([85],
str. 73)

Déle uvedme tyto tfi zlomky z Aristotela:

Ctyti jsou Zéndnovy dikazy o pohybu, kieré pisobi obtiZe tém, kdo je chiéji
vyvracet. Proni je, Ze neni pohybu, jeto to, co se pohybuje, musi dojit d¥ive do
poloviny cesty, ne? dojde k cili ... nelze projit nekonecngm poctem mist nebo
se dotknout nekonecného poctu mist v konecném Case.
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Druhy dikaz je t.zv. Achilleus. Je to ten, Ze nejpomalejsi tvor nemiZe byt
v béhu nikdy dostiZen nejrychlejsim, nebot prondsledujici musi dfive dojit tam,
odkud vybéhl prchajici, takie pomalejsi je nuiné vidy o néco napred.

Treli dikaz je ..., Ze pohybujici se Sip stoji ... nebol je-li vse vidy v klidu
nebo v pohybu, (a nehybd-li se), cokoli je v stejném prostoru, a je-li konecné
to, co se pohybuje, v jednom okamziku (vidy v stejném prostoru), pak je letici
$ip nepohnuty. ([85], str. 75)

Nelze predpokladat, ze by Zéndén nevéfil v existenci pohybu. Smyslem je-
ho apérii bylo poukazat na to, ze neni obt{zné nalézt v nazorech protivniki

Zénén tak predlozil k Gvaze a diskusi problémy, které patii dodnes k vaznym
otdzkam filozofie, matematiky 1 fyziky. Jde o problémy ,zachéazeni s nekonec-
nem“, které jen stru¢né nastinime pomoci protikladi konecné - nekoneéné,
diskrétni - spojité, nekoneéné malé - nekonecné velké apod. Témito otdzkami
se vSak v tomto ¢lanku zabyvat nebudeme. Chtéli jsme jen poukazat na rozvoj
abstraktniho mysleni a diikazové techniky.

Empedoklés (4907-4307), odchovanec eleatii, filozof, 1ékaF, basnik, véstec,
autor béasnického dila O prirodé pisobil v Akragantu (dnesni Agrigento na
Sicilii). Za zdkladni prvky bere &tyfi zivly, kofeny wsech véci; jsou to zemé,
voda, vzduch a ohen. Tyto ¢tyfi zcela rovnopravné prvky se vécné spojuji a
rozdéluji. Vznik véci je podminén jejich slu¢ovanim, zanik jejich rozluéovanim.
Dvé hybné sily, které spojovani a rozluCovani zputsobuji, jsou laska a svar;
témito silami je svét oziven.

Teorii Ctyt zivla prevzal Platén; Aristotelés k nim pozdéji pridal éter.

Pékny esej Empedokles z Akragantu napsal roku 1918 vyznamny francouzsky
spisovatel a humanista Romain Rolland (1866-1944).

Nejprve poslys, kieré jsou ctyii koteny vSeho: zdFivy Zeus [ohen] a Héra
[veduch], jeZ prindsi Zivot, a Hddés [zemé], konecné Nestis [voda], lidské jeZ
prameny slzami Zwi. ([85], str. 85-86)

Jednou koteny Ldskou se spojuji v jednotlny ttvar, po druhé zase vSechno to
rozdéli nendvist Svdru ... ([85], str. 89)

Anaxagorés z Klazomen (5007-428), filozof, matematik a prirodovédec, sou-
casnik a pritel Perikla, pusobil v Athénach. Byl obvinén z bezboZnosti, souzen
a vypovézen z Athén. Svét si predstavuje zbudovany z nekoneéného mnozstvi
malych CasteCek - semen véci mnoha druhl (spermata chrématdn, resp. ho-
moiomeretat). Plivodni chaotickd smés semen se v uspofaddany svét zménila
plsobenim rozumu (nis), ktery je nejjemné&jsi ze vSech latek; vzniklym virem
se odloudily vzduch, voda, zemé i ohen.

Anazagords ... 7ikd, Ze je neomezeny pocel pocdtki. Nebol pravi, ie témér
vSechny stegnorodé édstky, jako voda nebo ohen, tak vznikaji a zantkaji jenom
slucovdnim a rozlucovdnim a Ze jinak ant nevznikaji ant nezanikayi, njbrz vécné
trvaji. ([85], str. 110)
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Anazagords ... pokldidd za prvky stejnorodé édstky, jako nap¥. maso, kost a
kaZdou takovou véc. Vzduch a ohesi poklidd za smési vsech téchio 1 vSech ostat-
nich semen, nebot jeden i druhy je spojen ze vsech neviditelnijch stejnorodijch
véci. Proto z nich také vSechno vznikd; ohen a ether nazyjvd toliZ Anazagords
stejné. ([85], str. 110)

A jakmile pocal duch hgbat vécmi, odlucoval se ode vseho, co se hiyjbalo, a
¢im duch pohnul, vse to se rozloucilo. KdyZ pak se véci hybaly a rozlucovaly,
pusobilo otdceni jesté mnohem vélsi rozlucovdni. ([85], str. 107)

Reéti atomisté Leukippos (5007-4407) a Démokritos z Abdér (4607-370)
uznali byti nejsoucna, tj. prdzdny prostor, uznali pohyb, zménu, vznik i zanik.
Za zakladni prvky jsoucna pokladali nepatrné, neviditelné a nedélitelné castec-
ky - atomy. Atomy jsou rizné veliké a rtizné hmotné, neménné a neznicitelné,
jsou oddéleny prazdnym prostorem a jsou v neustidlém pohybu. Vznik a zanik
véci je spojovanim a rozlucovanim atomi, vse se déje dle osudu a zdkona. Svét
vznikl vifivym pohybem atomi, které se postupné spojily ve vétsi celky, télesa
a svéty. O atomistech viz [59].

Rikali totiz, Ze pocdtky véci jsou neomezené co do poctu, a poklddali je za ne-
rozrezatelné, nedélitelné a neporusitelné, jezto jsou tuhé a nemaji v sobé prazd-
no, nebot déleni, jak tikali, se déje tam, kde je v télesech prdzdno. A tyto atomy
se pohybuji v neomezeném prdzdnu, jsouce od sebe oddéleny a lisice se tvary,
velikosti, polohou a uspordddnim. Vzdjemné se dostihuji, srdZeji a jedny pri set-
kdni odskakuji, druhé se navzdjem splétaji pro souhlas tvarid, velikosti, polohy
a uspordddni, u sebe trvaji, a tak vanikaji sloZené véci. ([59], str. 5H4)

Tento odstavec o prvnich filozofech starého Recka zdaleka nepostihuje filozo-
fickou problematiku 6. — 4. stoleti pf. Kr., ani nevyCerpava uéeni a vyznam téch
mysliteld, o kterych jsme se zde zminili. Snazi se jen zdiuraznit nékteré filozofic-
ké otazky, které byly v predsékratovské dob& v Recku diskutovany. Povazujeme
totiz za nutné a uZitetné upozornit na paralelu filozofického a matematického
badani té doby.

Recka piirodni filozofie uvazuje o ,budovani® p¥irody, svéta, kosmu

- z jedné pralatky, pfi¢iny, pocatku (arché ) nebo nékolika malo prvkd, Zivla

(stoicheia) - Thalés: voda, Anaximandros: apeiron, Anaximenés: vzduch -

ozivujici dech, Hérakleitos: ohen, Empedoklés: ohen, voda, zemé, vzduch,

Anaxagoras: semena véci, Leukippos a Démokritos: atomy, ...

- pomoci jednoho & dvou principi - Thalés, Anaximandros, Anaximenés: zfe-
dovéni a zhusfovani, vydélovani, Hérakleitos: vzplanuti a uhasindni ¢i stre-
tavani protikladid, Empedoklés: laska a svar, Anaxagords: hybny princip -
nis, ...

S jistou mirou nepresnosti se dé Fici, ze vysledky tohoto badani zavrsuje Aris-
totelés; jiz pfed nim vsak nastdva v fecké filozofii tématicky obrat pisobenim
Sékrata (469-399).
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Velmi podobny trend se projevuje v Fecké matematice. Nejprve Pythagoras
buduje (aritmeticky) svét ze zdkladnich prvka - pFirozenych &isel (ndsobkd &i-
sla 1) pomoci principu pomérti a Gmér. Tento pokus jesté neni Gspésny - po
objevu nesouméritelnosti Gsecek je nastoupena jina cesta.

Recka geometrie je pak vytvarena
- ze zakladnich prvka - bodu
- pomoci dvou zdkladnich principti, na kterych jsou zalozeny eukleidovské kon-

strukce (neboli konstrukce pravitkem a kruzitkem) a které jsou popsany v Eu-

kleidovych postulatech:

— je mozno sestrojit pfimku, jsou-li dany jeji dva body,

— je mozno sestrojit kruznici, je-li dan jeji stfed a jeden jeji bod.

V fecké prirodni filozofii i v fecké matematice je citit jakysi duch minimali-
zace, snaha o nalezeni pokud mozno malého poctu vychozich prvki i principt.
V geometrii je tato snaha jasné dokumentovatelna. Vychozi prvky, body, jsou
objekty jednoho jediného druhu, vychozi principy jsou dva - sestrojeni pfimky
a kruznice; oba tyto objekty je mozno zadat minimalnim moznym poétem bodu
- dvéma.

Dalsim velmi vyznamnym aspektem budovani feckého geometrického svéta
je jeho ptisné logickd vystavba z minimalniho objemu vychozich predpokladi.
Charakterem celé stavby je to, cemu dnes Fikdme axiomaticka teorie.

Kolem roku 300 pf. Kr. shrnuje Eukleidés vysledky prace svych pfedchidct
(zejména Hippokrata, Theaitéta, Eudoxa a Archyta, vyuziva vSak i Aristotela)
ve slavném dile Zdklady. Je nahoda, Ze fecky nazev Stoicheia je uzivan ve
filozofii pro zakladni prvky - Zivly?

Prvkem (stoicheion) se nazyjvd to, z ¢eho se néco sklidd jako z prvni sloZky a
jez se, co se tyce druhu, nedd délili v jiny druh. Tak prvky hlasu jest to, z éeho
se hlas sklddd a v co se posledné rozklddd, a to tak, Ze se jiz nedd rozklddat v jiné
druhové rizné hlasy. I kdyzZ je tu dalsi délent, tedy jsou to édsti steyného druhu,
... Podobné se mluvi také o prvcich geometrickych dikazi a wibec o prvcich
ditkazi. Proni dikazy loliZ, jeZ jsou opét obsaZeny ve vice dikazech, nazyvayi se
provky dikazi. Takového druhu jsou v sylogismech prvni soudy, jes se ziskdvaji
ze 111 poymi s pomoci jednoho stfedniho.

Odtud se oznaceni ,prvek® prendsi na lo, co jsouc jedno a malé prospivd
mnohému. Proto se prvkem nazyvd také to, co je malé, jednoduché a nedéli-
telné. Odtud pochdzi, Ze se lo, co je v nejuyssi mire obecné, poklidd za prvek,
ponévadz kaZdé z nich, jsouc jedno a jednoduché, jest obsazeno v mnoha vécech,
bud ve vsech nebo ve vélsiné jich. Proto také nékteri mini, Ze jednotka a bod
jsou pocdtky. ... v kaidém pFipadé prvek znamend néco prvniho, co je ve vécech
obsaZeno. (Aristotelés [1], str. 129-130, 1014 a, b)

vvvvv

dovani veskerého jsoucna v fecké prirodni filozofii. Snad proto se feckd mate-
matika i po Eukleidovi dale Gspésné rozviji, zatimco o fecké prirodni filozofii to
Fici nelze. A snad i proto méla matematika ve 4. stol. pf. Kr. takovy respekt.
Jiz jsme uvedli, ze nad Platénovou Akademii byl pry napis: Nevstupuj, kdo
neovlddds geomelrii!
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6. Pythagorejci

Reckou matematiku podstatné ovlivnila skola pythagorejska. Jejim zaklada-
telem byl Pythagords (5707-5007), politik, filozof, myslitel a matematik. Po-
chézel z ostrova Samos, ktery je nedaleko Milétu i Efesu. Pozdé&ji presidlil do
Kroténu v jizni Italii, kde zalozil filozofickou skolu, kterd vsak méla rovnéz cha-
rakter ndbozenské skoly ¢i sekty a politické strany. Z Kroténu byli pythagorejci
vyhnani, Pythagoras snad zemfel v Metapontu. Plsobeni pythagorejské skoly
mélo obrovsky vliv na dalsi vyvoj filozofie a védy, rozhodnou mérou predzna-
menalo rozvoj fecké matematiky.

Cicero o Pythagorovi fika:

Kdyz prisel za vlidy Tarquinia Pysného do Itdlie, upoutal Velké Recko jak
svym ucenim, tak i svou osobnosti, a jesté radu stoleti pozdéji bylo yméno pytha-
gorovcd tak vdZené, Ze to vypadalo, jako by na svété nebyli Zddni jint mudrc:.
([11], str. 46)

Podle Cicerona byl Pythagoris vyndlezcem slova filosofie; své nazory na
filozofovani pry vysvétloval takto:

Podle mého ndzoru je lidsky Zivot podoben jedné z téch slavnosti, kieré se
konagi za Wcasti celého Recka a jsou spojeny s vijpravngmi hrami. Tam nékterd
hledaji slivu a Cestny vénec v sportovnim zdpoleni, jiné lam privddi zisk a
vydélek pri kupovdni a proddvdni, a je také urcitd skupina ULdi - la je nej-
uslechlilejsi — , kteri se neshdnéji ant po potlesku, ant po vydélku, ale pFichdzeji
tam jako divdci a pozorné si prohliZeji, co a jak se tam déje.

A steyné€ je to 1 s lidskym Zivotem. I my jsme vysli do loholo Zivola z jiného
Zivola a z jin€ prirozenosli, jako bychom sl z néjakého mésta nékam na hlucny
trh, a ted nékteri slouzime sldvé, jint penézim; vzdcni jsou takovi, kteri vsechno
ostaini nepovazuji za nic a bedlivé pozoruji podstatu svéla. Tém Fikdm milovnici
moudrosli, to je lotiZ vijznam slova filosofové. A jako na oné slavnosti je pro
svobodného ¢lovéka nejdistojnéjsi jen se divatl a nehledat Zddny zisk, tak v Zivoté
pozorovdni a pozndvdni prirody daleko vynikd nad vSechny ostaini &innosti.

([11], str. 206-207)

Pythagoras prohlasil, ze zakladem jsoucna je &islo (arithmos). Pochopil nut-
nost kvantitativniho popisovani jevii a vztahi, uvédomil si obrovskou roli ¢isel.
Predpoklidal harmonickou stavbu svéta, ktera je popsatelnd cisly. Jsou mu
prisuzovany tyto vyroky:

Co je nejmoudiejsi? - Cislo a potom ten, kdo dal vécem jména. ... Co je
nejkrdsnéjsi? - Harmonie. Co je nejmocnéjsi? - Myslenka. ... ¢islu se podobd
vSechno. ([85], str. 40-41)

Aristotelés se o pythagorejském pojeti jsoucna vyjadfuje takto:

A jeZlo vidéli v ¢islech stavy a poméry harmonii a jezto se jim zddlo, Ze se
i vSe oslaini podobd celou svou pFirozenosti ¢islim a Ze ¢isla jsou pruni z celé

pFirody, usoudili, Ze prvky Cisel jsou téZ prvky vSech véci a Ze cely vesmir je
harmonii a cislem. ([85], str. 184)
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Pythagorejci prosazovali studium tzv. kvadrivia, které sestdvalo z geometrie,

aritmetiky, astronomie a hudby. Toto pojeti kvadrivia se zachovalo az do pre-
lomu stfedovéku a novovéku, kdy bylo studovdno na prvnich univerzitidch (na
fakultach sedmi svobodnych uméni) vedle tzv. trivia (gramatika, rétorika, dia-
lektika). Podstatnou mérou k tomu prispél A. M. T. S. Boethius (4807-525),
sposledni Riman a prvni scholastik“, autor slavného dila Filozofie utésitelka
(lat. Consolatio philosophiae), ktery studium kvadrivia propagoval. Napsal spi-
sy o ¢tyfech ,matematickych® disciplindch - aritmetice, geometrii, astronomii
a hudbé. Jeho latinsky psany vyklad vychéazel z dél Feckych klasik. V 7. stoleti
se vSak ztratilo Boethiovo pojednani o astronomii a z jeho spisu o geometrii
zbyly jen zlomky. Prezila jen Institutio arithmetica a Institutio musica. Po-
zdéji se k témto diltim pridavaly cizi spisy o geometrii a astronomii, aby bylo
kvadrivium zachovano.
Uvédomme si nejprve nékolik bezprostfednich vztahti geometrie a aritmetiky
(kam tehdy patfily i prvni poznatky z teorie ¢isel): Pythagorova véta na jedné
strané a pythagorejské trojice ¢isel na strané druhé; pravidelné mnohotihelniky
a mnohostény a vyplnovani roviny a prostoru témito objekty na jedné strané
a figuralni ¢isla a jejich postaveni ve svété (prirozenych) Cisel na strané druhé;
v geometril, stejné jako v aritmetice, hral velkou roli pojem podobnosti - dnes
Jiz chapeme podobnost jen v geometrii.

Popisme kratce plivodni pythagorejsky pohled na svét ¢isel a velicin. Cislo 1
nebylo chapano jako ¢islo, ale jako stavebni kamen aritmetiky (zakladni jednot-
ka Ciselného mnozstvi), ale i geometrie (bod, zédkladni jednotka obsahu plochy
i objemu); prirozena éisla 2, 3, 4, 5, ... byla chdpana jako souhrny jednotek.
Kladnd raciondlni ¢isla byla predstavovana pomoci poméra pfirozenych Cisel; je
pravdépodobné, ze byla chdpéana i jako ndsobky mensich jednotek, které vznikly
rozdélenim piivodni jednotky na uréity pocet stejné velkych ¢asti. Pythagorejci
se zprvu domnivali, ze s timto svétem ¢isel a velié¢in vystaci; teprve pozdéji - po
objevu nesouméritelnosti tisecek - se presvéddéili o opaku. Piavodni pythagorej-
sky pohled na ¢isla odpovida pohledu ditéte. Dité samo vlastnim uvazovanim
k iracionalnim ¢&islim nedojde a ani dojit nemuze; jejich existence je mu ve
Skole pomérné brzy dana na védomi - vétSinou na jednom jediném prikladu

(iracionalita v/2).

Pythagords zménil geometrickou védu v podobu svobodné nauky tim, Ze obec-
né zkoumal jeji zdklady a Ze probiral jeji poucky nehmotné a pomysiné; nalezl
také nauku o irraciondlnich cislech a sloZent svétovych tvari. [témito tvary jsou
snad minéna tzv. platonska télesa, tj. pravidelné mnohostény] ... Zdd se, Ze st
Pythagords nade vsechno vdzil nauky o cislech ..., pfipodobrioval véci k Cislim.

([85], str. 41-42)

Hudbu chépali pythagorejct v izkém vztahu k matematice. Vyslovili zdkon
o imérnosti vysky ténu délce struny nebo vysce vzduchového sloupce. Tento
zdkon jisté intuitivné znali a vyuzivali jiz dlouhd staleti vyrobei hudebnich
nastroji. Zda se vsak, Ze teprve pythagorejci tento zdkon exaktné zformulovali.
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(O nékolik stoleti pozd&ji vyslovil Archimédés ze Syrakis (2877-212) nékteré
jednoduché zadkony mechaniky, napft. zdkony o rovnovaze. Také tyto zdkony mu-
sely byt intuitivné zndmé a vyuzivané pfi praktické ¢innosti jiz dlouh4 staleti.
Uvédomme si, Ze i pro studenty matematiky na vysoké skole neni jednoduché
presné formulovat definici pojmu ¢i vyslovit matematické tvrzeni, i kdyz treba
pojem dobfe znaji a tvrzeni v praxi Gspésné vyuzivaji.)

obr. 1

Pythagorejci vyslovili i tzv. zdkon harmonie. K danému ténu, ktery je vy-
tvofen napt. chvéjici se strunou, ziskime tén, ktery s nim ladi, kdyZ strunu
seskrtime tak, aby pomér délek vzniklého {seku a celé struny byl vyjadien
pomoci malych prirozenych cisel. Oktavé odpovida pomér 1 : 2 , tj. strunu
seSkrtime presné v poloviné, kvinté odpovidd pomér 2 : 3, tj. strunu seskrtime
ve dvou tfetinach, kvarté odpovida pomér 3 : 4, tj. strunu seskrtime ve tfech

1 3 2
SRR
kterou mizeme chépat jako vztah mezi oktavou, kvartou a kvintou.

Hudebni imérou byla ve starém Recku nazyvéna étvefice (12,9,8,6). Poméry
6:12,8:12 a9 : 12 totiz davaji po fadé oktdvu, kvintu a kvartu. Cislo 9 je
navic aritmetickym primérem cisel 6, 12 a ¢islo 8 je harmonickym primérem

¢isel 6 a 12 (harmonicky primeér &isel a, b je ddn zlomkem az_‘{’_l; ). Toto aritmetické

pojeti hudby bylo doplnéno i o geometrické aspekty. Ctvefice (12,9,8,6) ma
totiz Gzky vztah ke krychli, nebot ta ma 6 stén, 8 vrcholdi, 12 hran a 9 rovin
soumeérnosti. Historku o tom, jak pythagorejci objevili matematické zakonitosti
hudebnich intervali vypravi Boethius (viz [21], dil [, str. 52-53).

Upozoriiujeme étendfe na pékny éldnek B. Rietana [58] o matematickém
popisu ténu.

V kosmologii opustili pythagorejci geocentrismus. Do stfedu vesmiru umistili
centralni ohen; kolem ného se rovnomérnym pohybem na deseti sférach pohy-
buji hvézdy, pét planet, Slunce, Mésic, Zemé a Protizemé. Dokonalost vesmiru
se projevuje jednak v jeho tvaru (je to koule), v rovhomérnosti pohybi, v poétu
sfér (desitka je symbolem dokonalosti - proto byla patrné vymyslena Protizemé)
a1 v tom, Ze poloméry sfér (a rovnéZz rychlosti pohybi) jsou v poméru malych
pfirozenych Cisel, které odpovidaji hudebnim pomérim. Pohyb sfér zpisobuje
dokonale krasnou hudbu, vnimanou snad jen rozumem. K témto pfedstavam
pythagorejci se tedy vztahuji zndma slovni spojeni harmonie kosmu a hudba
sfér.
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Ocitujme zpravu o uéeni pythagorejce Filolaa (5. stol. pf. Kr.):

Filolaos uci, Ze je uprosiied kolem sttedu ohen a nazyvd jej krbem vesmiru,
Diovym pribytkem, matkou bohi, olldfem a svazkem i mérou prirody. A opél
Jinyg ohen je nahore, vse obklopujici. Ale pruni od prirody je stied; kolem ného
krouzi deset bozZskych tél: obloha, pél obéinic, za nime slunce, pod nim mésic,
pod nim zemé, pod ni protizemé a za nim: za vSemt ohen, majici v stfedu wlohu

krbu. ([85], str. 192)

Aristotelés o pythagorejcich fika:

... ponévadZi se zdd, Ze desitka jest ¢islo dokonalé, zahrnujic vSechna cisla
zdkladni, jest pry podle nich také deset obihagicich téles na nebi; ale ponévadz
je jich vidét pouze devét, vypliugi pocet protizemi jako télesem desdtym. ([1],
str. 46)

... domnivaji se 1€z, Ze jsou rychlostt nebeskych téles v souzvucném pomeéru
podle svych vzddlenosti. Proto ikaji, Ze ventkd harmonicky zvuk nebeskiych téles
pohybujicich se v kruhu. ([85], str. 187)

Fascinovani svétem ¢isel, kterd hraji tak dalezitou tlohu ve svété, dospéli
pythagorejci az k ciselnému mysticismu. Jednotliva ¢isla méla podle pytha-
gorejed zvlastni vyznam a moc. Sudd ¢isla byla Zenska, licha muzska, ¢islo
4 piedstavovalo spravedlnost, ¢islo 5 manzelstvi apod. Cislo 10 pfedstavovalo
dokonalost a veskeré jsoucno. Je totiz 1 +2 + 3 + 4 = 10, pfitom é&islo 1 pred-
stavuje zakladni jednotku, ale i bod, &islo 2 predstavuje zakladni jednotku
sudych cisel, ale 1 to, ze dva rizné body uréuji primku, Cislo 3 predstavuje
trojahelnik, ale 1 to, ze tfi body nelezici v primce urcuji rovinu, ¢islo 4 pred-
stavuje Ctytstén, ale i to, ze Ctyfi body nelezici v roviné reprezentuji prostor.
Pythagorejci vyznavali deset zakladnich protikladii (omezené - neomezené, sudé
- liché, jedno - mnohé, pravé - levé, muzské - zenské, klid - pohyb, rovné - kfivé,
svétlo - tma, dobré - z1é, étverec - obdélnik (viz [85], str. 185, viz téz [1], str. 46—
47)). Protiklady vsak zaroven vytvarely harmonii, soulad.

Nechme jesté jednou promluvit pythagorejce Filolda:

Ciny a podstatu cisla je tieba pozoroval podle sily, kterd je v desitce, nebof
sila ¢isla a zvldsté desitky je velikd, vSe plnici, vSe pisobici a je poldtkem 1
vidkyni boZského, nebeského i lidského Zivota a se vsim se stykd. ... Bez ni je
vse neomezené, nejisté a nejasné. Nebol povaha ¢isla ddvd pozndni a kazdého
vede t poucuje o kaZdé nejasné a nezndmé véci. Nebot nikomu by nebyla Zddnd
z véct jasnd, ani sama o sobé, ani ve vzliahu k jiné, kdyby nebylo ¢isla a jeho
podstaly. Avsak ¢islo, uvddéjic v dusi vSechny véct v soulad s vjemem, cini je
poznatelnyme a navzdjem souhlasnymi po zpusobu gndmonu, lim Ze ztélesiiuje
a rozlucuje poméry véci - kaZdy zvldst - neomezenijch 1 omezujicich.

Povahu ¢isla a jeho mocnou silu bys mohl vidét nejen v démonskych a boz-
skyjch vécech, nybri 1éZ ve vSech lidskych ¢inech a slovech i ve vSech femeslnyjch
dilech 1 v hudbé. Povaha ¢isla a harmonie nepripoustéji nikterak klam, nebot
jim neni vlastni; klam a zdvist ndleZi k povaze neomezeného, nesmysiného a ne-
rozumného. Klam nikterak nevane do cisla, nebot klam je nepratelsky a protivny
jeho povaze, zalo pravda je vlasini rodu &isla a s nim srostld. ([85], str. 191)
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Zajem o Ciselny mysticismus a podobné otdzky stéle trva. Novd Akropolis,
filosofickd $kola na klasicky zpisob, poraddala dne 25. 4. 1994 v Praze pted-
nasku ,,Symbolismus ¢isel. Numerologie. (Geneze &isel a forem. Cislo - zaklad
Univerza. Zlaté &islo v mikrokosmu a makrokosmu.)“.

Magickym obrazcem byl pro pythagorejce pravidelny pétitihelnik. Snad pro-
to, Ze jeho GhlopFicky jsou déleny svymi priseciky v poméru zlatého fezu, nebo
proto, ze konstrukce pravidelného pétithelnika pravitkem a kruzitkem byla ob-
rovskym Gspéchem tehdejsi geometrie; mozna vsak, ze ze zcela jiného divodu
(obrazce pétithelnika se objevovaly na feckych vazach jiz v 7. stol. pf. Kr.).

Na zavér tohoto odstavce o pythagorejcich ocitujme Z. Kratochvila:

Nihled i viklady ndhledem umoinéné, to vse se stdvd soucdsti ,mauky*,
MATHEMA. Béind vectina pak znd slovo MATHESIS, ,pouceni, nauceni®.
MATHEMA je pak to, ,co je k nauceni® ¢ili ,nauka“. MATHEMATIKOS
znamend puvodné ,ndleZejici k pouceni (nauce)®, atf uz se jednd o ucednika
nebo o pojedndni, napt. ,naucnd vec“, MATHEMATIKOS LOGOS (v tomlo
vfznamu jesté u Aristotela). MATHEMATIKA, co# je plurdl stiedniho rodu,
pak znamend vSechny ty véci, kieré jsou télo naucné povahy. Viyznam pytha-
gorejskych ,ucedniki® ¢ili matematiki spolu s jejich orientaci zdymu zpisobil,
Ze slovo ,matematika“ od t€ doby znamend predevsim zabyvdni se ¢isly a geo-
metrickymi objekly. Prdvé tohle je v pythagorejském pojeli to nejlepsi uceni
a cesla k moudrosti, nebot édst toho, co zkoumdme, totiZ ¢isla, pak muzeme
vyuZit k vikladu Fady jinych témat zkoumdni. ([46], str.30)

P¥ipometime jesté, ze existuje knizka s provokujicim ndzvem Was Pythagoras
Chinese? (viz [67]).

7. Pythagorova véta

Je mozné, ze Pythagorova véta byla zndma jiz ve starém Egypté; egyptsti
spojovacéi provazi snad vytyZovali pravy tihel pomoci smy¢ky provazu, na které
bylo 12 uzli ve stejnych vzdalenostech od sebe. Pokud tomu tak bylo, pak
pouzivali k vytyceni pravého tihlu pythagorejsky trojihelnik se stranami 3,4, 5.

V Mezopotamii byla Pythagorova véta znama asi tisic let pied Pythagorem.
Byla chapana jako vztah mezi délkami stran pravothlého trojihelnika; svédci
o tom tlohy, které z té doby pochézeji. Nevime, zda byl v Mezopotamii objeven
jeji dikaz. Byly vSak nalezeny nékteré pythagorejské trojice Cisel; patrné byly
vycteny z tabulek druhych mocnin, které byly v Mezopotamii hojné uzivané.

V Recku pry Pythagorovu vétu i jeji diikaz objevil sim Pythagoras a jako
vyraz vdécnosti za tento objev obétoval bohim hekatombu, tj. 100 voli. (Tento
priklad vyzyva k néasledovani; nejsou vsak jiz bohuzel bohové, ktefi by takovéto
obéti pfijimali.) MiZeme se jen domyslet, jak asi vypadaly pivodni dikazy
Pythagorovy véty. Neni vylouceno, ze byla tato prosluld poucka ve specidlnim
piipadé (pro pravolhly rovnoramenny trojihelnik) vyétena z kachlikovani &
dlazdéni (viz dale obr. 2). Je mozné, Ze pravé tento pohled pfispél k tomu, ze
byla Pythagorova véta chdpana jako vztah mezi obsahy tii ¢tverci. Je vsak
rovnéz mozné, ze k tomu doslo az pfi rozvoji Fecké geometrické algebry.
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Obr. 2 mize znazorhovat Cast dlazdéni, které je sestavené ze stejné vel-
kych rovnoramennych pravothlych trojihelniki. Je ihned vidét, Zze dva malé
Ctverce nad odvésnami AB a BC trojuhelnika ABC sestavaji dohromady ze
Ctyt trojuhelniki a Zze ¢tverec AK LC nad pfeponou AC' je rovnéz sestaven ze
étyF trojihelnik. (Ctverec nad preponou AC méa tedy dvakrat vétsi obsah nez
¢tverec nad odvésnou AB.) Na obr. 2 je tedy FeSen problém ,zdvcjeni“ étverce,
ktery je diskutovan v Platénové dialogu Mendn. ( viz [56], str. 88-94 a 122123,
resp. [57]).

S C R S C R

/
A B
A L
B
/]
P K Q P Q
obr. 2 obr. 3

Poznamenejme jesté, ze kazdé dité se setkd s obr. 2 a tedy se speciadlnim
pfipadem Pythagorovy véty, kdyz sklad4 ze ¢tvercového listu papiru tzv. par-
nifek (vhodna moznost pro zpestfeni vyuky!).

Na obr. 2 se vSsak mizeme podivat i jinak. Ke dvéma ctvercim nad od-
vésnami AB a BC trojihelnika ABC je tfeba pridat dalsi ¢tyfi trojtahelniky,
abychom dostali velky ¢tverec PQRS. Rovnéz ke ¢tverci nad pfeponou AC je
tieba pfidat ¢tyFi stejné velké trojihelniky, abychom dostali ¢tverec PQRS.

Podivadme-li se na obr. 3, mizZeme pfedchozi myslenku pouzit pro diikaz
Pythagorovy véty v obecném pfipadé. Ke dvéma étvercim nad odvésnami AB
a BC je tfeba pfidat ¢tyfi trojihelniky shodné s trojihelnikem A BC', abychom
dostali cely ctverec PQRS. Rovnéz ke étverci nad preponou AC je tieba pridat
Ctyri takovéto trojihelniky, abychom dostali cely ctverec PQRS.

V Eukleidovych Zdkladech je vsak jiny dikaz Pythagorovy véty; i ten je
vSak zaloZen na porovnavani obsahl geometrickych objekti (viz [20], kniha I,
véty 47, 48). Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC' s pravym Gihlem pfi vrcholu
C a ¢tverce nad jeho stranami. V3e je zndzornéno na obr. 4.

Nage ivahy budou postupovat v nasledujicich krocich:

a) Trojahelniky LAB a CAN jsou shodné (véta sus).

b) Obsah trojihelnika LAB je roven poloviné obsahu &étverce LACK (LA je
zédkladna a C'A prislusna vyska trojihelnika LAB).

¢) Obsah trojihelnika C AN je roven poloviné obsahu obdélnika ANY X (AN
Je strana a X A pfislusna vyska trojihelnika CAN).
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d) Obsah ¢tverce LACK je tedy roven obsahu obdélnika ANY X. (Dokéazali
Jsme vlastné Eukleidovu vétu o odvésné.)

e) Uplné stejné dokazeme (pomoci trojithelnikéi PBA a CBM), ze obsah ¢tver-
ce PBCQ je roven obsahu obdélnika M BXY .

f) Soucet obsahii étvercii nad odvésnami trojahelnika ABC je tedy roven ob-
sahu Ctverce nad pfeponou.

K
C P
L
X
A T B
N Y M
obr. 4

Z vyse uvedeného diikazu je snadno vidét, ze kdyby byl tihel pfi vrcholu C
ostry (tupy), pak by soulet obsahii étverci nad stranami AC' a BC byl vétii
(mensi) nez obsah Ctverce nad stranou AB.

Na z4vér tohoto odstavce poznamenejme, Ze problematika nejstarsich ma-
tematickych znalosti lidstva (nap¥. pravé Pythagorovy véty) je stale aktudlnf
pro historiky matematiky a nejen pro né. Odkazujeme ¢tenare na literaturu; se
zajimavou a provokativni teorii pfisel napf. Waerden (nar. 1903) v knize [75].
Jeho teorie vSak vyvolala vazné namitky.

... B. L. van der Waerden vyslovuje tuto hypotézu: Ve stfedni Evropé existo-
vala v neolitu v obdobi mezi r. 3000 az 2000 ante ,matematickd véda; odtud se
rozsitila do Velké Britdnie, na Blizky Vychod, do Indie a Ciny. Snad neni ani
nuiné dodal, Ze vétsina specialistii pFijala tuto konstrukci - kterd snad v ocich
svého autora md dvoji vjhodu, loliZ pFipisuje vyndilez matematiky nasim ev-
ropskym predkim a zdroves tento vyndlez spojuje s ritudlnimi cili - s hlubokou
skepsi a s nedivérou k jejim kiehkym zdkladim. ([71], str. 14)
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Béhem staleti bylo vymysleno mnoho riiznych ditkazi Pythagorovy véty.
Uvedme pro zajimavost nékteré obrazky, které tyto dikazy znéazoriuji (viz
obr. 5). Maji charakter vystiihovdnek a skladanek — je mo#no je vyuzit pro
zvySeni atraktivity vyucovani a vylepsiti tak image uéitele (uéitelky).

1
3
5 | & 2
1
5 |4 5 4 5
1 1
1
A 3 L
3
7|6 2 5
5 6
8 3 2
1 4
2 >/ 3
4 7 1
S 7

obr. 5
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Pro oZiveni textu uvedme i ¢tyFi studentské kresby z 19. stoleti, které se
Pythagorovy véty tykaji (viz obr. 6). Treti a étvrty obrazek ukazuje samotného
Pythagora pred objevem své slavné véty a po jejim objevu.

-/

PYTHAGORAS & OR
DRED OBIEVENIM VETY O $0 JENM  OBVEVL

obr. 6
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8. Figuralni &isla

Pythagorejci byli fascinovani svétem pfirozenych ¢isel. Snazili se v ném hle-
dat Fad, zdkonitosti a harmonii, snazili se pfirozena &isla klasifikovat. K tomuto
cili vyuzivali svoji geometrickou interpretaci éisel; pfirozend &isla, kterd byla
Casto reprezentovana hromadkou kaménkii, zacali tfidit podle tvart, do kterych
bylo mozno kaménky srovnat. Tak dospéli k ¢islim trojihelnikovym (obr. 7),

obr. 7

tj. k &islim 3,6, 10,---, obecné (po doplnéni a; = 1) a, = % -n(n+ 1),
k &slim ¢tvercovgm (obr. 8),

e o o e o o o
e o ® o o [ ] e ® o
° [ ] ° [} ® [ ] ® o
obr. 8
tj. k ¢islim 4,9, 16, - - -, obecné (po doplnéni a; = 1) a, = n?,

k Cislim pétidhelnikovym (viz obr. 9, kde jsou pro vétsi ndzornost naznaceny
pétithelniky),

obr. 9
tj. k &slim 5,12,22,--- , obecné a, = 3 -n-(3n—1),
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k Cislim Sestiihelnikovym ( ap = n - (2n — 1) ) atd. Alexandrijsky matematik
a astronom Hypsikles (2. stol. pf. Kr.), ktery o figurdlnich &islech sepsal praci

(nezachovala se), podal obecny predpis pro utvofeni n-tého m-thelnikového
¢isla; dnes ho vyjadiime vzorcem

1
an:§~n-[2+(n—1)(m—-2)].

Kromé m-thelnikovych ¢isel vySetfovali pythagorejci Cisla obdélnikovd, tj.
Cisla, kterd je mozno vyjadrit soucinem dvou &isel vétéi\ch nez 1 a ktera odpo-
vidala uspofadani kaménkt do obdélniku. Nejvétsi vyznam prikladali oddélni-
kovym cisliim z obr. 10,

e o o o ® o o o o
e o o e o o o ® o o o o
e o o o o o o e o o o o
obr. 10
tj. &islim 6,12,---, obecné a, = n(n + 1), kterd se ,tvarové“ nejvice blizi

Cislim ¢tvercovym.
Dalsim typem byla &isla primkovd (obr. 11).

obr. 11

Znovu pripomeinme, Ze jednicka nebyla povaZovana za &islo, ale za zdkladni
stavebni kdmen. Nebyla chapana jako ¢islo trojihelnikové, étvercové atd.; tako-
véto doplnéni provadime dnes my, ktefi jsme bézné zvykli uvazovat nejriiznéjsi
mezni pfipady (€asto velmi bizarni). Dité vsak d4 za pravdu pythagorejcim a
jednicku k trojihelnikovym €1 étvercovym éislim pocitat nebude.

Vykroéenim do prostoru byla &isla kubickd (a, = n?), &isla jehlanovd - &as-
te¢né soutty posloupnosti m-thelnikovych &isel. Napf. Eisla ¢tyrsténovd jsou
143 = 4, 1+3+6 = 10, 1+3+6+10.= 20, --- (obecné a, = §-n(n+1)(n+2) ).
Vzpomehime na navstévu starého hradu, kde do ,jehlanovych éisel byly na-
rovnany délové koule.
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Vyznam figurdlnich ¢isel zdaleka nebyl jen v hezké geometrické interpretaci.
Pomoci takovychto znizornéni byly objevovany principy, podle kterych &isla
»vznikaji“. Napf. trojihelnikova &isla (a podobné jehlanova ¢isla) vznikaji adi-
tivnim zplisobem: 1 +2=3,14+243=6, 142+ 344 = 10 atd. Ctvercova,
obdélnikova a kubickd ¢isla vznikaji multiplikativnim zptsobem (2 - 2 = 4,

3.3 =9 atd.).

Geometrickym zndzornénim ¢isel je mozno objevovat a ,zviditeliiovat“ (Cte-
nafr snad autorovi odpusti tento slovensky termin) matematické poznatky a
jejich dikazy. Domnivame se, Ze figuralni ¢isla a jejich kladeni pred oéi se-
hralo dilezitou roli pfi vniméni a pochopeni podstaty matematického diikazu.
Anglicky filozof Thomas Hobbes (1588-1679) ve svém spise O télese (1655)
napsal:

Dokazovani je sylogismus nebo fetéz sylogismu odvozeny z definic ymen aZ
k poslednimu zdvéru. Z toho je zfejmé, Ze veskeré fddné rozumové uvaZovdni,
které vychdzi z pravdivijch principi, je védecké, a je to pravdivé dokazovdni.
Nebot pokud jde o pivod samotného slova ,dokazovini®, Rekové ho nazvali
APODEIXIS a Rimané doslovnym prekladem ,demonstratio“; a lo pouze ten
druh rozumového postupu, kdy dokazovanou véc jakoby kladli pred ot pomoci
uréilych ¢ar a obrazci, coz je vlastné APODEIKNYEIN ¢ili ,ukazoval“. Patrné
lo tak nazvali proto, Ze jinde nef v geomelrii (kde snad jediné jsou takové
obrazce na misté) nepozorovali Zddnou urditou a védeckou rozumovou uvahu,
nybrz vsude jen spory a kvik ... ([32], str. 60-61)

Vzhledem k tomu, ze diikazové metody opirajici se o figurélni &isla (,kladeni
pfed o¢i“) miZeme s Gspéchem vyuzit i pfi vyufovani matematice, budeme
se této problematice vénovat podrobnéji. Na prislusnych obrazcich pridame
k figurdlnim ¢&islim ,obrysy“.

a) Suda a licha &isla

Sudé &islo je mozno srovnat do obdélniku s jednou stranou 2, u lichého éisla
to nenf mozné (obr. 12).

NIRRT

obr. 12

Cislo 2 bylo chapéno jako stavebni kimen sudych &isel; Jako takové mezi vlastni
sud4 isla Casto nebylo poéitano.
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Soucet dvou sudych (lichych) &isel je &islo sudé, soucet sudého a lichého je
¢islo liché (viz obr. 13).

+

S I HH S

obr. 13

Pfipomefime, ze protiklad sudé - liché byl jednim z deseti pythagorejskych
protikladi.

b) Délitelnost

Cisla reprezentovana hromadkami kaménkd, se mizeme snasit ~Srovnavat‘
do riznych obdélnickid (pfip. ¢tverclt) a zjistovat, kdy to jde a kdy ne, kolik
kaménki zbyva (tj. nalézat zbytky p¥i délen{) apod. Rozlisime tak ¢isla slozena,
kterad je mozno reprezentovat n&akym oddélnikovym & &tvercovym éEfslem,
a prvotisla, pro kterd to mozné neni (ta reprezentujeme &fsly piimkovymi).
Pythagorejci rozlisovali i &isla sudo-sud4, sudo-liché a licho-lich4.

Snadno ukédzeme, ze soucet dvou &isel, kterd jsou délitelna n&jakym &islem,
Je rovnéz timto Cislem délitelny; napf. 16 +12=4-44+4.3=4-(4+3) - viz
obr. 14.

o 0o 0 0 e 0o o e 0 00|00 0 ¢

e 00 0 o 0o 0 o0 0 00 00
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e 0o 0 o o 0o 0 R EIEE)
obr. 14

MiiZeme uvazovat i o soudélnosti a nesoudélnosti éfsel, snadno zndzornime
1 nejvétsi spoleény délitel. Dan &isla je tieba ,srovnat® do obdélniki se ,spo-
le¢nou” stranou a to tak, aby tato spoletnd strana byla co nejvétsi.



46

Na obr. 15 je ukazéno, ze ¢islo 4 je nejvétsim spoleénym délitelem &isel 12 a 8
a ze Cisla 4 a 5 jsou nesoudélna.

[ o 0o o]l o o o o]

obr. 15

Pomérné snadno miizeme znazornit i nékteré vlastnosti aritmetickych operaci
(komutativitu a asociativitu nasobeni a distributivni zdkon — viz obr. 14).

¢) Podobnost

Podobnost je dnes pro nas ryze geometrickym pojmem. Pythagorejci vsak
chépali podobnost i v aritmetice (dnes bychom fekli spiSe v teorii &isel). Vsechna
trojuhelnikova cisla mizeme povazovat za podobnd, rovnéz vSechna Ctvercova
lisla atd. Podobn4 jsou i obdélnikova ¢isla tvaru a - b a ka - kb , tj. obdélniky
s ,Gmérnymi“ stranami. Snadno zjistime, Ze sou¢in dvou podobnych oddélni-
kovych cisel je ¢islo Etvercové.

d) Vznik trojtihelnikového &isla

Jiz vime, Ze trojuhelnikova cisla vznikaji aditivnim zptisobem:
1 V
1424+3+...+n= §-n(n+l)

Jde o zndmy vzorec pro soucet specidlni aritmetické posloupnosti. Je s nim
spjata historka o slavném némeckém matematikovi K. F. Gaussovi (1777-1855).
Kdyz mu bylo devét let, upozornil poprvé na svij matematicky talent. Ucitel
dal détem ve tfidé selist prirozena ¢isla od 1 do 60 (néktefi autofi uvadéji, ze
od 1 do 100). Maly Gauss hned hlésil vysledek; s jistou mirou nadsazky se da
fici, Ze objevil vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti. Zadany priklad totiz
vypocetl takto:

(14+60)+(2+59)+---+(30+31)=30-61=1830
Podobnou myslenku je mozno ,zviditelnit“ (viz obr. 16). Souget dvou n-tych

trojihelnikovych ¢isel je obdélnikové &islo n(n+ 1), tj. n-té trojihelnikové ¢islo
je T-n(n+1).
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Stejnym zpisobem zjistime, Ze soudet dvou sousednich trojihelnikovych &isel
Je ¢islo Etvercové (viz obr. 17).

o o—————— ° e o————0
NN | NN |
NN
| NN | | NN |
I AN | | NN | n-1
n | AN | n | NN
| NN | N Ve
| N \\I i \\
-0 @ - ——— —— °
N+t
obr. 16 obr. 17

Tyto skuteCnosti jsme dnes zvykli dokazovat algebraicky:

1 1 .
§-n(n+1)+§-(n—l)n_n

Predstavme si, Ze ,slepime® dvé stejna trojihelnikova &isla (,,prekrytim® - jed-
nou stranou pfes sebe); miZeme Fici, ze ,slepenim“ dvou stejnych trojihel-
nikovych ¢isel dostaneme &islo ¢tvercové. Podobnym ,slepenim® tfi stejnych

trojuhelnikovych Cisel dostaneme &islo pétitthelnikové atd. Zkuste si namalovat
obrazky!

e) Vznik ¢tvercového &isla

Rikali jsme si, Ze ¢tvercova éisla jsou vytvofena multiplikativnim zpisobem.
Vznik Etvercového &isla vsak muiZeme popsat i aditivné:

143+54--+(2n—1)=n?

Tato rovnost se ve Skole dokazuje indukci. Dikaz je v8ak mozno zviditelnit (viz

obr. 18).

| N

I

1

e O 0 o &
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o O (0|0

[ K BN BX ) .
obr. 18

Soucasné je z obr. 18 vidét, ze kazdé liché éislo vétsi nez 1 je mozno vyjadfit
jako rozdil dvou sousednich ¢isel ¢tvercovych. Algebraicky:

m—1=n2—(n-1)2
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Soucet dvou po sobé jdoucich lichych &isel je délitelny CtyFmi (viz obr. 19).

AR

| I: X
- %
'q ______ Py x x

obr. 19

Zaroven je z obr. 19 vidét, Ze tvercové Cislo je bud tvaru 4k 4+ 1 nebo 4k a
ze tyto dva typy Ctvercovych &isel se pravidelné stfidaji. Rovnéz tato fakta se
algebraicky snadno provéri:

2n—-1)+(2n+1)=4n,

(2n)? = 4n?, 2n4+1)2=4-(n?4+n)+1.

Utvar, ktery se na pfedchozich obrazcich vidy pfipojil ke &tverci, aby opét
vznikl ¢tverec, byl nazyvan gnémon. S jednim vyznamem tohoto slova jsme
se uz setkali (v 5. odstavci - u Anaximandra); podle Héréna z Alexandrie je
gnémon &islo (nebo plosny obrazec), po jehoz pfidani k jinému Cislu (nebo
obrazci) vznikne &islo podobné (nebo obrazec podobny). Opét tu tedy hraje
vyznamnou roli pojem podobnosti.

f) Dalsi zajimavosti

MizZeme zkoumat 1 vznik kubického &isla:

147419437+ -+ (Bn?=3n+1)=0n3

Diikaz této rovnosti lze provést indukci. Miizeme vsak postupovat i geometricky
a uvédomit si, ze 3n? —3n+ 1 je doplnék krychle (n — 1) v krychli n®.

Pro kazdé prirozené &islo n plati rovnost
nP=n+2-[1424+---4+(n-1)],

kterou snadno dokazeme tpravou. Tuto rovnost vsak mizeme ihned ,vidét“
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ze znazornéni Ctvercového ¢isla (viz obr. 20 a).

A
AN B I AN

e o o o [ ] 5
o/o/o/o/o 1-2-3-4~
o/o/o/o/o

obr. 20 a, b

V souvislosti s predchozi rovnosti hovorili fe¢ti matematici o tzv. stadiony;
rovnost 1 +2+3+4+4+5+4+3+ 2+ 1 = 25 zndzoriovali symbolicky
schématem, které je na obr. 20 b.

Rekové znali i tzv. dokonald cisla 6, 28, 496 (a snad i 8 128). Pfipomeiime,
ze Cislo se nazyva dokonalé, je-1i souétem vsech svych déliteli, které jsou mensi
nez ono samo (napf. 6 = 14+2+3, 28=14+2+4+4+74 14 ). I dokonalost
¢isla je mozno znazornit pomoci figurdlnich ¢isel (viz obr. 21).
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obr. 21

Dalsi dokonalé ¢islo 33 550°336 nalezl az J. Miiller - Regiomontanus (1436-
1476). V Eukleidovych Zdkladech je dokazano ([20], kniha IX, véta 36), Ze kdyz
je 2 —1 prvodislo (tzv. Mersennovo prvoéislo - podle francouzského matematika
M. Mersenna, ktery zil v letech 1588-1648), potom je &islo 251 (2% — 1) doko-
nalé. Dikaz tvrzeni je snadny; staci si uvédomit, jak vypadaji délitelé tohoto
¢isla a se€ist je. Uvedme pro zajimavost Servitiv pfeklad zminéné Eukleidovy
véty; uvidime, ze neni jednoduché témto formulacim rozumét.

Kdy? jest dano po tadé od jednotky nékolik ¢isel v poméru jedné ke dvéma,
aZ soucel vsech stane se cislem kmenym, [tj. prvolislem] a kdyZ se ten sou-
et zndsobi ¢islem poslednim a venikne jiné, veniklé bude cislo dokonalé. ([20],
str. 154)
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Poznamenejme, ze uvedenych pét dokonalych &isel odpovida volbé k =
2,3,5,7,13. Dalsi tfi dokonald ¢isla nalezl L. Euler (1707-1783); navic roku
1747 dokézal, ze kazdé sudé dokonalé &islo ma tvar uvedeny ve zminéné Eu-
kleidové vété. Dodnes nevime, zda je dokonalych ¢isel koneéné nebo nekoneéné
mnoho. Dnes jich zndme 32 (pro k£ = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107,
127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281, 3 217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 11 213,
19 937, 21 701, 23 209, 44 497, 86 243, 132 049, 216 091, 756 839, 859 433; neni
vyloudeno, Ze jsou jiz zndma dalsi). RovnéZz nevime, zda vibec existuji lichd
dokonalj &isla.

Pythagorejci pry znalii tzv. sprdtelend ¢isla 220 a 284. Cislo 220 je soutem

vSech déliteld Cisla 284 a Cislo 284 je soultem vSech délitelid cisla 220 (mezi
délitele samozfejmé nepoéitame Cisla 220 a 284).

Problematikou figuralnich ¢isel se zabyvali napt. Nikomachos (kolem r. 100),
ktery napsal pojednédni o pythagorejském uceni o Cislech, a Tamblichos, rovnéz
autor nékolika pojednéani o pythagorejcich. Mnohothelnikova ¢isla studoval i
Diofantos (3. stol.), jeden z poslednich vyznamnych matematiki antiky (viz
[16]). V jeho knize O mnohothelnikovgch cislech najdeme nésledujici tvrze-
ni. Zvétsime-li osmindsobek trojihelnikového ¢isla o jednic¢ku, dostaneme cislo
Ctvercové. Algebraické vyjadreni tohoto faktu je snadné:

8-~ n(n+1)+1=(2n+1)>

DO | =

Platnost tvrzeni je vSak ihned patrné z obr. 22.

IR
%

V Eukleidovych Zdkladech ([20], kniha IX, véta 35) je tvrzeni, které mizeme
algebraicky zapsat rovnosti

1424224 42" 1=9"_1.
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Neni vylouceno, zZe jde o vysledek pythagorejcl ziskany pfi praci s figurdlnimi
¢isly. Geometricky je totiz mozno tuto rovnost znazornit postupnym zdvojna-
sobovanim ¢tverce ¢i dvou Etvercl (pro n = 6 viz obr. 23).

AR ek ang
6—eo—9—0 T 16 2

10-«.-0—.J ©—9o—0—

32

e—6—6—9
e—e—©-©

obr. 23

Pékna partie o figurdlnich &islech je v knihach [27], str. 295-299, a [84],
str. 35-41.

9. Pythagorejské trojice ¢isel

Pijthagorejskou trojici rozumime trojici (z, y, z) ptirozenych &isel z, y, z, pro
ktera plati

P
tato éisla jsou tedy délkami stran néjakého pravoihlého trojihelnika.
Nejzndméjsi takovou trojici je trojice (3,4,5), kterou snad vyuzivali stafi
Egyptané ke konstrukei pravého thlu. V Mezopotamii znali nékteré pythago-
rejské trojice jiz tisic let pfed Pythagorem. Jestlize je trojice (z,y, z) pythago-
rejska, je zfejmé i trojice (kz, ky, kz) pythagorejska. Pfi hledani vsech pytha-
gorejskych trojic se tedy miuzeme omezit jen na tzv. zédkladni trojice, které
sestavaji z ¢isel nesoudélnych.

Uvadi se, ze Pythagoras a pozdéji Platén objevili obecna pravidla pro nale-
zeni nékterych pythagorejskych trojic.
Pythagoras:
2%+ 2p, 2p4+1, 20 +2p+1
Platén:
PP-1, 2p, p’+1

Pfirozené &islo p v téchto vyrazech mizeme libovolné volit.
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Tato pravidla mtiZeme snadno odvodit pomoci ¢tvercovych figuréalnich &isel.

Uvédomme si, ze problém nalezeni vSech pythagorejskych trojic miZeme pfe-
formulovat takto (viz obr. 24): kdy je mozno pfetvofit vysrafovany gnémon na

.

2

=
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DN\

obr. 24

Uvazujme nejprve gndémon ,§itky“ 1 (viz obr. 25 a), tj. pfedpokladejme, ze
z = = + 1. Potom je gnémon y? &islo liché a tedy i &islo y je liché. Pisme

= 2p+ 1, odtud y? = 4p® + 4p + 1. Abychom ziskali ¢islo z, musime od
gnémonu y? odetist 1 (pravy horni ,roh“ étverce ) a vysledek délit dvéma.
Tedy = = 2p® + 2p a koneénd 2z = 2p + 2p + 1.

I §: )

\

N

2 MM
AN

NS
\

[,
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Z=X 41 2

obr. 25 a, b

Uvazujme dale gnémon ,8itky“ 2 (viz obr. 25 b), tj. pfedpoklddejme, zZe
z = z+2. Potom je gnémon y? &islo sudé (souéet dvou po sobé jdoucich lichych
&isel), tj. ¢islo y je sudé, y = 2p a y* = 4p?. Abychom ziskali éislo z, musime
od gnémonu odeéist 4 (pravy horni ,roh“) a délit étyimi. Tedy z = p? — 1 a
z= p2 + 1.

Ukézali jsme tedy, jakym zptsobem bylo mozno dospét pomoci ¢tvercovych
¢isel k vyse uvedenym popistim pythagorejskych trojic.
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10. Poméry, ameéry, zlaty rez

Velkou pozornost vénovali Rekové pomériim a iméram. Je mozno se oprav-
néné domnivat, ze i zde hrala velkou roli podobnost geometrickych atvari.
Jsou-li napt. dva obdélniky o stranach a, b, resp. p, ¢ podobné (pofadi stran je
uvedeno s ohledem na podobnost), je

a:b=p:q, resp. a:p=>b:q.

Poméry dnes vétsinou zapisujeme pomoci zlomki; Gimeéra, tj. rovnost dvou
pomért (zlomki), znamen4, Ze 2 jednoho zlomku dostaneme druhy pomoci kra-
ceni, rozSifovani, neho obéma témito operacemi. Rovnost dvou pomeéri vsak
mizeme chapat i geometricky, napt. pomoci podobnosti obdélniki: jeden obdél-
nik dostaneme z druhého zmensenim, zvétSenim nebo obéma témito operacemi.
Uvazujme napf. Gméru 16 : 4 = 20 : 5 . Od poméru 16 : 4 prejdeme k poméru
4 : 1 zkracenim ¢éislem 4 a od poméru 4 : 1 k poméru 20 : 5 roz§ifenim ¢islem 5
Pri geometrickém chapani pak miizeme hovofit o zmenseni obdélniku ctyrlkrat
a nasledném zvétSeni pétkrat. Zmenseni i zvétseni uvazujeme jen ,celociselna”.

Takovymto zptsobem patrné staif Rekové s poméry a imérami pracovali.
V souhlasu s ptivodnim pythagorejskym pohledem na &isla a veli¢iny byly zprvu
uvazovany jen poméry prirozenych Cisel.

Zjevné nebylo problémem zjistit, zda dva dané poméry jsou si rovny; rovnéz
bylo snadné prevést pomér a : b na pomér z : ¢ , resp. ¢ : ¢ , kde ¢islo ¢ bylo
déno, a zjistit, pro jaké &islo ¢ to vibec jde. Uzijeme-li dnesni terminologii,
fekneme, Ze tyto ulohy bylo moZno zvladnout pomoci rozsifovani a kraceni
zlomk.

obr. 26

Zavaznéjsi otazkou vsak bylo nalézt k danym &islim a, b takové &islo x,
aby byloa : £ = z : b . Tuto Glohu miZeme geometricky interpretovat né-
kolika zpiisoby. Jako problém o podobnych obdélnicich se spole¢nou stranou
(viz obr. 26), nebo jako problém o pfevedeni obdélnika o stranich a, b na
yrovnoplochy“ étverec o strané z ; z vySe uvedené iméry totiz vyplyva rov-
nost ab = z2. Geometricky zvladnout takovouto Gilohu neni obtizné; v oboru
prirozenych éisel to vSak vidy mozné neni.
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Poznamenejme jesté, Ze se hledand veliCina z nazyva geometricky primér
veli¢in a, b, nékdy téz stredni geomelrickd imérnd; Casto se hovofilo o ,,vlozeni
veli¢iny z mezi dvé dané veliciny a, b .

Uméry tohoto typu tzce souviseji s Eukleidovymi vétami; u pravouhlého
trojihelnika ABC' s preponou AB dojdeme k obdobnym vztahtim. Vyska spus-
téna z vrcholu C na stranu AB rozdéli tento trojihelnik na dva mensi, které
jsou oba podobné pivodnimu trojihelniku ABC. UZijeme-li obvyklé oznaéeni,
je

c:a=a:c,, c:b=b:cy, cp:v =v :cq.
Takto se ve skole obvykle Eukleidovy véty dokazuji.

Specidlnim pfipadem Gméry a : b = p : ¢ je tzv. zlaty Tez. Necht je dana
tisecka AB a na ni bod Z. Rekneme, ze bod Z déli tisecku v poméru zlatého
fezu, jestliZe pro délky uvazovanych tsecek plati vztah AB: AZ = AZ : ZB .

Pomér délek celé tsecky a jeji vétsi Casti je tedy roven poméru délek jeji vétsi
a mensi ¢asti (viz obr. 27).

obr. 27

Oznalime-li délku tsecky A B pismenem a, délku jejiho vétsiho tiseku pismenemn
z, jde o iméru

a:z=z:(a—z).

Uvedme nyni nékteré aspekty pojmu zlaty fez.

Od Gméry a : z = z : (a — z) dojdeme snadno ke kvadratické rovnici

a:c+:c2 = az,

kterd ma jediny kladny kofen:

V5 -1
2

r=a- ~ 0,618 -a
Zlaty fez tedy mizeme chdpat i jako pomér 0,618 : 1 . D4 se pfiblizné vyjadrit

gcile pozadavku na pfesnost) nékterym z nésledujicich zlomki: ¢, 3, 53, 57, 51,
22 atd.
55
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Délka fisecky AZ (viz obr. 27) je geometrickym primérem délek tsecek AB
a ZB. Obsah ctverce nad v&tsi ¢asti AZ Gisecky AB je roven obsahu obdélnika
uréeného celou tseckou AB a jeji mensi ¢asti ZB (viz obr. 28).

a(a-x) /
X ;/ a-X
A VA B
2
X
obr. 28

V tomto smyslu je zlaty fez prezentovan v Eukleidovych Zdkladech ([20], kni-
ha II, véta 11):

Rozdél danou primku [Gselku] tak, aby pravoihelnik z celé a z jedné isecky
rovneal se ¢lverci isecky zbyvajici.
Se zlatym fezem se u Eukleida setkdvame i pozdéji (kniha VI, definice 3); zlaty
fez je tam jiz zaveden pomoci poméri:

Pravime, Ze primka jest rozdélena pomérem kragnim a stfednim, kdy? vélsi
isecka md se k mensi jako celd k vétsi.
Eukleides pouziva zlaty fez ke konstrukci pravidelného pétitihelnika ve étvrté
knize Zdkladd; ve tFindcté knize pak v souvislosti s pravidelnymi mnohostény.

D C
E
F
A B
obr. 29

Hleddme-li zlaty Fez, hledame vlastné obdélnik se zajimavou vlastnosti: se-
strojime-li nad jeho vétsi stranou Ctverec, ziskime obdélnik podobny (na obr. 29
jsou obdélniky ABCD a BCEF podobné). Pfidany Ctverec zde ,hraje roli
gnémonu®“. Neni obtizné si uvédomit, ze vsechny obdélniky s touto vlastnosti
jsou podobné; Fik4 se, ze délky jejich stran jsou v poméru zlatého fezu.
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Prisecik Ghlopfi¢ek pravidelného pétitihelnika d&li tyto Ghlopii¢ky prave
v pomeéru zlatého fezu (viz [20], kniha XIII, véta 9). Dikaz tohoto faktu snadno
provedeme pomoci podobnosti trojihelnik.

Na obr. 30 je zndzornén pravidelny pétitthelnik ABCDE. Uhlopticky AD a
CE se protinaji v bodé S. Zfejmé je ABCS kosoltverec. Trojthelniky ABC
a ESD jsou podobné, proto je AC : AB = ED : ES. Protoze je AC = EC,
AB =CS = ED, je EC : CS = CS : ES. Bod S tedy déli thlopricku CFE
v poméru zlatého Fezu.

A B
obr. 30

Je pravdépodobné, Ze z4djem o zlaty fez velmi tzce souvisel s tim, ze pravi-
delny pétithelnik byl pro pythagorejce posvatnym symbolem. Velikym objevem
byla zfejmé konstrukce tohoto geometrického objektu, ktera se o zlaty fez opira.
PovSimnémesi, ze pron = 3, n = 4, n = 6 je sestrojeni pravidelného n-tthelnika
banélni zalezitosti; nalezeni konstrukce pro n = 5 bylo jisté pocitovano jako
veliky Gspéch geometrie a mysleni viibec. Konstrukci zlatého fezu provedeme
v odstavci o geometrické algebre.

Zlatym tfezem se zabyvalo mnoho matematiki. Ve starovéku to byli v dobé
po Eukleidovi hlavné Hypsikles a Pappos, o kterych jsme se v tomto clanku
Jiz zminili; velky zdjem o zlaty fez pak projevovali hlavné architekti v dobé
renesance. Casto se uvadi, ze zlaty fez ,lahodi oku“, Ze vyhovuje estetickym
pozadavkiim a proto se ho uziva pfi stanoveni rozmért stavebnich prvki, rami,
desek apod.

Poznamenejme jesté, ze samotny termin zlaty fez snad pochazi od Leonarda
da Vinci (1452-1519). F. Servit pouzil v pfekladu Eukleidovych Zdkladi termin
,pomeér krajni a stiedni“, J. Ulehla (1852-1933) ve svych Déjindch matematiky
z roku 1901 hovofi o ,rozdéleni Gseéky v poméru vnéjsim a vnitfnim®.

V listopadu 1992 zalal vychazet Zasopis netradiénfho formatu (obdélnik
o strandch 42 ¢m a 26 c¢m ~ 0,618 - 42 ¢m) nazvany Zlaty fez. Casopis je
zaméten hlavné k architektufe a uméni. V nultém ¢isle z kvétna 1992 se pravi:

Zlaty Tez je ndzev pro urcity esteticky kdnon, poprvé stanoveny ve starovéku.
Je to otevieny nekoneény vziah, idedlni pomér dvou velikosti, jehoZ presnost
vzristd tim vice, ¢im vice se k neexistujicimu konct priblizuje. Je v ném vyslo-
vena touha po dokonalé harmonit celku.
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Néazev byl zvolen 1 proto,

Ze nds oslovuje univerzalita, klid, jas a obdivuhodnd jednoduchost, kieré v so-
bé zlaty Tez obsahuje.

Na obalce ¢asopisu je naznacena konstrukce vedouci k rozdéleni jednoho z roz-
meérd Casopisu - Gsecky délky 26 cm - v poméru zlatého Fezu.

Na zavér tohoto odstavce se vratme op2t k pomérim a uméram. Vedle
geometrickych imér a : b = p : q vysetiovali Rekové i aritmetické dmery
a—b = p—q. Jednoduchou tGlohou bylo nalézt k danym veli¢indm a, b veli¢inu
z, pro kterou je

a—zcz=z-b;
snadno zjistime, zZe jde o aritmeticky primér veliéin a, b, tj.

a+b
7 -

MitzZeme vsak hledat 1 velicinu z, pro kterou je

L1 1 1

i
bez problémi provéfime, ze hledanou veli¢inou je harmonicky primér veliéin
a, b, tj.

2ab

at+b’

Pové§imnéme si, Ze je-li z po fadé aritmeticky, geometricky a harmonicky
primér veli¢in @ < b, je pomér (a — z) : (z — b) roven po fadé poméru a:a ,
a:x, a:b.

O souvislostech aritmetického a harmonického priméru s hudbou jsme se jiz
zminovali v odstavcl o pythagorejcich.

Zavaznym a obtiznym problémem bylo tzv. vlozeni dvou veli¢in z, y mezi
dvé dané veli¢iny a < b, tj. nalezeni veli¢in ¢, y, pro které plati rovnost

a:x=z:y=y:b.

Jakym zpisobem se s timto problémem vyrovnal Archytds z Tarentu a dalsi
fecti matematici, uvidime pozdéji.

11. Objev nesouméiitelnosti

Pivodni pythagorejsky pohled na ¢isla a veli¢iny (,,vSe“ jsou pfirozend &isla
a jejich poméry) je velice blizky pohledu nadaného ditéte, které pochopi, ze
(pfirozend) ,cisla zacinaji, ale nekonci“ a diky Fadé realnych situaci ziska po-
mérné presny pohled na kladna raciondlni ¢isla. K iracionalnim ¢islim vsak dité
samo nedojde; jejich existence je mu nastinéna ve Skole. Patrné vzdy je predve-
den znadmy diikaz, ze v/2 neni racionalni &islo; piesnéji by mélo byt vysvétleno,
ze v oboru raciondlnich ¢isel nelze ¢islo 2 odmocnit.
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Pfipomefime tvahu, kterd se ve skole provadi. Pfedpoklddame, ze /2 je
racionalni ¢islo vyjaddfené zlomkem ve zkraceném tvaru, tj. podilem dvou ne-
soudélnych ¢isel p a ¢:

Va=?

q

Jednoduchou tipravou dojdeme k rovnosti 2¢% = p?. Cislo p tedy musf byt sudé,
tj. p = 2r. Po dosazeni a zkréaceni ziskame rovnost ¢? = 2r?, ze které vyplyva,
ze 1 q je sudé. Dosli jsme ke sporu s pfedpokladem nesoudélnosti éisel p a q.

Z tohoto dikazu se vSak vytratila pivodni geometrickd myslenka. Pokusme
se navratit k pivodnimu pythagorejskému pohledu na tento problém a vylozit
vyznam pojmu nesoumérilelnost.

Necht a, b jsou dvé asecky. Spoleénou mirou téchto dvou fiselek nazveme
takovou tisecku m, jejimiz ndsobky jsou obé Gsecky, tj.a=p-m a b=q-m.

Pythagorejci se pivodné domnivali, ze kazdé dvé tisecky maji spolecnou
miru, Ze jsou tedy souméritelné. Odtud by vyplyvalo, Ze jsou souméritelné i
kazdé ti Gsecky a obecné kazdy koneény pocet Gsedek.

Pivodni idea o souméritelnosti Gisecek je snad obdobou ,souméfitelnosti®
libovolnych dvou pfirozenych &isel. Kazda dvé prirozena ¢isla jsou totiz néja-
kymi nasobky jednotky. Navic, jejich nejvétsi spoleény délitel je jejich nejvétsi
moznou ,mirou”: obé ¢isla jsou nasobky svého nejvétsiho spolecného délite-
le a Zadného vétsiho ¢isla. Proto snad byla zcela pfirozenou predstava, ze ke
kazdym dvéma Gseckam a, b existuje ,mérnd“ tsecka m, jejimiz celodiselnymi
nasobky jsou Gsecky a, b a ZAdnd vétsi ,mérnd“ Gsecka téchto tsecek a, b uz
neexistuje.

UkaZzme nyni, Ze strana a Ghlopficka ¢tverce souméritelné nejsou. Budeme
do jisté miry modifikovat pfedchozi ditkaz faktu, ze /2 nenf &islo racionalni.

Predpokladejme, ze Gsecka m je spoleCnou mirou strany i tthlopficky ¢tverce
a Ze tato UiseCka m je zvolena co nejvétsi. Strana étverce ma tedy velikost a
jednotek a Ghlop¥icka étverce u jednotek uréenych tiseckou m. Cisla a a u jsou
nesoudélnd. Pokud by byloa =k -a’ au=k%k ', kde k > 1, byla by i Gsecka
k - m spoleénou mirou strany a thlopficky ¢tverce a to je ve sporu s volbou
asecky m. _

Podle Pythagorovy véty je u? = 2a? — a dal bézi diikaz stejné jako difve. Ze
sporu vyplyva, Ze neexistuje tusecka m, jejimiz celymi nasobky by byly strana
1 thlopficka ¢tverce.

Pokusme se vSak jesté o jednu modifikaci, kterd snad bude znamenat dalsi
priblizeni k ivaham starych Rekd. Pfedpoklddejme, Ze strana, resp. tthlopticka
étverce méri a, resp. u jednotek a Ze tato ¢isla nejsou obé suda (jinak bychom
mohli volit dvojndsobnou jednotku). Podle Pythagorovy véty je

u2:a2+a2.
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Cislo u? je (jako soucet dvou stejnych &isel) sudé, proto je sudé i &islo u . Celym
poctem jednotkovych tseéek je tedy mozno ,zméfit“ i polovinu thlopticky (viz
obr. 31).

Podle Pythagorovy véty je

tj. 1 a? a tedy i a je sudé &islo, co? je ve sporu s predpokladem.

Uzijme k ditkazu nesoumeéritelnosti strany a thlopficky ¢tverce jesté étver-
cova figuralni éisla a ukazme souvislost s pythagorejskymi trojicemi éisel.

Predpokladejme, ze strana ¢tverce ,méri“ a jednotek a ithlopficka u jednotek
a ze tato jednotka je zvolena co nejvétsi. Proto nemohou byt ¢isla a, u soucasné
sud4. Protoze je a® +a? = u?, je (a, a,u) pythagorejska trojice &isel. Znazorné-

me prfedchozi rovnost symbolicky pomoci étvercovych Cisel (viz obr. 32).

u
/ > \
a a !
S\ "\ l
. o bt
e o e O @ o !
® o [ I ) e e I
|
obr. 32

Cislo u? je sudé (jako soulet dvou stejnych &isel), tedy i u je sudé. Proto je
mozno {tvercové Eislo u? ,roziiznout svislym Fezem* na dvé stejna obdélnikova
¢isla, ktera obé ,reprezentuji &islo a? (viz obr. 32). Oba tyto obdélniky vsak
maji ,svislou® stranu délky u, &islo u je sudé, takze kazdé z téchto oddélniko-
vych &isel je mozno ,rozfiznout vodorovnym fezem“ na dvé stejna ¢isla. Proto
je ¢islo a? sudé, tedy i &islo a je sudé a to je ve sporu s pfedpokladem.
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Uvedme jesté jeden argument, ktery posiluje pFesvédéenti, Ze se pythagorejci
museli otazkou souméfitelnosti strany a thlopfiéky Etverce zabyvat.

Vime, ze hledali tzv. pythagorejské trojice ¢isel a dobfe znali jejich souvis-
lost s Pythagorovou vétou. Podle ptivodniho pythagorejského pohledu na &isla
a veli¢iny by mél mit kazdy trojihelnik souméfitelné vSechny tfi strany a tedy
kazdy pravothly trojahelnik by mél odpovidat néjaké pythagorejské trojici &i-
sel. Pfirozenou otazkou tedy muselo byt hledani té pythagorejské trojice, ktera
odpovida rovnoramennym pravothlym trojihelnikim (vSechny jsou podobné).

V pfedchozich dikazech nesouméritelnosti strany a thlopricky étverce jsme
vzdy uzili Pythagorovu vétu. Nékteff badatelé se domnivaji, Ze k objevu nesou-
méfitelnosti tsecek dospéli fecti matematici uzitim podobnosti geometrickych
utvart. Uvadéji, ze byla nejprve objevena nesoumeéritelnost strany a ahlopficky
pravidelného pétithelnika.

Uvazujme pravidelny pétithelnik ABCDE (viz obr. 30). Pfedpokladejme,
ze strana a Ghlopficka tohoto pétithelnika jsou souméritelné, tj. secka AB je
a-nasobkem a Gsecka C'F je u-nasobkem vhodné zvolené usecky m. Necht je
tato Gisecka m zvolena co nejvétsi; pfirozena &isla a a u tedy nejsou obé suda.
Vime jiz, ze plati rovnost

ura=a:(u—a).

Nyni mohou nastat t¥i pfipady:

a) &isla a, u jsou obé lichd a tedy &islo u — a je sudé,

b) &islo a je sudé a &islo u je liché, tedy ¢&islo u — a je liché,

c) &islo a je liché a &islo u je sudé, tedy &islo u — a je liché.

V zadném z téchto pripadi vSak nemize vyse uvedend rovnost platit. Strana
a uhlopricka pravidelného pétithelnika jsou tedy nesouméftitelné.

Obdobnou Gvahu, dokonce o néco jednodussi, mizeme provést i pro étverec.

D a C a E

A a B

obr. 33

Uvazujme étverec ABCD; na pfimce DC necht je ddn bod E takovy, zZe
CD = CEFE (viz obr. 33). Pfedpokladejme, Ze strana a hlopficka ctverce jsou
souméritelné, tj. existuje tsecka m takova, ze strana AB je a-ndsobkem a thlo-
pficka AC u-nasobkem tseéky m. Pfedpoklddejme déle, Ze je tiseCka m zvolena
co nejvétsi, tj. Cisla a a u nejsou obé suda.
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Z podobnosti trojihelniki ABC a DBE vyplyva néasledujici rovnost:
a:u=u: 2a.

Nyni mohou nastat tfi pripady:

a) Cisla a a u jsou licha,

b) dislo a je sudé a éislo u je liché,

¢) &islo a je liché a ¢islo u je sudé.

V zadném prfipadé vSak uvedena rovnost platit nemize. A to je spor, ktery
jsme potfebovali.

K objevu nesouméritelnosti tsefek tedy vedla bud Pythagorova véta nebo
podobnost. Oba tyto poznatky jsou v 6. stol. pF. Kr. v Recku prokazatelné do-
bfe zndmé a uzivané. Rovnéz problematika ¢tvercovych éisel, pythagorejskych
trojic, &i poméri a Gmér, sudych a lichych &isel byla v centru pozornosti teh-
dejsich matematiki a je pravdépodobné, Ze byla pri objevu nesouméfitelnosti
a pfi jejim hlubsim pochopeni uzita.

Neni podstatné, zda byla dfive objevena nesouméfitelnost strany a tthlop¥fic-
ky Etverce ¢i pétithelnika. Je mozno se opravnéné domnivat, e mezi t€mito
dvéma objevy nebyl prakticky Zadny Casovy rozdil. Byla-li nesouméritelnost
useCek objevena u nékterého geometrického objektu, jisté bylo pfirozenou otéz-
kou zjistit, u jakych dalsich objekti tento jev nastava.

Je pravdépodobné, ze pfi ivahich o nesouméfitelnosti hraly uréitou roli i
Gméry a matematicky popis ténu.

Zcela prirozenym problémem je totiz hledani stfedni geometrické imérné
¢isel 1 a 2 - zakladnich kament vSech (pfirozenych) &isel a vSech sudych &isel,
tj. hledani veli¢iny z, pro kterou je 1 : & = 2 : 2 . Vime, ze feSenim je z = /2 .

Vidéli jsme, ze k danému ténu ziskdme oktavu tak, Ze ,vezmeme kvartu
z kvinty“ nebo ,kvintu z kvarty“; plati totiz rovnost % = 43 . % . Marné vsak
hleddme t6n, ktery by s danym ténem ladil a ktery by byl uréen pomérem p : ¢ ,
jehoz ,dvojim aplikovanim* bychom ziskali oktavu; rovnost 3 = fli . ‘;1 je totiz
ekvivalentni se vztahem ¢% = 2p°.

Odkazujeme Ctendfe na zajimavé partie v knizkach [72], str. 85-89, a [84],
str. 41-44.

12. Prvni krize matematiky

Objev nesouméritelnosti tsecek byl pro pythagorejce patrné velkym pte-
kvapenim. Uk4zalo se, Ze svét geometrickych veli¢in (reprezentovanych délka-
mi tseCek) je bohatsi nez svét Cisel (pFirozenych a kladnych racionalnich). Je
moZné, Ze tento objev nejprve tajili. Legendy o smrti Hippase z Metapontu
(5. stol. p¥. Kr.), ktery byl za prozrazeni objevu nesouméfitelnosti bohy potre-
stan, by tomu nasvédCovaly. Pravdépodobnéjsi je, Ze tajili i jiné své vysledky,
jak se také Casto uvadélo. Udiv byl vsak mozna provazen uréitym zdésenim.
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Uvedme na tomto misté jeden citit z Aristotela:

Vsichni totiZ, jak jsme tekli, zacinaji tim, Ze se divi, jestliZe se véc skuiecné
md tak a tak ... af se to tykd obrati slunce anebo nezmétitelnosti ihlopricky;
nebot kaZdému se zdd podivné, Ze by se néco nedalo méFit mérnou jednotkou.
Ale nakonec se podle pFislovi vSechno obrdti v opak a k lepsimu; a tak je tomu 1
tu, kdyZ se sprdvné poucil. Vidyt znalec geometrie nicemu by se tak nepodivil,
neZ kdyby se dhlopFicka ctverce dala zmérit stranami. ([1], str. 39, 983a)

Zjisténi, zZe nékteré tsecky nemaji spoleénou miru, zptsobilo zhrouceni pi-
vodni pythagorejské predstavy o vzidjemném vztahu Cisel a geometrickych ve-
licin. Casto se uvadi, ze doslo k tzv. prvni krizi matematiky (francouzsky ma-
tematik a historik matematiky P. Tannery, ktery zil v letech 1843-1904). Byly
totiz postizeny zdklady prakticky celé tehdejsi matematiky.

(Druhou krizi matematiky zptsobilo pfili§ benevolentni zachézeni s neko-
neéné malymi veli¢inami a s nekonenem vibec; tato krize byla pfekonédna
v 19. stoleti postupnym zpfesiovanim zakladi matematické analyzy (tzv. arit-
metizace analyzy). Treti krize matematiky byla zplsobena objevem antinomii
teorie mnozin na prelomu 19. a 20. stoleti; éastecné byla prekonédna prisnéjsimi
pozadavky na budovani axiomatickych teorii, do jisté miry vSak trva dodnes.)

Pro nesouméfitelnost méla fectina t¥i vyrazy: asymetron (neexistuje spolena
mira), areton (nelze vyjadfit v celych &islech), alogon (neda se vyjadfit logem,
tj. pomérem; slovo logos v8ak mélo fadu dalsich vyznami). Latinsky je pomér
ralio, odtud iracionalita, iraciondlni ¢islo.

Objev nesouméfitelnosti tiseéek byl pro matematiku obrovskou inspiraci.
Zadaly byt studovany tzv. iracionalily, tj. veliiny, které nebyly soumértitelné
s danou zékladni veli¢inou, jednotkovou tseckou. Jiz v 5. stol. pf. Kr. ukazal
Theodéros z Kyrény, snad zak Pythagora, Ze odmocniny z ¢éisel 3,5, -+, 17, kte-
ra nejsou ctvercova, nejsou racionalni. S podobnym vysledkem prisel Archytas
(4287-365); tvrdil, ze druh4d odmocnina z obdélnikovych &isel tvaru n(n + 1)
neni racionélni. Theaitétos (4147-369), zdk Theodéra, se iracionalitami zaby-
val podrobnéji. Provedl jejich klasifikaci, tj. vymezil nékteré jejich typy. Jeho
vysledky se pozdéji objevily v desaté knize Eukleidovych Zdkladu.

Jinym smérem se vydal Eudoxos (4087-3557), Zdk Archyta, matematik a
astronom, autor tzv. ezhaustivni metody (viz XII. kniha Eukleidovych Zdkladi)
a snad prvni matematické teorie pohybu planet. Vypracoval ndpaditou teori
proporci, kterd jakymsi zptisobem ,suplovala“ teorii redlnych ¢isel; Eudoxovy
pozoruhodné myslenky pfedjimaly teorn fezi némeckého matematika R. De-
dekinda (1831-1916). Teprve po rozpracovani Eudoxovy teorie proporci bylo
mozno rozumné pracovat se ,spojitymi“ veli¢inami, vySetfovat v plné obecnosti
podobnost geometrickych Gtvard atd.

Eudoxova teorie proporci je zpracovana v paté knize Eukleidovych Zdkladi,
jeji aplikace jsou v knize Sesté.

Iracionalitami ani teorii proporci se v tomto ¢ldnku podrobné zabyvat ne-
budeme. Véts$i pozornost budeme vénovat rozvoji 7ecké geometrické algebry,
kterd (spolu s teorii proporei) znamenala vychodisko z krize zplisobené objevem
nesoumeétitelnosti tsecek.



63

13. Recka geometricka algebra

Hlavnim vychodiskem z krize se stala tzv. feckd geometricka algebra. Zna-
menala pfechod od aritmetického chapani veli¢in ke geometrickému. Veliciny
prestaly byt vnimany jako pfirozen4 ¢i racionalnf &isla (poméry pfirozenych &-
sel). Zacaly byt chapany jako délky, obsahy a objemy. Za svét veli¢in byl p¥ijat
svét veli€in geometrickych. Pfitom n&které tyto veli¢iny nebylo mo#no vyjad-
fit &isly (pfirozenymi a kladnymi racionalnimi, tj. poméry éisel pfirozenych);
zaviselo samozfejmé na volbé délky jednotkové tisecky. Je-li zvolena, je mozno
pomoci pfirozenych a raciondlnich &isel ,zmé&Fit“ jen nékteré tsecky.

Souéésti tohoto p¥istupu byl i tzv. zdkon homogenity: séitat (a odéitat) bylo
mozno jen veli¢iny stejného ,rozméru“ - délky s délkami, obsahy s obsahy,
objemy s objemy; sou¢inem délky s délkou byl obsah, souéinem obsahu s délkou
byl objem apod.

Pomoci geometrické algebry je moZno vyjadrit fadu matematickych vztahi,
na které dnes nahlizime ryze algebraicky. V souvislosti s Pythagorovou vétou
jsme jiz vidéli geometrické vyjadieni vzorce

(a+b)® = a® + 2ab + b .
Podobnym zptsobem je mozno vyjadrit 1 vzorec

(a—b)? = a® —2ab+b% .

K b D a C
L E F M
b
b Aa-bB
obr. 34

Jednoduse mizeme ,zviditelnit“ i rovnost
a>=b*=(a+b)-(a=1b);

na obr. 34 je tfeba pietvofit gnémon ABCDEF o obsahu a? — b? v obdélnik
KLMC o obsahu (a + b)(a — b): pfeneseme jen obdélnik ABMF na misto
KLED.

Geometricky miZzeme zndzornit nap¥. i vzorce

(a4 b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b°, (a—b)® = a® — 3a®b + 3ab? — b°.

Pro jejich ztvarnéni existuji pomicky - stavebnicové modely.
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Poznamenejme, ze v Eukleidovych Zdkladech je Fada vét (napf. zaCitek dru-
hé knihy), které reprezentuji charakter fecké geometrické algebry; pfelozime-li
je do algebraické teci, dostaneme jednoduché identity ¢i jiné matematické vy-
sledky, které dobfe zname, ale jejich mozny geometricky vyznam si vétSinou
viibec neuvédomujeme.

Nyni si ukazme, jak je moZno pomoci fecké geometrické algebry Fesit Glohy,
které dnes zapisujeme a feSime algebraicky. UvaZujme nésledujici typy algeb-
raickych rovnic:

a) az = b? |
b) z% = ab,
¢) az —z? = b?,
d) az +=2?2=10?,
e) £ —axr = b2 .

Nejprve si uvédomme, ze ve vsech rovnicich je zachovdn zdkon homogenity.
Povsimnéme si i toho, Ze uvedenymi typy kvadratickych rovnic jsou z tehdej-
§tho pohledu reprezentovany vsechny kvadratické rovnice. Rekové toti neznali
zdporna {isla; velidiny a, b a x zde pFedstavuji kladné veli¢iny - délky tseéek.

a) Linedrni rovnice az = b? pfedstavuje tuto geometrickou tilohu: hleddme ob-
délnik s jednou stranou a, jehoZz obsah je roven obsahu daného ¢tverce o strané
b. PopiSeme geometrické ,feseni“ (viz obr. 35). K Gseice AS = a ,pfilozime*
ctverec SBCD o strané b a vznikly obrazek doplnime zfejmym zptsobem na
obdélnik CEF H:

D C E O ///C
2 7
/% b b’ 7
} s i a s
A a S B AV 854
F G
obr. 35

Uhloptitka EH pili obdélnik C EF H , aleiobdélniky ASDE a GH BS. Proto je
obsah obdélnika F'G.S A roven obsahu ¢tverce SBCD atedy SG = z . Hledanou
tsecku z jsme tedy sestrojili. Poznamenejme, Ze Gplné stejné by se ,Fesila“
rovnice az = bec .

Dnes bychom tuto Glohu geometricky fesili nejspise pouzitim Eukleidovy
véty o odvésné.
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Ve 43. roéniku Matematické olympiddy (Skolni rok 1993/1994) byl zadén
priklad, ktery je moZno fesit obdobnym zpiisobem - mirnou modifikaci obr. 35
(ptiklad Z 8, 9-1-2; podobné ptiklady Z 7-1-2 a Z 6-1-3).

Predstav si, Ze na papife je narysovdn trojihelnik a isecka. Napis postup,
jak se z tohoto trojihelnika dd naryjsovat rovnoramenny trojihelnik se stejnym
obsahem a s jednou stranou shodnou s danou iseckou. Postup se musi hodil na
kazdy lrojihelnik a na kaidou tdsecku.

Rozmyslete si, jak tuto lohu Fesit s vyuzitim ideji Fecké geometrické algebry.
b) Rovnice z?2 = ab reprezentuje tuto geometrickou alohu: najdéte étverec,
ktery ma stejny obsah jako dany obdélnik. Hledand Gsecka x se sestroji jako
odvésna pravothlého trojihelnika s pfeponou 9—'2& a druhou odvésnou =%, Jak

na to pfijdeme? Uvazujme obdélnik ABCD se stranami a, b a étverec BEFC
o strané b (viz obr. 36).

obr. 36

Necht S je stfed Gsecky DF a GHF'S ¢tverec o strané 9—'2& Obdélniky AKSD
a H FCL jsou shodné, jejich strany jsou ‘—’—‘21’—"— a b . Pfeneseme-li obdélnik AKSD
na misto H FCL, zjistime, Ze obsah vysrafovaného gnémonu je roven obsahu

obdélniku ABCD, tj. ab. Ctverec GHF'S o obsahu (1'%'—9)2 je tedy rozdélen na

¢tverec GLBK o obsahu (“;I’)2 a gnémon o obsahu 22 = ab ; proto plati

a+b? a—b2 2
) = (35 +22.

Pomoci Pythagorovy véty tedy mizeme sestrojit tsecku z a vyfesit tak alohu
o pfevedeni obdélnika na ctverec.

Pokud bychom dnes méli lohu fesit geometricky, uzili bychom patrné né-
kterou z Eukleidovych vét.
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¥ vz

¢) Kvadratickou rovnici az — 2% = b2 , kde b < $ , geometricky ,Fesime” takto
(viz obr. 37):

obr. 37
Narysujeme Gsecku AB = a, rozpulime ji, v pulicim bodé S sestrojime kolmici
a naneseme na ni aseCku SM = b . Sestrojime kruznici se stfedem v bodé M
o poloméru % . Jeden jeji priisecik s tiseckou AB oznacime X . Usecka BX je
,kofenem* dane rovnice. Poznamenejme, Ze podminka b < % zarucuje existenci
bodu X; uvédomme si, ze jde o nezadpornost diskriminantu uvaiované rovnice.

Postup, ktery jsme pravé popsali, je odvozen z nasledujici dvahy (viz obr. 38):

C D C

7

B

obr. 38

Vyraz ax — z* zndzornime jako rozdil obdélnika se stranami AB = a, BC =z
a ttverce BCEF o strané ¢ . Uvazujme ¢tverec CKGH , kde K je stfed tsecky
DC'. Obdélniky ASK'D a HCEL jsou shodné. Obsah vysrafovaného gnémonu
je proto roven obsahu obdélnika AFED, tj. ax —22. Ctverec GHCK o obsahu
(%)? je rozdélen na Etverec GLFS o obsahu (% — z)* a gnémon o obsahu
ax —z? = b? | tedy

2

2 a 2
() =(G-2) +.

Touto rovnosti a Pythagorovou vétou se zdivodnuje vyse uvedena konstrukce.
Poznamenejme, ze druhym ,kofenem® rovnice az — z? = b? je Gsecka AX (viz
obr. 37).

Ulohu bychom dnes geometricky Fesili uzitim Eukleidovy véty o vysce; staci
rovnici pfepsat do tvaru (a —z) -z = b% .
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d) Kvadratickou rovnici az + z? = b? geometricky ,fesime* takto (viz obr. 39).

M X
X
a
b 2
A a S a B
2 2
obr. 39

Narysujeme Gsecku AB = a, rozptlime ji, v ptlicim bod& S vztyéime kolmici a
naneseme na ni usecku SM = b . Sestrojime kruznici o stfedu B, kterd prochazi
bodem S; jeji prisecik s Giseckou M B oznalime X. Usetka M X je ,kofenem*
uvazované rovnice. (Druhy ,kofen“ je zaporny, jeho absolutni hodnota je vy-
jadfena délkou AB+ M X.) Popsany postup je odvozen z nasledujici tvahy (viz
obr. 40).

_

@
—
I

obr. 40

Vyraz az+z2 je znazornén jako soulet obdélnika se stranami AB = aa BC =z
a ¢tverce BEFC o strané ¢ . Uvazujme étverec GH F K, kde K je stfed Gsecky
CD. Obdélniky ASKD a HEBL jsou shodné. Obsah vySrafovaného gnémonu
je proto roven obsahu obdélniku AEF D, tedy az+z?2. Ctverec GH F K o obsahu
(% + z)? je rozdélen na ¢tverec GLBS o obsahu (%)? a gnémon o obsahu

az + z% = b? | tedy
a 2 a.?
— = (= b2,
Gray =)'+

Touto rovnosti a Pythagorovou vétou se odtivodiiuje vyse uvedena konstrukce.
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Ulohu bychom dnes geometricky ¥esili uzitim Eukleidovy véty o vysce, staéi
rovnici pfepsat do tvaru (a + z) -z = b? a trochu zapfemyslet (viz obr. 41).

obr. 41

Geometrickym tvaham, kterymi jsme v pfedchozich tfech pFipadech zda-
vodiiovali konstrukce, se Fikd pFikldddni ploch. V piipadé c) jde o tzv. eliptické,
v piipadé d) o tzv. hyperbolické pfikladani ploch. Slovo elleipsis, resp. hyper-
bolé znamenalo nedostatek, resp. prebytek. Obsah b2 m4 totiz vii¢i obsahu az
v piipadé c) nedostatek z2 a v pifpadé d) prebytek z2. V ptipadé a), kdy je
az = b%, nedochazi ani k nedostatku ani k pfebytku; hovofime o parabolic-
kém pfikladani ploch - slovo parabolé znamenalo ,pfilozeni“. PovS§imnéme si,
Ze nahradime-li v rovnicich c), d), a) pismeno b pismenem y, dostaneme rovnice
elipsy, hyperboly a paraboly. Prvni Gvahy, které tizce s kuzeloseckami souviseji,
provadél Menaechmos (4. stol. pf. Kr.); bude o tom feé v dalsim textu.

Vyse uvedené uvahy jsou zalozeny jen na Pythagorové vété, ackoliv by jed-
noduseji vedla k cili nékterd z vét Eukleidovych. Je z toho moZno usuzovat, ze
tyto Givahy byly provadény jesté pred objevem Eukleidovych vét?

a
5 B
X a
X 2
M\ x \z/’ s
a
obr. 42

Jako priklad uvedeme konstrukci zlatého fezu. Jde o geometrické ,feSeni“
rovnice ar + z? = a?, tj. rovnice typu d). M&me tedy Gsecku MS = a .
Na kolmici vztyéenou v krajnim bodé S tsetky M S (viz obr. 42) naneseme
polovinu tisecky M S a ziskdme tak bod B. Sestrojime kruznici o stfedu B, ktera
prochazi bodem S; jeji priseéik s Gse¢kou BM oznaéime X. Déle sestrojime
kruznici o stfedu M, kterd prochazi bodem X; jeji prisecik s tseckou MS
oznalime Z. Ten déli tse¢ku M .S v poméru zlatého fezu. Srovnejte obr. 39 a
42!
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Umime-li rozdélit asecku v poméru zlatého fezu, umime sestrojit pravidelny
pétitihelnik. Podivejme se na obr. 30. M4-1i byt dané Gsecka EC' thlopfickou
pravidelného pétithelnika, rozdélime ji v poméru zlatého fezu, ziskdme bod S
a délku strany pétidhelnika. Nyni uz snadno sestrojime body A, B, D.

e) Podivejme se jesté na rovnici 22 — az = b% (viz obr. 43).

obr. 43

Narysujme tGsecku AB = a . V jejim stfedu S vztycime kolmici SM, kde
SM = b. Sestrojime kruznici o stfedu B, kterd prochazi bodem S; jeji prisecik
s opa¢nou polopifmkou k polopfimce BM oznaéime X. Usetka M X je hleda-
nym ,kofenem“ uvazované rovnice. Popsany postup je odvozen z nasledujici
Gvahy (viz obr. 44):

D C E D S C E
7 0
N P}
L //
6 M| |
A B F A B F
obr. 44
Vyraz z? — ax je znazornén jako rozdil étverce AFED o strané z a obdélnika

ABCD o strandch a a z. UvaZujme Ctverec ESGH, kde S je stfed usecky
DC'; dopliime jesté Gisecku KN rovnobéznou s Gseckou SE tak, aby FN = a.
Obdélniky BFHM a LCSK jsou shodné. Obsah vysrafovaného gnémonu je
proto roven obsahu obdélnika BFEC, tj. 2 — ax. Ctverec ESGH o obsahu
(x — £)? je rozdélen na &tverec GMLK o obsahu (%)? a gnémon o obsahu
z? — az = b2, tedy

(-5 =(5) +¥

Tim je zdivodnéna vyse uvedena konstrukce.
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14. Popis vSech pythagorejskych trojic

Vratme se vsak jesté jednou k problematice pythagorejskych trojic. Vyuzijme
k jejich nalezeni ideje geometrické algebry. Hledejme tedy nesoudélna prirozend
¢isla x, y, z, pro kterd je

x2+y2:z2_

Pfedstavme si opét z? jako étvercové &islo, které je ,&4sti“ étvercového &isla
v, . ’ ’ v 92 N~ v s v
22, a &slo y? jako gnémon, ktery &tvercové &islo 22 dopliiuje na &tvercové &islo
z? (viz obr. 45).

- K z N%///x/ ]// C
L M E
— A B

Prenesme obdélnik ABCD na misto K LM N. Gnémon se ,pretvofil“ v obdél-
nik KLED o stranach z42z a z—z. Toto obdélnikové &islo je mozno , pferovnat®
do ¢tvercového &isla pravé tehdy, kdyz &isla z +z a 2z — maji tvar

z4+z=s-a° z—x=-s b2
Odtud
a? 4 b? a? —b? b
z —§- — 3. — . .
s 3 , z=s 5 , y=s-a

Je tfeba pamatovat na to, Ze pracujeme s pFirozenymi &isly a Ze hledame
zékladni pythagorejské trojice. Predpokladejme tedy, ze jsou &isla a, b nesou-
délna. Je-li jedno z nich sudé a druhé liché, volime s = 2 . Jsou-li obé lich4
volime s = 1 . Tim je popis vSech pythagorejskych trojic dokonéen.

)

Jiny zptlisob nalezeni popisu vSech pythagorejskych trojic najdeme v knize

[84], str. 38-39.



71

15. Proslulé matematické problémy starovéku

Tremi proslulymi matematickymi problémy starovéku jsou minény tyto tlo-
hy:
a) kvadratura kruhu (lat. quadratura circuli),
b) zdvojeni krychle (lat. duplicatio cubi),
¢) trisekce Ghlu (lat. trisectio angulb).

Kvadraturou kruhu rozumime nalezeni ¢tverce (pfesnéji strany tohoto ctver-
ce), ktery ma stejny obsah jako dany kruh. Obecnéji miZeme hovofit o kva-
dratufe kruhové vysece nebo usece, o kvadrature elipsy ¢ jakéhokoli plosného
utvaru ohraniceného i kfivymi ¢arami.

Zdvojenim krychle rozumime nalezeni krychle (pfesnéji hrany této krychle),
Jejiz objem je roven dvojndsobku objemu dané krychle. Nékdy se hovoii o du-
plikaci nebo téz o reduplikaci krychle.

Trisekei (thlu rozumime rozdéleni daného Ghlu na tfi stejné ¢asti, tj. nalezen{
ahlu, jehoZ trojnasobkem je dany thel.

Vyraz  kvadratura kruhu“ se stal okfidlenym réenim, symbolem nefesitelné
1 obtizné tesitelné Glohy a je v tomto smyslu velmi Casto uzivan i v dennim
tisku (MFD 8. 11. 1993: Kvadratura kruhu polské privatizace, MFD 19. 1. 1994:
Krycerova kvadratura kruhu apod.). Kdyby se okfidlenym vyrazem stala tri-
sekce, mohli bychom se tieba doéist, ze déleni majetku CSFR mezi Ceskou
a Slovenskou republiku v poméru 2 : 1 je trisekci Ghlu. S trisekei je prosté
problém; existuji monokiny, bikiny, ale neexistuji trikiny, al by vlastné mély
byt.

S Glohou o zdvojeni krychle je spjata legenda, jejiz jednu verzi zde uvedeme.

Na ostrové Délos vypukla epidemie moru, obyvatelé umirali. Vypravili proto
poselstvo do delfské véstirny s dilezitym poslanim: zjistit, jakym zpisobem
si naklonit bohy, aby mor pominul. Pythie odpovédéla, ze je tfeba zdvojit
oltdF boha Apolléna, ktery mél tvar krychle a byl ze zlata. Byla tedy odlita
druh4d zlata krychle, stejné velkd, a postavena na krychli prvni. Mor v8ak trval.
Poselstvo se opét vydalo do delfské véstirny. Dozvédéli se, Ze je tieba navic
zachovat tvar oltare. Tuto Glohu vSak na ostrové Délos fesit neuméli. Obratili
se s prosbhou o pomoc na Platéna. Ten jim vsak pravil: ,Bohové se na vas
hnévaji, nebot se malo vénujete geometrii.“

V duchu této legendy se o zdvojeni krychle hovori jako o délském problému ¢i
délské dloze. Jednu z verzi legendy podava Eutokios formou dopisu Eratosthena
Ptolemaiovi v komentafi k Archimédovu pojednani O kouli a vdlci. Informuje
i o feSenich, které podali Archimédes, Menaechmos a Eratosthenés.

Casto jsou jako proslulé ilohy starovéké matematiky uvadény jesté tyto dva
problémy:
d) rektifikace kruznice,
e) konstrukce pravidelnych n-thelniki.

Rektifikaci kruznice rozumime nalezeni Gsecky, jejiz délka je rovna obvodu
dané kruznice. Obecnéji miizeme hovorit o rektifikaci kruhového oblouku ¢i
jakékoli krivé ¢ary.
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Konstrukei pravidelnych n-thelnikt rozumime nalezeni postupi, které v ko-
neéné mnoha krocich vedou k sestrojeni pravidelnych n-tihelniki pro n = 3, 4,

5,6,7,---.

Vsechny tyto Glohy bylo tfeba fesit geometrickou konstrukci spoéivajici v se-
strojeni konecného poctu primek a kruznic. Casto se strucné a pomérné vystizné
hovofi o konstrukcich pravitkem a kruzitkem ¢&i o eukleidovskyjch konstrukcich.
Pravé timto zplsobem je totiz budovina geometrie v Eukleidovych Zdkladech.

Problematika souvisejici s proslulymi matematickymi tilohami starovéku by-
la velice podnétna pro rozvoj matematického mysleni. TéméF dva a pil tisice let
tyto Glohy inspirovaly matematiky k nejriznéjsim avaham, teoriim a konstruk-
cim. Prakticky vyznam vSak proslulé Glohy (spolu s pozadovanou metodou
feSeni) nemély Zadny. Pro praxi bohaté postacovalo vhodné pfiblizné feseni,
které bylo dostateéné presné.

Teprve v 19. stoleti bylo dokdzano, Ze prvni ¢tyfi tlohy jsou pozadovanou me-
todou, tj. pravitkem a kruzitkem, nefesitelné. Byla rovnéz nalezena ekvivalentni
podminka pro existenci eukleidovskych konstrukci pravidelnych n-thelnika.

Poznamenejme, Ze na soucasnych Ceskych mincich mame sedmithelnik na
dvacetihaléfi, jedenéactitihelnik na dvoukoruné a tfindctithelnik na dvacetiko-
runé. Autor téchto radkd je pevné presvédéen o tom, Ze tyto mnohothelniky
nebyly konstruovany pravitkem a kruzitkem.

V nasledujicim textu se pokusime objasnit, pro¢ matematici ve starém Recku
dosli pravé k témto tlohdm a jakym zptisobem dospéli k pozadované metodé
feSeni, tj. ke konstrukcim pravitkem a kruzitkem.

16. Operovani s geometrickymi veli¢inami

V ptivodnim pythagorejském svété aritmetickych veli€in, tj. ve svété pfiro-
zenych a kladnych raciondlnich &isel, bylo mozno bez problémi scitat, odcitat
(mensi &islo od vétsiho), nasobit i délit. Po padu tohoto pojeti, ktery byl zpt-

matematici ke geometrickému chapéni velicin.

Veli¢inami se staly délky, obsahy a objemy a na scénu vstoupil zdkon homo-
genity. Jednim z prvnich Gkold feckych matematiki bylo naucit se s geomet-
rickymi veli¢inami operovat. Délky, obsahy a objemy je pfirozené reprezento-
vat tise¢kami, étverci a krychlemi. Usecky, étverce i krychle jsou totiz uréeny
jen jedinou délkovou veli¢inou (princip minimalizace!); étverec, resp. krychle je
ysoucinem® dvou, resp. tii exemplafu téze Gsecky; strany ¢tverce, resp. hrany
krychle jsou navzdjem kolmé. Vsechny tsecky, ctverce i krychle jsou navzijem
podobné. Rovinu je mozZno pokryt ¢tverci, prostor vyplnit krychlemi; pravé
diky tomuto pohledu vnimame pfirozenym zptisobem vzorce pro vypocet ob-
sahli a objemi rovinnych i prostorovych objektii. Tento pohled byl jisté dan i
tradici egyptské a babylénské matematiky, kde byly obsahy a objemy jednodu-
chych geometrickych objekt pravé takto chdpany a kde byly poéitany podle
algoritmd, které nasim vzorciim odpovidaji.
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a) Délky

Bez jakychkoli problému sestrojime soucet a rozdil dvou Gsecek a n-nésobek
dané Gsecky. Rovnéz snadno rozdélime danou tsecku na n stejnych éasti (tuto
konstrukci zndme ze zékladni $koly). Abychom mohli podobnym zpiisobem
operovat s kfivymi ¢arami, musime je umét nahradit stejné dlouhymi tseckami.
A v tomto okamziku se na prvnim misté objevuje problém rektifikace kruznice
- nejjednodussi a nejznaméjsi krivé cary.
b) Obsahy

Jiz vime, Ze neni problém selist dva stejné étverce, tj. sestrojit ctverec, kte-
ry ma ve srovnani s danym ctvercem dvojnasobny obsah (viz Platéniv dialog
Menén). Pomoci Pythagorovy véty umime sestrojit i souet ¢éi rozdil dvou ne-
stejnych étvercd. V odstavei o geometrické algebfe jsme vidéli, Ze je mozno
pretvorit libovolny obdélnik na ¢tverec stejného obsahu. To znamena, ze umi-
me sestrojit 1 ¢tverec, jehoZ obsah je roven n-ndsobku obsahu daného étverce,
a rovnéz umime sestrojit ctverec, jehoz obsah je roven jedné n-tiné obsahu
daného ctverce.

Daéle je mozno elementiarnim zpisobem prevést trojihelnik na obdélnik a
tedy 1 na ¢tverec stejného obsahu. Kazdy mnohothelnik tedy umime prevést
na Ctverec se stejnym obsahem. (Poznamenejme, ze libovolny n-thelnik mizeme
pfetvorit na (n — 1)—ahelnik stejného obsahu tak, ze jeden jeho vrchol vhodné
posuneme po rovnobézce s Ghloprickou spojujici sousedni vrcholy. Nakreslete
si obrazek!)

Rovinné Gtvary ohrani¢ené tiseckami tedy umime nahradit ctverci a opero-
vat s nimi. Abychom mohli podobnym zptisobem operovat 1 s rovinnymi atvary
ohranienymi kfivymi Carami, musime je umét nahradit ¢tverci. V tomto oka-
mziku se na prvnim misté objevuje problém kvadratury kruhu - nej_]ednoduss1ho
a nejznameéjsiho krivocarého rovinného objektu.

¢) Objemy

Pfi operovani s objemy se objevuje nesnaz jiz pfi hledani souctu dvou stej-
nych krychli; jde o problém zdvojeni krychle.

Kromé délek, obsahii a objemi je pfirozené uvazovat i o velikostech thlu.
d) Uhly

Bez problémi sestrojime souéet a rozdil dvou Ghli a n-nasobek daného Ghlu.
Rovnéz umime rozdélit tthel na dvé stejné &asti - tato konstrukce odpovida
sestrojeni osy tsecky. Jak se vSak provede rozdéleni thlu na n stejnych ¢asti
pro n > 2 7 Pro nejmensi n, tj. pro n = 3, jde o problém trisekce Ghlu.
UvaZujeme-li rozdéleni plného ihlu na n stejnych ¢asti, dochizime k problému
konstrukce pravidelnych n-tihelnikii.

Poznamenejme, Ze operovani s thly by bylo mozno zahrnout do problematiky
operovani s délkami, nebot Ghly je mozno pfirozenym zpisobem méfit délkami
oblouki, které vytinaji na kruznici néjakého pevné zvoleného poloméru.

Vidéli jsme tedy, ze pokud chtéli Feéti matematici operovat s geometrickymi

veli¢inami - délkami, obsahy a objemy reprezentovanymi Gseckami, étverci a
krychlemi - museli dojit k problematice péti proslulych aloh.
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17. Souvislosti

Uvedme nyni nékolik pozndmek o souvislosti rektifikace, kvadratury a kon-
strukce pravidelnych n-thelniki.

Nejstarsim ,kruzitkem“ byl patrné provaz a dva koliky. Zméfeni ,délky“
kruZnice je mozno prakticky provést tak, ze do ,ryhy“ kruZnice poloZime pro-
vaz, pak ho natdhneme a zméFime. Pro ,zpevnéni“ provazu poloZeného do
ryhy kruznice je mozno podél obvodu kruznice zatlouci vétsi mnozstvi koliki;
napnutim provazu pak ,vznikne“ n-thelnik.

K meéfeni obvodu kruznice je mozZno pouzit i méfici tyé jednotkové délky,
kterou ,klademe podél obvodu kruznice“. Opét se zde pfirozenym zptsobem
objevuje myslenka n-thelnika kruznici vepsaného (¢i opsaného).

Takovéto praktické postupy zfejmé inspirovaly fecké myslitele 1 k teoretic-
kému zjiStovani obvodu kruznice a obsahu kruhu pocitdnim obvodu a obsahu
vepsanych a opsanych n-tthelnikd. Do pfirozené souvislosti je tak dana kvadra-
tura, rektifikace a konstrukce pravidelnych n-thelniki a déleni plného Ghlu na
n stejnych casti.

Uvedme jesté souvislost problematiky proslulych tloh s pythagorejskymi
Gmérami.

Nalezeni stfedni geometrické tmérné veli¢in a, b znamend nalezeni veli¢iny
z, pro kterou

a:z==z:b, tj. z2=ab.

To neni nic jiného, nez prevedeni obdélniku se stranami a, b na ¢tverec stejného
obsahu o strané z. S touto ilohou jsme se jiZ setkali v odstavci o geometrické
algebfe. Polozime-li b = 2a , dojdeme ke vztahu

a:z==x:2a, tj. z?=2a%,
ktery odpovid4 tloze o zdvojeni Ctverce.

Uvedme nyni pro zajimavost kratky citat z Aristotelovy Metafystky, ktery
se tohoto tématu tyka:

A tak i v ostatnich oborech minime, Ze o kaZdé véci, i kdyZ pro ni mdme
dikazy, mdme védéni, vime-li, co jest, na p¥iklad, co jest proména obdélniku
v Clverec; Ze je lo loliZ nalezeni sttedni geometricky imérné. ([1], str. 76)

Uvazujme nyni o viozeni dvou veli¢in z, y mezi dvé dané veliéiny a, b, tj.
ovztahu a:z =z :y =y :b . Snadno zjistime, Ze

2 =ay, y:=zb.

odkud
z* = a?y? = a’cb y* = 2%b% = ayb? |
tj.
= Vab, y = Vab? .
Polozime-li b = 2a, dojdeme ke vztahu 23 = 2a3, ktery odpovida tloze o zdvo-
jeni krychle.
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18. Konstrukce pravitkem a kruZitkem

PopiSme nyni podrobnéji a presnéji, co rozumime slovnim spojenim kon-
strukce pravitkem a kruZitkem. V Eukleidovych Zdkladech je to formulovano
v tzv. postuldtech. Uvedeme je v prekladu Frantiska Servita (viz [20], str. 2).

Ukoly prvotné.

1. BudiZ iikolem od kteréhokoli bodu ke kierémukoli bodu vésti primku.

2. A primku omezenou neprelriilé rovné prodlouZiti.

3. A z jakéhokoli stfedu a jakymkoli polomérem nargsovali kruh.

4. A Ze vsSecky pravé ihly sobé rovny jsou.

5. A kdyZ pFimka protinajic dvé pFimky tvori na (éfe strané vnilfni (pFilehlé)
ihly menst dvou pravych, ty dvé primky prodlouzZeny jsouce do nekonecna Ze se
sbihaji na 1€ strané, kde jsou ihly mensi dvou pravych.

Prvni a druhy postulat popisuje ,uziti pravitka“. Poznamenejme, ze primkou
rozuméli Rekové jen , &ast“ primky, spie Gsecku; proto se ve druhém postulatu
hovoti o ,prodluzovani® ptimky. Treti postulat popisuje ,uziti kruzitka“.

obr. 46

Paty postulat se tyka situace znazornéné na obr. 46. Tvrdi, Ze jestlize je sou-
¢et (hlt a a B mensi dvou pravych, pak se pfimky p, q protinaji v té poloroving,
ktera je témito dvéma thly ,uréena“. Nedejme se zmylit vyrazy prodlouZeny
jsouce do nekonecna a sbihaji se. O ,prodluzovani“ se mluvi v duchu druhého
postulatu; ,,sbihdnim“ neni minéno néjaké asymptotické priblizovani, ale to, Ze
se pfimky protnou.

Ctvrty postuldt o pravych thlech byl pravdépodobné p¥idan dodateiné;
patrné proto, Ze se v patém postuldtu o pravych thlech hovori.

Eukleidovy postuldty byly pozdéji chapany jako axidémy, tj. jako jednoducha
vychozi tvrzeni, ze kterych se deduktivnim zplisobem odvozuji dalsi geomet-
rické poznatky, véty, celd tzv. eukleidovskd geometrie. Eukleidovy Zdklady se
staly vzorem budovéani ariomatické teorie.

Poznamenejme, 7e béhem vice neZ dvou tisicileti se matematici pokouseli
dokdzat paty postuldt z postuldtii ostatnich. Tyto snahy byly v 19. stoleti
ukonéeny objevem neeukleidovské geometrie. To je vSak uZ jina historie.



76

Eukleidovy postulaty pfitahovaly pozornost nejen matematiki, ale i filozofu.
Napf. Thomas Hobbes ve svém dile O télese z roku 1655 pise:

... to co se nazgvd postulity a poZadavky, jsou sice skuleéné principy, ale
ne principy dikazu, nybrZ sestrojovdni, to jest ne védy, niybri dovednosti: cili
nejsou to principy teoretickych tvrzeni, co? jsou vysledky spekulaci, njbrz otdzek
vztahujicich se k prazi a uskutecnéni néjakého dila. ([32], str. 57)

Budovéni geometrického svéta ,pravitkem a kruzitkem“ koresponduje do
znalné miry s principy, které se objevily v Fecké filozofii v 6. stol. pf. Kr. Zd-
kladnimi prvky jsou body — nic mensiho a fundamentéaln&jsiho nez bod byt
nemize. Zdkladnimi principy, podle kterych je geometricky svét ze zakladnich
prvki — bodd vytvafen, jsou konstrukce pravitkem a kruZitkem. I zde je ci-
tit jakousi snahu po minimalizaci; uvazuji se jen objekty (pFimky a kruZnice)
Luréené“ dvéma body.

Z jednoho bodu nelze nic vytvofit, jeden bod je malo.

Ze dvou bodi je uz mozno vytvorit seCku ¢ pfimku; jak uz jsme si fekli,
v fecké matematice neodpovida pojem primky nasi dnesni pfedstavé — hovorii
se o pfimce, kterou je mozno neomezené prodluzovat. Ze dvou bodu je vsak
mozno vytvorit 1 kruznici; staci jeden z nich prohlasit za stfed a druhy za bod
»ha obvodu“. Pritom pfimku i kruZznici je mozno sestrojit ,jedinym tkonem®.
Zadny dalsi geometricky objekt uréeny dvéma body nenf asi rozumné povazovat
za zakladni.

Tri body urcuji rovinu, v které se toto vsechno déje; tii body jako vychodisko
pro vytvofeni nového objektu ,jsou mnoho“.

V modernim pojeti miZeme geometrické konstrukce pravitkem a kruzitkem
charakterizovat takto (syntetickd formulace):

Jsou dany body Cj, -, Cp,. Dalsi bod mizeme ziskat (sestrojit) jako pri-
secik

— dvou pfimek, které jsou uréeny danymi body (nap¥. priseéik pfimek C;Cq
a C3Cy) ;

- dvou kruZnic, které jsou uréeny danymi body (napf. prisecik kruznice se
stfedem v bodé C; a polomérem C;C5 a kruznice se stfedem C5 a polomérem
C3Cl) ;

— pfimky a kruZnice, které jsou uréeny danymi body (napf. priseéik ptimky
C1C; a kruznice se stfedem C3 a polomérem C3C}4).

Téchto kroki mtzeme udélat jen koneéné mnoho. Pri kazdém kroku mizeme
pouzit kterykoli z bodii, které jsme sestrojili v pfedchozich krocich.

Méme-li bodem B, ktery lezi vné kruZznice k se stfedem S, vést ke kruznici
k teénu, nelze to provést jen ,pfilozenim“ pravitka, nebot nezndme bod do-
tyku (viz obr. 47 a). Je tfeba sestrojit stfed Gsecky SB a Thalétovu kruznici
s primérem SB; priseéiky obou kruznic jsou hledané body dotyku (viz obr. 47
b). Ty uz je mozno spojit s bodem B. (Hledané teiny je mozno eukleidovsky
sestrojit i jinym zptisobem, napf. uzitim osové soumérnosti.)
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Laskavy ¢tenar si mize rozmyslet, jak se nap¥. k dané pfimce pravitkem a
kruzitkem sestroji rovnobézka prochdzejici danym bodem.

obr. 47 a, b

Poznamenejme, Ze se v geometrii (ve Skole i v praxi) velmi asto pouziva-
Ji postupy, které eukleidovské nejsou; ¢asto si to ani neuvédomujeme. Napf.
sestrojeni kolmice k dané pfimce pomoci rysky na trojahelniku, sestrojeni rov-
nobézky posunutim jednoho trojihelniku podél druhého apod. Tyto dva postu-
py vsak ,supluji“ eukleidovskou konstrukci pravitkem a kruzitkem. Studenty
je dobré na to upozornit; i kdyZz tyto metody bézné uzivaji, méli by zndt i
odpovidajici klasické eukleidovské konstrukce.

Pozadavky, které jsou obsazeny ve vyrazu eukleidovské konsirukce resp. kon-
strukce pravitkem a kruZitkem, nemaji pro praxi zadny vyznam. Z praktického
hlediska vyhovuje dostateéné presné priblizné feSeni; navic je lhostejné, jakym
zplsobem bylo vysledku dosazeno, zda pomoci konstrukce pravitkem a kruzit-
kem nebo jinak. Narysujeme-li pozorné te¢nu ke kruznici tak, jak je naznadeno
na obr. 47 a, mizeme byt s vysledkem naprosto spokojeni; v fadé pripadi takto
ziskdme dokonce presnéjsi vysledek nez eukleidovskou konstrukei.

Pravitkem a kruzitkem jsou mysleny idedini ndstroje. Pravitko je absolutné
rovné, neni na ném zadné méfitko, tj. nelze podle néj mérit, nanaset stejné
dlouhé tGsecky apod., a mé jen jednu ,pouzitelnou“ hranu, tj. nelze podle néj
»délat“ rovnobézky. Také kruzitko je absolutné presné, ma neomezené rozevie-
ni, tj. je mozno jim sestrojovat jakkoli velké kruznice.

To, co v geometrii provddime pravitkem a kruzitkem na papife a na tabu-
li, je jen jakymsi modelem idedlniho svéta absolutné pfesnych geometrickych
objektl. Veskeré konstrukce se v tomto svété provadéji jen v myslenkach. Geo-
metrické znazornéni na papife a na tabuli vSak velmi dobfe napomahé nasim
predstavam a nasemu geometrickému badani.

Na myslence konstrukei pravitkem a kruzitkem jsou zaloZeny celé Eukleido-
vy Ziklady; toto dilo vyrazné ovlivnilo geometrii vice nez dvou tisicileti. To, co
zndme ze 8kolské geometrie, je jen jejich mald ¢ast. Nebudeme zde vypocita-
vat, co viechno Zdklady obsahuji. Poznamenejme jen pro zajimavost, ze vrcholi
studiem pravidelnych mnohosténti, metodami jejich konstrukei a ditkazem, ze
pravidelnych téles nemize byt vice nez pét.
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19. Neklasicka feseni klasickych dloh

Recti matematici povazovali problematiku proslulych tloh za velmi zavaz-
nou. Mizeme to dokumentovat zajmem, ktery tyto tlohy poutaly.

Prvni dochované zminky se tykaji kvadratury kruhu. Vztahuji se k 5. stoleti
pt. Kr.

Filozof Anaxagoras z Klazomen, o kterém jsme se jiz zminovali, si pry Gva-
hami o kvadratufe kruhu kratil dlouhou chvili ve vézeni (viz [85], str. 111),
kam se dostal proto, Ze rouhavymi fe¢mi kazil mladez. (Tento ¢lanek je urcen i
tém, kdo v budoucnu hodlaji kazit mladez rouhavymi feémi; dostanou-li se do
vézeni, méli by védét, ze problém kvadratury kruhu je pravitkem a kruzitkem
nefesitelny, a travit ¢as vhodnéjsim zpisobem.)

Antifén z Athén pry poéital obsah kruhu pomoci vepsanych pravidelnych
n-thelnikd (bral n = 4, 8, 16).

Eukleidovské konstrukce vedouci k feSeni proslulych tloh se nedafilo nalézt.
Byly proto hleddny i jiné postupy; nékdy hovofime o neklasickijch FeSenich, i
kdyzZ to neni plné vystihujici termin.

a) Hippokratés

Hippokratés z Chiu (2. pol. 5. stol. pf. Kr.) byl jénsky filozof a matema-
tik, ktery ucil v Athénéch. Sepsal matematické pojednani Stoicheia, které se
pry stalo vzorem (co do obsahu i metody vykladu) prvnich étyf knih Euklei-
dova stejné nazvaného spisu. Z Hippokratova dila se zachoval jen fragment,
ktery pojednava o tzv. mésickach (Hippokratovy mésicky nebo menisky). Jsou
to Gtvary vytvofené dvéma kruhovymi oblouky. (Nezaméfujme matematika a
filozofa Hippokrata z Chiu se slavnym lékafem stejného jména, ktery Zil zhruba
ve stejné dobé, asi v 1étech 460-400.)

obr. 48 obr. 49

Hippokratés tvrdil, ze

a) pomér obsahli dvou kruhi je roven poméru obsahi étvercti sestrojenych nad
jejich priméry;

B) pomér obsahi dvou podobnych kruhovych tGseéi je roven poméru obsaht
¢tvercti sestrojenych nad tétivami, kterymi jsou tyto tsefe urceny.
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Na zakladé téchto zjisténi Hippokratés dokazal nésledujici véty:

(i) Obsah mési¢ku vytvoreného kruznici opsanou rovnoramennému pravoihlé-
mu trojihelniku ABC (napi. se stranami, jejichz délky jsou 1, 1, \/5) a
kruznici, jejimz primérem je odvésna AC, je roven poloviné obsahu uvazo-
vaného trojihelnika ABC (viz obr. 48).

(ii) Obsah mésitku vytvoreného kruznici k, kterd je opsdna rovnoramennému li-
chobé&zniku ABC D, jeho# strany maji délky 1, 1, 1, v/3, a kruznici [, ze které
strana AB vytina tse¢ podobnou tfem GseCim kruZnice k s tétivami AD, DC,
CB, je roven obsahu uvazovaného lichobéznika ABCD (viz obr. 49).

(iii) Obsah mési¢ku vytvofeného kruznici k, kterd je ,opsdna“ nekonvexnimu oso-
vé soumérnému pétithelniku ABCDE, jehoz strany maji délky /2, v/2, V/2,
V3, V/3, a kruinici I, na které strany AB a BC vytinaji tseée podobné tiem
Gse¢im kruznice k s tétivami AE, ED a DC, je roven obsahu uvazovaného
pétitthelnika ABCDE' (viz obr. 50).

£ _ ™. 0
Al

| B k

obr. 50

Dikazy téchto t¥f tvrzeni jsou jednoduché; spocivaji na vyse uvedenych Hip-
pokratovych zjisténich «), §).
(i) Obsah velkého pilkruhu (nad primérem AB) je roven dvojnasobku obsahu
malého pilkruhu (nad primérem AC), nebot délky odpovidajicich priméri
jsou v poméru /2 : 1. Obsah velkého ¢tvrtkruhu je tedy roven obsahu malého
ptlkruhu. Odebereme-li od obou téchto titvari jejich spoleénou ¢ast - Gise¢ nad
tGsetkou AC, dostaneme rovnost obsahl z tvrzeni (i) — viz obr. 48.

(ii) Obsah velké Gsee (nad stranou délky v/3) je roven trojnasobku obsahu
malé Gseée (nad stranou délky 1). Uvazovany mésic¢ek vznikne, kdyz k licho-
bézniku ABC D pfidadme tfi malé Giseée a odebereme jednu tse¢ velkou. Obsah
lichobé&Znika je tedy roven obsahu vzniklého mésicku (obr. 49).

(iii) Obsah dvou vétsich tise&i (nad stranami AB a BC, jejichz délka je /3)
je roven obsahu tfi mensich tGseti (nad stranami AE, ED, DC, jejichz délka
je V/2). Uvazovany mésitek vznikne, kdyz k pétithelniku ABCDE pfiddme tfi
mensi Gsece a odebereme dvé vétsi (obr. 50).
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Geometricka konstrukce mési¢ki v prvnich dvou pfipadech, tj. na obrazcich

48 a 49, je snadna. Ve tfetim pfipadé (obr. 50) uZ konstrukce tak jednoducha
neni.

Poznamenejme, Ze pouzijeme-li tzv. zobecnénou Pythagorovu vétu (pro po-
lokruhy nad stranami pravothlého trojihelnika), pak stejnym zplisobem dok4-
zeme jinou verzi tvrzeni (i): pro nerovnoramenny pravoihly trojihelnik ABC
Je soucet obsahii obou mé&sickl roven obsahu trojihelnika ABC (viz obr. 51).
Obsahy jednotlivych mésicka vSak nejsou rovny obsahtim trojahelniki APC a

BPC.

obr. 51

Finsky matematik M. J. Vallenius (1731-1773) nalezl roku 1766 dalsi dva
pfiklady mésickd (priméry kruznic jsou v poméru 5 : 1 a 5 : 3). Pozdéji bylo
dokazano, ze kvadratura mésicku je mozna jen v téchto péti pripadech.

obr. 52

UvaZujme rovnoramenny lichobé&znik, jehoZ strany maji délky 1, 1, 1, 2 (,,po-
lovina“ pravidelného Sestitihelnika). Snadno se ukaze, Ze soucet obsahu polo-
kruhu o priméru AS a obsahd tfi mésicki vytvofenych polokruznicemi nad
stranami AD, DC, CB a kruznici k, kterd je lichobézniku opsana, je roven
obsahu lichobé&Znika ABCD (viz obr. 52). I toto tvrzeni dokazal Hippokratés.
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Nékdy se uvadi, ze ispésné provedend kvadratura Hippokratovych mési¢ki
vyvolala mezi feckymi matematiky jakysi optimismus; zdani, Ze problém kva-
dratury kruhu se pfece jen néjak podafi zvladnout. (O problematice mésicki
napsal pfed mnoha léty zajimavou praci [48] némecky matematik E. G. H. Lan-
dau (1877-1938).)

Hippokratés se pry pokousel i o feseni problému zdvojeni krychle. P¥eformu-
loval tuto Glohu do feéi poméri a iimér; podstatu této myslenky jsme si ukdzali
v 17. odstavei. Pozdéji uvidime, jak tuto ideu vyuZzil Archytds z Tarentu a dalsi
fe¢ti matematici.

b) Hippids

Hippias z Elidy (5. stol. pf. Kr.) byl sofista, viestranné vzdélany clovek,
matematik a astronom. Byl v8ak i znalcem literatury, hudby a historie, ovladal
1 néktera femesla. Kritizoval soucasnou spolecnost; mj. prohlasoval, Ze zédkon je
tyranem lidi, Ze se dopousti mnoha nasilnosti proti p¥irodé, ze uzavira lidi do
mistnich spoleéenstvi, a jsou od pfirody pfibuzni atd. Pfipisuje se mu objev
kfivky, pomoci které bylo mozno provadét trisekce Ghli.

Hippiés si uvédomil, jakym zplisobem je mozno prevést problém déleni thlu
na problém déleni Gsecky. Uvazujme étverec SABC (viz obr. 53).

C By B
D
ﬁ Ay
X
Yy
X il
S Ay A
obr. 53

Usetka AB necht se rovnomérné posouva z polohy AB do polohy SC a sou-
¢asné necht se tsecka SA rovnomérné otdli kolem bodu S z polohy SA do
polohy SC. Oba pohyby soulasné. zaénou a souasné skonéi. Prisecik pohy-
bujicich se tseéek vytvari jistou kiivku, kterd ,jde“ z bodu A do bodu D; na
obrazku je zakreslen prisecik X tselky A; B; s odpovidajici Gsetkou SA3. Bod
D je jakymsi ,limitnim bodem“, nebot v krajni poloze obé tsecky splynou.
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Pomoci této kfivky je mozZno rozdélit dany thel na pozadovany pocet stej-
nych asti. Je-li dan Ghel ZASAy (viz obr. 54), je uren i pfislusny bod X
na Hippiové kfivce a tim i odpovidajici bod A;. Nyni rozdélime tGse¢ku AA,
znamym zpusobem, napf. na tfi stejné ¢asti, délici body vyneseme na Hippiovu
kfivku a spojime je s bodem S; Ghel ASAj je rozdélen na tfi stejné &asti.

Z definice Hippiovy kfivky ihned vyplyva, Ze bod A, na obr. 54 déli oblouk
CA ve stejném poméru jako bod A; tsetku SA.

C B
Aq
D ﬁ X
|
|
| [
|
| |
| |
L
S A1 A
obr. 54

body Hippiovy kiivky (pomoci pileni Ghli a Gsecek). Témito body pak prolo-
zime kfivku pomoci vhodného kfivitka. Nejde tedy o eukleidovskou konstrukei
pravitkem a kruzitkem.

Hippiovu kfivku mtiZzeme snadno vyjadfit analyticky (viz obr. 53); uvazujme
v roviné soufadny systém se stfedem v bodé S a osami SA a SC. Poloime
SA =1 ; oznatme a« = LASX a z, y soufadnice bodu X. Z definice Hippiovy
kfivky vyplyva, ze

a:F=(l-2):1, tj. a=7%-(l-2).

Nyni je
T
5
Jde tedy o transcendentni kfivku, kterd ma nekoneéné mnoho vétvi. Dnes umi-
me vypoditat, ze

T T
y::c~tana::c~tan(—2-—7):x‘cot

SD:lim:c‘cotﬁzz.
£—0 2 T
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K tomuto vysledku dospél elementdrnim zpisobem Dindstratos — viz déle.
Hippiovu kfivku je tedy mozno pouzit i k feSeni problému kvadratury &i rekti-
fikace. Snad proto ji némecky matematik a filozof G. W. Leibniz (1646-1716)
nazval kvadratriz.

c) Archytés

Archytas z Tarentu (4287-365) byl pythagorejsky filozof a matematik, stat-
nik a vojeviidce. Byl pfitelem Platéna, uéitelem Eudoxa. Pfipisuji se mu vysled-
ky tykajici se poméri a tmér, formulovani zdkond harmonie, vyndlez kladky a
Sroubu. Nékdy se uvazuje, ze je autorem osmé knihy Eukleidovych Zdkladi.

Zabyval se teorii pomérd a imér, studoval aritmeticky, geometricky i harmo-
nicky prumeér; dokazal, Ze ,neexistuje“ geometricky primér pfirozenych ¢isel n
an+1 (v dnesni terminologii: \/n(n + 1) neni &islo raciondlni).

Archytds se snazil najit metodu, jak ,vlozit“ dvé veli¢iny z, y mezi dvé dané
velitiny a, b tak, aby platila rovnost

a:z=z:y=y:b.

Uvédomil si, Ze nalezeni takovych veli¢in ¢, y je ekvivalentni s nalezenim vhod-
ného pravoihlého trojihelnika s pfeponou b (viz obr. 55 a — pozadovana rovnost
vyplyva z podobnosti trojihelniki).

Necht jsou dény veli¢iny a, b, kde a < b . M&me kruZnici k s primérem
SB = b a tétivu SA = a (viz obr. 55 b).

obr. 55 a, b
Nyni uvazujme tfi rotacni plochy:
(i) vélcovou plochu kolmou k nékresné, kterd je uréena kruznici k;
(i1) kuzelovou plochu, kterd vznikne rotaci thlu ZASB kolem osy SB;
(ii1) axoid, ktery vznikne rotaci kruznice ! s primérem SB, ktera lezi v roviné
kolmé k nékresné, kolem osy, kterd je kolmd k ndkresné a kterd prochazi

bodem S.

Vse budeme uvazovat jenom v jednom poloprostoru. Axoid protina valcovou
plochu v kfivce ,jdouci“ z bodu B do bodu S. Tuto kfivku protne kuzelova
plocha v bodé C. Necht D je pata kolmice spusténé z bodu C' na nékresnu.
Kolmy fez k ndkresné, ktery je uréen body S, C a D, je zndzornén na obr. 56.
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Kruznice I’ je pootocenou kruznici I vytvafejici axoid. Bod A’ leZi na kuZelové
ploSe - je to otoéeny bod A; bod A’ zfejmé lezi na kulové plose s primérem

SB.

obr. 56

KruZnice p je priinikem uvazovaného fezu s touto kulovou plochou. Z Thalétovy
véty vyplyva, ze je nalezen pravotihly trojihelnik s pfeponou b a dva podobné
trojahelniky a Ze tedy pro z = SD, y = SC plati

a:z=c:y=y:b.

Pro b = 2a tedy dostavame Feseni délského problému zdvojeni krychle. Opét
viak nejde o FeSeni pomoci pravitka a kruZitka, tj. o eukleidovskou konstrukei.

obr. 57
d) Dinéstratos

Matematik Dinéstratos (4. stol. pf. Kr.) byl zdkem Platéna a Eudoxa. Obje-
vil zajimavou vlastnost kfivky kvadratrix a ukézal tak pfekvapivou souvislost
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mezi problémem trisekce Ghlu a rektifikaci kruznice. Dokézal totiz, Ze pro délky
Gise¢ek SD, SC a délku &tvrtkruznice CA (viz obr. 57) plati vztah

SD:SC=SC:CA,

tj. polomér SC' je stfedni geometrickou iimérnou délek isecky SD a ctvrtkruz-
nice CA. Vzhledem k podobnosti kruznic je zfejmé

SD:SC=DX:CA,

takZe porovnanim obou rovnosti zjistime, ze DX = SC, tj. délka Gsecky SC je
rovna délce ¢tvrtkruznice o poloméru SD.

Znalost poméru SD : SC dava moznost provést rektifikaci libovolné kruz-
nice. Mame-li zkonstruovanou kfivku kvadratrix (napf. na obr. 57), zvolime
v roviné néjaky thel a naneseme na jeho ramena délky SD a SC. Na obr. 58
necht je VU = SD, VW = SC.

obr. 58

Jestlize bodem R na rameni VU vedeme rovnobézku s pfimkou UW a prisecik
s ramenem VW oznaéime O, pak délka isecky V O je ¢tvrtinou obvodu kruznice
o poloméru VR.

Dinéstratos dokazal vyse uvedeny vztah sporem. Popisme jeho myslenkovy
postup. Zvolme na tsecce SC bod E tak, aby platil vztah

SE:SC=SC:CA.

Predpokladejme, Ze bod E lezi mezi body D a C (viz obr. 59).

Ctvrtkruznice EF se stiedem S a polomérem SE protne kiivku kvadrat-
rix v bodé G, rovnobézka s pfimkou SA vedend bodem G ma s Gseckou SC
spoleény bod H. Piimka SG protne étvrtkruznici CA v bodé I. Z podobnosti
kruznic vyplyva, ze

SE:SC=EF:CA.
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Porovname-li tuto rovnost s rovnosti pfedchozi, okamzité vidime, ze je

EF = 5C (= SA).

C B
E
D

|
H
G
S F A
obr. 59

Podle definice kiivky kvadratrix, podobnosti kruznic a pfedchoziho vztahu je
SA:HG=CA:CI=EF :EG=SA:EG .
Odtud HG = EG ; to vSak nemiize byt pravda (viz obr. 59), nebot oblouk EG
je Jisté delsi nez Gsecka HG .
Podobnym zpisobem se pfivede ke sporu pfipad, kdy bod E' lezi mezi body
S a D. Musi tedy byt E = D, coz jsme chtéli dokazat.

q
X
X
A/ K Y
/oas vy p

obr. 60
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e) Menaechmos

Zkoumejme nejprve takovouto situaci. Necht jsou dany tsecky a, b, kde
a < b. UvaZujme v roviné dvé kolmé pfimky p, ¢ s priseéikem S; veliéiny a,
b reprezentujme Gseckami SA, SB, kde A € p a B € ¢ (viz obr. 60). Pfedpo-
kladejme, Ze se ndm podafilo najit body X € q, Y € p tak, ze ahly ZAXY
a ZBY X jsou pravé; délky tselek SX, SY oznaéme z, y. Z podobnosti troj-
thelnikd ASX, XSY a YSB vyplyvaji rovnosti

a:x=z:y=y:b.
Jde tedy o to, najit body X, Y.

Vyse uvedenou tivahu dobfe promyslel Menaechmos (4. stol. pf. Kr.), bra-
tr Dindstrata; rovnéz studoval u Platéna a Eudoxa. Menaechmovu myslenku
popiseme podrobné.

obr. 61

Méjme dany veli¢iny a, b, které opét reprezentujme kolmymi tseckami SA,
SB na pfimkach p, ¢ (viz obr. 61). Pfedpoklddejme nyni, Ze se po pfimce
¢ pohybuje bod @Q a to od bodu S po polopfimce opaéné k polopfimce SB.
K tomuto bodu @ existuje pravé jediny bod C € p, pro ktery je Ghel LZAQC
pravy, a jediny bod D, pro ktery je SC D@ obdélnik. Pohybuje-li se bod @ po
zminéné polopfimce, pohybuje se bod D po jakési kiivce. Oznalime-li £ = SQ
an = SC, pak z podobnosti trojihelniki ASQ a QSC dostdvdme rovnost
a:&=¢:n, neboli €2 = an. Bod D se tedy pohybuje po parabole.

Provedme stejnou tivahu jesté jednou. Pfedpokliddejme, ze se po pfimce p
pohybuje bod P a to od bodu S po opaéné polopfimce k polopfimce SA.
K tomuto bodu P existuje pravé jediny bod E € q, pro ktery je Ghel ZBPE
pravy, a jediny bod F, pro ktery je SPFE obdélnik. Pohybuje-li se bod P po
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zminéné polopfimce, pohybuje se bod F' po parabole: oznaéime-li ( = SP ,
e=S8SE ,jeb:(=C:e,tj. (% =be.

Oznadime-li Z priseéik obou parabol a spustime-li z néj kolmice na pfimky
q, p, ziskdme hledané body X, Y; pro délky z = SX a y = SY tedy bude
a:x=z:y=y:b.

(Poznamenejme, Ze bod Z lezi jesté na hyperbole zy = ab .)

Menaechmova metoda nalezeni nezndmych veli¢in z, y pfedstavuje mimo
Jiné prvni vyskyt kuZelose¢ek v matematice viibec.

f) Platén

Na zdkladé vychozi myslenky Menaechmovych Gvah, ktera je zachycena na
obr. 60, vymyslel pry Platén mechanicky néstroj pro nalezeni neznamych veli-
&n z, y. Slo o specialn{ prilozniky (tesafské tihelniky) zasunovatelné do sebe.
Bylo s nimi tfeba pohybovat tak dlouho, aZz v roviné vymezily hledany atvar
AXY BS (viz obr. 60 a 62).

obr. 62

Podle nékterych autort pry chtél Platén svymi pfilozniky ironizovat obdobna
mechanicka feSeni jinych autori.

Znovu pfipomeiime, Ze v tomto ¢lanku neni diskutovan Platéndv vliv na
matematiku, jeji chadpani i rozvoj. Zajemce o tuto problematiku odkazujeme na
knihu P. Vopénky [72]. RovnéZz viele doporucujeme éetbu Platéna (viz napf.
[56-57]), dale dilo F. Novotného [51], prace J. Patocky [54-55] a dalsi.
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g) Metoda vkladani

Nékdy v 5. & 4. stol. pf. Kr. byl v Recku nalezen nasledujici postup k pro-
vedeni trisekce Ghlu pomoci pravitka se dvéma vyznatenymi body X, Y a
kruzitka.

Necht je dan Gthel ZABC, kde bod A je volen tak, aby 2-AB = XY . Bodem
A vedme rovnobézku p s piimkou BC' a kolmici ¢ na pfimku BC' (viz obr. 63).

F
A p E
N
D S
B L \l\ 1 p/4
C' KL
q
obr. 63

Nyni pfilozme pravitko tak, abychom podle ného mohli vést primku r, kterd
prochazi bodem B a protind pfimky p, ¢ v bodech E, D, jejichz vzdélenost
Je pravé rovna délce isecky XY (viz obr. 63). Sestrojme stied S tGsecky DE.
Protoze je SE = SA = BA, jsou trojuhelniky AES a BSA rovnoramenné;
proto je

LAES = LFEAS a /LABS = /ASB.

Protoze je ZBSA vnéjsim tihlem trojihelnika AES| je ZBSA = 2-LSEA; dale
si uvédomme, Ze thly ZAES a ZSBC jsou stiidavé. Je tedy 2-ZSBC = £LSBA,
tj. ZSBC je tfetinou thlu LABC.

Proslulymi tillohami se 1 v dalsim obdobi zabyvala fada feckych matematiki.
Naésledujici struény vycet jisté neni Uplny.

Archimédés ze Syrakus (2877-212) provadél trisekci thlu pomoci kruzitka a
pravitka se dvéma vyznacenymi body. Jeho metoda vsak byla odlisnd od vyse
uvedené.

Eratosthenés z Kyrény (2807-1947) vymyslel pro hledani dvou stfednich geo-
metrickych Gmérnych a pro feseni problému zdvojeni krychle dimyslny p¥istroj
zvany mezoldbium.

Diokles (kolem r. 200 pf. Kr.) studoval problém konstrukce dvou geometric-
kych timérnych a nalezl kfivku kisoidu.

Nikomédes (2. stol. pf. Kr.) pro feSeni problémi trisekce Ghlu a zdvojeni
krychle uzival kfivku konchoidu.

Meneldos Alexandrijsky (konec 1. stol. n. 1.) se zabyval zdvojenim krychle.

Pappos (2.- 3. stol.) studoval kvadraturu kruhu, trisekci Ghlu, metodu vkla-
déni a Hippiovu kfivku kvadratrix.
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20. Nefesitelnost proslulych dloh

Tento odstavec podstatnym zpisobem vyboéuje z naseho tématu, kterym je
stara feckd matematika. Povazujeme vSak za uzitecné alespon v hrubych rysech
nastinit, jak je mozno problematiku eukleidovskych konstrukci pravitkem a
kruzitkem vyjadrit v feci analytické geometrie a v feli obecné algebry, jaké
pojmy je tfeba zavést a jak s nimi pracovat, aby bylo mozno dospét k zdsadnimu
vysledku, k dikazu nefesitelnosti prvnich ¢tyf proslulych tloh.

Pripomenme, Ze zakladni myslenky analytické geometrie nastinili René Des-
cartes (1596-1650) a Pierre de Fermat (1601-1665) v 17. stoleti; hlavni ideje
obecné algebry se rodily v pracich fady matematiki 18. a 19. stoleti.

V 18. odstavci jsme vyjadfili pojem ,konstrukce pravitkem a kruzitkem“,
resp. ,eukleidovskd konstrukce“, v Feci syntetické geometrie. Pfevedme nyni
tuto formulaci do Fec¢i geometrie analytické.

Predpokladejme, Ze je rovina opatfena kartézskou soufadnou soustavou.
Jsou-li dany body Ci,---,Cy, jsou tim dany i jejich soufadnice; pro kazdé
i=1,---,m necht jsou (a;,b;) souradnice bodu C;.

Poznamenejme, ze uvazovanou kartézskou soufadnou soustavu (dvé kolmé
osy a ,méFitka® na nich) umime pravitkem a kruzitkem sestrojit. Budou-li
v roviné zadany body Ci,---,Cp, je rozumné volit stfed kartézské soustavy
napft. v bodé Cy, osu z prochdzejici bodem C5 a jednotku délky rovnou délce

usecky C1C5.

(Ze syntetické geometrie dobfe vime, Ze pro specilni volbu bodt C, - -+, Cp,
muze FeSeni problému existovat, pro jejich obecnou polohu nikoliv. Pfitom obec-
né volba bodt Cy,- -, Cy, odpovida obecné volbé jejich soufadnic.)

Pfimka urcend body Cj, C; ma rovnici

_bi—b

— b, Az —a;
y=bhi= e (¢ - ai)

a kruZnice se stfedem Cj, na které lezi bod Cj;, ma rovnici
(z— i)+ (y = b:)* = (a5 — ;) + (b; — by)*.

Soufadnice prise¢iku dvou pfimek tedy ziskdme FeSenim soustavy dvou linear-
nich rovnic, soufadnice priseciku pfimky a kruznice ziskdme feSenim soustavy
jedné linearni a jedné kvadratické rovnice, soutadnice pruseéiku dvou kruznic
ziskdme FeSenim soustavy dvou kvadratickych rovnic.

Pfi geometrickych konstrukcich vSak vyuzivime i bodd, které jsme sestro-
jili v pFedchozich krocich. V analytickém pojeti problému tedy uzivame pfi
sestavovani rovnic jednotlivych pfimek a kruZnic i soufadnice bodi, které jsme
vypocetli pfi feSeni pfedchozich soustav.



91

Z provedenych Gvah vyplyvéa nésledujici zjisténi.

Bod X o soufadnicich (x,y), ktery je zaddn néjakymi vlasinostmi vdZici-
mi se k& bodim Cy,---,Cy, je moZno sestrojil pravitkem a kruzitkem prdvé
tehdy, je-li mozno ¢isla x, y ziskat postupngm Fesenim soustav dvou rovnic vy-
Se uvedenych typi (dvou linedrnich, dvou kvadratickijch, nebo jedné linedrni a
jedné kvadratické), v nichz kromé nezndmych figuruji ¢isla ay, by, -+, am,bm a
vysledky vypocten€ ze soustav predchozich.

Uvazime-li, jakym zptisobem se Fesi vySe zminéné soustavy dvou rovnic,
zjitujeme, Ze nutnou a postalujici podminku pro existenci konstrukce bodu X
ze zadanych bodua C,--- , Cy, pravitkem a kruzitkem je mozno vyslovit takto.

Bod X o soufadnicich (z,y) se dd pravitkem a kruZitkem sestrojit privé
tehdy, kdyz je mozZno ¢isla x, y ziskal z éisel ay, by, -+, am, by pomoci scéitdni,
odcitani, ndsobeni, déleni a wzitim druhiych odmocnin, pricemz vsech téchio
operaci je provedeno jen koneéné mnoho.

Od analytického vyjadreni problému nyni prejdeme k jeho vyjadieni v feci
obecné algebry. Pfipomeneme vSak nejprve jeden ze zdkladnich pojmi algebry,
pojem télesa.

Téleso je mnozina opatfend dvéma operacemi, sCitdnim a nasobenim, kte-
ré jsou svazany distributivnim zdkonem. Obé tyto operace jsou asociativni a
komutativni, vzhledem ke scitani existuje nulovy prvek, vzhledem k nésobe-
ni existuje jednotkovy prvek. Ke kazdému prvku existuje prvek opaény a ke
kazdému nenulovému prvku existuje prvek inverzni; znamend to, ze v télese
je mozno odéitat a délit nenulovym prvkem. Aby se vylouéil trividlni pfipad,
predpoklada se, Ze téleso ma alespon dva prvky.

Dobfe zname téleso Q raciondlnich Cisel, téleso R redlnych cisel a téle-
so C komplexnich Cisel; existuji vSak i konecnd télesa, napf. mnoziny Z, =
{0,1,2,--- ,p — 1}, kde p je prvoéislo, opatfené tzv. s¢itdnim a ndsobenim
,modulo p“.

Méjme nyni v roviné dany body Ci,---,Cp,; pro kazdé i = 1,--- ,m necht
jsou (a;, b;) kartézské souradnice bodu C;. UvaZujme nejmensi téleso T, které
obsahuje vSechna raciondlni ¢isla a vSechna ¢&isla ay, by, -, am, byy. TvoFime-li

z &isel a;, b; dalsi &isla pomoci séitani, od¢itani, ndsobeni a déleni, nevystoupime
z tohoto télesa T'; takovéto ,poéitani“ odpovida konstrukcim provddénym jen
pomoci pravitka. Uzijeme-li druhou odmocninu (tento obrat odpovida FeSeni
kvadratické rovnice a tedy uziti kruzitka), mizeme (ale nemusime) se z télesa T'
dostat ,ven“ (odmochujeme-li nap¥. &islo 4, zlistaneme v télese T'). Casto viak
dospéjeme k ,vétsimu® télesu, které vzniklo tzv. adjunkci druhé odmocniny
néjakého prvku ¢ € T k pivodnimu télesu T, tj. k télesu

T(Ve)={a+bV/c; a,beT}.
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Po koneéném poctu takovychto krokt dostaneme posloupnost téles
T=ThchcTyC---CTy;

kazdé téleso T; tedy vzniklo adjunkci druhé odmocniny néjakého prvku téle-
sa T;_1 k tomuto télesu. Protoze jde o adjunkci druhé odmocniny, hovofime
o télese T; jako o kvadratickém nadtélese télesa T;_1.

Kdyz jsme takto, tj. v feéi obecné algebry, vyjadfili algebraickou podstatu
problému konstrukei pravitkem a kruzitkem, miZeme zformulovat dalsi nutnou
a postacujici podminku pro existenci takovéto konstrukce.

Bod X o soufadnicich (z,y) se dd z bodi Cy,--- ,Cp, sestrojit pravitkem a
kruZitkem prdvé tehdy, ezistuje-li konecénd posloupnost téles

T=TwyCcTiCcToC---CTy,
kde

- kazdé téleso T; je kvadratickym rozsitenim télesa T;_q ;
-z,ye Ty .

Zasadnim problémem vSak zlstava, jak v daném pfipadé pozndme, zda se
Cisla z, y daji ziskat feSenim koneéné posloupnosti vyse popsanych soustav
dvou rovnic, resp. zda se ¢isla z, y daji ziskat z ¢isel a1, by, -+, am, by pomoci
s¢itani, od€itani, nisobeni, déleni a uzitim druhych odmocnin (pfi koneéné
mnoha operacich), resp. zda existuje vySe popsana posloupnost téles.

Soufadnici z (a podobné y) hledaného bodu X je ¢asto mozno vyjadfit
néjakou algebraickou rovnici s koeficienty z vyse uvazovaného télesa T'. Umime-
li ji algebraicky vyfesit a dostaneme-li éislo z jako vyraz, ktery je vytvofen
»z prvki télesa T¢ jen pomoci s¢itani, odéitani, nasobeni a déleni a obsahuje-
li jen druhé odmocniny, pak je tsecka délky z konstruovatelnd pravitkem a
kruzitkem.

Muze se vSak stat, Ze tuto rovnici algebraicky fesit neumime, nebo ji fesit
umime, ale hledané ¢ dostaneme v ,nevhodném tvaru“; napf. jako vyraz, ktery
obsahuje ,,vy$s$i“ odmocniny.

Jde-li napf. o problém zdvojeni krychle o strané a, pak hledame feseni rov-
nice 23 = 2a3. Zfejmé je ¢ = a- /2. Nevime vsak, zda neexistuje jiné vyjadieni
Cisla z, které by kromé s¢itani, odéitani, nasobeni a déleni uzivalovalo jen druhé
odmocniny.

Na problém, ktery jsme nastinili, Casteéné odpovidd néasledujici véta; jeji
dikaz se vsak tomuto pojednani vymyk4 (viz napf. [61]).

Véta V: Necht z" + a12" 1 + -- -+ a, je polynom, ktery je ireducibilni nad
télesem T'. Jestlize se jeho koten x dd zapsat jako vijraz utvoteny z prvki télesa
T pomoci scitdni, odcitdni, ndsobeni, déleni a druhych odmocnin, pak je cislo
n mocninou dvojky.
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Pfipomenme, Ze polynom je nad télesem T ireducibilni, jestlize se neda roz-
lozit v soucin dvou polynomi s koeficienty z télesa T', které maji mensi stupefi.
Polynom, ktery je ireducibilni nad télesem 7" a mé& stupen alespon 2, tedy
nemize mit v télese T Zadny kofen.

Pro dalsi vyklad budeme potfebovat jesté jednoduché lemma.

Lemma L: Nechf agz™ +a1z" 14+ ...+ a, =0 je rovnice s celociselnyymi ko-
eficienty. Md-li tato rovnice raciondlni koven s, kde p, q jsou cisla nesoudélnd,
potom p déli a, a q déli ag.

Dikaz tohoto lemmatu je snadny; pfenechdvdme ho laskavému &tenafi za
domaci cviceni.

Nyni se jiZz mzeme vratit k proslulym Glohdm staré Fecké matematiky a na
zakladé vyse uvedenych vysledkid ukézat jejich nefesitelnost.
(i) Zdvojeni krychle

Uloha na zdvojeni krychle o strané 1 vede na rovnici z2 — 2 = 0. Podle
lemmatu L snadno zjistime, Ze tato rovnice nemd raciondlni kofeny, tj. poly-
nom z2 — 2 je nad télesem Q ireducibilni. Protoze stupeii tohoto polynomu

neni mocninou ¢isla 2, neni jeho kofen podle véty V sestrojitelny pravitkem a
kruzitkem.

(i1) Trisekce Ghlu
Méjme dan thel ¢; zvolime-li vhodné kartézskou souradnou soustavu, mu-

zeme predpokladat, ze je ihel ¢ zadan z-ovou soufadnici bodu A, tj. hodnotou
cos ¢ (viz obr. 64).

obr. 64

Sestrojit iihel £ je problém ekvivalentni s Glohou najit z-ovou soufadnici bodu
B, tj. sestrojit GseCku délky cos £. Pfipomeiime si vzorec
4-cos3£—3-cosf =cosy .

3 3
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Polozme ¢ = cos %. Uloha na trisekei tihlu tedy vede na rovnici
423 — 3z —cosp =0.
Zvolime-li napf. thel ¢ = %7&', Jjde o rovnici
82 —6z+1=0.

Podle lemmatu L snadno zjistime, ze odpovidajici polynom nemé racionalni
kofeny (z4dné z &fsel %, kde ¢ = 1, -1, 2, -2, 4, -4, 8, -8, nevyhovuje), je tedy
nad télesem Q ireducibilni. ProtoZe jeho stupefi neni mocninou ¢&isla 2, nenf
mozno usecku délky z podle véty V sestrojit pravitkem a kruzitkem. Obdobny

vysledek dostaneme pro tihel ¢ = %ﬂ'.

Nékteré Ghly je vSak mozno pravitkem a kruzitkem na tfi stejné ¢asti rozdé-
lit; dobfe to vime ze Skolské geometrie. Je-li napf. ¢ = %w, dostavame rovnici
4z% — 3z = 0, kterd m4 kofeny 0, 1v/3, —1/3 (odpovidajici polynom je nad
télesem Q reducibilni); Gse¢ku délky %\/3- sestrojime snadno.

Je-li dile ¢ = %r, dostaneme rovnici 8z% — 6z — /2 = 0 ; odpovidajici
polynom je rozlozitelny nad télesem Q(v/2):

82% — 6z — V2 = (42 — 22 -z — 1)(2z + V2)

Kofeny uvazované rovnice je tedy mozno pravitkem a kruzitkem sestrojit.

Jak jsme vidéli, libovolné zvoleny thel rozdélit pravitkem a kruzitkem na tfi
stejné ¢asti neni mozno. Proto je problém trisekce thlu eukleidovsky nefesitelny.

(iii) Rektifikace kruznice a kvadratura kruhu

Provést rektifikaci kruznice o poloméru 1 znamend sestrojit pravitkem a
kruzitkem tsecku délky 27, provést kvadraturu kruhu o poloméru 1 znamena
sestrojit pravitkem a kruzitkem tasecku délky /. Obé tyto tlohy jsou ekviva-
lentni s problémem sestrojeni Gsecky délky .

Cislo m bychom tedy méli vytvofit z &isel racionalnich pomoci séitani, od-
¢itani, nasobeni, déleni a uzZitim druhych odmocnin. D4 se ukizat — vymyka
se to vSak tomuto élanku, Ze Cislo 7 by pak bylo mozno ziskat jako kofen
néjaké algebraické rovnice s raciondlnimi koeficienty (takova éisla se nazyvaji
algebraickd).

Roku 1882 vsak bylo dokazano, Ze ¢islo 7 neni algebraické, ale transcen-
dentni. To znamend, Ze neni kofenem zadné algebraické rovnice s racionalnimi
koeficienty. Odtud vyplyva, ze ani problém rektifikace, ani problém kvadratury
neni pravitkem a kruzitkem fesitelny.

(iv) Konstrukce pravidelnych n-thelnikd

Zkonstruovat pravidelny n-tihelnik znamena rozdélit plny thel na n stejnych
Casti. Vime, Ze tento geometricky problém odpovida problému algebraickému.
Jde o feseni rovnice 2" —1 = 0 ; komplexni ¢isla, kterd jsou kofeny této rovnice,
tvofi v Gaussové komplexni roviné pravé vrcholy pravidelného n-tihelnika.
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Sestrojit pravidelny n-tihelnik tedy znamena sestrojit thel 2n—" , neboli — jak
Jsme jiz vidéli v pFipadé trisekce Gthlu — tise¢ku délky cos 27" . Snadno se ukaze, ze
daji-li se eukleidovsky sestrojit pravidelny ni-tithelnik a pravidelny no-tithelnik,
kde ¢isla nq a ns jsou nesoudélna, da se eukleidovsky sestrojit i pravidelny nqno-
thelnik. Staci tedy zkoumat, za jakych podminek se d& sestrojit pravidelny
p*-tihelnik, kde p je prvoéislo a k &slo pFirozené. Pro p = 2 a k > 2 je situace
trivialni. Na pfelomu 18. a 19. stoleti bylo ukdzéno, Ze v ostatnich pripadech
musi mit prvoéislo p specidlni tvar a navic musi byt k£ = 1. Tyto vysledky jsou
shrnuty v nasledujici vété, jejiz ditkaz se zcela vymyka tomuto pojednani.

Véta M: Pravidelny n-dhelnik je moino sestrojit pravitkem a kruzitkem prdvé
tehdy, md-li ¢islo n tvar

n:?m.pl.pZ...pk,

kde m > 0 a py,pa, -+, pr Jjsou navzdjem riznd Fermatova prvocisia.

Poznamenejme, ze Fermatova prvoéisla jsou prvoéisla tvaru 22" + 1. Pro
r = 0,1,2,3,4 dostavame prvocisla 3, 5, 17, 257, 65 537. Pro r = 5 vsak jiz
dostavame ¢&islo slozené. Neni dosud zndmo, zda viibec existuji dalsi Ferma-
tova prvodisla. Problém konstrukce pravidelnych n-thelniki je tedy vétou M
pfeveden na problém ekvivalentni, ktery zatim uzavfen neni.

Pro podrobnéjsi vyklad této problematiky odkazujeme ¢tendfe na literaturu
(napf. [61]).

Proslulymi Glohami staré fecké matematiky se zabyvalo mnoho vyznamnych
matematikl; jmenujme jen naméatkou: Leonardo Pisidnsky zvany Fibonacci
(11707-12307), Al-Kasi (15. stol.), F. Viete (1540-1603), I. Newton (1643-
1727), A. C. Clairant (1713-1765), M. Chasles (1793-1880), A. A. Kochanski
(1631-1700).

Francouzsky matematik, filozof a pfirodovédec René Descartes byl snad prv-
ni, kdo jasné zformuloval domnénku, ze problém zdvojeni krychle pravitkem a
kruzitkem feSitelny neni; tvrdil, ze kdyz tfeti odmocnina z raciondlniho éisla je
¢islo iracionélni, nelze je vyjadrit  konecnym poctem druhych odmocnin®.

Roku 1801 vydal jeden z nejvétsich matematikt 19. stoleti K. F. Gauss vel-
kou praci Disquisiliones arithmeticae, ve které byl mimo jiné prvni zcela pfesny
dtkaz tzv. zdkladni vély algebry. V sedmé Easti této knihy Gauss studoval rov-
nici 2™ — 1 = 0 . Dokdzal, Ze je algebraicky fesitelnd; navic ukazal, pro ktera
n je mozno jeji feSeni vyjadfit jen pomoci druhych odmocnin, tj. pro ktera n
jsou pravidelné n-tihelniky eukleidovsky konstruovatelné (véta M).

NefeSitelnost problémi trisekce Gthlu a zdvojeni krychle pravitkem a kruzit-
kem dokéazal az roku 1837 P. L. Wantzel (1814-1848). Pro zasvécené pozname-
nejme, Ze tento francouzsky matematik dokazal i to, Ze nastane-li pro kubickou
rovnicl tzv. casus irreducibilis, nelze realné kotfeny této rovnice algebraicky vy-
jadrit bez pomoci komplexnich Cisel.
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Na zasadni vysledek tykajici se rektifikace a kvadratury si vSak museli ma-
tematici jeSté pockat. Roku 1766 dokazal némecky matematik, astronom, fyzik
a filozof J. H. Lambert (1728-1777), ze &islo m (a rovnéz &islo e — zédklad pfiro-
zenych logaritmi) neni raciondlni (viz [86]). Po vice nez sto letech, roku 1882,
dokézal dalsi némecky matematik K. L. F. Lindemann (1852-1939), Ze &islo
je dokonce transcendentni. Vyuzil myslenky francouzského matematika C. Her-
mitea (1822-1901), ktery o devét let dfive dokazal, Ze &islo e je transcendentni.
Teprve timto vysledkem byla definitivné vyfeSena otazka kvadratury kruhu a
rektifikace kruznice. Problémy, které témér dva a pil tisice let zaméstnavaly
celé generace matematikii, se ukazaly jako nefesitelné.

Vice neZ sto let tedy vime, Ze kvadratura kruhu, rektifikace kruznice, trisekce
thlu a zdvojeni krychle jsou tlohy pravitkem a kruzitkem nefesSitelné. Presto
se stale a znovu objevuji ,feseni® téchto proslulych dloh; jejich autofi vétsinou
nepochopili podstatu problému a slovo neresitelné si vykladaji jako dosud ne-
vyfesené. Uvedme pro zajimavost tryvek dopisu, ktery za¢atkem kvétna 1994
dosel na Matematicko fyzikalni fakultu UK.

Véc: feseni problému kvadralury kruhu a ctverce

Pracoval jsem na tomto problému a pii vipoclech jsem zjistil, Ze vzorec na
vypocet plochy kruhu je chybny. Je logick€, Ze odmocnénim jakéhokoliv obsahu,
ziskdme stranu ctverce, takZe pokud uvedeny problém wvznikl, bylo to chybnym
utvofenim kruhu daného rozméru (obsahu), event. chybngm uréenim d kruhu a
tedy poloméru.

Pro tento vipocet je nuiné zndt koeficient kvanlové geometrické fady. Timto
koeficientem se zvélSuji (zmensuji) obsahy (rozméry) ploch ctverci.

Nasleduje jakysi vypodet, jsou pfiloZzeny dalsi vypoéty a obrazky na mili-
metrovém papifte.

Tyto idaje jsou lehce kontrolovatelné, proto Vis Zddim o uvedeni nového
vzorce do Zivola, neZ nds predebéhnou jiné stdty.

Existuji jiz dokonce ¢lanky s ,metodickymi pokyny“, jak se chovat, mame-li
co do ¢inéni s fesiteli kvadratury ¢i trisekce.

Treti¢ (angl. trisector) je clovék, kiery si mysli, Ze umi pouze pomoci pravitka
a kruzitka rozdélit libovolny ihel na UFi stejné édsti. Objevi se, kdyZ vam posle
svou prdct s Zddosli o vd§ ndzor, nebo — coZ je horsi — kdyZ vdm zavold a
chce s vimi o své konstrukci debatovai. Dostavi-li se osobné, je to ten nejhorsi
pripad. Myslite st moind, Ze problém, jak jednat s tieticéi, neni vibec dilezity;
mdm v dmyslu vdm ukdzal, Ze dilezity je.

TFetici tvort podmnoZinu matematikou posedlijch bldzni, kterd je ovSem pod-
mnoZinou vSech bldzni. ...
To jsou poclateéni véty ¢élanku Co délat, kdyZ se objevi tretic, ktery vySel pred
lety v Pokrocich matematiky, fyziky a astronomie (viz [18]).

Tretiét éi trisektort v posledni dobé znaéné pribylo; déleni v poméru 1 : 2
se uskutelnilo, nikoli vSak pravitkem a kruzitkem. Kdyby se tak tfeti¢i vyzivali
v tom, ze doma oprasuji sviij trisektorovy nabytek!
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Vratme se vSak k matematice. Jeji krasa je i v tom, Ze vyfeSeni problému
pTinasi nové problémy, nové pohledy a novou motivaci. Tak tomu ostatné je i
s proslulymi problémy starovéku, kterym jsme v tomto pojednani vénovali ta-
kovou pozornost. Vazng&jsim zajemciim o tyto otazky doporu¢ujeme dva élanky
z Pokrokid matematiky, fyziky a astronomie: Kvadratura kruhu ve dvacdtém
stoleti a Madarsky matematik rozvesil kvadraturu kruhu (viz [12], [76]).

ZAavéredna poznamka

Toto pojednani nazvané Hrdinsky vék Tecké matematiky vzniklo podstatnym
rozsifenim stejnojmenné prednésky, kterou mél autor v srpnu 1993 na 1. semi-
ndri z historie matematiky v Jevicku. Pfesto zdaleka nezahrnuje vsechny vy-
znamné vysledky, které do fecké matematiky 6. — 4. stol. pf. Kr. patfi (chapani
nekonecna, problémy souvisejici se spojitosti, exhaustivni metoda, Eudoxova
teorie proporci, zkoumani iracionality, vliv Platéna a Aristotela na dalsi vyvoj
matematiky atd.).

Nezbyva nez doufat, Ze Ctenafi toto pojednédni pfinese alespon ¢ast inte-
lektudlniho potéseni, které Givahy o fecké matematice poskytly autorovi pfi
pfipravé pfedndsek pro seminaf v Jevicku a pfi sepisovani téchto odstavci.
Autor se snad k této problematice v dohledné dobé vrati, at uz p¥i pripravé

~r w2

prednéasek nebo pfi sepisovani dalsi ¢asti tohoto pojednani.

Za peclivé narysovdni obrdzki autor dékuje dr. Alené Sarounové, CSc.
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Komentar k literature

Nasledujici seznam literatury obsahuje prevazné Zeské tituly; uvedeny jsou
1 nékteré vyznamnéjsi cizojazycné knihy, které jsou v naSich knihovnach a stu-
dovnéch bé&zné k dispozici. Je zde zafazena i védecko populérni literatura o Rec-
ku, knihy o antické filozofii, které vysly v dobé vzdalené&jsi i v poslednich mé-
sicich. Déle jsou uvedeny i nékteré prameny, které bézné v knihovnach nejsou,
ale které bylo rozumné v textu & v soupisu literatury pfipomenout.

Z publikaci pojednavajicich o feckych déjindch, uméni a kultufe, ale i o Zi-
voté ve starém Recku, zde pfipomindme pékné psané knihy Antonina Bartoiika
(nar. 1926), Vojtécha Zamarovského (nar. 1919) a fadu dalsich tituld ([4-8],
[10], [14-15], [19], [35], [52], [62], [65], [68-69], [79-83]). Viele doporutujeme Ete-
nafim i ¢etbu Homéra, Hésioda, Hérodota, Xenoféna a dalsich kiasikd ([29],
[30-31], [33-34], [T7-78]).

Z dé&jin filozofie jsou zde v prvni fadé uvedeny Mal€ déjiny filozofie H. J. Sto-
riga, které u nas vysly jiz ve tfech vydanich, velmi pékna publikace Mytus,
filosofie a véda I. a II od Z. Kratochvila (nar. 1952) (zajimava je i jeho dalsi
knizka [47]); stale jeSté jsou podnétné i Déjiny filosofie G. W. F. Hegela (1770-
1831) (viz [25], [46], [64]).

Recké filozofii jsou vénovany prace Jana Patocky (1907-1977), knizka D. Ma-
chovce (nar. 1929); klasickym dilem je &tyfdilny spis Frantiska Novotného
(1881-1964) O Platénovi; zajimavé jsou i publikace F. Ch. Kessidiho, nové
vysl4 kniha Zakladatelé mysleni (viz [23], [39-41], [49], [61], [53-55]). Je vsak
mozno (a tfeba) nahlédnout pfimo do klasiki. Zlomky pfedsékratovskych fi-
lozofi méme v Zestiné k dispozici v publikacich [59] a [85], Platénovy dialogy
znovu vychazeji (viz napf. [56-57]); dale je mozno sdhnout po Aristotelovi,
Hérakleitovi ([1-2], [28]) a dalsich.

Reckou védou v 6. - 5. stol. pf. Kr. se zabyva B. Farrington v prvnim dile své
knizky [21]; zdiraziiuje velky vyznam technickych dovednosti pro rozvoj védec-
kého mysleni a pro pokrok védy. O nejstarsim obdobi fecké védy a filozofie pise
téz G. Thompson ([70]); o pocatcich lidského mysleni viibec se mizZeme doéist
napf. v knizkdch [36-37] G. V. Childea (1892-1957). O studii [71] J. P. Vernanta
jsme se )iz zminovali.

Pro podrobné studium déjin matematiky je mozZno doporuéit monografie,
C. B. Boyera, A. P. Juskevite, M. Klinea a J. Stillwella ([9], [38], [42], [62]),
specialnéji zaméfené jsou knihy R. Freuda, T. L. Heatha, O. Neugebauera,
O. Scholze, M. J. Vygodského a B. L. van der Waerdena ([22], [24], [50], [60],
[73], [74-75]). Populdrnéjsimi tituly jsou [3], [66], [84]; knizky [13] a [45] jsou
vénovany historickym tloham.

Upozoriujeme na to, zZe nékteré tituly obsahuji pasaze, které jsou silné po-
znamenany dobou neddvno minulou; mohou vsak ¢tenafe dobfe pobavit (jako
reprezentativni pfiklad uvddime zejména tituly [43-44)).

Zdtraznéme, Ze uvedeny seznam literatury si neini naprosto zadné naroky

vvvvvv

potiebné odkazy v prehledech literatury jednotlivych tituli zde uvedenych.
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Pythagoras

Byl pak tu muz, jenz ze Samu pochéazel, prchl v8ak z ného

pfed pany, tyranskou vlddu mél v zasti a z vlastni své viile

vyhnancem byl. Ten muz aZ k bohim pronikl v duchu,

vzdilenym v konéindch nebes, a postfehl dusevnim zrakem

vSechno, co lidskym oéim kdy pfiroda vzala a skryla.

Kdyz pak prozkoumal vse svou bdélou praci a duchem,

predkladal vefejné nauku svou a ml¢icim zakam,

Zasnoucim nad jeho slovy, rdd vykl4ddal velkého svéta

pocatky, pri¢iny vseho, a uéil, co to je bozstvo,

co jest pfiroda, odkud je blesk a z ¢eho jsou snéhy,

zdali snad rozrazi vitr ¢éi Jupiter oblaka himici,

coze to otfasa zemi, dle jakého zdkona hvézdy

krouzi, 1 vSe, co skryto. On prvni zavrhl pfisné

pfedklddat na stil maso, a prvni otevfel Gsta

k takovym moudrym sloviim, a¢ nedosla bohuzel viry:
,Lidé, hfisnym jidlem se varujte poskvriovati

téla! Obili méate a ovoce, které svou tihou

sklani haluze k zemi, a na révé nalité hrozny;

mate 1 rostliny sladké a takové, které se mohou

zjemnit a zmékéit v ohni; a nikdo vdm mlééného moku

nebere, nebere med, jenZ voni matefidouskou.

Hytivé dava zemé jak bohatstvi, tak také pokrm

lahodny, dava co jisti, a bez vrazdy, proliti krve.

Masem uk4ji hlad jen zvér, a jesté ne vSechna!“

Publius Ovidius Naso: Promény, pfelozil F. Stiebitz
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... pfichdzi Meton s velikymi hilkami, rozmanité upravengmi.
Meton
J4 pfichazim -
Pisthetairos
Ha, tu je novy chlap! Co tady chces? Kam mifi zdmér tviij? Co zamyslis?
Nac jdes tak vyzbrojen?
Meton

Checi rozméfiti vzduch a rozdéliti jej na ulice.

Pisthetairos
Bozi! Kdopak jsi?
Meton
urazZené

Kdo jsem? Jsem geometr Meton pfec, a znd mé s Kocourkovem cely svét!

Pisthetairos

A co to neses?

Meton
Na vzduch méFitka. Hle, vzduch se vSeobecné podoba poklopu na syr. Tedy
pFiloZim to pravitko zde k obvodu a shora zasadim to kruzitko — nu, rozumis
mi?
Pisthetairos

Certa rozumim!

Meton
Pak priloZim to pfimé méfitko, by vznikly v kruhu Ctyfi vysele, a v stfedu
umistime namésti, tam vSechny tfidy pfimo povedou jak k svému centru — asi
jako z hvézd, jeZ jsou prec koule, pfimo paprsky se rozbihaji z centra na stranu.
Pisthetairos
Mij boZe, novy Thales! — Metone!

Meton
Co jest?
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Pisthetairos

J4 smyslim s tebou dobfe: jdi, at uZ jsi v prachu — poslechni mych slov!

Meton
postrasené
Co se tu déje?
Pisthetairos

Jako ve Sparté je tady na cizince honicka; jsou mozky vzruSeny a po mésté
tu fadi vypraskova nékaza.

Meton
Coz je tu vzboufeni?
Pisthetairos
To ne, biih chran!
Meton
Tak ¢im to prijde —
Pisthetairos

Lid se usnesl, Ze vSechny podvodniky utluce.
Meton
To j4 se ztratim —
Pisthetairos
Ano, neni-li uz pozdé.
Bije ho bidem.
Hle, uz jde ta ndkaza -
Meton
prchaje
J4 nestastnik! Au!
Pisthetairos

Nefek’ jsem ti to uz ddvno? Jen se odtud rysuj pry¢!

Aristofanés: Pidci, prelozil F. Stiebitz
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Kreslen{ prasatek se zavienyma o&ima, které zavedla o jednom masopustnim
veceru sama nejvyssi mista a jez od té doby bylo hojné péstovano, vyvinulo
se v geometrickd cviceni trpélivosti, na néz casem vynakladali své duchovni
sily vSichni hosté na Berghofu a jimz nélezely i posledni myslenky a projevy
energie umirajicich. Po tydny a tydny zil cely tstav ve znameni slozité figury,
ktera se skladala asponi z osmi velkych a malych kruhi a nékolika protinajicich
se trojihelniki. Hosté méli mnohotvarny plosny Gtvar nakreslit jednim tahem;
nejvyssi metou vsak bylo dokdzat to s oéima pevné zavazanyma — a to se poda-
Filo, zamhou¥fime-li oéi nad nepatrnymi nedokonalostmi, jen statnimu zastupci
Paravantovi, ktery byl hlavnim pfedstavitelem této scestné dlivtipnosti.

Vime, Ze propadl matematice, vime to od samého dvorniho rady a zname
také umravnujici pruziny této vasné, nebot jsme slyseli velebit jeji zchlazujici
ucinky, které otupovaly télesné zadosti; kdyby bylo vice lidi nésledovalo tohoto
prikladu, byla by byvala patrné zbytecna nékterd opatfeni, jez musila sprava
sanatoria v posledni dobé ucinit. Tato opatfeni zalezela v tom, ze vSechny
prichody mezi balkény byly uzavieny dvifky, nebot prepazka z mlééného skla
mezi nimi nesahala az k zabradli; dvifka zamykal na noc lazensky a vsichni se
tomu posklebovali. Od té doby tésily se velké oblibé pokoje v prvnim poschodi
nad verandou, kde se dala prelézt balustrada, po pre¢nivajici sklenéné strese
obejit dvitka a dostat se z oddéleni do oddéleni. Kdyby slo jen o stiatniho
zastupce, nemusila byt tato discipinarni novinka vibec zavadéna. Paravant uz
davno zdolal tézké pokuseni, kterému byl vystaven zjevem egyptské Fatmy, a
to byla posledni zena, jez vzburcovala jeho prfirozené sklony. S dvojnasobnym
zanicenim vrhal se od té doby do naruci jasnooké bohyné, o jejiz uklidnujici
moci dvorni rada dovedl pronést takovd mravni ponaudeni, a stejnou vytrvalost
a sportovni houzevnatost, se kterou dfive — pfed svou tak ¢asto prodluzovanou
dovolenou, z niz se hrozil stat trvaly odpocinek — usvédcoval ubohé hrisniky,
vynakladal ted na problém, jemuZ ve dne v noci patfilo vSechno jeho pfemyslent,
a tento problém nebyl nic jiného nez kvadratura kruhu.

Tento z koleji vysinuty Gfednik nabyl pti svych studiich presvédéeni, ze ditka-
zy, jimiz véda dovozuje nemoznost takové konstrukce, neobstoji a ze planujici
prozietelnost vyvedla pravé jeho, Paravanta, ze svéta smrtelniki tam dole a
pfivedla ho sem, protoze ho vyvolila, aby tento transcendentni cil pfenesl do
sféry, kde je mozno dosdhnout ho s presnosti, jakd je na svété viubec mozna.
Takové to s nim bylo. Kreslil kruhy a pocital, kudy chodil, pokryval hroma-
dy papiru obrazci, pismeny, ¢islicemi a algebraickymi symboly a jeho opaleny
obliéej, obli¢ej muze napohled skrznaskrz zdravého, mél vizionaisky a zaryty
vyraz maniaka.
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Mluvil vyhradné a strasné jednotvarné o pomérném ¢&isle 7, o tomto za-
traceném zlomku, ktery Zacharias Dase, obdafeny nicotnym nadanim pocitat
zpaméti, jednoho dne vypocetl na dvé sté desetinnych mist — bylo to doce-
la zbyteCné, protoze ani dvéma tisici desetinnych mist by se nebyl pfiblizil
nedosaZitelné presnosti tak, aby se dalo Fici, Ze se pfesnost zvétsila. VSichni
prchali pfed utyranym myslitelem, nebot kdyZ se mu podarilo nékoho zadrzet,
na toho se snesl Zhavy proud jeho feéi, ktery v ném mél vzbudit pocit hanby
nad tim, jak je lidsky duch potfisnén zoufalou iracionalitou tohoto mystického
vztahu. Neplodnost vééného nasobeni priméru &islem 7, aby vypodéetl obsah
Ctverce nad polomérem a plochu kruhu, zpisobila, Ze statni navladni propadal
pochybnostem, zda si snad lidstvo vyfeSeni tohoto problému od dob Archi-
medovych p¥ili§ neztiZilo a zda snad feseni neni ve skuteénosti détsky prosté.
Jakze, coz nelze z kruznice udélat pfimku a kazdou pfimku zase ohnout v kruz-
nici? N&kdy si Paravant myslil, Ze je blizek odhaleni. Casto vysedal jesté pozdé
veCer v opu$téné a Spatné osvétlené jidelné u stolu, z néhoz stahl ubrus, a na
holé desce usilovné utvarel z tkanice kruh a pak jej prudkym pohybem natahl
do pfimky, potom v3ak opét sedél s hlavou v dlanich a oddéval se trpkému
premitani. Dvorni rada ho tu a tam v této trudnomyslné hfe podporoval a
vibec ho v tomto jeho konic¢ku povzbuzoval. Také k Hansi Castorpovi pfisel
tento trpitel jednou se svym zamilovanym souZenim, a pak k nému pfichéizel
Castéji, protoze u ného nasel hodné pratelského pochopeni a citlivé icasti pro
tajemstvi kruhu. Znazornoval mladému muzi zoufalé =, ukazuje mu pfesny na-
kres, na kterém byla nejvys pracné nakreslena kruznice, jez byla vedena tak
tésné, jak jen je v lidskych sildch, mezi dvéma mnohothelniky o nesmirném
poctu drobounkych stran, z nichz jeden byl kruznici vepsan a druhy opsan. To,
co zbyva, to zakfiveni, které unikd raciondlnimu zachyceni ve vypocltu — to
je pravé m, fekl statni zistupce a chvéla se mu pfi tom brada! Hans Castorp
pri vS8em pochopeni nedovedl se tolik pro 7 nadchnout jako statni zastupce.
Rikal, 7e je to $askovina, radil panu Paravantovi, aby se pfi té své honiéce moc
neuhral, a hovofil o neprodluzitelnych bodech obratu, z nichz se sklada kruh
od svého neexistujictho zacatku do svého neexistujiciho konce, i o nezfizené
melancholii, kterd tkvi ve vécnosti, jez ubihd sama v sobé bez trvalého sméru
s takovou odevzdanou ndbozZnosti, Ze aspon nacas méla na statniho zastupce
uklidiujici vliv.

Thomas Mann: Kouzelng vrch, pfelozili J. Fuéikova, B. a P. Levitovi
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s,Johne “ zapfisahala ho Anna, ,nech uz toho podmasli! Rozpaluje t& jenom

do nepficetnosti. Z toho nikdy nic kloudného nevzeslo.“

»Inu, holka,“ zasmal se trpce hospodaf s hlavou opét ve dzbanu, ,,co na tom,
jestli se rozpalim do nepficetnosti!“

»Ach, Johne, mél by sis radsi ¢ist v Knize knih nez drsné proklinat! Tu mas,
tatinku, ¢ti si —“ a podala mu z policky ohmatany ¢éerny svazek. Enderby se
na okamzik odmlcel drze svazek v ruce. On ani jeho Zena nechodivali v prvni
tFidé obecné do nabozenstvi, avsak prvottidni laickd vychova, jiz se hospodari
dostalo, mu za to byla dobrou néhradou.

»Tu mas tu knihu!“ fekla Anna. ,Cti si, Johne, v této hodiné zarmutku, to
té utésil«

Hospodar ji vzal z ruky ohmatany vytisk Euklidovych Zdkladi a odloziv se
zboinou tctou klobouk, p¥ecetl nahlas: ,Uhly pii zékladné rovnoramenného
trojihelnika jsou si rovné, a kdybychom sestrojili obé ramena, hle, i ona budou
rovna jedno druhému.“

Hospodaf odlozil knihu.
,Neni to nic platné, Anno. Nemizu dneska néjak &ist ta slova slov.“

Povstal, dovravoral ke dzbanu s podmé:slim, a neZ mu Zena mohla zadrzet
ruku, vyprazdnil obsah do posledni kripéje.

Pak ztézka klesl na zZidli.

Sosnova polena v krbu znovu zapldpolala. Podmasli kolovalo z ruky do ruky.
William i Henry znovu vypravéli o svych dobrodruzstvich. Zasklenymi dvefmi
vpadl paprsek bozihodového jitra.

»Inu, synkové moji,“ fekl John Enderby, ,od nynéjska se vidycky drzme
primé cesty! Jak to stoji v Knize knih: Pfim4 Cara je takova cara, kterd se
tahne rovné mezi obéma svymi krajnimi body.“

Stephen Leacock: Literdrni poklesky, ptelozil F. Vrba
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HRDINSKY VEK RECKE MATEMATIKY II
JINDRICH BECVAR

Tato stat je pfimym pokracovdnim textu Hrdinsky vek fecké matematiky
[Be], ktery byl otistén ve sborniku HISTORIE MATEMATIKY 1. Proto po-
kracuje ¢islovani jednotlivych ¢lanki a bibliografické odkazy vyuzivaji oznaceni
z [Be]; dalsi tituly, které jsou zde zafazeny v seznamu literatury, jsou pro odli-
Seni oznaceny pismeny.

Budeme se vénovat tfem problémim, se kterymi se feckd matematika
potykala v Sestém, patém a ctvrtém stoleti pred Kristem.

2l. Zénén a nekoneéno

Filozof Zénén (4907 -4307), zak Parmenida, byl snad nejmladsim z eleatd.
Byl proslulym ucitelem, kritickym myslitelem, mistrem polemik, p¥ichazeli
k nému do uceni z Sirokého okoli. Zdiraziioval roli rozumu proti smyslové
zkuSenosti. Je povazovan za zakladatele dialektiky; v nejstarsim vyznamu byla
dialektika umeénim dialogu, hledanim spori v protivnikovych tezich, metodou
systematického tazani. Parmenidés 1 Zéndén vystupuji v Platénové dialogu
Parmenidés [P2].

Némecky filozof Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) uvadi ve svych
Déjindch filosofie o Zénénové zivoté mimo jiné (podle Diogena Laertia) toto:

. Zvldsté slavnd byla — dle nejruznéjsich vyprdvéni — jeho smrt, diky
jeho dusevni sile; osvobodil pry obétovdnim vlastniho Zivota stdt od tyrana ...
. Zéndn pry rozpoutal spiknuti, aby byl svrien tyran, le¢ vzpoura byla zrazena.
Kdyz ho tyran pred tvdri lidu vsemi zpisoby mudil, aby z ného vynutil doznani
spoluticastniki spiknuti, a kdyZ se ho tdzal na neprdtele stitu, Zénén tyranovi
nejprve vyjmenoval vsechny tyranovy prdtele jako spoluicastniky a potom
jmenoval tyrana samého jako zkdzu stdtu. Toto mocné Zéndnovo nabdddni
a strasné mudeni i smrt podnitila obcany a vzbudila v nich odvahu tyrana
napadnout, zabit ho a osvobodit se. Rozdilné se vypravuje zvldsté o poslednim
vygjevu, vdsnivém a zbésilém. Zéndn pry predstiral, jako by chtél tyranovi jeste
néco fici do ucha, zakousl se mu do ucha a tak pevné ho drzel, aZ byl tyran
pritomnymi ubit. Jini vikaji, Ze Zénén uchopil tyrana zuby za nos; jini, Ze kdyz
byl za kazdou odpovéd nejstrasnéji mudcen, prekousl si jazyk a vyplivl jej tyranovi
do tvdre, aby mu tak ukdzal, Ze z ného nic nedostane; potom pry byl rozdrcen
v moZdiFi. ([25], 1. dil, str. 233)

Pro matematiku jsou asi nejzajimavéjsi nésledujici zpravy o Zéndnovych
avahdch a argumentacich. Prvni z nich je zlomek ze Simplikia:
. dikaz, na kiery se dotazoval Zéndn sofisty Prétagory: ,Povéz mi,

Prétagoro,“ vekl, ,zda pusobi zvuk jedno prosné zrno, upadne-li, nebo jedna
desetitisicina zrna?“ A kdyZ on vekl, Ze nepisobi, tdzal se: ,Upadne-li mérice
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prosa, pisobi zvuk ¢t ne?“ KdyZ pak on fekl, Ze méFice pisobi, pravil Zénon:
,Jak pak, neni jakysi pomér merice prosa k jednomu zrnu a k desetitisiciné
jednoho?“ Kdyz on uznal, Ze jest, pravil Zéndn: ,Jak pak, nebudou také tytéz
vzdjemné poméry zvuki? Nebol jako zvucici predméty, tak také zvuky. Jezto
je tomu tak, vyddvd-li zvuk mé¥ice prosa, vydd jej t€Z jedno prosné zrno i
desetitisicina zrna.“! ( [85], str. 76)

Zénénliv argument vyuzivd moznosti déleni na libovolné malé dily a je
zalozen na disledné aplikaci pfimé Gmeérnosti; jde p situaci, kdy se nezdvisle
proménnd ,hodné blizi k nule“. Jsme dnes pfesvédéeni o spravnosti této
Zénénovy Gvahy ? Neexistuji napt. prahové ¢i kritické hodnoty, kdy se charakter
zavislostl uvazovanych velicin zasadné zméni? Co se stane ,upadne-li“ atom,
jedna desetina, tisicina, miliontina atomu? A co to znamend, Ze ,upadne“
atom? A muze vibec atom upadnout ? A co to je miliontina atomu? Je mozno
uvazovat o zvuku (v klasickém slova smyslu) v mikrosvété? Kdy jesté maji
nase otazky smysl a kdy uz smysl nemaji? 2

Vidime, ze hlubsi zamysleni nad Zénénovou Gvahou vyvolava dalsi otazky,
které rozhodné neni jednoduché zodpovédét.

Z vyse uvedeného dryvku také vidime, jak dilezitou roli hraly v fecké
matematice poméry a jejich rovnosti (dméry); zde je pomoci nich vyjadiena
primé Gmérnost.

Uvedme dale zlomky z Aristotelovy Fysiky (kniha 6, hlava 9), které zachycuji
nejznaméjsi Zénénovy aporie® o nemoznosti pohybu.

Cty¥i jsou Zéndnovy dikazy o pohybu, ktere piisobi obtize tém, kdo je chtéji
vyvracet. Proni je, Ze neni pohybu, jeito to, co se pohybuje, musi dojit diive do
poloviny cesty, nez dojde k cili ... nelze projit nekonecnym poctem mist nebo
se dotknout nekonecného poctu mist v koneéném case.

Druhy dikaz je t.zv. Achilleus. Je to ten, Ze nejpomalejsi tvor nemizZe byt
v béhu nikdy dostizen nejrychlejsim, nebot prondsledujici musi diive dojit tam,
odkud vybéhl prchajici, takzZe pomalejsi je nutné vidy o néco napied.

Treti dikaz je ..., Ze pohybujici se Sip stoji ... nebot je-li vse vidy v klidu
nebo v pohybu, (a nehybd-li se), cokoli je v stejném prostoru, a je-li konecné
to, co se pohybuje, v jednom okamZiku (vidy v stejném prostoru), pak je letici
§ip nepohnuty.

Cturty dikaz je o télesech, kterd se pohybuji na zdvodnri drdze v stejném
poctu podél stejného poctu se stejnou rychlosti z opacnych stran, jedna télesa

! Pti vlastni pfednasce na seminafi v Jevicku bylo experimentalné zjisténo, ze upadne-li
jedno zrno pSenice, vyda zvuk. Prosné zrno nebylo k disposici.

2 Uvedme pomérné jednoduchou analogii z bézného vyucovani matematice na zakladni
skole: Jeden montér zasroubuje 100 Sroubd za 100 minut. Za jak dlouho zasroubuje 100
Sroubd pét, deset, sto, tisic, milion, ... montérd ¢ Jedna a pil slepice snese jedno a piil
vejce za jeden a pil dne. Kolik vajec snese 7 slepic za 6 dni ? Jsme vidy schopni Fici, kdy
ma otazka (nebo zadani pfikladu) smysl a kdy uz ne?

3 Slovo aporie pochazi z feltiny a znamena obti%, rozpaky, nepiekonatelny rozpor,
bezcesti, slepou uli¢ku rozumu, obtizny ¢&i nefesitelny problém. Vyznamem se mu velmi blizi
kantovsky termin antinomie.
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z konce zdvodisté a druhd z prostiedka; pri tom, jak mysli Zénédn, se stdvd, Ze se
polovicni cas rovnd dvojndsobnému ... BudleZ napf. stejnd stojici télesa A A,
druhd pak B B, pocinajici od stiedu téles A a stejnd pocétem i velikosti s nimi,
a treti C' C, pocinajici na konci, stejnd s obojimi poctem a velikosti a stejné
rychld jako B. NuZe stane se, Ze se pruni B dostane na konec zdvodisté zdrover
s pronim C, kdyZ se pohybovala podél sebe. Ddle se stane, Ze i télesa C projdou
podél vsech B, ale B jen podél polovice A, takZe éas je polovicni, nebot oboji
Jje stejn€ dlouhy cas podél kazdého. Takté: se stane, Ze télesa B projdou podél
vsech C, nebot pruni C' a proni B bude zdroven na opacnich koncich, pii cemsz
se podle jeho slov pohybuje (pruni C) stejné dlouhy ¢as podél kazdého z B jako
podél kaZdého z A, jeito se oboji pohybuje stejné dlouhy éas podél A. ([85],
str. 75-76; viz téz [Ar], str. 182-184)

Rozeberme nejprve aporii Achilles a Zelva (viz obr. 1).*

+ | d 1|
T B 2L

r
4 B B, B, By--

Obr. 1

Predpokladejme, ze Achilles bézi desetkrat rychleji nez zelva a ze na pocatku
ma zelva ndskok m délkovych jednotek (na obr. 1 je pro nazornost pouzit pomér
rychlosti Achillea a zelvy 2 : 1). Ubé&hne-li Achilles vzdalenost m z bodu A do
bodu B za ¢as t, ubéhne zelva vzdélenost {5 a bude v bodé Bi; dobéhne-li
Achilles do bodu B (za ¢as {5), ubéhne Zzelva vzdalenost {f5 a bude v bodé

100
By atd. V bodé B bude mit Zelva néaskok i%‘ — dostane se tam za cas
t+ Tt6+' ct T‘E—T' Takto Zénén dokazuje, Ze ma zelva stale naskok. Sumarizaci
n m + m " 10 =11
—_— —_ e e — . = -m
™10 T 100 g MmTh
resp.
t 10 _
t — = =111
+ 10 + 100 + 9 t ) )

tj. limitni pfechod od ¢astecnych souctli k celkovému souctu (prechod od
potencialniho nekoneéna k aktualnimu®) Zénén neprovede. Tato vzdéalenost

4 Nebudeme uvaZovat interpretaci B. Henryho: rychlejsi Achilles nedobéhne Zelvu, takze
Zelva béZici pred nim dobéhne jeho.

5 Potencidlnim nekoneénem rozumime ,nekoneéno v moznosti*, aktualnim nekoneénem
w»nekoneéno uskuteénéné*. Hovorime-li dnes v matematice o nekoneénych mnozinach (napf.
mnoZina pfirozenych, celych, raciondlnich, redlnych &isel apod.), jde o nekoneéno aktualni,
kdy predpokladame, ze viechny prvky téchto mnozin existuji, Ze jsou jiz vytvoteny. Rekne-li
dité, ze ,&isla zacinaji, ale nekon&i“ (ma na mysli posloupnost 1,2,3,-- ). jde o nekone¢no
potencialni; dité umi vyjmenovat posloupnost 1,2,3,---,n a vi, Ze miZe podle libosti
v &itani pokracovat. Nepfedstavuje si v3ak, Ze jsou viechna pfirozena &isla jiz vyjmenovana
a tvori dohromady jakysi celek — aktudlné nekone¢nou mnoZinu. Pfi potencidlnim pfistupu
uvazujeme vzdy jen koneéné mnoho objekti, ale spolu s moZnosti stalého zvétsovani jejich
poctu.
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neni obéma aktéry zavodu v Zénénové podani dosazitelnd. Svym popisem déje
Zénén nepfipusti, aby ¢as dosahl hodnoty %Qt. Neptipusti ani jiny popis déje;
napf. vypocet bodi, kam dobéhne Achilles a kam Zelva za cas %—’t (a nésledné
zjisténi, ze jsou tyto body totozné). Podle Zéndna nelze v koneéném case secist
nekonecnou fadu, ubéhnout nekoneéné mnoho useki, projit nekonecné mnoha
body apod. Jeho Gvahy vyvolavaji otazky o podstaté hmoty a ¢asu, o koneénosti
a nekonecnosti, spojitosti a diskrétnosti. Je mozno ¢as, vzdalenost, hmotu,
pohyb, ... délit do nekoneéna ? Kdy je mozno to, co po n-tém rozdéleni ziskdme,
jesté povazovat za ¢as, vzdalenost, hmotu, pohyb, ... 7

Uvedme péknou analogii.

V rozvinuté kapitalistické spole¢nosti vyrabi firma MLS & SYNOVE Zoko-
lady a prodava je za 1,— K¢. Jako pusobiva reklama je v kazdém balicku
cokolady pribalen kupén; deset téchto kupéni lze v prodejné vymeénit za jednu
cokoladu. Kolik ¢okolady odpovida jedné koruné ?

Za jednu korunu zakoupime jednu cokolddu, ve které je jeden kupén
reprezentujici '116 cokolady, ve které vSak bude také kupén, ... . Za jednu korunu
tedy mame

1 1 _
14—+ —+---=1,111...=1,1
+ 10 + 100 + ) )
cokolady. Vtipnym postupem ukazeme, ze toto ,podivné nekonecné cislo“ je

rovno 19—0. Predstavme si, ze jsme za 9 korun zakoupili 9 ¢okolad a mame tedy

9 kupéni. Pozadujeme na prodavaci dalsi ¢okolddu. Ten Fika, Ze dava ¢okoladu
za 10 kupéni. Slibime mu, Ze mu desaty kupén ihned dodame. Jakmile ndm
da desatou cokoladu, rozbalime ji a desaty kupén mu dame. Za 9 korun jsme
tedy ziskali 10 ¢okoldd, za jednu méme % cokolady.®

V moderni matematice mizeme aporii Achilles a Zelva interpretovat néasledu-
jicim zptsobem. Oznacime-li ¢asové okamaziky, ve kterych je Achilles v bodech
B, Bi, B, Bs,---, symboly tg, t1, ta,- -, pak Achilles dostihne Zelvu v ¢aso-
vém okamziku ¢, kde w je prvni nekonecné ordinalni ¢islo.

O prvni Zéndénové aporii se hovoii jako o dichotomii. Uvazujme Gsecku AB
délky 1 (viz obr. 2). M&-li se pohybujici se bod z bodu A dostat do bodu B, musi
nejprve projit sttedem A; Gsecky AB, potom stfedem A, Gsecky A; B, potom
stfedem Aj tsecky A, B atd. Pohybujici se bod by tedy mél projit nekonecné
mnoha body a urazit postupné vzdélenosti %, %, %, -+ +. Zéndéntv piistup je opét
potencialni; k secteni fady

1+1+1+ =1
2 4 8 -

a k pfechodu od potencidlniho k aktudlnimu chapani problému nedojde.

6 Prodavac Zelva, ktery cti zdjmy své firmy, by viak pii uvedeném jednani nemél zékazni-
kovi Achilleovi vyjit vstfic. Kupdnova reklama totiZ vyuziva pravé toho, Ze zakaznikovi vidy
alespon jeden kupén zbyva; motivuje ho tim ke koupi dalSich Zokoldd. Zakaznik Achilles by
pfi tomto postupu prodavaée Zelvy nikdy za & korun neziskal 3921' Eokolady a Zelvu by nedo-
béhl. Uvedeny Cokolddovy piiklad mizeme povazovat za aplikaci teorie desetinnych rozvoju
v teorii reklamy.
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A Al A2 Asz-B

e

Obr. 2

Pri tomto vykladu se dichotomie jen nepodstatné lisi od aporie Achilles a Zelva.
Uvedme jesté jiny vyklad. Uvazujme opét Gsecku AB délky 1 (viz obr. 3).

las e i 1 i
Inam T T

A As A, A;

w L

Obr. 3

Ma-li se pohybujici se bod dostat z bodu A do bodu B, musi dfive projit
stftedem A; Gsecky AB, jesté dfive vsak stfedem A, Usecky AA;, jesté dfive
stfedem Az Usecky AAs atd. Tak ziskdme body A;, Ao, Az, --. Do kterého
bodu se vsak ma pohybujici se bod C z bodu A pfesunout ? Pohyb tedy nemtize
vzniknout.

Treti Zénénova aporie Letici sip se matematiky prilis nedotyka. Podle
Zéndéna je pohybujici se sip v kazdém okamziku svého letu v urcitém bodé
a v tomto bodé je v tom okamziku v klidu. Pak je vsak v kazdém okamziku
v klidu a nepohybuje se.

Tato Zéndénova argumentace je zminéna i v jednom zlomku z Diogena:

Zénén vyvraci pohyb pravé: ,Pohybujici se nepohybuje se ani na tom misté,
kde jest, ani na tom, kde neni.“ ([85], str. 75)

O Zénbénovych aporiich pise fada filozofd i matematikl; napf. némecky
matematik Hermann Weyl (1885-1955):

Nemoznost pojmout kontinuum jako strnulé byti nemize byt formulovdna
pregnantnéji nez zndmym Zéndnovym paradozem o zdvodu mezi Zelvou a Achil-
leem. Poukaz na to, Ze postupnd sumace casti

1+ ! + ! +-+ !

2 22 23 2n
neroste nade vsecky meze, nybri konverguje k 1, je zajisté duleZitd, vécnd
a objastiujici pozndmka. Jestlize vSak tdsecka délky 1 je sloZena skutecné
z nekonecné mnohych tsecek cdsteénych o délce %, %, -+ jakozto ,useknutych“
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celkd, pak odporuje podstaté nekonecna — ,neukoncitelna”, Ze Achilleus je
konecné vsecky probehl.

Pripustime-li tu moznost, pak nelze nahlédnout, pro¢ by néjaky stroj nemohl
v konecné dobé téz poridit nekonecny pocet riznych vgkoni ..., a tak by bylo
moiné, kdyby téZ nds mozek fungoval podobné, docilit toho, aby byla probéhnuta
vsecka prirozend cisla i s pFislusnymi otdzkami po jejich existenci a odpovédmi
ano a ne.” ([W], str. 34; viz [Pa], str. 184-185)

(1862-1943) a Paul J. Bernays (1888-1977) v knize Grundlagen der Mathematik
z roku 1934.

. vZdyt ve skutecnosti vibec nemuzeme pocitat, Ze matematickd prostoro-
v€ Casovd predstava o pohybu mad fyzikdlni smysl i v pFipadé libovolné malyjch
prostoroviyjch a casovych intervali. Navic mame vsechny divody predpoklddat,
Ze snazime-li se pracovat s dostatecné jednoduchymi pojmy, pak tento matema-
ticky model extrapoluje fakta vychdzejici z urcité oblasti zkusenosti, konkrétné
z oblasti pohybu v hranicich velicin toho tddu, ktery je jesté dostupny nase-
mu pozorovdni, podobné jako provddi urcitou extrapolaci mechanika kontinua,
kterd vychdzi z predstavy o spojitém vyplnéni prostoru hmotou. Stejné jako pti
neomezeném prostorovém déleni piestane bijt voda vodou, tak pii neomezeném
déleni pohybu vznikd cosi, co jiZ sotva muze byt nazvdno pohybem. Pokud se
na véc podivime z takovéhoto hlediska, pak tento paradoz zmizi. ([HB], dil I,
str. 16; viz téz [Ba), str. 185-186)

Ctvrtou Zénénovu aporii, tzv. stadién, neni jednoduché rozlustit, pochopit
a interpretovat (viz napf. [25], dil I, str. 242-244; [Pa], str. 185-186).
Uvazujme vychozi situaci, kdy télesa Ay, Ay, A3 stoji, télesa B;, Bo, B3
se podél nich pohybuji jednim smérem a télesa Ci,C9,Cs stejnou rychlosti
druhym smérem.
A1 Ay Az
Bg B2 B1 -
— Cl Cz 03

Uvazujme dale situaci, kdy budou télesa v nésledujici konfiguraci:

Ay Ay Az
Bs By B
Ci Cy Cs

Je zfejmé; Ze relativni rychlost téles C' vici télesim B je dvojndsobné nez
rychlost téles C' vici télesim A. Z aporie o leticim $ipu vyplyva, ze pohyb neni

7 Piedstavme si, ze chceme sestrojit pocitaci stroj, ktery provede prvni operaci za %

minuty, druhou za -;— minuty, tfeti za % minuty atd. Takovy stroj by mohl koncem prvni
minuty projit celou mnoZinu pfirozenych &isel a roztesit napt. problém Velké Fermatovy véty
nebo libovolny jiny problém teorie &isel, ktery je svazan s otazkou existence. Je zFejmé, Ze
prace na konstrukci takového poéitaciho stroje je odsouzena k nezdaru. Jak tedy vysvétlit,
%e pohybujici se téleso dojde na konec své cesty? (volné podle [Ba], str. 185) H. Weyl se
o Zénonové aporii Achilles a Zelva zmifoval i ve své piednasce Die Stufen des Unendlichen
dne 27. fijna 1930 (Verlag von Gustav Fischer, Jena 1931, str. 2-3).
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mozny v okamziku. Provedme dvé Givahy o jakychsi nejmensich kvantech ¢asu
a prostoru, ve kterych je pohyb mozny.

Uvazujme nejmensi casovy interval At, ve kterém je pohyb mozny, ve kterém
je jesté pohyb pohybem. Télesa B se vici télesim A posunou o jakysi délkovy
tsek As, télesa C' se vici télesim A posunou o stejny délkovy tsek As; télesa
C se vsak vuci télesim B posunou o usek 2As. Za jaké  kvantum casu® se
viak télesa C' posunou vuci télesim B o Gsek As? Vidyt At byl nejmensi,
tedy nedélitelny Casovy interval, ve kterém je pohyb mozny !

Uvazujme naopak nejmensi délkovy interval As, ve kterém je pohyb mozny.
Urazi-li télesa C' vuci télesim B Gsek As, jaky tsek urazi télesa B (resp. ()
vuci télesim A7

Uvedme nyni nékolik dalsich zlomkd, které se tykaji Zéndéna. Ve vsech se
sctkdvame s Gtvahami souvisejicimi s nekonecnem; s nekoneénym mnozstvim,
s nekonec¢né malymi a nekonecné velkymi veli¢inami, s nekonecnou posloup-
nosti. Uvahy, které jsou v téchto zlomcich obsazené, velice pékné dokumentuji
myslenkové tapani, které souviselo s uchopovanim pojmu nekoneéno. Povsim-
néme si napf. toho, ze tyto zlomky netvofi konsistentni celek, ze si misty pro-
tireci. Opét se zd4, ze cilem téchto myslenkovych konstrukci bylo poukazat na
problémy, ke kterym lze dospét daslednymi logickymi postupy.

Ve svém spise obsahujicim cetné dikazy dovozuje po kaidé, Ze ten, kdo
uzndvd mnohost, nutné mluvi véci sobé odporujici. Tak jeden je dikaz, kde
dovozuje, Ze je-li jsoucen mnoho, jsou zdroven i velikd, i mald, tak velikd,
Ze jsou nekonecné velikd, a tak mald, Ze nemaji vibec Zddnou velikost. Pri
tom pak dokazuje, Ze nemd-li co ani velikost, ani tloustku, ani hmotu, nemize
to vibec byt.® ,Nebot“, Fikd, ,kdyby to ptistoupilo k jiné véci, nikterak by ji
nezvétsilo, vidyt neni-li zZddna velikost a pristoupi-li k nécemu, nemuze toto
nijak ziskati na velikosti a nebyl by takto Zddny priristek. A jestliZe se véc pfi
ubirdni nezmensi a pii priddvani nezvétsi, je patrné, zZe ani pridané, ani ubrané
nebylo nicim“. A to nertkd Zénon, aby vyvrdtil jedno, nybr? tvrdi, Ze kazdd
z mnohych a nescéislniych véci md velikost, jeito pro délitelnost do nekonecna je
pred tim, co bereme, vidy néco jiného. Dokazuje to, kdyz byl pied lim dovodil,
Ze nic nemd velikost, ponévadz kazdd z mnohijch véct je s sebou totoind a jedna.
( [85], str. 73-74; viz téz [Pa], str. 181)

V predchozim zlomku je zajimava pasaz o zvétSovani a zmensSovani jsoucna.
S tvrzenim, ze jestliZe se véc pii ubirdni nezmensi a pii priddvdani nezvétsi,
je patrné, Ze ani pridané, ani ubrané nebylo nicim, jako matematici souhlasit
nebudeme. Vime prece, 7e sjednocenim nekoneéné mnoziny A s jakoukoli mno-
zinou B mensi mohutnosti ziskdAme mnozinu AU B, kterd ma stejnou mohutnost
jako mnozina A. Existuji vSak nekone¢né mnoziny ,,mimo matematiku®?

Nekonecnost co do velikosti pak dokdzal drive stejnym postupem. Dokdzav
totiZ napred, Ze by jsoucno nebylo, kdyby nemélo velikosti, vyvozuje: ,Jestlize
pak jest, musi mit kaZdé jsoucno néjakou velikost i tloustku a jedno jsoucno

8 Co by nemélo velikost, nebylo by. Jiny pieklad: Paklize jednotlivd véc nemd velikosti,
nemd Zddné existence. ([Pa], str. 179-180)
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musi byt vzddleno od druhého. A stejné se to md s tim jsoucnem, které je pied
onim: 1 to bude mit velikost a néco bude pred nim. A ioto lze Fici jednou a Fikat
stdle, nebot Zadné takové jsoucno z toho nebude nejzazsi a Zddné nebude beze
vztahu k jinému. Tak je-li jsoucen mnoho, je nutné, aby byla zdroven i mald
i velikd, tak mald, Ze nemaji velikosti a tak velikd, Ze jsou nekonecnd.“ ( [85],
str. 74; viz téz [Pa], str. 180)

Uryvky, které jsme uvedli, jsou zlomky Zénénovych tvah, které jsou vytrzeny
ze Sirstho kontextu. Precteme-li si je pozorné, vidime, Ze v jednom Zénén
zavrhuje nekonecné malé veliiny, ve druhém naopak ukazuje, ze existuji.

Zénonuv dikaz ...: ,Je-li prostor, bude v nécem. Vidyt vie, co je, je v nécem,
a co je v nécem, je téZ v prostoru. Bude tedy prostor v prostoru, a to jde do
nekonecna. Neni tedy prostoru.“ ( [85], str. 75; viz téz [Pa], str. 183)

Kdyz Zénon ukazuje, Ze je-li mnohé, je zdroveri omezeno i neomezeno, pise
doslovné toto: ,, Je-li jsoucen mnoho, je nutno, aby jich bylo tolik, kolik jich jest,
ani vice, ani méné. A je-li jich tolik, kolik jich jest, byla by poctem omezena.
— Je-li jsoucen mnoho, jsou poctem neomezena, nebot vidy jsou mezi jsoucny
Jjind a mezi témi zase jind, a tak jsou poctem neomezena.“ A tak ukdzal délenim
nekonecnost co do poctu. ([85], str. 74; viz téz [Pa), str. 181)

Velké diskuse filozoft vyvolavalo a stile vyvolava Zénénovo chapani neko-
neéna. Vidéli jsme, ze v aporiich o pohybu uvaiuje Zénén potencialné. Casto se
vsak uvadi, ze potenciilni nekonecno u Zénéna do jisté miry prertistd v neko-
ne¢no aktudlni. Mizeme-li totiz prostor, Cas, ... délit do nekonecna, musi byt
prostor, ¢as, ... ve skutecnosti do nekoneéna jiz rozdélen (viz napt. [25], dil [,

str. 237-238).

Zénén byl mistrem dialektiky a disputaci, hojné pouzival postupi, kterym
v matematice fikdme ,dikazy sporem*. Tvrzeni svych protivniki, kterd chtél
vyvratit, nejprve prijal a pak ukazoval, jaké nesrovnalosti a absurdity z nich
vyplyvaji. V Platénové dialogu Parmenidés hovoii o tomto postupu Sékrates 1
sam Zéndn:

Pozndvdm, Parmenide, Tekl Sokratés, Ze tuhle Zéndn chce byti sbliZen nejen
s tvgm ostatnim pidtelstvim, nybrz také se spisem. Napsal totiz jistym zpisobem
toteéZ co ty, ale na druhé strané se pokousi ndm namluviti, jako by tikal néco
jiného. Ty totiz ve své bdsni turdis, Ze vse jest jedno, a krdsné i dobie pro to
uvddis dikazy; av§ak Zéndn zase turdi, 7e neni mnohost, a také on uvddi velmi
mnoho velmi vdznych diukazi. NuZe, kdyzZ jeden tvrdite, Ze jest jedno, a druhy
popirdte mnohost a kdyzZ mluvite jeden i druhy tak, aby se zddlo, Ze jste nerekl:
docela nic téhoz, ackoli mluvite témér totéz, je vidéti, Ze tyhle vase teci presahuji
rozum nds ostatnich. Zénén odpovida, Ze ... pravou podstatou je ten spis jakdsi
pomoc myslence Parmenidové proti tém, kteri se pokouseji na ni délat vtipy
a tvrdi, Ze jestliZe jest jedno, vychdzi z toho mnoho smésnjch dusledki pro
tu myslenku, a to ji odporujicich. Obraci se tedy tento spis proti tém, ktevi
turdi, Ze je mnohost, a opldci jim stejnou mérou a jeste vétsi, chtéje ukdzati, Ze

vvvvvv

jednoho, kdyby se to ndleZité promyslelo. ([P2], str. 17)
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22. Zkoumani iracionalit

V textu Hrdinskyj vek tecké matematiky jsme se pomérné podrobné zabyva-
li problémem souméfitelnosti a nesouméfitelnosti Gsecek (strana a hlopficka
¢tverce, strana a Ghlopricka pravidelného pétitithelniku) a objevenim prvnich
iracionalit; snazili jsme se ukdzat, jakymi metodami mohla byt nesouméritel-
nost tisecek dokazovana (viz [Be], str. 57-61).

Recti myslitelé si jisté velmi rychle uvédomili, Ze iracionalit existuje vice,
7e je jich (potencidlné) nekoneéné mnoho. Svédectvi o tom nalézame jiz
v Platénové dialogu Theaitétos. Dozviddme se zde, Ze se problematikou
iracionalit zabyval Theodéros z Kyréné (fecka osada v severni Africe — dnesni
Libye), ktery snad vySel z pythagorejské skoly. Jeho zakem byl Theaitétos (asi
417-369/8), ktery byl ve spojeni s Platénovou Akademii; zemrel na nésledky
zranéni z korintské vélky. Vénoval iracionalitAm velkou pozornost; provedl
jejich klasifikaci, kterd byla pozdéji Eukleidem zpracovana v desaté knize jeho
Zdkladu. Kromé toho se zabyval pravidelnymi mnohostény (tzv. platénska
télesa); tyto jeho vysledky jsou obsazeny v tfinacté knize Zdkladi. Uvedme
vsak jiz zminény Gryvek z dialogu Theaitétos.

Theait. Tuhle Theoddros ndm zndzorrioval obrazci cosi o mocnindch, o ctver-
ct obsahugictm t7i ctverecné stopy a o ctverci obsahugjicim pét ctvereénych stop,
Ze svou stranou nejsou souméiitelné se étvercem o jedné stopé, a tak probiral
jednu mocninu po druhé aZ po ctverec o sedmndcti ctverecnych stopdch; pri
tomto se nevim proc¢ zastavil. A tu nds napadla takovd myslenka — kdyz se
jevilo, Ze téch mocnin je nekoneéné mnozZstvi — pokusit se je sebrat v jedno
jméno, ktergm bychom nazvali vsechny tyto mocniny.

Sékr. A nalezli jste snad néjaké takové?

Theait. Mné se 2dd, Ze ano; ale posud to i ty.

S6kr. Mluv.

Theait. Vsechna cisla jsme rozdélili na dva druhy; ¢isla vznikajici ndsobenim
dvou stejnyjch ciniteld jsme prirovnali tvarem ke ctverci a proto jsme je nazvali
Ctvercovymi a rovnostrannymi.

Sokr. Dobre.

Theait. Ale ¢isla, kterd jsou mezi témito — k nim ndlezi 7 tii i pét i
kazdé cislo, které nevznikd ndsobenim stejnych ciniteli, ngbrZ budto vétsiho
ndsobence mensim ndsobitelem nebo mensiho ndsobence vétsim ndsobitelem a
které omezuje pokazdé jedna vétsi strana a jedna mensi — ta jsme pFirovnali

k obdélniku a nazvali je obdélnikovymi.
Sékr. Vyborné. Ale co ddle?

Theait. Viechny piimky [jde o secky], jejichZ ctverec tvori ¢islo rovnostranné
a plosné, jsme stanovili jakozto délky, které vsak tvori cislo nerovnostranné,
jakozto mocnosti, hledice k tomu, Ze nejsou s onémi soumétitelné délkou, nybrz
plochami, které vznikaji jejich umocnénim. A podobné co se tyce téles. ( [P1],
str. 18-19)
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V pfedposlednim odstavci znamend slovni spojeni které omezuje pokazdé
jedna vétsi strana a jedna mensi to, ze obdélnikovymi ¢isly jsou minéna pravé
ta prirozena cisla, ktera nejsou ¢isly ctvercovymi (pii kazdém rozkladu v soucin
dvou &isel je jeden Cinitel vétsi nez druhy). Cislo étvercové tedy pro fecké
matematiky neni specidlnim pripadem c¢isla obdélnikového. Tomu odpovid4
1 zatazeni dvojice ctverec-obdélnik mezi deset zdkladnich pythagorejskych
protikladd. Nesouvisel pravé tento striktni pohled na tuto dvojici pojmu
s objevem nesouméfitelnosti? Vzdyt odmocnina ¢tvercového éisla je (v nasi
feci) ¢islo prirozené a odmocnina obdélnikového &isla je &islo iracionélni!

V poslednim odstavci jsou druhé odmocniny prirozenych cisel rozdéleny na
Cisla prirozend a ¢isla iraciondlni (délky, jejichZ ctverec tvori ¢islo rovnostranné
a plosné, a mocnosti, které vsak tvori cislo nerovnostranné). Posledni véta
(A podobné co se tyce téles.) znamend, Ze stejné rozliSeni se uvazuje u tfetich
odmocnin pfirozenych ¢éisel. Poznamenejme, ze v novém vydani Platénova
dialogu Theaitétos je citované misto upraveno — rozliSeny jsou terminy
mocnina a mocnost, pro které je v feckém originalu uzivan stejny vyraz dynamis
([P1], 18-19, 109-110 — poznamka ¢. 10).

Citat z Platonova Theaitéta, ktery jsme pravé uvedli, byl predmétem mnoha
spekulaci. Velkou pozornost poutalo ¢islo 17, u kterého se Theodéros zastavil.
Jedno z efektnich vysvétleni souvisi s obr. 4; pfi zndmé konstrukci odmocnin
tzv. ,odmocninovym $nekem® je pfirozené skonéit u &isla v/17; konstrukce &isla
V18 by u# ,narusila® obrazek.

7
[‘-“* 1

R
/70

Obr. 4
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Pdvabnou pasaZz o tomto problému je mozno najit i v neddvno vydané zajimavé
knizce [Da] (viz str. 50-56). Riizné avahy o této otdzce lze nalézt napt. v [38]
a [74].

Postupnou konstrukci odmocnin miiZzeme snadno a elegantné provést i jinak
(viz obr. 5a); v tomto pripadé k zadnému ,naruseni pfedchozich ¢ar* nedochdzi.
Laskavy ¢tenar tohoto ¢lanku si jisté uvédomi, Ze je moZno vymyslet fadu
dalsich postupt. V odmocninovém $neku miizeme nap¥. vynechat konstrukce
isel V4, V9,16, nebot jsou zbytecné; pro sestrojeni V5, resp. V10, resp. V17
se vyuzije jiz sestrojend v/3, resp. V8, resp. V15 a v/2 — v tomto pripadé by
obrazek ,narugila“ az konstrukee &isla /21 (viz obr. 5b).

Obr. 5a Obr. 5b

vvvvvv

jak byla Feckymi mysliteli iracionalita ¢isel v/3,v/5, V6,7, -+ dokazovana.

Vyse uvedeny turyvek z Platénova dialogu Theaitétos naznacuje, ze Theo-
déros dokazoval nesouméritelnost stran ¢tverci o obsahu tii, péti, Sesti, ...,
sedmndcti jednotek se stranou jednotkového ¢Etverce (jednotkovou useckou)
postupné, tj. pro kazdy piipad zvlast. MizZe to znamenat, ze v té dobé jesté
nebyl k disposici obecny diikaz. Neni viak vylouceno, ze Theodéros tento postup
zvolil z metodickych diivodii; problematiku nesoumétitelnosti veli¢in bylo tfeba
dobfe osvétlit a pochopit a pfipadné ukizat cestu k obecnému dikazu.

Pokusme se navrhnout zcela elementarni postup, jak mohly byt tyto dikazy
provadény.

Uvazujme stranu a jednotkového Gtverce (tj. a = 1) a stranu b Ctverce
o trojnasobném obsahu (tj. b = \/§) Piedpokladejme, Ze jsou souméfitelné
a 7e jejich nejvétsi spole¢nou mirou je usecka c. Tedy a = mc, b = nc, kde
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m,n jsou prirozend Cisla; protoze je Gsecka c nejvétsi spoleCnou mirou tGsecek
a, b, jsou cisla m, n nesoudélnd.

Ctverec o obsahu 1 je tedy sestaven z m? malych &tverecki, étverec o obsahu
3 z n? malych &tvereckii. Na oba ¢tverce se nyni mizeme divat jako na
ctvercovd figurdlini ¢isla; zjevné plati vztah

n?=3-m>=m?>+m?+m?,

ktery muizeme snadno znazornit obrazkem (viz obr. 6).

n2
= m? | M2 o+ | M
Obr. 6
Ihned je vidét, ze &islo n? je délitelné tfemi. Uvazujme, jak toto ctvercové
¢islo vypadé; jsou tfi moznosti — v algebraické teci n = 3k, n = 3k + 1,
n=3k+2 (viz obr. 7).
3k ° 6k |®®
[ K J
9k3 5
. 9k 9k
k
Obr. 7

Druhé a tfeti moznost zfejmé nepada v Gvahu; étvercové &islo n? v téchto
pripadech neni délitelné tfemi, nebot ¢isla 1, resp. 4 nejsou délitelnd tremi
(viz pravy horni ,roh“ ¢tvercového ¢isla). Ukazali jsme tedy, ze ¢islo n musi
byt délitelné tiemi. Ctvercové &islo n? je tedy moino tiemi svislymi a tiemi
vodorovnymi ¢arami rozdélit na devét mensich ¢tvercovych &isel k%; odtud
vyplyva, 7e étvercové ¢islo m? je souctem tii ctvercovych &fsel k2,

m? =3 -k*=k>+k*+ k7.
Zopakujeme-li celou avahu, zjistime, ze i Cislo m je délitelné tfemi. Dospéli

jsme ke sporu s nesoudélnosti ¢isel m, n. Strana ¢tverce o obsahu 3 tedy neni
souméritelna se stranou jednotkového Etverce.
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Obdobny dikaz je mozno provést i pro ¢tverec o obsahu péti, Sesti, .. ., sedm-
nacti, ... plodnych jednotek. Uvédomme si, Ze na patii¢ném misté je v téchto
diikazech tieba provérit, ze ¢isla 1, 4, 9, 16 nejsou délitelnd péti, ¢isla 1, 4, 9, 16,
25 nejsou délitelnd Sesti, ..., ¢isla 12,22, .. | 162 nejsou délitelna sedmnacti atd.

Zda4 se, ze pravé takovymto mnohondsobnym provéfovanim fakta a ,ohleda-
vanim situace* byly postupné nalézany obecné dtkazy.

Zajimavym problémem, ktery jisté Fecké matematiky také trapil, je otdzka
souméfitelnosti ¢i nesouméfitelnosti iracionalit. Vy$e uvedeny postup je mozno
snadno modifikovat; dospé&jeme tak k dal$im zajimavym vysledkiim.

Dokazme napf., Ze strany a, b dvou étverct, které maji obsahy rovné dvéma,
resp. tiem plosnym jednotkam (tj. a = v/2, b = /3 ), nejsou souméfitelné.

Predpokladejme, zZe souméfitelné jsou; tedy a = mec , b = nc , kde ¢ je
nejvétsi spolecnd mira Gsecek a,b a m,n jsou nesoudélnd prirozend d&isla.
Porovnanim obsahti obou &tvercit ziskdme vztah 2n? = 3m? (viz obr. 8).

Obr. 8

Snadno nahlédneme, Ze ¢tvercové ¢islo m? je sudé. Z predchozich tivah vime,
ze im je sudé, tj. m = 2k. Kazdé ze tvercovych &isel m? je tedy slozeno ze Ctyf
¢tvercovych &sel k2. Cislo n? je proto rovno soudtu Sesti &tvercovych &isel ?;
¢islo n? a tedy i ¢islo n je sudé. Opét jsme se dostali ke sporu s predpokladem
nesoudélnosti ¢sel m,n. Usetky a, b jsou proto nesouméfitelné.

Podobnym zptisobem mutzeme bez uziti hlubsich matematickych poznatki
dokézat nesouméfitelnost dalsich iracionalit.

Poviimnéme si, Ze v uvedené ukazce z dialogu Theaitétos je pevné zvolena
jednotka (stopa ). Neuvazuje se zde tedy obecné o souméfitelnosti ¢i nesou-
méfitelnosti tisecek, ale o souméfitelnosti ¢i nesoumétitelnosti néjaké tsecky
s jednotkovou tsetkou. Mnozina vech isecek se pii tomto pristupu rozdéli na
dvé podmnoziny — tse¢ky raciondlnich délek a tsecky iracionéalnich délek.

Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, ze se v Eukleidovych Zakladech
setkdvame 1 s dal$imi dvojicemi nesouméfitelnych tsefek (kromé strany a
thlopticky étverce & pétitthelniku). Napf. ve tfinacté knize je to strana
pravidelného pétitihelniku, resp. desetiihelniku a polomér kruznice opsané,
déale hrana libovolného pravidelného mnohosténu (platénské téleso) a polomér
opsané sféry.
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23. Teorie proporci

Objev nesouméfitelnosti tseCek vedl k tzv. proni krizi matematiky. Vycho-
diskem z této krize se stala Feckd geometrickd algebra (viz [Be], str. 63-69,
72-73) ve spojeni s Eudozovou teorii proporci. Reckd geometricka algebra pro-
stupuje celé Eukleidovy Zdklady, Eudoxova teorie proporci (teorie pomérd a
amér geometrickych veli¢in) je zpracovana v jejich paté knize. Tato kniha za-
¢iné 18 definicemi, za nimiz nésleduje 25 vét. Uvedme nejprve vsech 18 definic
(v prekladu Frantiska Servita — viz [20], str. 68-69) a objasnéme problematiku
v nich obsazenou. Pfiblizime si tak duch Eukleidova dila i jeho cesky preklad.
Soucasné si uvédomime, Ze d4 hodné price porozumét matematice, kterd je
psand jinym stylem a témér bez uziti symboliky.

1. Dilem veliciny vétsi jest velicina mensi, kdyz veli¢inu vétsi doméfuje.
2. Ndsobkem pak veliciny mensi jest vétsi, kdyz ji mensi doméruje.

V prvnich dvou definicich je zaveden pojem ndsobku a dilu velic¢iny; je
uvazovan vztah na = b, kde n je pfirozené cislo. Znovu pripomenhme, Ze
veli¢inami jsou minény veli¢iny geometrické, tj. délky, obsahy a objemy.

3. Pomérem jest néjaky vztah dvou stejnorodych velicin dle jejich kolikosti.

4. Pravime, Ze k sobé maji pomér veli¢iny, které ndsobeny jsouce mohou byti
jedna druhé vétsi.

Ve tieti definici je zaveden pomér a : b dvou stejnorodych veli¢in a, b. Pomér
veli¢in a, b je mozno vytvorit jen tehdy, maji-li tyto veliciny stejnou dimenzi
(obé jsou bud délkami, obsahy nebo objemy); jde o disledek tzv. principu
homogenity, ktery byl polozen do zdkladl fecké geometrické algebry (viz [Be],
str. 63). Ctvrta definice navic ¥iké, ze pomér mohou tvofit jen takové veliciny
a, b, ke kterym existuji pfirozena ¢isla m,n takovd, ze na > b a mb > a; tato
dilezita podminka vylucuje z dalSich ivah nekoneéné malé veliciny.

Poznamenejme, Ze v Eukleidovych Zdkladech se aZ na jedinou vyjimku
nekonecné malé veliiny nevyskytuji (ackoliv tvodni axiomy, které jsou shrnuty
v prvni knize, je a priori z ivah nevylucuji). Tou jedinou vyjimkou je ,ahel“
sevieny tecnou ke kruznici a kruznici samou, ktery je ,mensi nez jakykoli ostry
Ghel“ ([20], str. 43-44 — tieti kniha, 16. véta).

Podminka uvedend ve ¢tvrté definici je zndma jako aridm Archimédiv nebo
FEudoxiv-Archimédiv. Archimédes tento pozadavek, ktery pripisuje Eudoxovi,
zformuloval jednak ve svém spise Kvadratura paraboly (pro obsahy), jednak
v praci O kouli a vdlci (pro délky, obsahy a objemy):

VEétsi ze dvou danych velicin, at jsou to usecky, plochy nebo télesa, presahuje
mensi o jisty rozdil, ktery, kdyZ je dostatecné vyndsoben, je vétsi neZ kazdd
z obou dangch velicin. (viz [66], str. 43; viz [A], str. 158)

To znamenad, Ze napft. dvé tsecky se nemohou lisit pouze o nekone¢né malou
veli¢inu. Tento axiom do jisté miry odrazi drivéjsi Givahy o tom, co to vlastné
asecka je, z ¢eho se sklada, zda je do nekonecna délitelnd atd.
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Vratme se vsak k definicim paté knihy Zdkladi.

Pravime, Ze jsou veli¢iny v témz poméru k sobé, pruni ke druhé, a treti ke
cturté, kdyz stejné ndsobky veliciny pruni a treti nad stejné ndsobky druhé
a cturt€ jsou dle jakékoli ndsobnosti bud jeden nad druhy zdroven vétsi bud’
zdroven stejné bud zdroveri mensi, jsouce vzaty ve vzdjemném porddku.

o

6. Veliciny majici tjZ pomér nazgvime dmérou (dmérnymi).

Pata a Sestd definice zavadéji rovnost dvou poméri, neboli dtméru. Pomoci
soucasné matematické feci a symboliky vyjadiime predchozi dvé definice takto:
Poméry a: b a c:d jsou stejné (tvofi Gméru), tj. a:b = c:d, jestlize pro
libovolné zvolen4 pfirozena Cisla m, n plati:

na < mb <= nc<md,

na > mb <= nc>md,

na=mb < nc=md .

Rozeberme nyni problematiku Gmeéry podrobnéji. Uvazujme pomér a : b.
MnozZina vSech dvojic pfirozenych Cisel (m,n) se rozpadne na tfi disjunktni
podmnoziny:

X = {(m,n); na < mb} ,
Y = {(m,n); na > mb},
Z = {(m,n); na = mb} .

Snadno provéfime, Ze pro dvojici (k,l) pfirozenych &isel plati nasledujici
tvrzeni:

Jeli (m,n) € X, tj. na < mb, a §> —Z—‘ pak je la < kb, tj. (k,1) € X.
Jeli (m,n) €Y, tj. na > mb, a §< % pak je la > kb, tj. (k,1) € Y.
Jeli (m,n) € Z, tj. na = mb, a % > % , pak je la < kb, tj. (k,1) € X.
Jeli (m,n) € Z, tj. na = mb, a §< -'5 pak je la > kb, tj. (k,1) € Y.

Bez velké Gjmy na pfesnosti miiZzeme povazovat mnoziny X,Y,Z za pod-
mmnoZiny mnoziny viech kladnych racionalnich ¢isel (vSechny dvojice (m,n)
reprezentujici stejné racionalni &islo lez{ totiz vzdy v jediné z mnozin X,Y, 7).
7Z predchozich Givah dostdvame nésledujici zjisténi:

— kaZdé kladné raciondlni &islo lezi v nékteré z mnozin X,Y, 7 ;
— mnozina X obsahuje s kazdym ¢&islem z i vSechna vétsi kladné raciondlni

Cisla;

— mnoZina Y obsahuje s kazdym éislem y i vSechna mensi kladna racionalni

Cisla;
~prokazdé ye€ Y akaidé e € X jey<z;

— mnoZzina Z je nejvyse jednoprvkova;
— veliéiny a, b jsou nesouméritelné, pravé kdyz je mnozina Z prazdna.
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Ukézali jsme, Ze pomér a : b definuje rozklad mnoziny kladnych racionélnich
¢isel na disjunktni mnoziny X,Y,Z (viz obr. 9). Poméry a:b a c¢:d jsou

tedy stejné (tvoii iméru), jestlize jim odpovidaji (ve vySe uvedeném smyslu)
stejné rozklady.

NN S
ON A

Obr. 9

Vénujme nyni pozornost dalsi definici.

7. Kdyz ze stejnych ndsobki ndsobek veliciny pruni jest vétsi neZ ndsobek druhé,
ndsobek treti vSak neni vétsi neZ ndsobek cturté, tehdy pravime, Ze pruni ke
druh€ jest v poméru vétsim neZ treti ke cturté.

Pfedchozi definice ddvd moznost srovnani poméra podle velikosti: existuji-
li pfirozend ¢isla m,n takova, Ze na > mb a nc £ md, pak budeme psat
a:b>c:d.

Jsou-li a,b soumétitelné tsecky, tj. a = mec, b = nc (Gsecka ¢ je jejich
spoleénou mirou), je na = mb a 2 € Z; pomér a : b je zfejmé rozumné
reprezentovat pomérem m : n, tj. raciondlnim ¢islem 2+ .

Jsou-li a, b nesouméritelné Gsecky, odpovidd poméru a : b disjunktni rozklad
mnoziny kladnych redlnych ¢&isel na mnoziny X,Y. Uvazujme racionalni cislo
€Y . Snadno ukdzeme, ze pro libovolnou tsecku c je podle sedmé definice
a:b>me:ne (je totiz na > mban-me=m-nc). Pomér a:b je tedy vétsi
nez vsechna racionalni ¢isla z mnoziny Y; podobné ukazeme, ze je mensi nez
vSechna raciondlni ¢isla z mnoziny X.

Uvédomme si, jak sedméa definice krasné koresponduje s definici rovnosti
pomérii. Nerovnost a : b > ¢ : d plati pravé tehdy, kdyz existuje raciondlni ¢islo
™, pro které je

m
a:b >—2 c:d
n =

(prislusné mnoziny X,Y nejsou pro poméry a : b , ¢ : d stejné, lisi se alespon
m

v prvku 7*).

Objasnéme celou zdlezitost jesté jednou, ale z trochu jiného pohledu.
Piedpokladejme, ze veli¢iny a, b jsou Gsecky a ze b = 1, tj. (isecka b je jednotkou
délky.

Je-li tisecka a s Gseckou b = 1 souméfitelna, tj. na = m - 1, pak je zfejmé
a = "1 tj raciondlnf ¢islo 2 € Z je velikosti isecky a.

Je-li isecka a s Gseckou b = 1 nesouméfitelnd, je mnozina Z prazdna. Jestlize
je 2 € X tj.m-1> na, potom je zfejmé ﬁn—l > a, tj. tsecka a ma délku mensi
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nez 2. Je-li % €Y, t). k-1< la, potom je zfejmé k—,-l- < a, t]. Gsecka a mé
délku vétsi nez % Pro kazdé z € X,y € Y je tedy y < a < z. Iracionalni
délka Gsecky a je z obou stran ,vymezena“ mnozinami X,Y racionalnich
Cisel; odpovida ,rozkladu“ mnoziny vSech kladnych racionalnich &isel na dvé
disjunktni podmnoziny X,Y .

Veli¢iny a,b = 1 jsou tedy souméfitelné, resp. nesouméfitelné, pravé kdyz
ma Gsecka a raciondlni, resp. iracionalni délku.

S urcitou mirou nadsizky muizeme Fici, Zze pata, Sestd a sedma definice
zavadéji (kladnd) redlna ¢isla. Myslenky Eudoxovy teorie proporci jsou velmi
blizké postupu, ktery ke konstrukci redlnych cisel pouzil ve druhé poloviné 19.
stoleti némecky matematik Richard Dedekind.

Na prvni pohled je podivné, jak Rekové prisli na takovou definici rovnosti
poméri (6. definice). Zamyslime-li se nad touto otdzkou dikladnéji, vidime, ze
to bylo patrné zcela pfirozené.

Predpokladejme, Ze a,b jsou tusecky. Je zieymé, Ze pro rtzné dvojice
prirozenych Cisel m, n nastane jedna ze tfi moznosti:

na > mb , na =mb , na < mb .

Pythagorejci byli zprvu presvédéeni, ze kazdé dvé Gsecky jsou souméritelné, tj.
ze existuje dvojice prirozenych ¢isel m,n, pro kterou je na = mb. Po objevu
nesoumértitelnosti bylo jasné, ze pro nesoumétitelné tsecky a,b jsou jen dvé
moznosti, ze se (v nasi fei) mnoZina vsech dvojic pfirozenych ¢isel rozpadne
na dvé disjunktni podmnoziny

X ={(m,n); na<mb}, Y = {(m,n); na>mb},

které pomér a : b vymezuji. Jiz vime, ze bude-li b jednotkovou tseckou, pak
délka asecky a bude mensi nez kazdé raciondlni Cislo z € X a vétsi nez kazdé
raciondlni ¢islo y € Y. PFipomenme, ze jiz pythagorejci znali odhad

7 17
- 2< — .
5<\/—<12

(Pozd&ji napt. Archimédes (287-212) v praci O méfeni kruhu uzival nerovnost{
% <V3< %%1 pii vypoctu odhadu &isla 3-3,—(1) <r< 3% — viz [A], str.
233-237.)

A pravé odtud prameni Eudoxova myslenka rovnosti poméri: poméry a : b,
¢ : d se rovnaji, pravé kdyz odpovidajici mnoziny X,Y jsou stejné. Budeme-
li napf. uvazovat tméru a : b = c : b, kde b je jednotkova tsecka, budou
velikosti Gsetek a@,c omezeny shora stejnou mnozinou X a zdola stejnou
mnozinou Y racionélnich éisel. Eudoxova definice améry tak do jisté miry
vyrista z pavodniho pythagorejského pojeti velicin, ale vyrazné je prekracuje.

Poznamenejme jesté, Ze pro Usecky a,b,c,d bylo mozno zavést rovnost
poméri a : b, ¢ : d pomoci rovnosti obsahti ad, be, tj. rovnosti ad = be . Jsou-
li véak a,b, ¢, d obsahy, resp. objemy (t]. veli¢iny druhé, resp. tfeti dimenze),
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pak souciny ad, bc nemaji (ve smyslu fecké geometrické algebry) geometricky
vyznam (maji totiz vyssi dimenze). Navic by toto pojeti nedavalo zjevnou
moznost vymezeni iracionalniho ¢isla pfislusnymi racionédlnimi odhady shora
a zdola.

Pokracujme déle ve vyctu definic paté knihy Zdkladi.

8. Uméra o trojim clenstvi jest nejmensi.

9. KdyZ jsou tii veli¢iny umérou, pravime, Ze se md pruni ke tieti jako dvojmoc
pruni ke dvojmoci druhé. )

10. KdyzZ pak jsou ctyii velic¢iny (spojité) dmérou, pruni md se ke cturté jako
trojmoc pruni k trojmoct druhé, a tak stdle po fadé tymz zpusobem, jakoukoli
mdme dmeéru.

Osma a devatad definice se tykaji Gméry a:b=10b:c. Z rovnostia:b=5b:c
thned vyplyva rovnost b = y/ac, tj. veliéina b je geometrickym priimérem
veli¢in a,b (nékdy se zavadél termin stiedni geometrickd dmérnd); dale je

2 ews v, . . ,
¢ = %—, veli¢iny a, b, ¢ tvori geometrickou posloupnost s kvocientem g , navic
a:c=a’:b%

Desata definice zavadi Gméru ¢ : b = b : ¢ = ¢ : d. Velicina b je
geometrickym primérem velicin a, ¢, veli¢ina ¢ geometrickym primérem velic¢in
b,d, posloupnost a, b, ¢, d je geometrickd s kvocientem ¢, navicjea : d = ad b3,
V desaté definici se uvazuje se i o imérach, které maji vice clend.

11. Pravime, Ze souhlasngmi veli¢inami (¢leny) jsou pfedni s pfednimi a zadni
se zadnimi.

12. Stiidavym pomérem je sdruZeni clenu predniho s prednim a zadniho se
zadnim.

Necht a, b; ¢, d jsou dvé dvojice veliéin, resp. necht a : b = ¢ : d je timéra.
Veli¢iny a, c, resp. b, d se nazyvaji souhlasné. Poméry a :c, b:d se nazyvaji
stridavé. O stiidavém poméru se hovoii v 16. vété paté knihy Zdkladi (viz dale).

13. Zpétnym pomérem je sdruieni zadntho na misté prednim s prednim na misté
zadnim.

14. Soucetngm pomérem je sdruZeni predniho a spolu zadniho se zadnim samym.

15. Rozdilovym pomérem jest sdruzeni rozdilu, o¢ predni clen je vétsi zadniho,
se zadnim samym.

16. Zvratnygm pomérem je sdruieni élenu pruniho s rozdilem, o¢ predni élen je
vétsi zadniho.

Necht a, b jsou dvé veli¢iny, resp. necht a : b je pomér. Rekneme, ze pomér
b : aje zpétny, pomér (a + b) : b soudetny, pomér (a — b) : b rozdilovy, pomér
a : (a—0b) zvratny. O soucetnych, rozdilovych a zvratnych pomeérech pojednava
17. - 19. véta (viz dale).

17. Stejnotadnym pomérem jest, jest-li vice clentv a jiné€ jim poctem rovné
a berou-li se po dvou v tém# poméru, kdyZ se md jako v prunich clenech
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pruni k poslednimu, tak ve druhgch clenech pruni k posiednimu; nebo jinak:
sdruZent krajnich s vypusténim stiednich.

Nestejnoradnym pomérem jest, kdyz jsou cleny a jiné jim poctem rowné a

jako v prunich clenech md se predni k zadnimu, tak ve druhych clencch predni

k zadnimu a jako v prunich clenech zadni k jinému, tak ve druhiyjch clenech

jiny ku prednimu.

Posledni dvé definice nejsou prilis srozumitelné. Zda se, 7ze zde doslo

k mirnému zmateni pojmt pomér a dméra a k prolnuti definice a tvrzeni.
O stejnoradnych a nestejnoradnych pomérech a Gmeérach viz dale 22. - 23.
véta.

Ve vétach, které po definicich nasleduji, jsou popsany nejriznéjsi vztahy mezi

poméry a imérami. Uvedme vech 25 vét z paté knihy Zdkladii; zapisme je vsak
Jen struéné pomoci nasi sou¢asné matematické feci a symbohky (viz [20], str.
70-83). Pismena a, b, c,d, - -- znadi velidiny, pismena m,n,--- prirozend &isla.
O problematice takového prepisu viz napf. [Ba].

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.
24.

. Jestlize ay = nay,- - ,ax = naj,, potom ay+---+ax=n-(af+---+a}) .

Jestlize a=mb, c=md, e=nb, f =nd, potom a+e=(m+n)b,
c+ f=(m+n)d.

Jestlize a =nb, c=nd, potom ma= (mn)b, mc= (mn)d .

Jestlize a:b=c:d, potom ma:nb=mc:nd.

Jestlize a+a' =n(b+b"), a" =nb', potom a=nb.

Jestlize a+a’ =nc, b+b' =nd, a’ =me, ¥ =md, potom a=c,b=d
nebo a =kec, b="kd .

Jestlize a=0b, potom a:c=b:c, c:a=c:b.

Jestlize a > b, potom a:c>b:c,c:b>c:a.

. Jestlize a:c=b:c, potom a=1b . Jestlize c:a=c:b, potom a=15b.
Jestlize a:c>b:c, potom a>b. Jestlize c:b>c:a, potom b<a.
Jestlize a:b=c:d,e:f=c:d, potom a:b=¢e:f.

Jestlize a:b=c:d=e:f, potom a:b=(a+c+e):(b+d+f).
Jestlize a:b=c:d,c:d>e: f, potom a:b>e: f.

Necht a:b=c:d. Jestlife a>c, potom b>d . JestliZe a=c, potom
b=d . JestliZe a<c, potom b<d.

Plati rovnost a :b=mna:nb.

Jestlize a:b=c:d, potom a:c=b:d.
Jestlize (a+b) :b=(c+d):d, potom a:b=c:d.
Jestlize (a—0b):b=(c—d):d, potom a:b=c:d.
Jestlize (a+b):(c+d)=a:c, potom b:d=a:c
Necht pro velic¢iny a,b,c,d,e,f je a:b=d:e, b:c=e:f . Jestlize
a>c, pak d > f. Jestlize a =c, pak d = f. JestliZe a < c, pak
d< f.

Necht a:b=ec:f,b:c=d:e. Jestlize a>c, pak d> f . JestliZe
a<c, pak d< f. Jestlize a=c, pak d=f.

Jestlize a:b=d:e,b:c=e:f, pak a:c=d:f.

Jestlize a:b=e:f,b:c=d:e, pak a:c=d:f.

Jestlize a:b=c:d,e:b=f:d, pak (a+e):b=(c+f):d.

)
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25. Necht a:b=c:d. Jestlize a je nejuétsi a d nejmensi z velicin a,b,c,d ,
pak a+d>b+c.
PovSimnéme si, ze v nékolika prvnich tvrzenich jde jen o ndsobky veli¢in.
Uvedme jesté pro zajimavost 17.,22. a 23. vétu v ¢eském prekladu F. Servita.

17. Kdyz jsou velic¢iny soucetné umérou, budou téZ rozdilové imérou.

22. Kdyz jest nékolik velicin a jin€ jim poétem rovné po dvou brdny jsouce také
v témz poméru, téz stejnotadné budou v témz poméru.

23. Kdyz jsou ti veli¢iny a jiné jim poctem rovn&€ po dvou brdny jsouce v témz

poméru a maji dméru nestejnotadnou, také stejnoradné v témzZ poméru
budou.

Ukézali jsme, ze Eudoxova teorie proporci (poméri a imér) predstavovala
Jakousi teorii redlnych ¢isel. Tato teorie byla nutnym pfedpokladem pro obecné
studium podobnosti geometrickych Gtvart; zakladni vlastnost{ podobnosti je
totiz rovnost pomért odpovidajicich si isecek. Po objevu nesouméritelnosti jiz
nebylo mozno vystacit s pythagorejskou definici dméry aritmetickych velic¢in
(prirozenych cisel). Eukleidés si byl dobfe védom vyznamu Eudoxovy teorie pro
podobnost. Vzdyt partie o podobnosti je v Zdkladech vySetfovana az v Sesté
knize, hned za knihou o teorii pomért a Gmér.

Exaktni teorie realnych cisel byla vybudovéana az ve druhé poloviné 19. sto-
leti: Uz jsme se zminili, ze némecky matematik Richard Dedekind (1831-1916)
vytvofil tzv. teorii fezi, kterd sleduje Eudoxovu myslenku. Dedekind studoval
v Gottingen, kde byl zdkem K. F. Gausse (1777-1855) a P. G. L. Dirichle-
ta (1805-1859), vyrazné byl ovlivnén B. Riemannem (1826-1866), jehoz spisy
vydaval. V letech 1858-1862 pisobil na polytechnice v Curychu, potom na tech-
nice v Braunschweigu. Svou teorii fezli publikoval roku 1872 v praci Stetigke:t
und Irrationale Zahlen [D]. V ivodu poznamenal, ze sepsal své vysledky z pod-
zimu 1858, kdy si exaktni budovani teorie redlnych cisel rozmyslel v souvislosti
se svymi pfednaskami v Curychu. Velmi vyznamnda pro rozsifeni moderniho
pojeti analyzy a matematiky vibec byla i jeho dalsi prace Was sind und was
sollen die Zahlen z roku 1882 (viz [D] ).

Némecky matematik Rudolf Lipschitz (1832-1903) byl jednim z prvnich
matematiki, ktefi dobfe pochopili Dedekindovu teorii fezti a navic si uvédomili
1 5irs{ souvislosti. Zajimava je korespondence Lipschitze s Dedekindem, kter4 se
tohoto problému tyka. Lipschitz se tazal, co vlastné Dedekind udélal nového ve
srovnani se starymi feckymi matematiky, kdyZ jeho teorie fezi se od Eudoxovy
teorie proporci lisi jen formalné. Dedekind poctivé pfiznal, Ze zdkladni myslenka
je stejnd; podotknul vSak, Ze podstatnym rozdilem je to, Ze jeho teorie fezi
zarucuje spojitost.

Recti matematici dospéli k pochopeni nesouméfitelnosti a k existenci iracio-
nalit; jednotlivé iracionality dokézali (v dnesni feci) ,zafadit na spravné misto
mezi racionalni ¢isla“. K jasné predstavé o tom, Ze naopak kazdé rozdéleni
mnoziny kladnych racionéalnich ¢isel ve vyse uvedeném smyslu definuje iracio-
nalitu, vSak feck4d matematika nedospéla. Navic predstavu o tom, kolik vlast-
né iracionalit je, pfinesla az posledni tfetina 19. stoleti; teprve Georg Cantor
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(1845-1918) ukazal, ze redlnych &isel je ,vice® nez piirozenych a ze raciondlnich
Jje ,stejné mnoho“ jako prirozenych. Dalsim podstatnym rozdilem je to, ze Re-
kové nevybudovali aritmetiku pomérii (viz vyse uvedenych 25 vét); Dedekind
naopak pro své fezy definuje aritmetické operace a pracuje s nimi.

Poznamenejme jesté, Ze dalsim tviircem exaktni teorie realnych ¢isel byl pra-
vé . Cantor. Pii popisu realnych ¢isel vyuzil svou teorii mnozin; redlnymi &fsly
jsou v jeho teorii tfidy navzajem ekvivalentnich fundamentdlnich posloupnosti
racionalnich ¢isel. Teorii realnych ¢isel exaktné budoval ve svych prednaskach
i Karl Weierstrass (1815-1897), ktery se velmi podstatné angaZoval v proce-
su zpFesnovani matematické analyzy a matematiky vibec (tzv. aritmetizace
matematiky); redlna ¢isla reprezentoval desetinnymi ¢iselnymi Fadami.

Systematicky vyklad teorie redlnych cisel nalezneme napf. v klasickych
knih4ch Oskara Perrona (1880-1975) Irrationalzahlen (2. vyd4ni, Berlin 1939)
nebo Edmunda Landaua (1877-1938) Grundlagen der Analysis (Lipsko 1930).
Déle zasluhuje pozornost napf. pékna knizka I. Nivena [N].

V ceské matematické literatufe se mizeme s Dedekindovou teorii Fezii
seznamit v klasické ucebnici Diferencidlni pocet 1 od Vojtécha Jarnika, v knize
Karla Hrusi Elementdrni aritmetika (Pfirodovédecké vydavatelstvi, Praha
1953). Cantorovu teorii realnych &isel lze nalézt napt. v knfzce Eduarda Cecha
Cisla a pocetni vgkony (SNTL, Praha 1954). Z novéjsi literatury je mo#no pro
seznameni se s budovanim teorie redlnych ¢isel viele doporucit druhy dil knihy
Algebra a teoretickd aritmetika, ktery napsal Tibor Salat a kolektiv (ALFA
+ SNTL, Bratislava a Praha 1986). Z dalsich tituli upozoriiujeme na velmi
péknou a obséhlou knihu autorského kolektivu H.-D. Ebbinghause (viz [E} ),
ve které je mnoho historickych poznamek a bibliografickych odkazi.

Zakonceme tento clanek citaty klasiki:

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.®
Leopold Kronecker

Die Zahlen sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes, sie dienen als ein
Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leichter und schérfer aufzufassen.'®
Richard Dedekind

Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der Art, daf jeder Punkt
der ersten Klasse links von jedem Punkt der zweiten Klasse liegt, so existiert
ein und nur ein Punkt, welcher diese Einteilung aller Punkte in zwei Klassen,
diese Zerschneidung der Geraden in zwei Stiicke, hervorbringt.!!

Richard Dedekind

9 Cela &isla vytvofil mily Buh, viechno ostatni je lidskym dilem.

10 Cisla jsou svobodnym vytvorem lidského ducha; slouzi jako prostiedek pro snadnéjsi a
ostfejsi pochopeni rozmanitosti véci.

11 Rozdélime-li véechny body pfimky do dvou t¥id tak, aby kazdy bod prvni tfidy lezel
vlevo od kazdého bodu druhé tiidy, pak existuje pravé jediny bod, ktery toto rozdéleni viech
bodti do dvou t¥id, resp. roztiznuti pfimky na dva kusy vytvari.
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