1. cvicéeni

Vysetrete konvergenci ndsledujicich tad:

1 i n? 5 = n? Z i(n!)Q 5 i(l—&—cosn)"
' nd4+1" 7 2n gn 7 2+ cosn
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
o0 o0
6. Y (Vn2+5—Vn2+1), 7.3 eV
n=1 n=1
Vysledky a ndvody:
1
1. Diverguje; Limitni srovnavaci kritérium s fadou —.
n
n/ 2 1
2. Konverguje; Odmocninové kritérium lim 272 =3 < 1.
n—oo

3. Diverguje; Neni splnéna nutnd podminka lim a, = 0.
n—oo

: A e n 1

4. Konverguje; Podilové kritérium a nerovnost o <——=0.
n

14 cosn\™

2\ "
5. Konverguje; Plati ( ) < <§> a tato fada konverguje.

24 cosn

1
6. Konverguje; Rozsitime odmocnina minus odmocnina, a pak srovname s fadou —.
n3
nb
7. Konverguje; Z minulého cviceni (6. piiklad) vime lim — = 0.
e
n? 1
Tedy lim —= 7= =0=-3dng Vn > ng plati e V" < 4 tato tada konverguje.
e n?2

2. cviéeni

Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci ndsledujicich tad:

o . S

1. Z],Oé?l(l))gn’n)7 2. ZJ’" prox € R, 3. (_l)n({yg_l)7

n=0 n=1

)" = /2n
4. — . "
Z zER Z anOO\f 6 ;(n)z proz € R
Vysledky a ndvody:

1. Konverguje neabsolutné; Leibnitzovo kritérium.

a
2. Konverguje absolutné pro vSechna z € R; Podilové kritérium a lim [t = lim

|an] n+1

3. Konverguje neabsolutné; Leibnitzovo kritérium a
2 2 2
V3-—1= > —_— = —.
Z\[ Z\/"3n*1+\/"3"*2...+1*ZS+3+...+3 Z3n
4. Konverguje absolutné pro z € (—1,1) a neabsolutné pro z = 1;

Na (—1, 1) konverguje absolutné z podilového krit. V 1 z Leibnitze.

o0
1
5. K je neabsolutng; Leibnit 3 10070
onverguje neapsolutne; €101N1tZ Nna 71:2100 3, — 100\/ﬁ

a konvergence nezavisi na nékolika prvnich ¢lenech. Absolutné diverguje: Uzijeme

klesa pro n > 100

o =D)" - 1
> —.
; 3n — 100y/n] — n:zu;m 3n

11 11
6. Konverguje pro z € [—1, Z); a (_Z’ i
1

) podilové kritérium.



1 1
A% 121 jsou potfeba netrividlni odhady (To je tézké).

3. cviceni

Vysetrete konvergenci ndsledugicich tad a w prikladi 2, 4, 5 a 7 i absolutni kon-
VErgenci:

00 o 0

sin( Vn24+1-n = cosn
Z log(logn Z iR Z 4 nz:

- log?n — 3n —100y/n’

>, sin(n) sin(n 4+ 1 T > L sin?n
5. Z NG arctann, 6. Z log . Z
n=1

n=1

Vysledky a ndvody:
0
1. Konverguje; Dirichletovo kritérium: sin(gn) ma omezené ¢astené soucty.

2. Konverguje absolutné pro z € (—1,1) a neabsolutné pro z = 1;

Na (-1, 1) konverguje absolutné z podilového krit. V 1 z Leibnitze.

1
3. Konverguje; Odmocnina minus odmocnina na v/n? + 1—vn?2 a srovnat s o
nlog”n
> 1
4. Konverguje neabsolutné; Dirichlet na i —————— klesd pron > 100
verst D g 100v/n prom =

n=100

a konvergence nezavisi na nékolika prvnich élenech. Absolutné diverguje: Uzijeme
Z | cos n| S Z | cosn|? Z 1+ cos2n
2n — 100y/n| — 4~ |2n — 100y/n| 2n — 100y/n]°

. . 1 s
Prvni fada diverguje srovnanim s — a druhd konverguje Dirichletem.
n

sinn
Jn

€n je monotonni a E a,, konverguje z Dirichletova kritéria.

5. Konverguje neabsolutné; Abel na a,, = a €, = arctann.

1 —cos2n

Absolutné diverguje, uzij | sinn| > sin®*n = 5

6. Konverguje; Dirichletem Z % konverguje.
log“n
1
Déle |sin(n+ 1) —sinn| =2 |cos(n + 5 )|sin - <2-1- o

sin(n + 1 Si 1
a Z( ( _ ) B blnzn ) konverguje srovndnim s —,
log”n log”n nlog“n

a tedy konverguje i soucet téchto dvou konvergentnich rad.

1—cos2
7. Konverguje neabsolutné; Absolutné: Uzijte sin®n = #
sin?(2k)  sin®(2k + 1)

26 2k+1

Neabsolutné: Zkoumejte Z(

) — to je t&z.
keN

4. cviceni



3
PRIDAT PRIKLADY, KDE KOMBINUJEME ZNAME LIMITY FUNKCI, L’ HOS-
PITALA APOD A VYSETRUJEME KONVERGENCI RAD a wvysetrete konver-
genci nasledugicich vad :

| 1 1 N eVl 3
1Y sin—, 2.2(——sin—), 32( —1) .
n=1 n n=1 \/ﬁ \/ﬁ n=1 e\/ﬁ

Vysledky a ndvody:

|
1. Diverguje; lir% ME _1a tedy podle Heineho
r— X

. sind
lim

n

n—oo

n
Tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria s — fada diverguje.

n
3
2. konverguje; Podle Taylora x — sinz ~ — a tedy

1
. 1 n)3
— —sin—— ~ Y
vn N
... S PR 1
Pouzijeme limitni srovnévaci kritérium s E —.
nz

6
evrntl _a
3. Konverguje; Upravime —= —1= VIV ] = e VaEve — 1.
e
g &1 1 = 0, & tedy dle Heineho Iim &7 =1 =1
im =1la — 0, a tedy dle Heineho lim =
z—0 €T Vn+ 1+ \/’Tl n—oo m
- 1
Rada konverguje, pokud konverguje fada ——————— a ta konverguje srovnanim s —-.
(Vn+1++n)3 n
5. cviceni
Naleznéte primitivni funkce k zadangm funkcim:
1 1
. , 2. , 3. z?cosx
2x 43 2 +2x + 2 ’

1
4. |z], 5 ——82
7. cos® zV/sinz,

z/1+logz’
Vysledky a ndvody:

6. x arctan x,
8. e* cosbx pro a,b € R,

arctan e”
9.

1
., 10.
eZ

sinz
1 3 3
1.§log|x+§|+0na (—o0, 2)ana (—2,00)

1 1
2. arctan(z + 1) + C na R;

22420 +2 (z+1)2+1
3. 2?sinx + 2z cosx — 2sinx + C na R; Dvakrét per partes:
2 2

/x cosT = sin:cf/stin:z::zzsinx72(7x608x+/cosx)
22
2

4. sgnz—+C na R; Nalezneme primitivn{ funkci na (—o0,0) a (0,00) a v 0 spojité slepime.
2
5. 5(1 +logz)?
22

—2(1+ log x)% na (—,00); Pouzijte substituci y = 1 + logz.
e
T arctanz
6. > arctanx——-+

R / ¢ x2 + / 22 x2 1
——— na R; [ zarctanx = — arctanz— a =1- .
2 2 ' 2 1+x22 1422 14 a2
2 . 3 4 . 7 2 . 11 .
7. g(sm x)2 — ?(sm x)2 4+ I(sm x)2 na intervalech (2km, 7 4 2k7w) pro k € N;
Prepiste cos® z = (1- sin? x)2 cosx a pak pouzijte substituci sinz = y.
a . b
) meal cos b$+m

e sinbx na R; Zadand funkce je spojitd, a tedy existuje jeji
primitivni funkce. Ozna¢me tuto primitivni funkei Fj, ;, pak per partes dd



1 axr b ar _: 1 axr b axr _: b2
Fop(z) = e cos bx + e sin bx = e cos bx + ok sin bx — a—2Fa7b(x).

Z této rovnice pak vypoéteme Fy p(x).

1 2z 1
9. —e~ " arctan e””fi log Tr ez na R; Po per partes pouzijeme na / T substituci
- "y 1 1 1 B
a = e“*. Za pouziti =—-— lehce dopocteme.
ala+1) a a+1
10. lo ’tanf‘ na (km, (k+1)7) pro k € N L _ 2 ! ! a substituce tan £ =
-8 2 ’ P "sinz “cos? % tanZ 2 =¥
6. cviceni
Naleznéte primitivnt funkce k zadangm funkcim:
3 17 2
— 4z — — 1 1
P B L 4 , 5. v .
23 — ba? + 6x x?—1 x4 —1 i +1 26 + 324 + 322 +1

Vysledky a ndvody:
1. ¢ — log |z| + 3log |z — 3| 4+ 3log |x — 2| na (—o0,0), (0,2), (2,3), (3,00);

23 —4r—6 1 1+ 3 n 3
3 — b5x2 + 6 x x—3 x-2
16 2
2. E+...+7+3log|x+1\f2log|x71| na (—oo, —1), (—1,1), (1,00);
a'" -5 15 13 3 3 2

1 1 1
3. 1 log | — 1| — 1 log |1+ z| — 3 arctanz na (—oo, —1), (=1,1), (1,00);

[ N
-1 4x—-1) 4(z+1) 2(1+22)

1 1
4. — ——log(z? = V2z + 1)+ —=log(z® + V2z + 1)+
15 e )+ g ol )
1 1
+—— arctan(v/2z — 1) + —= arctan(v2z + 1) na R;
Ve ( )t 57 ( )
1 1 1 1
1 5p5%ta DV
¥t 4+1 224 22+1 22—2z4+1
51_1_1 1 na .x2+1—1+x_ 1 _ 1 n T
P A1+ a?)? (42 (T+a?)? (1422 (14a?)?

7. cvicéeni

Naleznéte obsah plochy:

m‘&m

1 1
1. Pod grafem ﬁ na (0,1); 6. Mezi grafy funkef T

Naleznéte primitivni funkce k zadangm funkcim:

1 r 1—-21
9. . R Ty ey
z(log®z — 1) 1+e” l+zz

5 x . z—1 8 [ 1—e2®
Val+2r+4 a(Jr+Va?) Ve +2em + 1




Visledky (bez zdruky) a ndvody:
1
1 1
1. 2; Obsah = — =2 =2-0.
; Obsa /0 7 2v/z],

1 1
2. ilog\logx -1/ = 510g|10gz + 1] na (0,e71), (e71,e), (e,00);

Pouzijte substituci 1 ! ! !
ouzlijte substituct = 10gx a = — .
! YTORTE LTI T 2y—1) 20y+1)

3. arctan(e”) na R; Pouzijte substituci y = e”.

4. 72arctan1/%flog|lf,/}J_—i|+log|1+ L‘_—ﬂ na (—1,0), (0,1);

—4¢? -2 1 1
Po substituci ¢t = —ijrz dostaneme -4 172 -1 + 1
1 3
5. =(Va? + 2z + 4—x)+log(vV 2% + 22 + 4—x+1)+ na R;
2 2(Vat+2x+4—-x—1)
I . 2 —4 1,1 3
Po substituci v/ a2 4+ 2z +4 =« + t vyjde CYe Ry i sti—1~ -1
6.7~ L 7 romice — — % pal iseciky funkef + 1, a ted
. — — =; Z rovni = —— nalezneme pruseci nkef
5 3 Lrovnice 13 alezneme pruseciky funke , a tedy
1 2 3
1 1 1
Obsah = /,1(1—1-7x2 - %) = [arctanx— %}_1 = 2arctan(1) —26.

3 1 1 1
7.6(?—%+1n%+%—m+m> na (0700);

_ . 6(t5—1) 1 1 1 1
Posubstltumt:%vyjdem:G(t—l—tj+t—3—t—2+;).

8. — 2arctan 4/ L‘_zf —log |1 — 4/ ilzj | +log |1 + %_T_fiﬂ na (—oo,0);

Po substituci t = e” pfevedeme na integral 4.

8. cviceni

Naleznéte primitivni funkce a spoctéte urcité integrdly:

1 27 SiHQLC 1 1007+ 7% 1
L. /7.27 3. / ——3 O /7., 6. / PUr—
coszsin“ z o 1l4sin“zx 1+4sinz 0 2 —sinzx

2. Naleznéte délku kiivky y =z, x € [0,4].
4. Naleznéte objem a obsah povrchu jednotkové koule v R3.
Vysledky a ndvody:
1 1
— —log|l —sinz| + §log|1 + sinz| na (kg, Ty kg) pro k € N;

sinx 2 2
1 1 1

o . . 1
Po substituci a = sinx vyjde m = 94— 2(1—a) + 20 +a)

2.3( 03—1); Délka:/ab\/Wdac:/o4 1+ (3/z)? da

27

1. —

3
a po substituci t =1+ %x dostaneme [% (1 + %x) 2} .
0
t2

2
3. 27 — l, Po substituci t = tanx a rozkladu m =

V2
-1

1
= T + 71 vyjde po nalepovéani nésledujici primitivni funkce :



T — % arctan(y/2 tan z) pro z € [0, 5]

Fz)={2— % arctan(v/2 tanz) — 75 Proze [

=1
x— \% arctan(v/2 tan ) — 2—\/% pro x € [=F, 2w

s

2

3m
2

I

4
4.V = 37 2 S = 4m; Koule vznikne rotaci funkce f(z) = /1 — 22, z € [-1,1],

)

1

b
kolemosyx.TedyV:w/ f2:7r/ (1—2?%) dza
-1

S=2r [ fV/1+(f2=2r] V1-22/1+ *—or | 1dx.
i S
—2

5. F(z) = ———— na
1+ tan 3

(—5 + 2km —|— 2k;7r) \ {7+ 2kn} a F(m + 2km) =

Po substituci ¢ = tan 5 vyjde /ﬁ = 1;—&—225
6. 5027% + % arctan(% tan% — %) — % arctan(—%);
Po substituci t = tan 5 vyjde / ﬁ = % arctan(%t — \}g)
% arctan(% arctan § — 7) pro x € [—m, 7]
Fla) = % arctan(% arctan § — %) + \2/71 pro x € [m, 37|

% arctan(% arctan £ — %) + 5027% pro z € [997, 1017].
9. cviceni

Vysetrete konvergenci ndsledujicich integrdli (o, 8 € R jsou parametry):
L /OO ! i ’ /1 logac2 3 / z —sinx
0o Vad+5r+3 I-x 0 e
> 1
4. / ——duz, 5./ log(cos z) tan® x dx
o x*+af 0

Naleznte objemy
6.jednotkov koule, 7.anuloidu

Vysledky a ndvody:

. . 1
1. Konverguje ; U oo limitné srovndme s —;.
€Tz

1
2. Konverguje; U 1 vime lim 08T
t—01 —2x

=1, a proto limitné srovname s 1.

U 0 srovnédme s logz a / |log z| < oo zjistime z per partes.
0

3

T
3. Konverguje pro a € (2,4); U 0 limitné srovndme s —.
T
z+1
U oo (nelimitné) srovname s + .
1
4. Konverguje pokud max{c, 8} > 1 > min{«, 8}; U 0 limitné srovndme s e
pmin{a,
o ) 1
U oo limitné srovndme s —————.
xmax{a,,@}
24+«

5. Konverguje pro a € (—3,1); U 0 limitné srovname s (1 — cosz)z® ~ z

1
108(C0S )\ tledem k lim 2%

cos® x e—% 5 —T

=1

U g se chovd jako



logy

je tato funkce stejné integrovatelnd, jako funkce —

u 0, tedy pro a < 1.

4
6.§7r; Koule vznikne rotaci funkce f(z) = /1 — 22 okolo osy z.
1

Objem je tedy V = 7T/ (V1—22)?dx = éﬁ )

3
-1
7.47%; Uvazujme anuloid vznikly rotaci kruhu {[z,y] : 2°4(y—2)? < 1} okolo osy .

Anuloid vznikne jako rozdil télesa vzniklého rotaci y; = 2++/1 — 22 a télesa yo = 2—+/1 — 22,
1 1
V:w/ [(2+V1—122)—(2— V1—22)’] d:zc:167r/ V1—a?dx .
—1 0
10. cviceni

Vysetrete konvergenci ndsledujicich integrdli (o € R je parametr):

11— 0 . z 1
1./ ST 2_/ e~ da, 3./ sin(_ )dm
0 €2 — 0 0 sinx

0 1 [eS)
4. / sin(\/ x4+ 1 - xa)dx, 6./ &osx) dx, 7./ (m — 2arctan x)“dz.
0 0 0

log™(1/x

Pomoci Riemanova integralu spoctéte

. 1P 4+ 2P ... 4+ nP
5. lim
n—o00 npt1

,p>1.
Vysledky a ndvody:

1. Konverguje; U 0 srovnej s a u oo srovnej s —.

\/5 T2

2. Konverguje ; Na (—oo, —1] a [1,00) srovnej s e~ * nebo limitné srovnej s —.

x
Na [—1,1] je funkece spojité .

3. Konverguje; Srovnavaci kritérium a |f(x)] < 1.

1 1
4. Konverguje pro o > 1; U oo limitné srovname se sin(—) ~—.
guje p ; e gy R

pro a >0 a pro a < 0 u oo limitné srovname s 1.
To konverguje pro a > 1 a pro o > 1 je funkce u 0 spojita.
1 1P4+2P+...4+nP 1/,1 2 n
: (( )+ (D)) =

P
—_ _|_ —_
N
1
Toto je Riemannovsky soucet funkce 2P, a tedy lim = / P dr =
0

“p+1’ npt1 n\‘n

1
6. Konverguje pro o < g% U 0 se chova jako W7

1 v1ii—=x
a tedy limitnim srovnanim s — konverguje. U 1 limitné srovname s ——.
NG (1—xz)
1
7. Konverguje pro a > 1; U 0 spojitd. U oo limitné srovname s —,
m — 2arctanz
—_— =2.

x

nebot pomoci I’Hospitala zjistime lim

xTr— 00

11. cviceni

1. Naleznéte obsah povrchu jednotkové koule vR?.
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VySetrete konvergenci a absolutni konvergenci ndsledujicich integrdli (o € R je
parametr):

> cosx * sin(2z + 1) ° 4
3. / dr, 4. / —~ —dx, 5. / xcos(z™) dx
0o VT o log(log(10 + z)) 0 ()
oo i3 9] 2 00 o} 4 1
6. / smax dz, 1. / (cosx —e™ 7 )z% dz, 8. / M dx
0 0 0

T T

Vysledky a ndvody:

1.8 = 4m; Koule vznikne rotac{ funkce f(z) = 1 — 22, z € | , kolem osy x.
TedyS*QW/ fV/1+ f’2*27r/ Vi-2? 14+ (— f27r/ 1dz.
2. T =10, ] Pulkruznici parametrizujeme [x,y] = cost sint] pro t € [0, 7].

1 ™
A : — / 2 / 2 — i
Délka je 7, a tedy T, délka/o y(t)\/ (2 (1)2 + (i (t))2dt 77/0 sint dt.
1 ™
Analogicky T, = — / sint dt.
T Jo

3. Konverguje neabsolutné ; Na (0, 1] limitné srovndme s Na [1, 00) pouzijeme

1
Vi
1
Dirichletovo kritérium na f = cosz a ¢ = —. U absolutni konvergenci odhadneme
/ \cosx| Z/U‘k” dx 123 1 _
0 N _leN e VT 2keN2 Tk
4. Konverguje neabsolutné ; Pouzijte Dirichletovo kritérium na f = sin(2z + 1).

55

5. Konverguje neabsolutné ; Subtituci @ = z* pievedeme na 1.
3
T
6. Konverguje pro a € (0,4) a absolutné pro a € (1,4); U 0 limitné srovndme s —.
e

3 2 ma omezenou primitivni funkei.

Na [1, 00) muzeme pouzit Dirichleta, nebot sin
Divergence pro a < 0 se da zjistit napfiklad pomoci Bolzano-Cauchyho podminky.
7. Konverguje pro « € (—5,0) a absolutné pro a € (=5, —1);
Na (0,1] za pomoci Taylora limitné srovname s z*7. Na [1, 00)
pouzijeme mimo jiné Dirichletovo kritérium. Divergence pro
a > 0 se da zjistit napiiklad pomoci Bolzano-Cauchyho podminky.
8. Konverguje pro 0 < o < 2; Bolzano-Cauchyho podminka da divergenci

/ Smxd:v pro a < 0. Z Dirichleta / Smxdm konverguje pro o > 0.
TR IR

[ o 4+ 1 ) 1 +
Déle na / sinz — sin(z "‘)dx = / sin(z) cos( )dx pouzij Abela.
1 1

T xr%

sin(1) < sin(x + 1) .
- ——— dz konverguje
1

cos je omezeny a

xr x

A "sin(z + 1) VR S ) .
praveé kdyz a > 0. ————*= dx substituci y = — prevedeme na predchozi pripad.
0 x X

12. cviceni

Naleznéte mazximdlni TeSeni nasledujicich diferencidlnich rovnic:
Ly =lz|, 2.y =yz, 3.y =3¢y, A4 xy’—y(l—i—log%):()
5.y —y?cosz =cosz, 6.(1+e%)yy =e%, T.ay =umze* 4y



Vysledky a ndvody:

2

_z Lo —50.0

1. y(z) = x22+ pro & € ( OO’]proCeR.
5 +C  proze0,00)

22
2. y(x) = Ce™ je feseni na R pro C' € R.

0 pro z € (00, —3C] : DR

3.y(x) = ) 3 3 pro C € R je maximalni feSent,
(22 +C)? proze[-3C, )

0 pro z € (—oo, —3C] , NP )

yo(z) = 3 pro C € R je maximdln{ feSent,
—(%x—&—CV pro x € [—%C,oo)

a posledni maximaln{ fesen{ je y3(z) = 0 na R.
4. 2% na (0,00) a (—00,0), C € R;
Po substituci z = £ vyjde rovnice 2’z = zlog z.
x

5. y(x) = tan(sinx + C') na intervalech, kde sinz + C # g + k;

y/
1+y?
6. y1(z) = V2y/log(e® +1) + C a yao(z) = —V2+/log(e* +1) + C
jsou 2 feseni na (log(e_c - 1), oo) pro C < 0 a feseni na R pro C > 0.
7. —xlog(—log|z| — C) na (—e~,0) a (0,e7°), C € R;

. . ) . .
Po substituci z = = vyjde rovnice 2’z = xe”.
x

Rovnici si upravime na = cos .

13. cviceni
Naleznéte resent ndasledujicich diferencidlnich rovnic:
1.y = Yy +x, 2.2yt =2+ 3,
T -

3.y 4 22y = 221>, 4.y — e (z+1)"e”,
tan x
5 o — 4 5 6.0 — Y _ coszarc
Ty y+$ \/:ya Yy (1+£L'2) arctan lisinij )

7. (1 — 2?)y + zy = 1 spliujici y(0) = 1.
Viysledky a ndvody:
1.y =2+ Cz na (—00,0) a (0,00) pro C € R;
Po substituci y = zx vyjde 2’z + 2 = z + z.
2. v/ =322 + C23 na (—00,0), (0, 2) a (Z,00) pro C > 0;
na (—o00, 2),(2,0) a (0,00) pro C < 0; na (—o0,0) a (0,00) pro C' = 0.
V problémovych bodech 0 a % neni v/ —322 + Ca3 diferencovatelna.

Po substituci z = y3 vyjde rovnice 2’ — 2= = 3x.
x

1
3.0nnRa £+ ——-"7naRproC >0

V14 Ce2e?

a na (—\/%log%l,\/%log%l) pro —1<C <0

Po substituci z = y% vyjde rovnice — 52’ + 2xz = 2x.

4. e*(1+2z)" +C(1+ )" na (—oo,—1) ana (—1,00) pro C € R.
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5. Po substituci z = /y vyjde rovnice 2" — ~ %
T

Mechanickym postupem zjistime, ze m4(% log |z| + C)? je feseni.
Toto feseni je ovsem mozné lepit s y = 0 a nezapominame na podminku z > 0.

Celkem: y(x) = 0 je feseni na R; Déle necht C,C1,Cs € R, pak feseni jsou

4 ll - C 2 _ _,—2C
y(z) = {x (3 log|a] ) pro a € (—00, —e™] je feSeni na R.

0 pro z € [—e 2% 00)
0 pro z € (—oo,e”2¢] | ]
= e feSeni na R.
y(z) {xﬁl(%log lz| — C)2  proz € [6720700) J
x4(% lOg |5C‘ - 01)2 pro x € (—OO, _e—ZCl]

y(x) =10 pro € [—e 721 ¢72C2] je feSen{ na R.

2*($log|z| — C2)*  proz € [e72¢2,00)

6. 2vsinx arctan x + C arctanz na (2km, (2k + 1)7) pro k € Z, C € R.
1
(1+ 2?) arctan

cos
Rovnici C'(z) = i

Vsinz
7.2+ v1— 22 na (—1,1); Obecné feseni je z + C/1 — 2.
1

Rovnici C'(r) = ———————— fesfme substituci z = sint.

(1 —-22)v1—2a?

Integral z feSime substituci y = arctan z.

reSime substituci ¢ = sin x.

14. cviceni

U nasledugicich diferencidlnich rovnic nebo soustav diferencidlnich rovnic naleznéte
obecné tesent popripadé Teseni vyhovujici pocédtecni podmince:

Ly 44y +4y=0; 2. y®W —y=0; 3.y’:(? §>y,

4.9y" -6y +13y=0; 5.y" -3y +2y=0, y(0) =2, y/(0) =3;
6.y" =3y" +3y —y =0, y(0) =1, ' (0) =2, y"(0) = 3;
7. 2%y —ay —3y=0; 8 y® +10y" —y — 10y =0,
9. 2" =22 - 3w, v =2z 2w.
Vysledky a ndvody:
1. Cie™ %" + Chze 2%, 2. Che % 4 Cye® + Cscosx + Cysin .

3. Cy (_11) e + Cy <?> e . 4. 013 cos 2z + Cee® sin 22.

5. ¢” 4 **; Obecné feseni je y(z) = Cre® + C2e?®. Po dosazeni pocétecnich
podminek dostaneme soustavu 2 = C1e + Cye’ = Cy + Cs, 3 = C; + 2Cs.
6. ¢”(1 4+ x); Obecné fesent je y(x) = Cre” + Coze” + Cax?e”.
7. Cha® + C’g% popifpadé C123 na [0,00) a Coz® na (—oo,0);
Substituci y(x) = z(log z) pfevedeme na rovnici
2" — 22 — 32 =0. Ta ma fedeni C1e3® + Che™®, které snadno prevedeme.
8. Cre ™ + Coe 2% 4+ Cye® + €”(Cy cos 2z + Cj sin 2z); Pokusime se uhodnout
néjaké koreny charakteristického polynomu, a pak délit polynom polynomem.
9.2 =3C1e"+3Ce "+ Czcosx+cysine, w= Cr1e”+Coe™ " +C5cosx+cysinx;

Zavedeme vektor funkci y = [z, 2/, w,w’]. Z prvni rovnice v = 2y; — 3y3 a y] = yo.



Z druhé rovnice y) = y1 — 2y3 a y4 = y4. VyTesime soustavu 4 rovnic .

16. cviceni

Naleznéte obecné teseni ndsledujicich diferencidlnich rovnic:

x

Ly —y=2e"—2% 2.4y -2/ +y= %; 3.y —y" = sina;

4
4.y +y=2xsinz; 5.5y" —6y + 5y = 57 sin i

Vysledky a ndvody:
1. Cie® + Coe™® 4 ze® 4+ 22 + 2.
2. Chze®” 4+ Cae” + e®xlog|z|; Partikuldrni feseni hleddme variaci konstant

ve tvaru Cq(z)ze® + Ca(x)e®. Standartnim zptusobem dostaneme soustavu

x
Clze® + Che™ =0 a Cy(e” + xe®) + Che® = ‘.
T

1 1
3. C1 + Cox + Cze” + 0467%30 cos @x + 0567%1’ sin @m ~5 cos T + 3 sin z.
sinx a2 COST

4 4

4. Cycosx + Cysinx + x

Partikuldrn{ feseni hleddme ve tvaru yo(z) = z(a + bzx) sinz + z(c + dz) cos x.

1 3 EP
5. *§Z65ZCOS%$+Cle5zCOS%CE+CQG5ISIH%$.
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