TEORETICKE PRIKLADY Z MATEMATICKE ANALYZY

[Px] oznacuje bézny problém a [Tx] tézky problém.
9. METRICKE PROSTORY I

[P9.1] Ukazte, ze metriky ||.||1, ||.]|2 @ ||.||cc jsou na R™ ekvivalentni. Dokazte tedy, ze pro kazdé z € R
plati
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[P9.2] Rozhodnéte o otevienosti a uzavienosti nasledujicich mnozin (0, 1), [0,1), {1}, [1,00) v (R,|-]) a
[0,1) v R s diskrétni metrikou.
P9.3] Necht A, B C R ana R (a R?) mame euklidovskou metriku. Rozdnéte o platnosti:
[ : p
(i) A, B jsou oteviené = A x B je oteviend v R?.

(i) A, B jsou uzaviené = A x B je uzaviené v R%.

[P9.4] Necht A, B C R a na R (a R?) mdme euklidovskou metriku. Rozdnéte o platnosti:
(i) Ax B=Ax Bv R
(i) int(A x B) = int A x int B v R?.

[P9.5] Existuje AC R, A # 0 a A+# R takovd, ze A je zérovell oteviend i uzaviend?

[P9.6] Dokazte, ze mnozina G C R je oteviend v (R, |.|), pravé tehdy, kdyz je spocetnym sjednocenim
otevienych intervalu.

[T9.7] Necht (P,p) je metricky prostor a B(z,r) C B(y,R). Rozhodnéte, zda musi platit B(z,2r) C
B(y,2R).

[P9.8] Necht K71, K5 jsou kompaktni mnoziny v (P, p). Musi byt K3 N Ky a K7 U Ko kompaktn{?

[P9.9] Necht f € C(]0,1]) a méjme zobrazeni I : C([0,1]) — R definované jako I(f) = fol f(x) dx.
Dokazte, ze toto zobrazeni je spojité.

[T9.10] Definujme si metricky prostor Riemannovsky integrovatelnych funkei R([0,1]) a na ném metriku
p(f,g) = fol |f(z) — g(z)| dz. Ukazte, Ze tento prostor nenf tiplny.

[T9.11] Ukazte, ze B(0,1) v C([0,1]) je uzaviend, omezend, ale neni kompaktni.

10. FUNKCE VICE PROMENNYCH

[P10.1] Setrojte funkci f : R? — R, kterd je parcidlné spojitd, ale nen{ spojit4. Rekneme, 7e f je parcidlné
spojitd, pokud pro kazdé zp € R je funkce g(y) = f(xo,y) spojitd na R (jakozto funkce jedné
proménné) a pro kazdé yo € R je funkce h(z) = f(z,yo) spojitd na R.

[P10.2] Sestrojte funkci f : R? — R, kterd méd v bodé [0, 0] derivaci ve viech smérech D, f(0,0), ale nenf
v bodé [0, 0] spojité.

[P10.3] Sestrojte spojitou funkeci f : R? — R, kterd méd v bodé [0, 0] derivaci ve vSech smérech D, £(0,0),
ale neexistuje totdlni diferencidl D f([0,0]).

[P10.4] Dokazte, ze f(z,y) = (z — y*)(2z — y*) m4 v [0, 0] lokdln{ minimum vzhledem ke vSem pifmkam,
ale nema tam minimum.

[P10.5] Sestrojte funkce f : R?> — R, tak, ze f md parcidlni derivace ve vsech bodech, g méd spojité
parcidlni derivace, ale f(g(z)) nemd parcidlni derivaci v [0, 0].

[P10.6] Sestrojte funkce f,g € C*(R?) tak, ze D?f(0,0) i D?g(0,0) jsou pozitivné semidefinitni, f ma v
[0, 0] lokdlni maximum, ale g nemd v [0, 0] lokdln{ maximum.

[P10.7] Je podminka %—i(i,g) # 0 ve vété o implicitni funkce nutnd? Dokazete sestrojit funkeci, kterd
splituje v8echny predpoklady (kromé tohoto) a %—Z(i, g) = 0 a presto plati zaveér?
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11. METRICKE PROSTORY 11
[P11.1] Dokazte, ze koneéné sjednoceni fidkych mnozin je fidkd mnozina.
[P11.2] Necht A C C([0,1]) je mnozina vsech 1-lipschitzovskych funkeci. Rozhodnéte, jestli je A uzaviend
a tidka.
. aleznéte F,, uzavrené (ve vhodnem metrickéem prostoru . , 'ny1 C Iy, pron € tak, ze
T11.3] Naleznéte F, Fend hodné ickém p P,p)), Foi1 C Fy p N tak, 7
Mo, F, = 0 pro a) diam F,, = co b) diam(F},) < 1 ¢) diam(F},,) < 1 na prostoru spojitych funkef
C([0,1]).
[T11.4] Ukazte, ze existuji A, B C [0, 1] tak, ze A je prvn{ kategorie a B mé Lebesgueovu miru 0.



