TEORETICKE PRIKLADY Z MATEMATICKE ANALYZY

[Px] oznacuje bézny problém a [Tx] tézky problém.

5. KONVERGENCE RAD
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[P5.1] Zkonstruujte posloupnosti {a, } a {b,} tak, ze Y- | a, diverguje, >~ b, diverguje, ale >~ (an+

by,) konverguje.

[P5.2] Zkonstruujte kladné posloupnosti {a,} a {b,} tak, ze
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ale 7 | a, diverguje a >_ -, b, konverguje.

n=1

[P5.3] Zkonstruujte kladnou posloupnost {a,} tak, ze
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> 1, ale Z an konverguje.
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[P5.4] Necht a,, > 0 je zadand posloupnost. Rozhodnéte o platnosti nésledujicich vyroku (tedy ho dokazte,
nebo ukazte protipiiklad):
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A) Z a? konverguje = Z an konverguje ;
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B) Z an konverguje = Z a2 konverguje .
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[T5.5] Mé&jme propast a libovolny pocet prken délky 2 metry. Pokud polozime prkno na kraj propasti, tak
se dostaneme 1 metr daleko, aniz by prkno spadlo do propasti. Dame-li na sebe Sikovné 2 prkna,
tak se mizeme dostat jesté déle, aniz by se jedno nebo druhé pievazilo do propasti. Kam nejdale se
muzeme dostat za pouziti libovolného poctu prken? Dokdzeme se napiiklad dostat 2 metry (nebo 5
metru, 10 metra) daleko a kolik v tomu piipadné potfebujeme prken? Prkno povazujte za homogenn{
kvadr s tézistém ve stfedu a s fixni hmotnosti.

[P5.6] Rozhodnéte, jestli plati Leibnitzovo kritérium bez podminky, ze {a,}52; je nerostouci. Tedy jestli

z limy, o0 an = 0 a a, > 0 plyne, Ze fo:l(fl)”an konverguje.
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[T5.7] Zkonstruujte posloupnosti {a,} a {b,} tak, Ze (mohou ménit znaménko!), >
>0 | by diverguje, ale

an konverguje,

6. PRIMITIVNT FUNKCE
[P6.1] Sestrojte F' : R — R tak, ze pro kazdé = € R existuje f(z) = F'(x), ale f(z) neni spojitd v 0.
[P6.2] Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich implikact
(1) Existuje primitivni funkce k f a g na R = Existuje primitivni funkce k f + g na R.
(#4) Existuje primitivn{ funkce k f + g na R = Existuje primitivni funkce k f a g na R.

[P6.3] Necht P je polynom s redlnymi koeficienty a necht z = a + ib € C je jeho kofen. Dokazte, ze
a) Cislo komplexné sdruzené z = a — b je také koten P.
b) Indukef podle k dokazte, ze ma-li z ndsobnost k, pak i Z m4 ndsobnost k.
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7. URCITY INTEGRAL

[P7.1] Dokazte, ze Riemannova funkce

q
0 prozxzeR\Q

je Riemannovsky integrovatelnd na [0, 1].

L prozeQ, z=2 propeZ, q €N nesoudélna
D(z) = a

[P7.2] Pomoci definice Riemannova integralu spoctéte
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Jim v, pro p > 1.

[P7.3] Sestrojte omezenou funkei f: (0,1) — [—1, 1], kterd je spojitd na (0,1), ale nenf tam stejnomérné
Spojita.
[P7.4] Necht f : [0,2] — R je omezend a f je spojitd na [0,1) i na (1,2]. Dokazte, Ze existuje
2
(R) fo f(z) dx.
[T7.5] Sestrojte funkce fi : [0,1] — [0,00) tak, ze pro kazdé = € [0, 1] plati limj_,o fx(z) = 1, ale pro
vsechny k € N plati fol fx(x) dz = 1. Tedy pro tuto posloupnost
1 1 1
1= lim 1= lim / fr(z) dx;é/ klim fi(z) dx:/ 0dx=0.
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8. DIFERENCIALNI ROVNICE

[P8.1] Néco vymysli :)



