Teorie miry a integralu 1

Sepsano z prednéasek a poznamek prof. Stanislava Hencla

1 Zakladni pojmy teorie miry

1.1 Mnozinové systémy, pojem miry

Poznamka. Necht X je libovolnd mnozina (naptiklad R™), pak exp(X) zna¢i systém vsech podmnozin
X.

Definice 1.1 (o-algebra). Necht A C exp(X). Systém mnozin A se nazyva o-algebra pokud
i) X e A

(ii) AcA=X\Aec A

(iii) Ay € A,k e N=Ur2, A € A

Dvojici (X,.A) nazyvame méfitelnym prostorem.

Poznamka. Kazd4 o-algebra je uzaviend i na spoc¢etné priumniky, nebot
oo o0
) A =X\ [J X\ Ap).
k=1 k=1

Véta 1.1 (Existence nejmens{ o-algebry). Necht ) # S C exp(X) je libovolny systém podmnoZin.
Pak existuje nejmensi o-algebra obsahujici S a znacime ji o(S).

Diikaz. Oznacme T = {A; A je o-algebra, S C A}. Pak T # 0, nebot exp(X) € T. Polozme
R =\ 4e7 A- Mnozina R je o-algebra protoze:

(i) X € AproVA e T a tedy dle definice priuniku X € R

(ii) Necht A € R, pak ale dle definice pruniku A € A pro VA € T. Diky tomu, ze A je o-algebra,
plati X \ A€ AproVA €T atedy opét X\ A€ R

(iii) Necht Ay € R pro Vk € N, pak A € A pro VA € T. A je o-algebra a tedy |z, Ax € A pro
VA € T, z éehoz vyplyva, ze | Ji— Ak € R

Navic jisté S C R, protoze S C A pro VA€ T. N N
Necht R je o-algebra obsahujici S, pak dle definice 7 plati R € T. Z toho vyplyva, ze R C R,
nebot systém R je definovén jako prunik vsech systémii v 7. O

Definice 1.2 (Oteviend mnozina). Mnozina A C R" se nazyva oteviend, pokud pro kazdé x € A
existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C A. Necht X C R", pak mnozinu vSech otevienych podmnozin X
budeme znacit G(X).



Poznamka. Nechf X C R", X oteviend. Pfipomenime, Ze systém otevienych mnoZin spliuje:
(i) 0,X € G(X)

(ii) Uy,...,Up € G(X) = NE, U; € G(X)

(iii) Uy € G(X) pro véechna a € A, tzn libovolny systém = (J,c 4 Ua € G(X)

Definice 1.3 (Borelovské mnoziny). Necht X je mnozina. Borelovské mnoziny, znac¢ime B(X),
tvoii nejmensi o-algebru obsahujici oteviené podmnoziny X, tedy

Definice 1.4 (Mira). Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Mnozinovd funkce p : A — [0,00] se
nazyvé mira, pokud neni identicky rovna oo a je o-aditivni, tedy pro A, € A,k € N, po dvou

disjunktni, plati
o oo
p(J Ar) = Z (A
k=1 k=1
Trojice (X, A, pt) se nazyva prostor s mirou. Je-li u(X) = 1, pak p nazyvdme pravdépodobnostni

mira a (X, A, p) pravdépodobnostni prostor.

Pozndmka. Méjme posloupnost mnozin {Ax}, Ax € A pro Vk € N, a A € A. Znacenim A, & A
(resp. Ax \, A) mame na mysli fakt, ze Ay C Apr1 a Upey Ak = A (resp. App1 C Ap a (pey Ak =
A).

Véta 1.2 (Spojitost miry). Necht (X, A, 1) je prostor s mirou. Potom plati:
(a) Jestlize A € A proVk € N, A, & A, pak limy_, o0 (Ag) = p(A).
(b) Jestlize A € A proVk e N, Ay (A a p(A41) < oo, pak limy_,o0 (Ag) = u(A).

Dikaz. (a): Pouzijeme trik s zdisjunktnénim abychom mohli pouzit definiéni vlastnost miry. Ozna¢me

By =A1,By = Ag\Al,Bg = Ag\Ag, ..., tedy obecné By = Ak\Ak—h pak plati U B, = A. Mame

k=1
tedy
o0
= (U 5 = nim - IEEOD = i 50 = i )

(b): Polozme C}, = Ay \ Ag, pak Cx / A1\ A. Podle bodu (a) plati

Jim () - p(Ag) = lim p(Ar\ Ay) = (A \ A) = p(A) = p(4).

Soucasné ale

lim p(Ar) = p(Ap) = p(Ar) = lim u(Ay).

k—o0

Dohromady
(AL = () = (A1) = Tim p(Ay),

tedy
lim p(Ay) = p(A).
k—o00



Definice 1.5 (n-buiika). Necht a = [ay, ..., a,],b = [b1, ..., by] € R" Mnozinu
W ={[z1,...xn]) € R"; a; < z; < b; pro Vi =1,...,n}

(a také kazdou mnozinu, kterd vnikne zdménou libovolného < za <) nazveme n-bunka.
Objem n-buiky definujeme jako 0, je-li W = () a jako vol(W) = [ (b; — a;) jinak.

Véta 1.3 (Rozsifeni elementérniho objemu). Ezxistuje prdvé jedna mira L, na B(R™) takovd, Ze
pro kazdou n-buriku W plati L, (W) = vol(W).

Diikaz. Bude nastinéna jen idea dukazu. Plati: G C R", G oteviena, pak IW; disjunktni n-bunky,
ze G = J;2, W;, anb otevienou mnozinu si rozdélime na nekoneéného mnoho obdélniku.

Pak definujme miru £"(G) = Y72, vol(W;). Pro libovolnou mnozinu A C R" zadefinujeme

Ly = inf{L"(G); A C G, G oteviend}, tzn. libovolnou mnozinu si co nejlépe aproximujeme
mnozinou otevienou a vezmu jeji objem. Pak stacf jen ukdzat, ze L} |rn) je nase hledand mira. [

Disledek 1.1. Nechf A C R™ je méritelnd a € > 0. Pak existuje oteviend mnoZina G C R™ takovd,
2e ACG a Ly(G\A)<e.

Diikaz. Plyne piimo z definice miry z piredchozi véty. O

Poznamka. Tato mira £,, je invariantni vuéi posunuti - pro vSechna z € R"™ a A € B(R") plati
Lp(z+A)=L,(A).

Definice 1.6 (Uplné mira). Necht (X, A, ) je prostor s mirou. Rekneme, Ze u je Giplna mira,
pokud pro vSechna A € A, takovd ze u(A) = 0, a vSechna A’ C A plati A’ € A (a tedy u(A’) =0).

Véta 1.4 (Ztplnéni miry). Necht (X, A, u) je prostor s mirou. Necht Ay je systém vsech mnozin
E C X pro néz existuji A,B € A takové, Ze A C E C B a u(B\ A) = 0. Potom Ay je o-algebra
obsahugici A. Definujme uo(E) = p(A). Potom p = po na A a (X, Ao, po) je prostor s iplnou
mirou.

Definice 1.7 (Lebesgueova mira). Zuplnéni o-algebry B(R™) vzhledem L, oznacime By(R™). Pro
rozsifeni miry £, na o-algebru By(R") pouzivame stejné znaceni L,. Toto rozsiteni nazyvame Le-
besgueova mira a By(R") nazyvame o-algebru Lebesgueovsky meéfitelnych mnozin.

1.2 Meéritelné funkce

Definice 1.8 (Méfitelné zobrazeni). Necht (X,.A) je méfitelny prostor a (Y, p) metricky prostor.
Rikdme, ze zobrazeni f : X — Y je mé&fFitelné, jestlize f~1 (V) € A pro kazdou V C Y otevienou.
Je-li A = B(X), tj. mnozina vSech borelovskych mnozin, pak zobrazeni f nazyviame borelovské
(misto méfitelné).

Véta 1.5 (Méritelnost charakteristické funkce). Necht (X,.A) je méritelny prostor, potom charak-
teristickd funkce mnozZiny
1 proxeA

xr) =
xal®) {0 prox ¢ A
je méritelnd pravé tehdy, kdyz A € A.



Diikaz. (=): Je-li xa(z) méFitelnd, pak vezméme f~1((3,3)) = A, pak ale dle definice méfitelného
zobrazeni musi platit A € A, protoze interval (%, %) je oteviend mnozina.

(«<): Necht A € A, vezméme B C R otevienou. Pak plati

X pokud 0,1 € B

(B) A pokud 1 € B, 0 ¢ B
A X\ A pokud1¢ B, 0€ B
0 jinak, tzn. 0,1 ¢ B.
Pro v8echny tyto mnoziny plati, ze patii do A a tedy le(B) € A, tj x4 je méritelna. O

Véta 1.6 (Méfitelnost slozeného zobrazeni). Necht (Y, p), (Z,7) jsou metrické prostory a (X, .A)
je méritelny prostor. Necht g : Y — Z je spojité a f : X — Y je méritelné zobrazeni. Potom go f
je meéritelné zobrazent.

Diikaz. Vezméme V C Z otevienou, jelikoZ g je spojité, pak jeig~!(V) je oteviend dle charakterizace
spojitych zobrazeni na metrickych prostorech. Déle je f méfitelné a tedy f~1(g~*(V)) € A. O

Véta 1.7 (Méfitelnost slozeného zobrazeni v R?). Necht u,v : X — R jsou rediné méritelné
funkce na (X, A). Necht Y je metricky prostor a ¢ : R? — Y je spojité zobrazeni. Definujme
h(z) = ¢(u(x),v(x)), pak h : X =Y je méritené zobrazent.

Diikaz. Definujme zobrazeni g : X — R?, g(z) = (u(x),v(z)). Pak h(z) = (¢og)(z). Podle piedchozi
véty pak staci jen dokazat, ze g(z) je méfitelné zobrazeni. Zvolme specidlni mnozinu V' = I} x I,
kde I, I> jsou oteviené intervaly. Pak plati

g (V) =g (I x I) = u” (1) No™ (D).
Funkce u, v jsou méfitelné a tedy u='(I1) € A, v~!(I3) € A. Uzavienost o-algebry na priinik dava
g 1(V) € A. Nynf vezméme obecnou otevienou V C R? | pak
. . 0
W, =Ii x I, ze V=V,
i=1

staci totiz vzit vSechny raciondlni intervaly, které jsou celé ve V. Pak mame
o0 oo
g V=g (U= (V) e
i=1 i=1

g je tedy méritelné a tedy i h je métitelné. O
Dusledek 1.2. Necht f,g: X — R jsou méritelné, pak f + g a fg jsou méritelné.

Diikaz. Stac¢i pouzit predchozi vétu na u = f,v = g a ¢1(x,y) = = + vy, ¢2(x,y) = zy, coz jsou
spojita zobrazeni. 0

Véta 1.8 (Kritérium méritelnosti). Necht (X,.A) je méritelny prostor, (Y, p) metricky prostor a
f: X—=>Y.

(a) Je-li M systém vsech mnozin A CY, pro néz je f~1(A) € A, potom M je o-algebra.

(b) Je-li f méritelné, B C'Y borelovskd, potom f~1(B) € A.



(c) Je-li Y = [—00,00|, pak f je méFitelnd prdvé tehdy, kdyz f~'((a, oc]) € A pro viechna o €
[—00, 00].

Dikaz. (a): Ovérime axiomy definice o-algebry.

e Mame f~}(Y) = X ak tomu vime, 7e X € A a tedy Y € M.

e Necht A € M, pak fL(Y\ A) = f~YY)\ f1(A4) = X\ f71(A). Jelikoz f~1(A) € A, pak i
X\ f7YA) € A, protoze A je o-algebra. Z definice M pak tedy Y \ 4 € M.

e Nechf A, € M,Vk € N, Pak fﬁl(Uzil Ag) = Ui’il fﬁl(Ak). Jelikoz fﬁl(Ak) e A, pak
UZOZI f_l(Ak) € A a tedy Uiod A € M.

M je tedy o-algebra.

(b): Oznatme M = {A C Y; f71(A) € A}. f je dle predpokladu méfitelné a tedy G(Y) C M.
Systém M je o-algebra dle bodu (a) a tedy B(Y) C M.

(c): Implikace zleva doprava plyne piimo z definice. Interval (a, 00| je totiz oteviend mnozina pro
Va € [—00, x].

Af M = {A C [~o00,]; f71(A) € A}. Pak M je o-algebra dle (a) a podle predpokladu plati
(o, 00] € M, Va € [—00, o0]. Ukézeme, ze kazdy otevieny interval lezi v M a diky tvrzeni z analyzy
pak plat{ G(Y) € M. Necht § € [—o0, oc|, vezméme {8}, ze B /' 8. Pak

ooBzU —00, ] = | J [-00,00] \ (Br, 0] € M

k=1 eM

Nyni (o, 8) = [—00, 8) N (o, <] a tedy (a, ) € M. Plati, ze kazda oteviend mnozina v R lze zapsat
jako spocetné sjednoceni otevienych intervalu. Tedy G([—oo, 00]) C M. O

Véta 1.9 (Mefitelnost a limitn{ pfechod). Necht (X,.A) je méritelny prostor a fi : X — [—00, 0]
Jsou meritelnd zobrazeni. Definujme g = suppey fr a f = limsup,_, fi. Potom f a g jsou
meritelnd.

Diikaz. Necht z € X, zfejmé mdme g(z) > a <= Tk € N, ze fr(z) > a. Ovéifme kritérium
méfitelnosti pro g. Plati ¢~ (e, o00]) = Us; fr ' ((a, 00]). f jsou méftitelné a tedy f, ' (o, 00]) € A

a z toho plyne
g ((a,00]) = | £ (e, 00
k=1

g je tedy méfitelnd. Analogicky pro infren fr = —suppey — fi je méfitelna.
Definujme hy(x) = sup{ fi(x), fe+1(x), ...}, pak f(z) = lim hg(x) = infren hi(x). Podle predchoziho
zjisténi je ale f méfritelnd. O

Poznamka. Par poznamek k predchozim vétam.

(a) Analogické tvrzeni plati i pro inf a liminf

(b) Limita posloupnosti métitelnych funkei je métitelnd funkee.

(c) Necht f,g jsou méfitelné, pak max(f,g) a min(f,g) jsou méfitelné.

Dikaz. (a): Dukaz je naznacen v samotném tvrzeni.
(b): Pii existenci limity je ona limita rovna limes superior.

(c): max(f,qg) =sup{f,9g,9,...}. O



Definice 1.9 (Jednoduch4 funkce). Nechf X je mnozina a s : X — [—00, 0] je funkce. Rekneme,
ze s je jednoducha funkce, kdyz s(X) je konetnd podmnozina [0, 00).

Tato funkce lze zapsat ve tvaru s(x) = Zle aixa,(x), kde a; € [0,00) a A; jsou po dvou disjunktni
mnoziny.

Poznamka. Neni obtizné dokézat, ze s = Zle a;Xx 4, (z) jednoduchd, je méfitelnd pravé tehdy,
kdyz vSechny A; € A.

Véta 1.10 (Aproximace jednoduchymi funkcemi). Necht (X, .A) je mérFitelny prostor a f : X —
[0, 0] je méritelnd funkce. Pak existugi sy jednoduché méritelné funkce, tak, Ze s / f.
Diikaz. Necht k € N je pevné. Interval [0, k) rozdélime na intervaly [2%, Z;—,}), i=0,1,.. k2" — 1.
Definujme Fy, = f~([k,o0]) a Eg; = [~ (55, 52)), i =0,1,..., k2" — 1.
Polozme
k2k—1 ;
si(x) = kxr,(z) + Z QTCXEIM' ().
i=0
Nyni méme Fy,, Ey ; po dvou disjunktni a méfitelné, protoze f je méfitelnd a intervaly jsou borelovské
mnoziny. Vzor libovolné borelovské pii méritelném zobrazeni je méfitelnd mnozina. Z toho dale plyne

ze s je jednoduchd a méfitelnd. Déle sgiq(z) > sk(x) (viz Obrézek 1)

Obrézek 1: konstrukce si(x), sg+1(x) Cervené

Nyni rozliSme dva ptipady.

e Pokud z € X, ze f(x) = oo, pak si(z) & f(z).

N}
?r-"—‘

e Pokud x € X, ze f(x) < oo, pak ko, ze f(z) < ko. Tedy pro Vk > kg plati |si(x) — f(z)| <
a tedy si(z) 7 f(x).

Dasledek 1.3. Soucet a soucin méritelnijch funkci do [0, 00] jsou méritelné funkce.

Poznamka. Jsou-li f,g: X — R méfitelné, pak mnoziny

{f<gt={reX; f(z) <g(@)}, {f <9}, {f =9}, {f #9}

jsou méritelné.



2 Konstrukce integralu

2.1 Definice abstraktniho integralu

Pozndmka. Domluvme se, ze pro vSechna a € [0,00] mdme a + 0o = oo a pro a > 0 ddle a - co =
00 - a = co. Navic definujeme 0- 0o = 0o -0 = 0. Délame to z toho duvodu, ze chceme aby napiiklad
nulova funkce definovand na mnoziné R, kterda ma miru co, méla nulovy integral. Stejné tak pro
funkci f = co na mnoziné nulové miry.

Definice 2.1 ((Abstraktn{) Lebesgueuv integral). Necht (X, A, u1) je prostor s mirou a s = Zle QX A;
je jednoduchd meértitelna funkce. Pro F € A definujeme

k
/ s dp = Z%‘M(Ai NE).
E i=1

Pro f: X — [0, 0] méfitelnou definujeme (abstraktni) Lebesgueuv integral
/ fdu= sup{/ sdp; 0<s<f, sjejednoduchd méfitelna}.
E E

Véta 2.1 (Vlastnosti abstraktniho integralu). Necht (X, A,u) je prostor s mirou a f,g : X —
[0, 00]. Potom pro E € A plati:

(a) Je-li f < g na X, pak [ f du < [ g dp.

(b) Pro A,Be A, AC B plati [, f du< [5f dp.

(¢) Proc € [0,00] plati [, cf du=c [y f dp.

(d) Je-li f(z) =0 pro viechna z € E pak [, f dp =0 (i pro p(E) = o).
(¢) Je-li w(E) =0, pak [, f du=0 (i pro f = oo na E).

(f) Jg fdu= [x fxe du

(9) (Cebysevova nerovnost) Necht a,c € [0,00], potom
1
e e X5 f@ = e < o [ 5 da

(h) Je-li [ f du < oo a N ={f=o0}, pak u(N) = 0.

Diikaz. (a): Necht s je jednoduchd méfitelnd funkce, 0 < s < f. Pak také plati 0 < s < g. Podle
definice tedy plati [ s du < [ g dp. Pak ale podle definice suprema

/EfdMS[Egdu-

(b): Necht s = Zle a;X 4, je jednoduchad méfitelnd funkce, 0 < s < f. Pak dle definice

k k
/sdu:Zam(AiﬂA)SZam(AiﬂB):/sdu.
A

i=1 i=1 B



Tedy dle definice suprema

/Asdug/deﬂ-

[ raus [ rau
A B
(c): Pokud ¢ = 0, pak

/chd,u:/EOd,u:O a c/EfdM:O/Efdu:O

Nynf necht ¢ > 0, Ozna¢me S = {s : X — [—00,00]; s jednoduchd, 0 < s < cf}, T ={t: X —
[—00,00]; t jednoduchd, 0 <t < f}. Pak

A opét

/ cf du =sup{ [ sdu} = sup{ ¢l du} = sup{c/ s du} = c-sup{ s du} = c-sup{/ tdu}y = c/ fdp.
E seS JE ses JE € ses JEC ses JE € teT JE E

(d): Necht s = Zle aix 4, je jednoduchd méfitelnd funkce, 0 < s < f. Pak

k k
/Es d,u:Zaiu(AiﬁE) :ZOM(AZ-QE) =0.

i=1 i=1

1 du=o.

(e): Necht s = Zle aix 4, je jednoduchd meétitelna funkce, 0 < s < f. Pak

A tedy i

A tedy i

(f): Necht s = Zle aix 4, je jednoduchd meétitelna funkce, 0 < s < fxg. Pak xps = s a tedy

/sd,u:/sXEd,u:/sdu.
X X E
| rxedu= [ pwdu= [ fan
X E E

(g9): Méme f* = e*18(f(*)) kde f je méFitelnd, logy a e¥ jsou spojité a tedy dle véty o méfitelnosti
slozeného zobrazeni je i f® méfitelnd. Pak za vyuzit{ bodu (a) a (b)

/fadHZ/ faduz/ dp=c"u{zr e X; flz)>c}.
X {zeX; f(x)=c} {zeX; f(x)2c}

(h): Pro k € N oznac¢me Nj, = {f > k} pak N C Nj. Pak podle bodu (g) mame

Tedy

1 00
u(N)Su(Nk)Sk/ fdp =250
X<

a tedy u(N) =0. O



Véta 2.2 (Linearita integrdlu pro jednoduché funkce). Necht (X, A, u) je prostor s mirou a s,t :
X — [0, 00] jsou jednoduché méritelné funkce. Potom plati

/(s+t) du—/ sdu—i—/td,u.
X b's X

2.2 Leviho a Lebesgueova véta

Véta 2.3 (Leviho véta). Necht (X, A, p) je prostor s mirou a fi : X — [0, 00| jsou méritelné funkce

a fr /f. Pak f je méritelnd a
/fd,u: lim/fk du.
X k—o0 X

Dukaz. Funkce f je méfitelnd, jelikoz se jednd o limitu méfitelnych funkei. Jelikoz { f. } je neklesajici
posloupnost, pak i fX frdp je neklesajici posloupnost, tedy Jlimg oo fX frdp = a € [0, 00].
Vime, ze fr < f a z véty o limité a uspofadani tedy plati

/kadué/xfdu = aS/deu.

Necht s(x) = Z?Zl ajxa; je jednoduchd métitelnd funkee, kde A; jsou disjunktni a 0 < s < f. Déle
necht ¢ € (0,1). Ozna¢me Ey = {z € X; fr(x) > c-s(x)}. Pak Ex C Eky1, protoze fr < fri1-
Dokazeme, ze

o

Necht z € X, pak f(z) > ¢ s(z), protoze ¢ € (0,1). Z definice limity také méme, ze Jky € N :
Jro(x) > ¢ s(x) a tedy x € Ey,. Z toho plyne X C ;2 Ej, opacnd inkluze je trividlni.
Necht j € N, pak 4; N E;, / A; N X = A a tedy podle véty o spojitosti miry také plati

o0

k
u(Aj N Br) == pu(4))

Nyni

a>/fkdu>/ fkd,u>/ csdu—cZa],uA NEy) — Za],u / du.
X

aZ/sd,u
X

a > sup{/ s du; s jednoduchd métitelnd, 0 < s < f} = / fdu
X X

Nyni pro limitni pfechod ¢ — 1~ plati

A z definice suprema plati

Dohromady z obou nerovnosti

a = lim fkdu:/ fdu
k—o0 X X



Véta 2.4 (Leviho véta pro tady). Necht (X, A, p) je prostor s mirou a fr : X — [0,00] jsou

meéritelné funkce. Pak plati
/ (> 1) dMZZ/ fr dp.
X k=1 k=1"7X

Diikaz. Dokdzeme linearitu integralu pro méfitelné funkce. Necht f, g : X — [0, 00] jsou méfitelné

funkce. Pak ds; 7 f a tx g jednoduché méfitelné funkce. Pak ziejmé sj + tx koo, f+g. Pro
Vk € N dle véty o linearité integralu pro jednoduché funkce plati

/(sk—i-tk) du:/ skdu—i-/tkdu
X X X

Pomoci Leviho véty pak snadno ukazeme

/ (f+g) du —/ lim (sg+tg) du = lim / (sg+tx) dp = lim / sk dp+ lim / tr dp —/ fd,u—i—/ g dj.
X X k—o0 k—oo X k—o0 X k—o0 X X X
Indukci pak dokazeme
/ kadMZZ/ Jr dp
X k=1 k=17%

Ziejmeé plati

Sl )

k=1 k=1

Opét dle Leviho véty

/Xifkdﬂznli_{go/xkzn;fkdu— lim Z/ fedp = Z/ Frdy.

O

Véta 2.5 (Fatouvo lemma). Necht (X, A, u) je prostor s mirou a fi : X — [0,00] jsou méritelné
funkce. Pak plati

/ (liminf f;) dp < lim inf/ fr dp.
X k—00 k—o00 X

Dikaz. Oznaéme gi(x) = inf{ fr(x), frr1(z), ...}, pak gx jsou méfitelné funkce a navic g iminfy_, oo fx(x).
Podle Leviho véty tedy plati

lim gk(:c)du:/ liminf f(z)dp
k—o0 X X k—o0

Ziejmeé plati gi(z) < fi(x) a tedy i [y gr du < [y fr dp. Z toho dostédvame

/ hmmff( )dp = lim / gk(a:)d,u:liminf/ gk(m)dugliminf/ fr(z)dp
X k—oo Jx k—oo Jx k—oo Jx

k—oco
Poznamka. Pro f; = kX[o,%](x) plati

k—o0

1 1 1
/ lim fi(x) do = / liminf fy(z) de =0< 1= hm fi(@) do = hmlnf/ fr(z
0 k—o00 0 0

a tedy ve Fatouové lemmatu muze skuteéné nastat ostra nerovnost.
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2.3 Linearita integralu

Definice 2.2 (Lebesgueovsky integrovatelné funkce). Necht (X, A, i) je prostor s mirou a E € A.
Ozna¢me L'(X, ;) mnozinu vech méfitelnych funkef f : X — [—o0,00] pro néz [y|f|dp < co. Pro
funkce z L' (X, i) definujeme (abstraktni) Lebesgueiiv integral jako

/Efduszf+du—/Efdu

Tyto funkce nazyvame Lebesgueovsky integrovatelné funkce.

Poznamka. 7 definice trividlné plyne, ze je-li f Lebesgueovsky integrovatelnd, je i |f| Lebesgu-
eovsky integrovatelna. Tedy Lebesgueuv integral je absolutné konvergentni. Tuto vlastnost nema
Newtonuv integral.

Véta 2.6 (Integral a absolutni hodnota). Necht (X, A, u) je prostor s mirou a f € L*(X, u). Pak

[ sl < [ 1n1an
ol ol s e

Véta 2.7 (Linearita integralu). Necht (X, A, 1) je prostor s mirou, o, 3 € R a f,g € LY(X, ). Pak
af +Bge LNX,p) a

Dukaz.

O]

/X<af+ﬁg> dMZa/dequﬁ/ngu.

Diikaz. Pro f >0 a a >0 jiz vime [y af du=a [y f du. Pak pro f € L'(X, 1) méme

Joardn= [ art—arau= [ artau= [ ordu=a([ rrau= [ a0 =a [ rau

Pro f,g: X — [0, 00] méfitelné vime z dukazu Leviho véty pro tady, ze plati

/Xf+gdu=/deu+/ngu.

Oznatme h = f+g,pak h" —h™ = ft — f~+ g7 —¢g  tedy ht + f7g- =h™ + fT 4+ ¢gT, kde na
obou strandch mame nezaporné funkce. Tedy podle linearity pro nezaporné funkce

/h+du+/f‘du%—/g‘duz/h_du+/f+du+/g+du.
X b's b's X X b's

kde jsou vSechno konecnd ¢fsla, protoze f,g € L'(X, p) a tedy [ h™ du < [|f|+|g| du (Obdobné

pro h™).
/lﬁal,u—/h_al,u:/f'kd,u—/f_al,u—i-/gfLal,U—/Q_duu
X X X X X X
/hduZ/f+gdu=/fdu+/gdu
X X X X
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Véta 2.8 (Lebesgueova véta). Necht (X, A, u) je prostor s mirou, fr : X — [—00, 00] jsou méritelné
funkce a f = limg_ o0 fr. Necht ddle existuje g € L*(X, ) tak, Ze |fr(x)| < g(z) pro viechna k € N
ax € X. Potom

lim/|fk—f|du:0 a /fdu:lim/fkdu.
k—o00 X X k—o00 X

Diikaz. Vime, Ze f je méfitelnd a déle provedeme odhad |fy — f| < |fx| + |f] < g + g. Zavedeme
pomocné funkce gi(z) = 2¢g(z) — |fe(z) — f(x)] > 0. Snadno limg_,o gx(z) = 2¢(z). Z Fatouva
lemmatu

/ di,u:/ lim g d,u:/ liminf g dp < liminf/ Jk du:hminf(/ 2gd,u—/ |fk—f]d,u) =
X Xk~>oo X k—o0 k—oo X k—oo X X

:/ 29du+liminf<—/|fk—f] d,u) :/ diu—hmsup/|fk—f| du
X k—o0 X
Tedy
timsup [ |7~ f] du <0
X

k—o0

Také ale musi platit obrdcend nerovnost, protoze |fy — f| > 0 pro Vk € N. Z toho dostdvame

timsup [ (o= flau=0 = Jim [ |5~ fldu=0

protozZe se jednd o nezdpornou posloupnost. Nyni

[ f=ran] < [ 1= pian =0

a tedy
/fk—fdulﬁ—oo>0:> lim/fkdyz/fdu.
X k—oo Jx X

2.4 Rovnost skoro vSude a upravena definice méritelnosti

Definice 2.3 (Rovnost skoro viude). Necht (X,.A,u) je prostor s mirou, E € A. Rekneme, Ze
vlastnost V' plati skoro vSude na E, jestlize existuje N € A tak, ze p(IN) = 0 a vlastnost V' plati
E\ N.

Rekneme, ze funkce f, g : X — R jsou ekvivalentni a znacime f ~ g, jestlize f = g skoro véude na
X, tedy p({f # g}) = 0.

Definice 2.4 (Novd definice méfitelnosti). Necht (X, A, u) je prostor s mirou a f : E — R pro
E € A. Rekneme, ze f je méFitelnd na X, jeslize u(X \ E) = 0 a f~1(V) N E je méfitelnd pro
kazdou V' C R otevienou.

Poznamka. Souvislosti nové a staré definice

(a) Definujeme-li

(2) = {(J)‘(:U) prox € B
prox € X\ E,

tak f = f skoro vsude a f je méfitelnd podle staré definice.
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(b) Stale plati, Ze limita métitelnych funkei je méritelnd (nebot spocetné sjednoceni nulovych mnozin
je nulovd mnozina).

(¢) Snadno lze ukazat, ze Leviho a Lebesgueova véta plati, i pokud limy_, fx(z) = f(x) skoro
vsude.

Véta 2.9 (Lebesgueova véta pro fady). Necht (X, A, u) je prostor s mirou a fr : X — [—00,00]
jsou méritelné funkce a necht Y ;2 [ |fi| < 0o du. Potom f(x) = 3074 fu(z) kom;erguge absolutn

pro skoro vsechna x € X a
[rau=[ (S n)ya=3 [ fdn
X X k=1 k=1"%

Dikaz. Funkce g(xz) = Y 72| fr(2)| je méfitelnd, jelikoz se jednd o limitu posloupnosti ¢dstecnych
souctu, kterd je méritelna. Navic je to posloupnost nezaporna a neklesajici. Z Leviho véty pro fady

/nglt:/Xifkldu:i/XUk djt < oo

Tedy g(x) € L*(X, ). Navic plati, Ze g < oo skoro v8ude a tedy pro skoro viechna z € X plati

Z] fr(x)| konverguje = Z fr(z) konverguje.
k=1

Pro castécné soucty f = > 77, fr plati

D RIS RIS Ifl=g
k=1 k=1 k=1

a tedy jsme nasli integrovatelnou majorantu pro aplikaci Lebesgueovy véty. Tedy

(SRS ENTY BRSNS 8

2.5 Integral zavisly na parametru

Véta 2.10 (O spojité zdvislosti integralu na parametru). Nechf T je metricky prostor, ag € T a
necht f: X x T — R. Necht ddle plati

(i) Pro vsechna o € T je funkce x — f(x,a) méritelnd,
(i) Pro vsechna x € X je funkce o — f(x, ) spojitd v oy,
(iii) Ewistuje g € LY(X, ) tak, ze |f(z,a)| < g(z) pro vsechnax € X aa €T.

Potom F(« fX z, ) du(z), a € T je spojitd v ay.
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Diikaz. Podle Heineho véty pro metrické prostory staci dokazat nasledujici

Necht {ax} je posloupnost v T, oy Lini NN F(ag) LmiN F(ap).

Vezméme tedy {ay} posloupnost v T, ap — «ap a oznaéme fi(x) = f(z, o), pak fi(x) je métitelna
podle bodu (3). Dale podle bodu (#i) Jg € L' (X, u) tak, ze |fr(z)] < g(z) pro véechna z € X a
k € N. Pro pevné x € X plati podle bodu (%i) a Heineovy véty

Podle Lebesgueovy véty tedy plati

Floo) = [ f(e.00) dute) = [ Jim fi(o) du(e) = fim [ fula) duta) = lim Flan).
X X K00 k—oo Jx k—o0
F' je tedy spojita v ay. O
Véta 2.11 (O derivaci podle parametru). Necht I C R je otevieny interval a f : X x I — R. Necht
ddle plati
(i) Pro vsechna o € I je funkce x — f(x,a) méritelnd,

(ii) Pro vsechna x € X a « € I existuje vlastni W;

(iii) Erzistuje g € LY(X, ) tak, Ze |8f z.0)

| < g(x) pro vSechnaz € X aa €1,
() Existuje o tak, Ze F(ag) = [y f(z,20) du(z) € R (je konecny).

Potom F(« fX z, ) du(z) € R pro vSechna o € 1, existuje derivace této funkce a plati

of (x, @)
o) — [ 2\ Q) '
Fla) = [ 210D gy
Drikaz. Necht o € I. Pak

|f (2, ) |<|f (2, a0)|[+|f(z, @) = f(x; a0)]

Jelikoz o +— f(z, &) mé vlastni derivaci na [o, o) nebo [ap, o] S vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté 3¢ € (a, ag) nebo (g, @), ze

[f(z, a0) + [f(z, @) = f(z,a0)| = |f(z,a0)| + (@ —ao)| < |f(z,a0)| + g(2)|a — aql.

of(x,§)
Oa

Méame f(z,q0) € L' (X, ) z bodu (iv) a g(z)|a — ag| € LY (X, u) z bodu (4i3) a tedy f(z,a) €

L' (X, i) neboli F(a) € R.

Abychom ukézali, ze derivace F' mé skutecné tvar jako ve znéni véty, staci dokdzat, ze plati (opét

s pomoci Heineovy véty)

Necht {ag} je posloupnost v I, oy # a, ag L NN

F(Ozk) — F(Oé) k—oo / af(l', a) d
().
X

ap — Q@ Oa

Vezméme tedy {ay} posloupnost v I, o # o, ap — «. Oznaéme f = W Podle bodu
(i) jsou fi méfitelné a navic dle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté 3¢ € («, ) nebo (ag, @), ze

[z, ar) - f(:v,a)’ _ ‘ 1 0f(x,¢)

ap — ap —a O

fel@)| = (@, — )| < g(a)
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Podle Lebesgueovy véty pak plati

lim F(ak) f z,ar) — f(z,a) d(x) _/
X

k—o0 ap — k—>oo ap — o

B of(z, )
_/X&y du(z).

lim f(mvak) — f(li’a) d

k—oo ap —

(@) =

3 Vicerozmérna integrace

3.1 Fubiniova véta v R"

Definice 3.1 (Rez funkce). Nechf X a Y jsou mnoziny a f je funkce na X x Y. Definujme pro
x € X funkci f, : y — f(x,y), y € Y, aproy €Y definujeme funkci f¥:z — f(z,y), z € X.

Véta 3.1 (Fubiniova véta v R™). Necht f € LY(RPT9). Potom pro L, skoro vsechna x € RP existuje

o) = | fodlq= | f(z,y) dLq(y)
R4 R4

a pro Ly skoro vsechna y € R? existuje

_ /R i, /R fay) dLyfa)
/Rmf dﬁp+q=/Rpsodﬁp=/Rq¢dﬁq-

Idea Dukazu: Dokézeme pro xg(z), pak jednoduchou s(x), pak obecnou meéfitelnou f(x).
Dtkaz pro e : pro xaxg je ziejmé, plati-li pro E; a Ej, jsou disjunktni, pak plati i pro XU, Er- K
tomu je potfeba vybudovat nésledujici pojem:

a plati

3.2 Dynkinovy systémy

Definice 3.2 (Dynkintiv systém). Nechf Z je mnozina a D C exp(Z). Rekneme, ze D je Dynkintiv
systém, jestlize

(i) ZeD

(i) DeD=Z\DeD

o0
(iii) D; € D, j € N, po dvou disjunktni = .Ul D; eD.
J:
Poznamka. Plati nasledujici

(a) Kazda o-algebra je Dynkinuv systém.

(b) Necht D je Dynkinuv systém, A,B€ D a B C A, pak A\ B € D.
A\B = Z\(BU(Z\A)). Protoze Z\ A kvuli B C A rozhodné neobsahuje B, jsou s B disjunktni
a tedy podle vlastnosti iii) plati BU (X \ A) € D. Pak podle vlastnosti ii) lezi tento rozdil v D.
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Véta 3.2 (Vztah o-algebry a Dynkinova systému). Necht D je Dynkiniv systém. Potom D je
o-algebra < systém D je uzavieny na tvorend pruniki (tedy E,D € D= END € D).

Dikaz. (=): Kazd4 o-algebra je Dynkinuv systém a o-algebra je uzaviena na pruniky.

(«<): Necht A,B € D. Pak A\ B= A\ (ANB) a AN B C A. Podle predchoz{ pozndmky tedy
——

€D
plati A\ B € D. Déle AUB = (A\ B) U B € D. Pro ovéfeni posledni vlastnosti o-algebry méjme
AjeDaAj=A1U---UAj. Dle jiz dokdzaného jsou A; € D. Pak

00

Ua=U4=U (Aj \Aj,l)

j=1 7j=1 =1 ——
€D a jsou disjunktni

Tedy Dynkinuv systém uzavieny na pruniky je o-algebrou, coz jsme chtéli. O

Poznamka. Necht Z je mnozina a S C exp(Z). Potom existuje nejmensi Dynkinuv systém obsa-
hujici S a zna¢ime ho §(S). Vzdy plati §(S) C o(S). Dukaz je obdobny jako pro nejmensi o-algebru.
Inkluze plyne z bodu (a) pfedchozi pozndmky.

Véta 3.3 (O nejmensim Dynkinové systému). Necht Z je mnoZina a S C exp(Z) obsahuje prinik
kazdych dvou mnozin z S. Pak §(S) = o(S).

Dikaz. Jiz vime, ze §(S) C o(S). Podle, predchozi véty staci dokdzat, ze §(S) je uzavieny na operaci
pruniku. Pak totiz plati 6(S) je o-algebra, coz ndm dava obracenou inkluzi.

Necht D € §(S) libovolné. Polozme Dp = {A € exp(Z); AN D € §(S)}. Ukdzeme, ze Dp je
Dynkinuv systém

(i) ZND =D € §(S), tedy Z € Dp,
(ii) Necht A € Dp, pak (Z\ A)ND =D\ (AND) €4(S), tedy (Z\ A) € Dp,
——

€6(S)

(iii) Nechf A; € Dp, po dvou disjunktni, pak (U;g lAj) ND = U2, (4,ND) € §(S), tedy
N——

disjunktni

U?il Aj € Dp.
Nyni necht E € S je pevné. Pak pro VD € S plati DNE € S C §(S) atedy D € Dg. Z toho vyplyva
inkluze S C Dg, ale podle jiz dokdzaného je Dr Dynkinuv systém a tedy dostdvame §(S) C Dg.
Shriime si, co jsme pravé dokazali
VE € S, VD € §(S) plati DN E € 6(S) neboli E € Dp.
Necht D € §(S) je nyn{ pevné. Podle vyroku vyse plati
S Cé(S) C Dp.
Nyni jsme nas vyrok jesté zesilnili, protoze ted mame

VE € 6(S), VD € 6(S) plati DN E € 4(S) neboli E € Dp.

To znamend, ze 0(S) je uzaviené na pruniky, coz je presné to, co jsme potiebovali dokazat. O
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Definice 3.3 (o-kone¢na mira). Mira p na (X,.A) se nazyvd o-koneéna, jestlize existuji Sy €
Ak € N, takové, ze u(Sx) < oo a Sk N X.

Véta 3.4 (O jednoznacnosti miry). Necht Z je mnozina a S C exp(Z) je systém uzavieny vzhledem
k priniku, S € S a Sy, /' Z. Necht uy a ps jsou miry na o(S), u1(S) = ua(S) pro kazdou S € S a
w1 (Sk) < oo pro kazdé k € N. Potom py = pg na o(S).

Diikaz. Necht S € S, Ze p1(S) = p2(S) < co. Necht Dg = {E € 0(S); t1(SNE) = u2(SNE) }.
Oveérime, ze Dg je Dynkintuv systém
(i) (SN Z) = (S) = p2(S) = p2(SN 2), tedy Z € D,
(ii) Necht E € Dg, pak pu1(SN(Z\E)) = 1 (S\(SNE)) = p1(S) =1 (SNE) = pa(S) —p2(SNE) =
p2(S\ (SN E)) = p2(SN(Z\ E)), tedy Z\ E € Dg,
(iii) Necht E; € Dg, po dvou disjunktni, pak s (S NUZ, Ej> =11 ( UjZ: (5N EJ)> =372 m(SN
disjunktni
Ej) = S5 na(S N Ey) = o (U2 (SN EBy) ) = i (SNUREL B ). tedy U3, B € Ds.
——

disjunktni
Jelikoz je S uzavieny na pruniky, pak pro VE € S plati SN E € S a tedy pui1 (SN E) = ua(SNE).
Z toho vyplyva S C Dg. Také mdme Dg C o(S).
Trividlné ale plati §(S) C Dg a dle véty 3.3 plati §(S) = o(S). Dohromady tedy Dg = o(S).
Nyni pro Vk € N plati Dg, = o(S), tedy VE € o(S) plati

ul(Sk N E) = ug(Sk N E) aSi.NE NE.
Ze spojitosti miry tedy dostdvame ui(E) = pa(E).
[

Dausledek 3.1. Ezistuje pravé jedna mira na B(R™), kterd je invariantnd vici posunuti a p([0, 1]™) =
1.
3.3 Soucin mér a Fubiniova véta

Definice 3.4 (Obdélnik, soucin g-algeber). Necht (X,S) a (Y, T) jsou méFitelné prostory. Rekneme,
ze M C X XY je obdélnik, jestlize existuji A C X a B C Y tak, z2e M = A x B. Pokud A € §
a B € T, tak M nazveme métitelnym obdélnikem. Definujme S x T jako nejmensi o-algebru
obsahujici kazdy méfitelny obdélnik.
Definice 3.5 (Rezy). Necht E C X xY, 2z € X ay € Y. Potom definujeme fezy

Er={yeV; [z,y]c E}aEY ={x € X; [z,y] € E}.
Véta 3.5 (O méritelnosti fezi). Necht (X,S) a (Y,T) jsou mérFitelné prostory. Necht E € S x T,
reXayeY. PakE, €T a EY€S.

Dikaz. Oznaéme A = {E € S xT; Va € X plati E, € T}. Dokdzeme, ze A je o-algebra a obsahuje
meéritelné obdélniky.
Necht E=Ax B, A€ S, BeT, pak

B B proxeA
10 proxzg¢ A

tedy EF € A a A obsahuje méfitelné obdélniky. Nyni, ze A je o-algebra

17



i) (X xY),=YeT, tedy X xY € A

(i) Necht F € A, pak
((XxY)\E)x:Y\\E’zJGT.
€T
Tedy (X xY)\ E € A.

(iii) Necht EcA, po dvou disjunktni, pak

(HEk): U@, eT

k=11
Nyni méme S x T C A C S x T atedy Vx € X plati E, € T. Obdobné pro EY. O

Pozndmka. Plati B x B! = B2, ale pro ziplnéni neplati B} x B} = B3. Plat{ viak ziplnéni(B} x
B}) = B3.

Véta 3.6 (O méritelnosti miry fezu). Necht (X,S), (Y,T) jsou méritelné prostory Necht p je o-
koneénd mira na (X,S), v je o-koneénd mira na (Y,T) a E € S x T. Potom z — v(E;), © € X,
je méritelnd funkce na (X,8) ay+— w(EY), y €Y, je méritelnd funkce na (Y, T).

Dikaz. Pro E € SXT oznac¢me sg(z) = v(Ey), chceme ukazat, ze sg(z) je métitelna funkce. Nejprve
predpokladejme, ze v(Y) < co. Oznaéme D = {FE € § X T; sg(z) je méfitelnd}. Dokdzeme, ze D
je Dynkinuv systém a obsahuje méfitelné obdélniky.

Vezméme mnozinu A X B, kde A€ S, B € T. Pak

v(B) proxe€ A
saxp(@) = 0 prox ¢ A

tedy saxp(x) = v(B)xa(x), coz je méfitelnd funkce. Tedy A x B € D.
Nyni ovéfime, ze D je Dynkinuv systém

(i) sxxy(z) =v(Y),x € X, coz je konstantni funkce a tedy meéfitelnd funkce. Tj. X xY € D.

(ii) Necht F € D, pak

Soxy©\E(@) =v(Y \ Ep) = v(Y) —v(E;) = v(Y) — sp(x),
coz je opét méritelnd funkce, tedy (X x Y)\ E € D.

(iii) Necht Ej € D, po dvou disjunktni, pak

[e.9]

sweo@) = (U B:) = Y v((Be) = Y s, (@)
k=1 k

k=1 =1
coz je limita ¢astecnych souctu méfitelnych funkei, tj. opét méfitelnd a tedy (Jp—, Ex € D.
Nyni podle véty 3.3

S x T = o(méf. obdélniky) = d(méi. obdélniky) C D C S x T.

18



Cimz jsme dokdzali, ze funkce = — v(E,) je S-méfitelnd za predpokladu v(Y) < co. Nechf tedy
v(Y') = co. Nyni ze o-konecnosti necht Y, C Y, Yy, C Yj41, pro které plati v(Yy) < oo, Upe; Vi =Y.
Oznatme vi(B) =v(BNYy), B € T. Pro v tvrzeni plati, protoze

ve(Y)=v(Y NY) =v(Yy) < o0
Tedy 5%(:@ = v(FE; NY}) je méritelnd. Necht nyni E € S x T je pevné, pak E, NYy 7 E,, tedy

sp(r) = v(E,) = lim v(E, NY;) = lim sh(z).

k—o0 k—o0
a limita méritelnych funkci je métitelna. O

Véta 3.7 (Existence a jednoznacnost soucinové miry). Necht (X,S,p), (Y, T,v) jsou méritelné
prostory se o-konecénou mirou. Potom existuje prdavé jedna mira p X v na S X T takovd, Ze

(L xv)(Ax B)=pu(A) -v(B) pro kazdou A€ S a BET.
Je-li Q € S x T, pak

(x Q) = [

X

v(Qu) du(z) = /Y QY di(y).

Dikaz. Podle predchozi véty vime, ze funkce x — v(Q,) je méfitelnd a tedy ji mé smysl integrovat.
Definujme

(@) = [ #(@) dunla). pro Qe S T.

Radi bychom ukéazali, ze II; je mira a ze je o-koneénd. Potom bychom mohli pouzit vétu 3.4.
Jednoduse odvodime IT; (f) = 0 a tedy II; neni identicky rovna oo. Necht Qr € S x T, po dvou
disjunktni, pak pomoci Leviho véty pro fady

nl(ng) - /. (@) dute) = /. (3@ dute) =

k=1 k=1
(o]

= | (@u)e du(x) = 3T (Qx)
k=1 k=1

X

II; je tedy mira.
Déle pro méftitelny obdélnik plati

Hl(AxB):/

V(A % B)y) du(x) = / xA(@)w(B) du(x) = v(B) / xa(@) du(z) = v(B) - u(A).
X X X

Ze o-konetnosti mér u, v vime, ze 3X, /X, Y /Y @ pu(Xg) < oo, v(Yy) < co. Pak
Xy XYk/‘X XY&H(Xk XYk) :,u(Xk)‘V(Yk) < 00

a tedy II; je o-kone¢nd mira.
Obdobné dokézeme vse pro

(@) = [ M@ dvly). pro Qe S xT.

Jelikoz mnozina méfitelnych obdélniki je uzaviena na pruniky, mame dle véty 3.4, ze II; = Ils na
SxT. O
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Poznamka. Pozor, neplati £, , = £, x L. Piesnéji L4, je zuplnéni miry £, x L.

Véta 3.8 (Méfitelnost fezu funkce). Nechf f je S x T-méritelnd na X x Y. Potom pro kazdé v € X
je fo T-méritelnd a pro kaZdé y € Y je f, S-méritelnd.

Diikaz. Necht € X pevné a U C R pevna oteviena. Chceme dle definice méfitelnosti ukézat, ze
ukazat, ze f;1(U) € T. Vime, ze f je métitelnd a tedy

U e S x T ={[z,y] € X xY; f(x,y) € U}.
Ukazeme, ze f, 1(U) = (f~1(U))s.
U ={yeY; f(z,y) = fuly) €U}

(fTHO))e={y €Y f(zy) = faly) €U
Podle véty 3.5 plati
fleSxT = (FHU). €T.

Tedy f,1(U) € T, coz znamena, ze f, je méfitelna. O

Véta 3.9 (Fubiniova véta). Necht (X, S, u) a (Y, T,v) jsou méritelné prostory se o-konecnou mirou.
Necht f je S x T-méritelnd funkce na X x Y.

(a) Je-li 0 < f < o0, p(x) = [y fodv, x € X at(y) = [y [Y du, y €Y, pak ¢ je S-méritelnd a

Y je T-méritelnd a platz
/ fd(MXV)—/sodu—/de- (1)
XxY X Y

(b) Je-li o*(x) = [y |fo| dv a [y ¢* dp < oo, potom f € L'(pxv). Obdobné pro ¢*(y) = [y |f¥| dp.

(c) Necht f € Ll(u X v). Pak ¢ je definovand pro p skoro viechna x, v je definovand pro v skoro
vechna y a plati (1).

Diikaz. Dokézeme vétu pro f, a .
(a): Dle véty 3.8 vime, ze funkce f, je méfitelnd a tedy [, f, dv ma smysl.
Nechf A € S x T, pro f = xa dle véty 3.7 plati

/X><YXA d(Mxv)Z(qu)(A)Z/XV(Ax) d,MZ/X/YXA dlet:/Xsox dp.

Pro f charakteristickou funkci mnoziny tedy véta plati.
Necht A; € S x T, po dvou disjunktni, pro f = s(z,y) = >,_; cixa,(z,y), o > 0, pak tedy plati

/Xxy s(oy) dlpxv) = /XxYZ%XA z,y) d(i xv) Zm/x dlp xv) =

><Y

—Z%/ 2) dp = /Zal 2) dp = // (z,y) dvdp = / s(z) du.

Véta tedy plati pro f jednoduchou.
Pro f obecnou métitelnou ds; jednoduché, ze s 7 f. Vime z Leviho véty

lim spd(p xv)= / fdpxv).
k—oo Jxxy XxY
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Jelikoz s < sg41, muzeme opét pouzit Leviho vétu

lim ¢, = lim /(sk)z dv :/ lim (sg), dv :/ fo dv =¢.
k—o0 k—o0 Y Yk—)oo Y

Z nerovnosti s < spy1 také vyplyva o5, <@g, a tedy potieti Levi

/ fd(pxv)= lim spd(p xv) = lim/tpsk d(p x v) =
XXY k—oo Jxxy k—oo Jx

=/ lim ¢, d(uXV)Z/ © dp.
X k—o00 X
Obdobné pro f¥ a .

(b): Pouzijeme (a) na funkci |f|
[t = [ o) du<oe.
XxY X

To znamend, ze f € L' (u x v). Podobné pro ¢*(y) = [y |f¥| du.
(c): Méme f = fT — f~, pak ¢ odpovidd f* a ¢~ odpovidd f~. Pak (a) plati pro (f* a ¢™) a

(f~ ap). Pak
/<p+d,u:/ fHduxv) <o
X XxY

A tedy ¢ < oo, analogicky ¢~ < co. A tedy i ¢ = ot — ¢~ < oo skoro v§ude. Odeéteme od sebe
rovnost (1) pro f* a f~ a dostaneme (1) pro . Obdobné pro . O

Véta 3.10 (O soucinu Borelovskych mnozin v R™). Necht p,q € N, pak
BPY =B x B C BY x BY ¢ By
a BYYY je ziplnénim (RP x RY, BY x B, L, x Ly).

Poznamka. 7 predchozi véty plyne, ze L4, je ziplnénim £, x L,.

3.4 Véta o substituci

Tvrzeni. Necht M je n x n matice. Potom existuji ortonormalni matice A, B a diagondlni matice
C, tak, ze M = ACB.

Dusledek 3.2. Necht M je n x n requldrni matice a méjme linedrni zobrazeni ¢(x) = Mx. Pak
pro kaZdou otevienou mnozinu O plat?

Ln(¢(0)) = |det M|L,(0).

Definice 3.6 (Jacobiho matice). Necht V C R" je oteviensd mnozina a f : V — R” je C! zobrazeni.
Definujme Jakobiho matici zobrazeni f jako

%(w) %%(:c)
Df(z) = axl:(av:) %(m)
%(m) %(az)

a Jakobidn tohoto zobrazeni jako J¢(x) = det Ds(x)
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Definice 3.7 (Difeomorfismus). Necht V C R" je oteviend mnozina a f : V — R” je C! zobrazeni.
Rekneme, ze f je difeomorfismus, je-li toto zobrazeni prosté a regularni, tedy Jy(x) # 0 pro
v8echna x € V.

Véta 3.11 (Véta o substituci). Necht V C R™ je oteviend mnoZina a f : V — R™ je difeomorfismus.
Necht M C f(V) je méritelnd a g : M — R je méritelnd funkce, pak

/gcwn:/ (g0 F)T}| dLn,
M F=H(M)

pokud ma alespori jedna strana smysl.

Poznamka. Pro feSeni dloh vicerozmérné integrace pomoci véty o substituci jsou Casto uzitecné
nasledujici substituce

Polarni soufadnice Polozme 2 = rcosa, y = rsina, kde r € (0,00), a € (0,27). Tedy
mame
f:R? 5 R% (r,a) — (rcosa,rsina).

Pak f € CL.
f je prosté, protoze pokud ri cos a1 = 19 cos ao, T18in @ = 79 8in (g, pak

2 2 2 2

r2(cos? ay +sin o) = 3 (cos? ag + sin’ ap) = 1 =73 = | = 19,

Déle jelikoz « € (0, 2m)
COS (] = COS (2

. . = ] = Q9.
sin o = sin ay

f je na, protoze r = \/x2 + y2, a = arcsin \/ngy? (pro vypocet thlu je potieba zohlednit v
jakém kvadrantu bod lezi).

Jakobian je roven

cosa —rsina
sina  rcosa

= =7r>0.

Vialcové souradnice Polozme x = rcosa, y =rsina, z=h,kder >0, a € (0,27), h € R.
Tedy mame
R =R’ (r,a,h)— (rcosa,rsina, h).
R? — R? h ina, h
Pak f € CL.
f je prosté, odvozeni obdobné jako v predchozim piipadé.
f je na, protoze r = \/x2 + y2 + 22, a = arcsin \/%, h = z (pro vypocet thlu je potfeba
z2+y
zohlednit v jakém kvadrantu bod lezi).
Jakobian je roven

cosa —rsina 0
Jy=|sina rcosa 0] =17>0.
0 0 1

Sférické souiadnice Polozme x = rcostycosy, y = rcosysinp, z = rsiny, kde r €
(0,00), ¥ € (—=5,5), ¢ € (0,2m). Tedy mame

fiR3 = R3, (r,1h, @) — (rcostcos g, costsing, rsing).
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Pak f € C'.
f je prosté, odvozeni je opét podobné jako u polarnich soufadnic (umocnéni vSech rovnic na
druhou a secteni dd r; = r9 a ddle je postup piimocary).

f je na, protoze r = /2% 4 y? + 22, ¢ = arcsin ——==~—, ¢ = arctan ¥ (pro vypocet thlu
T +y2+Z2 xT

je potieba zohlednit v jakém kvadrantu bod lezi).
Jakobian je roven

coscosp —rsingcosyp —rcosysing

Jp =|cosysing —rsiniysing rcosiycosp =r2cost) # 0.
sin vy 7 CcOS Y 0
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4 Ruzné konvergence, rozklad mér a distribuéni funkce

4.1 Prostory L” a rtzné druhy konvergence

Definice 4.1 (prostor LP). Necht (X,.A, u) je prostor s mirou a 1 < p < co. Definujeme prostor
LP jako
LP(X, 1) = {f : X = Bs [[fll0 < o0},

1fllze = ( [ du>p-

Definice 4.2 (Esencidln{ supremum a prostor L>). Necht g : X — [0, 00] je méfitelnd. Esencialni
supremum g definujeme jako

kde

esssupg = inf{a; p({g > a}) =0}
Prostor L*°(X, i) definujeme jako

L¥(X,p) ={f : X = R; |[f]lLe = esssup|f|< oo}.

Poznamka. 7Z dikazu uplnosti LP prostoru v analyze plyne, ze pokud fi L, fi1<p< oo, pak
existuje podposloupnost fi; takova, ze fi,(z) — f(z) pro skoro viechna x € X.

Definice 4.3 (Konvergence podle miry). Necht (X,.A,u) je prostor s mirou a f, fr : X — R.
Rekneme, ze fi konverguji podle miry p k f, znaéime fi = f, jestlize pro kazdé & > 0 plati

lim p({z € X; [fulz) — f@)] > 5}) = 0.

k—o0
Véta 4.1 (Vztah konvergence v LP a konvergence v mite). Necht (X, A, ) je prostor s mirou a
fife:X >R Nechl 1 <p<ocoafy s f. Pak fr % f.

Diikaz. Necht § > 0, podle Cebysevovi nerovnosti plati

il € X: 1fula) = @) 2 ) < 55 [ 15u@) = F@) du= g5ll5 = I =50
A tedy i
n{z € X5 | fule) — f2)] > 8}) 22 0.
OJ

Véta 4.2 (Vztah konvergence s.v. a konvergence v mite). Necht (X, A, u) je prostor s mirou,
f[ife: X =R apX) < oo.

(a) Necht f, — f p-s.v., pak fr & f.
(b) Necht fy £ [ pak existuje vybrand podposloupnost fy;, kterd konverguje k f p-s.v.
Diikaz. (a) Vime, ze IN € A, u(N) = 0 takovd, ze fr(z) — f(x), pro Vz € X \ N. Necht § > 0.

Oznacme

Ay, ={z e X; |fu(x) — f(z)| <0, VkE > n}.

Ztejmé plati A,, C Ay,41, protoze pozadujeme ¢im dél tim méné.
Necht x € X \ N, pak z konvergence p-s.v. dostdvame In € N,Vk > n plati |fi(z) — f(x)] < 6 tj.

24



€ A, Tedy X\ N C U2 Ay, neboli A, /Y, kde X\ N CY.
Jelikoz ale zaroven Y C X, pak nutné u(Y) = pu(X) < oco. Nyni z véty spojitosti miry Ve > 0,3ng €
N, ze
1(Ang) > p(Y) — ¢
Vyuzijeme pu(Y) = p(X) < oo a nerovnost upravime

M(X) - :U’(Ano) = N(X \ Ano) <Eé.
Tedy Ve > 0,3ng € N, Ze pro Vk > ng plati

p{r € X5 [fu(z) = f(@)] 2 0}) < (X \ Apy) <e.

7 definice tedy plati
k—o0
p({z € X; [fu(x) = f(2)] > 6}) = 0.

(b) Z konvergence v mife pro Vj € N,3k; € N, ze

1 1
pl € X (i ()~ f@)] = ) < o

Oznacme 1

Ay = {r € X: |fiy@) — 1) = o).
Pak plati pu(A4;) < 2% Polozme

A= ( U Aj)
n=1 j=n
Pak pro Vn € N plati
A <p(J A4) <304 <305 =50
j=n j=n j=n

A tedy nutné u(A) = 0.

Dale plati
X\A:X\(ﬂ (UAJ-)): U (ﬂX\Aj).
\

n=1 j=n

n
Pokud tedy x € X'\ A, pak In € N, ze z € (;2,,(X \ 4;) a tedy Vj > n plati z € X \ A4;.
Tedy pro x € X \ A,3In € N,Vj > n plati

iy (&) — F(@)] <

a jelikoz p(A) = 0, pak to pfesné znamend

Fiy 2225 () p— s

O]

Poznamka. Abychom mohli doplnit vztahy mezi ndmi znamymi druhy konvergenci, uvedeme par
protipiikladu, které nékteré implikace vyvraci.

e Pro tzv. klouzajici hrbol plati:(f je nulova funkce) fr = f, fu 2o, fur fi 7o [ p-s.v.

e Pro funkce fy(z) = ﬁ, x € (0,1) plati:(f je nulové funkce) fi % I e S fur fo— F sy
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4.2 Radon-Nikodymova véta

Definice 4.4 (Absolutné spojitd a singuldrni mira). Necht (X,.A) je méfitelny prostor a p, v jsou
miry na (X,.A). Rekneme, Ze v je absolutné spojita vzhledem k p, zna¢ime v << p, jestlize

pro vsechny A € A plati u(A) =0 = v(A) =0.
Rekneme, 7e v je singuldrni vzhledem k 4, znacime p L v, jestlize
existuje S € A tak, ze u(S) =0a v(X\ S5)=0.

Definice 4.5 (Znaménkovd mira). Necht (X,.A) je méfitelny prostor a p : A — [—o0, 00]. Pak p
nazveme znaménkova mira, jestlize

(i) u(®) =0
(ii) p je o-aditivni; pro Ay € A po dvou disjunktni plati p (g~ ; Ak) = D pey 1(Ag).

Véta 4.3 (Hahnuv rozklad). Necht (X, A) je méritelny prostor a p je znaménkovd mira na (X, .A).
Potom existuje tzv. Hahniv rozklad, tedy existuje P € A tak, Ze pro kaZdou A € A plati

WANP)>0apu(AN(X\P))<O0.

Véta 4.4 (Radon-Nikodymova véta). Necht (X,.A) je méritelny prostor a u,v jsou konecné miry
na (X, A). Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) v << p.
(ii) existuje f € LY(X,p), f >0 tak, ze v(A) = J4 [ du pro vsechny A € A.

Dikaz. ()= (3): Trividlni.
(i)=(ii): Polozme M = {g > 0; g méfitelnd, VA € A plati [, g du < v(A)}. Pak vime, ze

e M # (), protoze g =0, g € M.

e M je uzaviend na operaci maxima, tj. jestlize g1, go € M, pak max{gy, g2} € M. Necht A € A,
oznatme A; = {x € A; gi(x) > g2(z)}, pak

/ max{gi, go} dp = / 9 du+/ g2 dp < v(A1) +v(A\ Ay) = v(A).
A Ay A\A;

e Existuje posloupnost {gr} C M, ze

/ngdulﬁ—oomup{/xgdu; g € M}

To plyne z definice suprema.

Nynf polozme fi = max{g, ..., gk}, pak fp € M a fi, > gi, z ¢ehoz plyne

/fkdumSup{/gdu; g e M}
X X

Zéroven vime, ze fiy+1 > fi a tedy 3f = limg_,o0 fx. Z Leviho véty pak plyne
/ fdp= lim / fr duzsup{/ g du; g € M}
X k—oo X X
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Déle jelikoz VA € A plati [, fi, du < v(A), pak i

i [ fidu= [ Jim fiodp= [ fdp <o)
k—o0 A Ak%oo A

tedy f € M. Polozme A\o(A) = v(A) — [, f du, coz je nezdpornd mira. Chceme ukdzat \g = 0,
pro spor predpokladejme, ze 3e > 0, ze Ag(X) > ep(X). Mame tedy miru \g — e, kterd muze byt
potencidlné znaménkova. Nalezneme tedy jeji Hahnuv rozklad, tj. P € A, Ze pro VA € A plati

(Ao — ) (ANP) >0a (Ao —ep)(AN (X \ P)) <0.

Dokazeme, ze pu(P) > 0. Pro spor necht p(P) = 0 pak z absolutn{ spojitosti také v(P) = 0, z ¢ehoz
nutné plyne A\o(P) = 0. Pak ale z Hahnova rozkladu po dosazeni X

(Ao —ep)(P) + (Ao — ep)(X \ P) = Mo(X) —ep(X) >0

=0 <0

coz je spor, plati tedy u(P) > 0.
Vime tedy, ze VA € A plati \g(AN P) > cu(AN P)

v(A) = Ao(A)Jr/A fdp> Ao(AﬂP)Jr/A fdp> €M(A0P)+/A fdp = /A€><P du+/A fdu= /A(HEXP) dp.

Tedy f+expe M a
/ [ +exp du—/ f du+/ EXP du—/ fdp+ep(P) >/ [ dp.
X X X X —~—~  Jx
>0
Coz je ovSem spor s tim, Ze v f se nabyvalo suprema. Tedy v(A) = [, f dp. O

Véta 4.5 (Lebesgueuv rozklad). Necht (X,.A) je méritelny prostor, p je mira a v je o-koneénd
mira na (X, A). Potom ezistuje jednoznacny rozklad v = v, + vs tak, Ze v, << p avs L p.

Diikaz. Existence: Nejprve predpoklddejme, ze v(X) < co. Oznaéme M = {B € A; u(B) = 0}.
Pak z definice suprema existuji B; € M tak, zZe

v(B;) 122 sup{u(B); B € M} < .

Ozna¢me B € A takovou, ze v(B) = sup{v(E); E € M}. Pak B =J2, B; € M.
Pro libovolné A € A polozme

vs(A) =v(ANB)av,(A) =v(AN(X\ B))=v(4\ B).

Ziejmé plati v = vs + 1.
Pro B plati u(B) = 0 a také

v(X\B)=v(X\B)NB)=v(0)=0
a tedy vs L pu.
Nyni chceme ukézat, ze pokud A € M pak v,(A) = 0. Sporem necht tedy 3C € M, ze v,(C) =
v(C'\ B) > 0. Pak AU B € M, ale také

v(AUB) =v(A\ B) +v(B) > v(B).
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Coz je spor s tim, ze v B se nabyvalo suprema. Plati tedy v,(A) = 0.

Necht nyni v(X) = oo, pak v je o-konecnd mira a tedy 3X;, ze X = [J;2, X; a v(Xj) < co. Polozme
Ve = Xi \ Xi—1. Pak X = U] 1 Y;. Na kazdém prostoru Y; najdeme rozklad vk = 1/(]; + Vf. Pak pro
A € A polozme v(A) =S vF(ANYy). Pak v, = S50 vk a vy =72 V¥ je hledany rozklad.
Jednoznacnost: Necht v = v; + v, = v, + /,. Pak existuji B, B’ € A, ze

W(B) = 0,us(X \ B) = 0 a u(B) = 0,/(X \ B') =
Necht A € A, oznatme C = AN(BUB')a D = A\ (BUB'). Vime, ze
p(C) < u(B) + u(B') = 0.
Z absolutn{ spojitosti pak plati v,(C) =0, v/(C) = 0. Pak
v(C) = vs(C) + va(C) = Vi(C) + 1,(C) = vs(C) = v{(C)
ey =

Déle v4(D) = v,(D), nebot D C X\ (BUB') a plati v5(X \ B) = 0,v,(X \ B") = 0. Z toho odvodime
v(D) = vs(D) +va(D) = V(D) +v4(D) = va(D) = v, (D).
~—— ~——

=0 =0
Dohromady
va(A) = va(C) + va(D) = 14(C) + v, (D) = v,(4)
vs(A) = vs(C) + vs(D) = v, (C) + V(D) = v, (A)
Rozklad je tedy jednoznaé¢ny. O

4.3 Distribuéni funkce

Definice 4.6 (Distribuéni funkce). Rekneme, ze F : R — R je distribuéni funkce, je-li neklesajici,
zprava spojitd (tj. pro x, \, z plati F(x,) — F(z)), limy—_oo F =0 a lim,_,oo F' = 1.

Definice 4.7 (Borelovskd mira). Rekneme, Ze mira u definovand na méfitelném prostoru (R”, A)
je borelovskd, pokud B(R™) C A.

Véta 4.6 (Existence distribuéni funkce). Necht p je borelovskd pravdépodobnostni mira na B(R) a
definujeme F(x) = p((—o0, z]) pro x € R. Potom F' je distribucni funkce.

Dikaz. Postupné dokazeme vSechny definiéni vlastnosti distribuéni funkce.
Nechf z < y, pak
F(z) = p((—o00,z]) < p((—o0,y]) = F(y).
F' je tedy neklesajici.
Necht z,, je posloupnost v R takovd, ze x, \, z. Pak (—o0,z] = (o~ (—00, z,]. Tedy ze spojitosti
miry
F(z) = p((—o0,z]) = lim p((—o0,z,]) = lim F(zy).

n—oo n—oo
F je tedy zprava spojita.
Ztejme plati [ J77 | (—oo,n] = R a tedy

Jim F(n) = lim pu((—o0,n]) = u(R) = 1.

Navic F' je neklesajici a tedy existuje lim, o F'(x). Nutné tedy z Heineho véty lim, ,o F(z) = 1.
Obdobne (72, (—o0, —n]) = 0 a tedy lim, o F(z) = p(0) = 0.
]
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Véta 4.7 (Charakterizace distribuéni funkce). Necht F je distribucni funkce. Potom existuje prdvé
jedna borelovskd pravdépodobnostni mira p na B(R) tak, Ze F(x) = p((—o0,x]) pro x € R.

Dikaz. Jednoznaénost: Méjme miry pg, po spliiujici vztah ve znéni. Méjme interval (a,b] C R,
pak

p((a;b]) = pa((=00,b]) = pa((=00, al) = F(b) = F(a) = pa((=00,b]) — pa((=00, al) = p2((a, b]).

Oznaéme S = {(a, b]; a,b € R}, pak S je uzavieny na pruniky a miry p1, 2 jsou koneéné, specialné
tedy o-koneéné. Dle véty o jednoznacénosti miry tedy plati p; = pe na o(S) = B(R).
Existence: Pro x € R definujme zobrazeni
o) F(x) pokud F spojitd v x
€Tr) =
[F(z—), F(z+)] jinak.
Oznaéme S = {y € [0,1]; F~!(y) m4 vice jak jeden bod}. Pak S je nejvyse spocetnd, protoze
kazdy interval, kde je F' lokalné konstantni, obsahuje racionalni ¢islo. Sestrojime tedy zobrazeni z
téchto racionalnich bodu do piislusnych intervali a je to. Pro £ C R definujeme ¢(z) = {J,cp ¢(2).
Chceme definovat u(E) = L*(¢(E)) pro E € B(R). Nejditve ale musime ovéfit, ze ¢(F) je métitelna
mnozina.
Oznatme A = {E C R; ¢(F) € B(R)}. Chceme A ukazat, ze A je o-algebra a obsahuje intervaly.

Ziejmé pro interval I C R plati ¢(I) = I € B(R), tedy A obsahuje intervaly.
Nyni ovéfime vlastnosti o-algebry

(i) Ziejmé ¢(R) € {[0,1],(0,1),[0,1), (0,1]} C B(R). Tedy R € A.
(ii) Necht F € A, pak
o(R\ E) = (¢(R) \ ¢(I)) US1, kde S C 5.
eB(R)

Mohlo by se totiz stat, ze F jen ¢astecné lezi v néjakém intervalu lokalni konstantnosti, pak
bychom o onu konstantni hodnotu prisli. Kazdopadné to nevadi, protoze S € B(R). Dohromady

tedy R\ F € A.
(iii) Necht Ej € A, j € N, pak
[ee] [e.e]
¢(|J E) = ¢(E)) € B(R)
i1 j:lv
€B(R)

Tedy U2, Ej € A.

Mizeme tedy s klidem v dusi definovat u(E) = L1(¢(E)) pro E € B(R). Nyni dokdzeme, 7e p je
mira. Jisté pu(0) = 0 a tedy nenf identicky rovna oco. Necht E; € B(R) po dvou disjunktni, pak pro

j # k plati
¢(E;) N ¢(Ek) C S.

Tedy jsou disjunktni az na spoc¢etnou mnozinu, kterd ma ovSem nulovou Lebesgueovu miru. Pak ale
i spocetné sjednoceni takovychto mnozin mé nulovou Lebesgueovu miru. Plati tedy

o

Ej) =LY E)) =L o(E)) =D LY S(E))) =D nl(E;).
=1 j=1 j=1 J=1

1 J=

1(

o

J
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Nyni ukézeme, ze p je pravdépodobnostni a skuteéné spliuje pozadovany vztah. Jelikoz ¢(R) €
{[07 1]7 (07 1)7 [07 1)7 (07 1]}7 pla'tl’ M(R> = 1.
Ddle pro 2 € R plati ¢((—oc,2]) € {[0, F(z)], (0, F(x)), [0, F(x)), (0, F(z)]} a tedy

p((—o0,z]) = L1(p(—00,2]) = F(x).

Poznamka. Nechtf F je distribuéni funkce. Pak existuji neklesajici funkce F,, Fo, Fj, tak, Ze
F=F,+Fc+Fy

s nasledujicimi vlastnostmi. Funkce skoku lze napsat jako
o0
Fy(x) = Zan[bj,oo)'
j=1
Pro Cantorovskou ¢st plati F{,(z) = 0 pro £! s.v. z € R a pro absolutné spojitou ¢dst existuje

f e LY(R) tak, 7e )
Fy(z) = / f(v) dy.

30



