
Teorie mı́ry a integrálu 1

Sepsáno z přednášek a poznámek prof. Stanislava Hencla

1 Základńı pojmy teorie mı́ry

1.1 Množinové systémy, pojem mı́ry

Poznámka. Necht’X je libovolná množina (např́ıklad Rn), pak exp(X) znač́ı systém všech podmnožin
X.

Definice 1.1 (σ-algebra). Necht’ A ⊂ exp(X). Systém množin A se nazývá σ-algebra pokud

(i) X ∈ A

(ii) A ∈ A ⇒ X \A ∈ A

(iii) Ak ∈ A, k ∈ N ⇒
⋃∞

k=1Ak ∈ A.

Dvojici (X,A) nazýváme měřitelným prostorem.

Poznámka. Každá σ-algebra je uzavřená i na spočetné pr̊uniky, nebot’

∞⋂
k=1

Ak = X \
∞⋃
k=1

(X \Ak).

Věta 1.1 (Existence nejmenš́ı σ-algebry). Necht’ ∅ ≠ S ⊂ exp(X) je libovolný systém podmnožin.
Pak existuje nejmenš́ı σ-algebra obsahuj́ıćı S a znač́ıme j́ı σ(S).

D̊ukaz. Označme T = {A; A je σ-algebra, S ⊂ A}. Pak T ̸= ∅, nebot’ exp(X) ∈ T . Položme
R =

⋂
A∈T A. Množina R je σ-algebra protože:

(i) X ∈ A pro ∀A ∈ T a tedy dle definice pr̊uniku X ∈ R

(ii) Necht’ A ∈ R, pak ale dle definice pr̊uniku A ∈ A pro ∀A ∈ T . Dı́ky tomu, že A je σ-algebra,
plat́ı X \A ∈ A pro ∀A ∈ T a tedy opět X \A ∈ R

(iii) Necht’ Ak ∈ R pro ∀k ∈ N, pak Ak ∈ A pro ∀A ∈ T . A je σ-algebra a tedy
⋃∞

k=1Ak ∈ A pro
∀A ∈ T , z čehož vyplývá, že

⋃∞
k=1Ak ∈ R

Nav́ıc jistě S ⊂ R, protože S ⊂ A pro ∀A ∈ T .
Necht’ R̃ je σ-algebra obsahuj́ıćı S, pak dle definice T plat́ı R̃ ∈ T . Z toho vyplývá, že R ⊂ R̃,
nebot’ systém R je definován jako pr̊unik všech systémů v T .

Definice 1.2 (Otevřená množina). Množina A ⊂ Rn se nazývá otevřená, pokud pro každé x ∈ A
existuje r > 0 tak, že B(x, r) ⊂ A. Necht’ X ⊂ Rn, pak množinu všech otevřených podmnožin X
budeme značit G(X).
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Poznámka. Necht’ X ⊂ Rn, X otevřená. Připomeňme, že systém otevřených množin splňuje:

(i) ∅, X ∈ G(X)

(ii) U1, ..., Uk ∈ G(X) ⇒
⋂k

i=1 Ui ∈ G(X)

(iii) Uα ∈ G(X) pro všechna α ∈ A, tzn libovolný systém ⇒
⋃

α∈A Uα ∈ G(X)

Definice 1.3 (Borelovské množiny). Necht’ X je množina. Borelovské množiny, znač́ıme B(X),
tvoř́ı nejmenš́ı σ-algebru obsahuj́ıćı otevřené podmnožiny X, tedy

B(X) = σ(G(X)).

Definice 1.4 (Mı́ra). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor. Množinová funkce µ : A → [0,∞] se
nazývá mı́ra, pokud neńı identicky rovna ∞ a je σ-aditivńı, tedy pro Ak ∈ A, k ∈ N, po dvou
disjunktńı, plat́ı

µ(
∞⋃
k=1

Ak) =

∞∑
k=1

µ(Ak).

Trojice (X,A, µ) se nazývá prostor s mı́rou. Je-li µ(X) = 1, pak µ nazýváme pravděpodobnostńı
mı́ra a (X,A, µ) pravděpodobnostńı prostor.

Poznámka. Mějme posloupnost množin {Ak}, Ak ∈ A pro ∀k ∈ N, a A ∈ A. Značeńım Ak ↗ A
(resp. Ak ↘ A) máme na mysli fakt, že Ak ⊂ Ak+1 a

⋃∞
k=1Ak = A (resp. Ak+1 ⊂ Ak a

⋂∞
k=1Ak =

A).

Věta 1.2 (Spojitost mı́ry). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou. Potom plat́ı:

(a) Jestlǐze Ak ∈ A pro ∀k ∈ N, Ak ↗ A, pak limk→∞ µ(Ak) = µ(A).

(b) Jestlǐze Ak ∈ A pro ∀k ∈ N, Ak ↘ A a µ(A1) <∞, pak limk→∞ µ(Ak) = µ(A).

D̊ukaz. (a): Použijeme trik s zdisjunktněńım abychommohli použ́ıt definičńı vlastnost mı́ry. Označme

B1 = A1, B2 = A2 \A1, B3 = A3 \A2, ..., tedy obecně Bk = Ak \Ak−1, pak plat́ı
∞⋃
k=1

Bk = A. Máme

tedy

µ(A) = µ(

∞⋃
k=1

Bk) =

∞∑
k=1

µ(Bk) = lim
k→∞

k∑
i=1

µ(Bi) = lim
n→∞

µ(

n⋃
k=1

Bk) = lim
n→∞

µ(An).

(b): Položme Ck = A1 \Ak, pak Ck ↗ A1 \A. Podle bodu (a) plat́ı

lim
k→∞

µ(A1)− µ(Ak) = lim
k→)∞

µ(A1 \Ak) = µ(A1 \A) = µ(A1)− µ(A).

Současně ale
lim
k→∞

µ(A1)− µ(Ak) = µ(A1)− lim
k→∞

µ(Ak).

Dohromady
µ(A1)− µ(A) = µ(A1)− lim

k→∞
µ(Ak),

tedy
lim
k→∞

µ(Ak) = µ(A).
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Definice 1.5 (n-buňka). Necht’ a = [a1, ..., an], b = [b1, ..., bn] ∈ Rn Množinu

W = {[x1, ...xn] ∈ Rn; ai < xi < bi pro ∀i = 1, ..., n}

(a také každou množinu, která vnikne záměnou libovolného < za ≤) nazveme n-buňka.
Objem n-buňky definujeme jako 0, je-li W = ∅ a jako vol(W ) =

∏n
i=1(bi − ai) jinak.

Věta 1.3 (Rozš́ı̌reńı elementárńıho objemu). Existuje právě jedna mı́ra Ln na B(Rn) taková, že
pro každou n-buňku W plat́ı Ln(W ) = vol(W ).

D̊ukaz. Bude nast́ıněna jen idea d̊ukazu. Plat́ı: G ⊂ Rn, G otevřená, pak ∃Wi disjunktńı n-buňky,
že G =

⋃∞
i=1Wi, anb otevřenou množinu si rozděĺıme na nekonečněho mnoho obdélńık̊u.

Pak definujme mı́ru Ln(G) =
∑∞

i=1 vol(Wi). Pro libovolnou množinu A ⊂ Rn zadefinujeme
L⋆
n = inf{Ln(G); A ⊂ G, G otevřená}, tzn. libovolnou množinu si co nejlépe aproximujeme

množinou otevřenou a vezmu jej́ı objem. Pak stač́ı jen ukázat, že L⋆
n|B(Rn) je naše hledaná mı́ra.

Důsledek 1.1. Necht’ A ⊂ Rn je měřitelná a ε > 0. Pak existuje otevřená množina G ⊂ Rn taková,
že A ⊂ G a Ln(G \A) < ε.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice mı́ry z předchoźı věty.

Poznámka. Tato mı́ra Ln je invariantńı v̊uči posunut́ı - pro všechna x ∈ Rn a A ∈ B(Rn) plat́ı
Ln(x+A) = Ln(A).

Definice 1.6 (Úplná mı́ra). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou. Řekneme, že µ je úplná mı́ra,
pokud pro všechna A ∈ A, taková že µ(A) = 0, a všechna A′ ⊂ A plat́ı A′ ∈ A (a tedy µ(A′) = 0).

Věta 1.4 (Zúplněńı mı́ry). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou. Necht’ A0 je systém všech množin
E ⊂ X pro něž existuj́ı A,B ∈ A takové, že A ⊂ E ⊂ B a µ(B \ A) = 0. Potom A0 je σ-algebra
obsahuj́ıćı A. Definujme µ0(E) = µ(A). Potom µ = µ0 na A a (X,A0, µ0) je prostor s úplnou
mı́rou.

Definice 1.7 (Lebesgueova mı́ra). Zúplněńı σ-algebry B(Rn) vzhledem Ln označ́ıme B0(Rn). Pro
rozš́ı̌reńı mı́ry Ln na σ-algebru B0(Rn) použ́ıváme stejné značeńı Ln. Toto rozš́ı̌reńı nazýváme Le-
besgueova mı́ra a B0(Rn) nazýváme σ-algebru Lebesgueovsky měřitelných množin.

1.2 Měřitelné funkce

Definice 1.8 (Měřitelné zobrazeńı). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a (Y, ρ) metrický prostor.
Ř́ıkáme, že zobrazeńı f : X → Y je měřitelné, jestliže f−1(V ) ∈ A pro každou V ⊂ Y otevřenou.
Je-li A = B(X), tj. množina všech borelovských množin, pak zobrazeńı f nazýváme borelovské
(mı́sto měřitelné).

Věta 1.5 (Měřitelnost charakteristické funkce). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, potom charak-
teristická funkce množiny

χA(x) =

{
1 pro x ∈ A

0 pro x /∈ A

je měřitelná právě tehdy, když A ∈ A.
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D̊ukaz. (⇒): Je-li χA(x) měřitelná, pak vezměme f−1((12 ,
3
2)) = A, pak ale dle definice měřitelného

zobrazeńı muśı platit A ∈ A, protože interval (12 ,
3
2) je otevřená množina.

(⇐): Necht’ A ∈ A, vezměme B ⊂ R otevřenou. Pak plat́ı

χ−1
A (B) =


X pokud 0, 1 ∈ B

A pokud 1 ∈ B, 0 /∈ B

X \A pokud 1 /∈ B, 0 ∈ B

∅ jinak, tzn. 0, 1 /∈ B.

Pro všechny tyto množiny plat́ı, že patř́ı do A a tedy χ−1
A (B) ∈ A, tj χA je měřitelná.

Věta 1.6 (Měřitelnost složeného zobrazeńı). Necht’ (Y, ρ), (Z, τ) jsou metrické prostory a (X,A)
je měřitelný prostor. Necht’ g : Y → Z je spojité a f : X → Y je měřitelné zobrazeńı. Potom g ◦ f
je měřitelné zobrazeńı.

D̊ukaz. Vezměme V ⊂ Z otevřenou, jelikož g je spojité, pak je i g−1(V ) je otevřená dle charakterizace
spojitých zobrazeńı na metrických prostorech. Dále je f měřitelné a tedy f−1(g−1(V )) ∈ A.

Věta 1.7 (Měřitelnost složeného zobrazeńı v R2). Necht’ u, v : X → R jsou reálné měřitelné
funkce na (X,A). Necht’ Y je metrický prostor a ϕ : R2 → Y je spojité zobrazeńı. Definujme
h(x) = ϕ(u(x), v(x)), pak h : X → Y je měřitené zobrazeńı.

D̊ukaz. Definujme zobrazeńı g : X → R2, g(x) = (u(x), v(x)). Pak h(x) = (ϕ◦g)(x). Podle předchoźı
věty pak stač́ı jen dokázat, že g(x) je měřitelné zobrazeńı. Zvolme speciálńı množinu V = I1 × I2,
kde I1, I2 jsou otevřené intervaly. Pak plat́ı

g−1(V ) = g−1(I1 × I2) = u−1(I1) ∩ v−1(I2).

Funkce u, v jsou měřitelné a tedy u−1(I1) ∈ A, v−1(I2) ∈ A. Uzavřenost σ-algebry na pr̊unik dává
g−1(V ) ∈ A. Nyńı vezměme obecnou otevřenou V ⊂ R2 , pak

∃Vi = Ii1 × Ii2, že V =
∞⋃
i=1

Vi,

stač́ı totiž vźıt všechny racionálńı intervaly, které jsou celé ve V . Pak máme

g−1(V ) = g−1(

∞⋃
i=1

Vi) =
∞⋃
i=1

g−1(Vi) ∈ A.

g je tedy měřitelné a tedy i h je měřitelné.

Důsledek 1.2. Necht’ f, g : X → R jsou měřitelné, pak f + g a fg jsou měřitelné.

D̊ukaz. Stač́ı použ́ıt předchoźı větu na u = f, v = g a ϕ1(x, y) = x + y, ϕ2(x, y) = xy, což jsou
spojitá zobrazeńı.

Věta 1.8 (Kritérium měřitelnosti). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, (Y, ρ) metrický prostor a
f : X → Y .

(a) Je-li M systém všech množin A ⊂ Y , pro něž je f−1(A) ∈ A, potom M je σ-algebra.

(b) Je-li f měřitelné, B ⊂ Y borelovská, potom f−1(B) ∈ A.
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(c) Je-li Y = [−∞,∞], pak f je měřitelná právě tehdy, když f−1((α,∞]) ∈ A pro všechna α ∈
[−∞,∞].

D̊ukaz. (a): Ověř́ıme axiomy definice σ-algebry.

• Máme f−1(Y ) = X a k tomu v́ıme, že X ∈ A a tedy Y ∈ M.

• Necht’ A ∈ M, pak f−1(Y \ A) = f−1(Y ) \ f−1(A) = X \ f−1(A). Jelikož f−1(A) ∈ A, pak i
X \ f−1(A) ∈ A, protože A je σ-algebra. Z definice M pak tedy Y \A ∈ M.

• Necht’ Ak ∈ M,∀k ∈ N, Pak f−1(
⋃∞

k=1Ak) =
⋃∞

k=1 f
−1(Ak). Jelikož f−1(Ak) ∈ A, pak⋃∞

k=1 f
−1(Ak) ∈ A a tedy

⋃∞
k=1Ak ∈ M.

M je tedy σ-algebra.
(b): Označme M = {A ⊂ Y ; f−1(A) ∈ A}. f je dle předpokladu měřitelné a tedy G(Y ) ⊂ M.
Systém M je σ-algebra dle bodu (a) a tedy B(Y ) ⊂ M.
(c): Implikace zleva doprava plyne př́ımo z definice. Interval (α,∞] je totiž otevřená množina pro
∀α ∈ [−∞,∞].
At’ M = {A ⊂ [−∞,∞]; f−1(A) ∈ A}. Pak M je σ-algebra dle (a) a podle předpokladu plat́ı
(α,∞] ∈ M, ∀α ∈ [−∞,∞]. Ukážeme, že každý otevřený interval lež́ı v M a d́ıky tvrzeńı z analýzy
pak plat́ı G(Y ) ⊂ M. Necht’ β ∈ [−∞,∞], vezměme {βk}, že βk ↗ β. Pak

[−∞, β) =
∞⋃
k=1

[−∞, βk] =
∞⋃
k=1

[−∞,∞] \ (βk,∞]︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M.

Nyńı (α, β) = [−∞, β)∩ (α,∞] a tedy (α, β) ∈ M. Plat́ı, že každá otevřená množina v R lze zapsat
jako spočetné sjednoceńı otevřených interval̊u. Tedy G([−∞,∞]) ⊂ M.

Věta 1.9 (Měřitelnost a limitńı přechod). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a fk : X → [−∞,∞]
jsou měřitelná zobrazeńı. Definujme g = supk∈N fk a f = lim supk→∞ fk. Potom f a g jsou
měřitelná.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ X, zřejmě máme g(x) > α ⇐⇒ ∃k ∈ N, že fk(x) > α. Ověř́ıme kritérium
měřitelnosti pro g. Plat́ı g−1((α,∞]) =

⋃∞
k=1 f

−1
k ((α,∞]). fk jsou měřitelné a tedy f−1

k ((α,∞]) ∈ A
a z toho plyne

g−1((α,∞]) =

∞⋃
k=1

f−1
k ((α,∞]) ∈ A.

g je tedy měřitelná. Analogicky pro infk∈N fk = − supk∈N−fk je měřitelná.
Definujme hk(x) = sup{fk(x), fk+1(x), ...}, pak f(x) = limhk(x) = infk∈N hk(x). Podle předchoźıho
zjǐstěńı je ale f měřitelná.

Poznámka. Pár poznámek k předchoźım větám.

(a) Analogické tvrzeńı plat́ı i pro inf a lim inf

(b) Limita posloupnosti měřitelných funkćı je měřitelná funkce.

(c) Necht’ f, g jsou měřitelné, pak max(f, g) a min(f, g) jsou měřitelné.

D̊ukaz. (a): Důkaz je naznačen v samotném tvrzeńı.
(b): Při existenci limity je ona limita rovna limes superior.
(c): max(f, g) = sup{f, g, g, ...}.
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Definice 1.9 (Jednoduchá funkce). Necht’ X je množina a s : X → [−∞,∞] je funkce. Řekneme,
že s je jednoduchá funkce, když s(X) je konečná podmnožina [0,∞).
Tato funkce lze zapsat ve tvaru s(x) =

∑k
i=1 αiχAi(x), kde αi ∈ [0,∞) a Ai jsou po dvou disjunktńı

množiny.

Poznámka. Neńı obt́ıžné dokázat, že s =
∑k

i=1 αiχAi(x) jednoduchá, je měřitelná právě tehdy,
když všechny Ai ∈ A.

Věta 1.10 (Aproximace jednoduchými funkcemi). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a f : X →
[0,∞] je měřitelná funkce. Pak existuj́ı sk jednoduché měřitelné funkce, tak, že sk ↗ f .

D̊ukaz. Necht’ k ∈ N je pevné. Interval [0, k) rozděĺıme na intervaly [ i
2k
, i+1

2k
), i = 0, 1, ..., k2k − 1.

Definujme Fk = f−1([k,∞]) a Ek,i = f−1([ i
2k
, i+1

2k
)), i = 0, 1, ..., k2k − 1.

Položme

sk(x) = kχFk
(x) +

k2k−1∑
i=0

i

2k
χEk,i

(x).

Nyńı máme Fk, Ek,i po dvou disjunktńı a měřitelné, protože f je měřitelná a intervaly jsou borelovské
množiny. Vzor libovolné borelovské při měřitelném zobrazeńı je měřitelná množina. Z toho dále plyne
že sk je jednoduchá a měřitelná. Dále sk+1(x) ≥ sk(x) (viz Obrázek 1)

Obrázek 1: konstrukce sk(x), sk+1(x) červeně

Nyńı rozlǐsme dva př́ıpady.

• Pokud x ∈ X, že f(x) = ∞, pak sk(x) ↗ f(x).

• Pokud x ∈ X, že f(x) <∞, pak ∃k0, že f(x) < k0. Tedy pro ∀k ≥ k0 plat́ı |sk(x)−f(x)| ≤ 1
2k

a tedy sk(x) ↗ f(x).

Důsledek 1.3. Součet a součin měřitelných funkćı do [0,∞] jsou měřitelné funkce.

Poznámka. Jsou-li f, g : X → R měřitelné, pak množiny

{f < g} = {x ∈ X; f(x) < g(x)}, {f ≤ g}, {f = g}, {f ̸= g}

jsou měřitelné.
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2 Konstrukce integrálu

2.1 Definice abstraktńıho integrálu

Poznámka. Domluvme se, že pro všechna a ∈ [0,∞] máme a+∞ = ∞ a pro a > 0 dále a · ∞ =
∞· a = ∞. Nav́ıc definujeme 0 ·∞ = ∞· 0 = 0. Děláme to z toho d̊uvodu, že chceme aby např́ıklad
nulová funkce definovaná na množině R, která má mı́ru ∞, měla nulový integrál. Stejně tak pro
funkci f ≡ ∞ na množině nulové mı́ry.

Definice 2.1 ((Abstraktńı) Lebesgue̊uv integrál). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a s =
∑k

i=1 αiχAi

je jednoduchá měřitelná funkce. Pro E ∈ A definujeme∫
E
s dµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai ∩ E).

Pro f : X → [0,∞] měřitelnou definujeme (abstraktńı) Lebesgue̊uv integrál∫
E
f dµ = sup{

∫
E
s dµ; 0 ≤ s ≤ f, s je jednoduchá měřitelná}.

Věta 2.1 (Vlastnosti abstraktńıho integrálu). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a f, g : X →
[0,∞]. Potom pro E ∈ A plat́ı:

(a) Je-li f ≤ g na X, pak
∫
E f dµ ≤

∫
E g dµ.

(b) Pro A,B ∈ A, A ⊂ B plat́ı
∫
A f dµ ≤

∫
B f dµ.

(c) Pro c ∈ [0,∞] plat́ı
∫
E cf dµ = c

∫
E f dµ.

(d) Je-li f(x) = 0 pro všechna x ∈ E pak
∫
E f dµ = 0 (i pro µ(E) = ∞).

(e) Je-li µ(E) = 0, pak
∫
E f dµ = 0 (i pro f ≡ ∞ na E).

(f)
∫
E f dµ =

∫
X fχE dµ

(g) (Čebyševova nerovnost) Necht’ α, c ∈ [0,∞], potom

µ({x ∈ X; f(x) ≥ c}) ≤ 1

cα

∫
X
fα dµ

(h) Je-li
∫
X f dµ <∞ a N = {f = ∞}, pak µ(N) = 0.

D̊ukaz. (a): Necht’ s je jednoduchá měřitelná funkce, 0 ≤ s ≤ f . Pak také plat́ı 0 ≤ s ≤ g. Podle
definice tedy plat́ı

∫
E s dµ ≤

∫
E g dµ. Pak ale podle definice suprema∫

E
f dµ ≤

∫
E
g dµ.

(b): Necht’ s =
∑k

i=1 αiχAi je jednoduchá měřitelná funkce, 0 ≤ s ≤ f . Pak dle definice

∫
A
s dµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai ∩A) ≤
k∑

i=1

αiµ(Ai ∩B) =

∫
B
s dµ.
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Tedy dle definice suprema ∫
A
s dµ ≤

∫
B
f dµ.

A opět ∫
A
f dµ ≤

∫
B
f dµ.

(c): Pokud c = 0, pak∫
E
cf dµ =

∫
E
0 dµ = 0 a c

∫
E
f dµ = 0

∫
E
f dµ = 0

Nyńı necht’ c > 0, Označme S = {s : X → [−∞,∞]; s jednoduchá, 0 ≤ s ≤ cf}, T = {t : X →
[−∞,∞]; t jednoduchá, 0 ≤ t ≤ f}. Pak∫
E
cf dµ = sup

s∈S
{
∫
E
s dµ} = sup

s∈S
{
∫
E
c·s
c
dµ} = sup

s∈S
{c

∫
E

s

c
dµ} = c·sup

s∈S
{
∫
E

s

c
dµ} = c·sup

t∈T
{
∫
E
t dµ} = c

∫
E
f dµ.

(d): Necht’ s =
∑k

i=1 αiχAi je jednoduchá měřitelná funkce, 0 ≤ s ≤ f . Pak∫
E
s dµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai ∩ E) =

k∑
i=1

0µ(Ai ∩ E) = 0.

A tedy i ∫
E
f dµ = 0.

(e): Necht’ s =
∑k

i=1 αiχAi je jednoduchá měřitelná funkce, 0 ≤ s ≤ f . Pak∫
E
s dµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai ∩ E) ≤
k∑

i=1

αiµ(E) =
k∑

i=1

αi0 = 0.

A tedy i ∫
E
f dµ = 0.

(f): Necht’ s =
∑k

i=1 αiχAi je jednoduchá měřitelná funkce, 0 ≤ s ≤ fχE . Pak χEs = s a tedy∫
X
s dµ =

∫
X
sχE dµ =

∫
E
s dµ.

Tedy ∫
X
fχE dµ =

∫
E
fχE dµ =

∫
E
f dµ.

(g): Máme fα = eα log(f(x)), kde f je měřitelná, log y a ey jsou spojité a tedy dle věty o měřitelnosti
složeného zobrazeńı je i fα měřitelná. Pak za využit́ı bodu (a) a (b)∫

X
fα dµ ≥

∫
{x∈X; f(x)≥c}

fα dµ ≥
∫
{x∈X; f(x)≥c}

cα dµ = cαµ({x ∈ X; f(x) ≥ c}.

(h): Pro k ∈ N označme Nk = {f ≥ k} pak N ⊂ Nk. Pak podle bodu (g) máme

µ(N) ≤ µ(Nk) ≤
1

k

∫
X
f dµ︸ ︷︷ ︸

<∞

k→∞−−−→ 0

a tedy µ(N) = 0.
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Věta 2.2 (Linearita integrálu pro jednoduché funkce). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a s, t :
X → [0,∞] jsou jednoduché měřitelné funkce. Potom plat́ı∫

X
(s+ t) dµ =

∫
X
s dµ+

∫
X
t dµ.

2.2 Leviho a Lebesgueova věta

Věta 2.3 (Leviho věta). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a fk : X → [0,∞] jsou měřitelné funkce
a fk ↗ f . Pak f je měřitelná a ∫

X
f dµ = lim

k→∞

∫
X
fk dµ.

D̊ukaz. Funkce f je měřitelná, jelikož se jedná o limitu měřitelných funkćı. Jelikož {fk} je neklesaj́ıćı
posloupnost, pak i

∫
X fkdµ je neklesaj́ıćı posloupnost, tedy ∃ limk→∞

∫
X fkdµ = α ∈ [0,∞].

Vı́me, že fk ≤ f a z věty o limitě a uspořádáńı tedy plat́ı∫
X
fk dµ ≤

∫
X
f dµ ⇒ α ≤

∫
X
f dµ.

Necht’ s(x) =
∑n

j=1 αjχAj je jednoduchá měřitelná funkce, kde Aj jsou disjunktńı a 0 ≤ s ≤ f . Dále
necht’ c ∈ (0, 1). Označme Ek = {x ∈ X; fk(x) ≥ c · s(x)}. Pak Ek ⊂ Ek+1, protože fk ≤ fk+1.
Dokážeme, že

∞⋃
k=1

Ek = X

Necht’ x ∈ X, pak f(x) > c · s(x), protože c ∈ (0, 1). Z definice limity také máme, že ∃k0 ∈ N :
fk0(x) > c · s(x) a tedy x ∈ Ek0 . Z toho plyne X ⊂

⋃∞
k=1Ek, opačná inkluze je triviálńı.

Necht’ j ∈ N, pak Aj ∩ Ek ↗ Aj ∩X = Aj a tedy podle věty o spojitosti mı́ry také plat́ı

µ(Aj ∩ Ek)
k→∞−−−→ µ(Aj)

Nyńı

α ≥
∫
X
fk dµ ≥

∫
Ek

fk dµ ≥
∫
Ek

c · s dµ = c
n∑

j=1

αjµ(Aj ∩ Ek)
k→∞−−−→ c

n∑
j=1

αjµ(Aj) = c

∫
X
s dµ.

Nyńı pro limitńı přechod c→ 1− plat́ı

α ≥
∫
X
s dµ

A z definice suprema plat́ı

α ≥ sup{
∫
X
s dµ; s jednoduchá měřitelná, 0 ≤ s ≤ f} =

∫
X
f dµ

Dohromady z obou nerovnost́ı

α = lim
k→∞

∫
X
fkdµ =

∫
X
f dµ

9



Věta 2.4 (Leviho věta pro řady). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a fk : X → [0,∞] jsou
měřitelné funkce. Pak plat́ı ∫

X

( ∞∑
k=1

fk
)
dµ =

∞∑
k=1

∫
X
fk dµ.

D̊ukaz. Dokážeme linearitu integrálu pro měřitelné funkce. Necht’ f, g : X → [0,∞] jsou měřitelné

funkce. Pak ∃sk ↗ f a tk ↗ g jednoduché měřitelné funkce. Pak zřejmě sk + tk
k→∞−−−→ f + g. Pro

∀k ∈ N dle věty o linearitě integrálu pro jednoduché funkce plat́ı∫
X
(sk + tk) dµ =

∫
X
sk dµ+

∫
X
tk dµ

Pomoćı Leviho věty pak snadno ukážeme∫
X
(f+g) dµ =

∫
X

lim
k→∞

(sk+tk) dµ = lim
k→∞

∫
X
(sk+tk) dµ = lim

k→∞

∫
X
sk dµ+ lim

k→∞

∫
X
tk dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ.

Indukćı pak dokážeme ∫
X

n∑
k=1

fkdµ =
n∑

k=1

∫
X
fk dµ

Zřejmě plat́ı
n∑

k=1

fk ↗
∞∑
k=1

fk

Opět dle Leviho věty∫
X

∞∑
k=1

fkdµ = lim
n→∞

∫
X

n∑
k=1

fkdµ = lim
n→∞

n∑
k=1

∫
X
fkdµ =

∞∑
k=1

∫
X
fkdµ.

Věta 2.5 (Fatouvo lemma). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a fk : X → [0,∞] jsou měřitelné
funkce. Pak plat́ı ∫

X
(lim inf

k→∞
fk) dµ ≤ lim inf

k→∞

∫
X
fk dµ.

D̊ukaz. Označme gk(x) = inf{fk(x), fk+1(x), ...}, pak gk jsou měřitelné funkce a nav́ıc gk ↗ lim infk→∞ fk(x).
Podle Leviho věty tedy plat́ı

lim
k→∞

∫
X
gk(x)dµ =

∫
X
lim inf
k→∞

f(x)dµ.

Zřejmě plat́ı gk(x) ≤ fk(x) a tedy i
∫
X gk dµ ≤

∫
X fk dµ. Z toho dostáváme∫

X
lim inf
k→∞

f(x)dµ = lim
k→∞

∫
X
gk(x)dµ = lim inf

k→∞

∫
X
gk(x)dµ ≤ lim inf

k→∞

∫
X
fk(x)dµ.

Poznámka. Pro fk = kχ[0, 1
k
](x) plat́ı∫ 1

0
lim
k→∞

fk(x) dx =

∫ 1

0
lim inf
k→∞

fk(x) dx = 0 < 1 = lim
k→∞

∫ 1

0
fk(x) dx = lim inf

k→∞

∫ 1

0
fk(x) dx,

a tedy ve Fatouově lemmatu může skutečně nastat ostrá nerovnost.
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2.3 Linearita integrálu

Definice 2.2 (Lebesgueovsky integrovatelné funkce). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a E ∈ A.
Označme L1(X,µ) množinu všech měřitelných funkćı f : X → [−∞,∞] pro něž

∫
X |f |dµ <∞. Pro

funkce z L1(X,µ) definujeme (abstraktńı) Lebesgue̊uv integrál jako∫
E
f dµ =

∫
E
f+ dµ−

∫
E
f− dµ

Tyto funkce nazýváme Lebesgueovsky integrovatelné funkce.

Poznámka. Z definice triviálně plyne, že je-li f Lebesgueovsky integrovatelná, je i |f | Lebesgu-
eovsky integrovatelná. Tedy Lebesgue̊uv integrál je absolutně konvergentńı. Tuto vlastnost nemá
Newton̊uv integrál.

Věta 2.6 (Integrál a absolutńı hodnota). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a f ∈ L1(X,µ). Pak∣∣∣ ∫
X
f dµ

∣∣∣ ≤ ∫
X
|f | dµ.

D̊ukaz. ∣∣∣ ∫
X
f dµ

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫
X
f+ dµ−

∫
X
f− dµ

∣∣∣ ≤ ∫
X
f+ dµ+

∫
X
f− dµ =

∫
|f |dµ

Věta 2.7 (Linearita integrálu). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, α, β ∈ R a f, g ∈ L1(X,µ). Pak
αf + βg ∈ L1(X,µ) a ∫

X
(αf + βg) dµ = α

∫
X
f dµ+ β

∫
X
g dµ.

D̊ukaz. Pro f ≥ 0 a α ≥ 0 již v́ıme
∫
X αf dµ = α

∫
X f dµ. Pak pro f ∈ L1(X,µ) máme∫

X
αf dµ =

∫
X
αf+−αf− dµ =

∫
X
αf+ dµ−

∫
X
αf− dµ = α(

∫
X
f+ dµ−

∫
X
f− dµ) = α

∫
X
f dµ.

Pro f, g : X → [0,∞] měřitelné v́ıme z d̊ukazu Leviho věty pro řady, že plat́ı∫
X
f + g dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ.

Označme h = f + g, pak h+ − h− = f+ − f− + g+ − g− tedy h+ + f−g− = h− + f+ + g+, kde na
obou stranách máme nezáporné funkce. Tedy podle linearity pro nezáporné funkce∫

X
h+ dµ+

∫
X
f− dµ+

∫
X
g− dµ =

∫
X
h− dµ+

∫
X
f+ dµ+

∫
X
g+ dµ.

kde jsou všechno konečná č́ısla, protože f, g ∈ L1(X,µ) a tedy
∫
X h+ dµ ≤

∫
X |f |+ |g| dµ (Obdobně

pro h−). ∫
X
h+ dµ−

∫
X
h− dµ =

∫
X
f+ dµ−

∫
X
f− dµ+

∫
X
g+ dµ−

∫
X
g− dµ∫

X
h dµ =

∫
X
f + g dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ
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Věta 2.8 (Lebesgueova věta). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, fk : X → [−∞,∞] jsou měřitelné
funkce a f = limk→∞ fk. Necht’ dále existuje g ∈ L1(X,µ) tak, že |fk(x)| ≤ g(x) pro všechna k ∈ N
a x ∈ X. Potom

lim
k→∞

∫
X
|fk − f | dµ = 0 a

∫
X
f dµ = lim

k→∞

∫
X
fk dµ.

D̊ukaz. Vı́me, že f je měřitelná a dále provedeme odhad |fk − f | ≤ |fk| + |f | ≤ g + g. Zavedeme
pomocné funkce gk(x) = 2g(x) − |fk(x) − f(x)| ≥ 0. Snadno limk→∞ gk(x) = 2g(x). Z Fatouva
lemmatu∫
X
2g dµ =

∫
X

lim
k→∞

gk dµ =

∫
X
lim inf
k→∞

gk dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X
gk dµ = lim inf

k→∞

(∫
X
2g dµ−

∫
X
|fk−f | dµ

)
=

=

∫
X
2g dµ+ lim inf

k→∞

(
−
∫
X
|fk − f | dµ

)
=

∫
X
2g dµ− lim sup

k→∞

∫
X
|fk − f | dµ

Tedy

lim sup
k→∞

∫
X
|fk − f | dµ ≤ 0

Také ale muśı platit obrácená nerovnost, protože |fk − f | ≥ 0 pro ∀k ∈ N. Z toho dostáváme

lim sup
k→∞

∫
X
|fk − f | dµ = 0 ⇒ lim

k→∞

∫
X
|fk − f | dµ = 0

protože se jedná o nezápornou posloupnost. Nyńı∣∣∣ ∫
X
fk − f dµ

∣∣∣ ≤ ∫
X
|fk − f |dµ k→∞−−−→ 0

a tedy ∫
X
fk − f dµ

k→∞−−−→ 0 ⇒ lim
k→∞

∫
X
fk dµ =

∫
X
f dµ.

2.4 Rovnost skoro všude a upravená definice měřitelnosti

Definice 2.3 (Rovnost skoro všude). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, E ∈ A. Řekneme, že
vlastnost V plat́ı skoro všude na E, jestliže existuje N ∈ A tak, že µ(N) = 0 a vlastnost V plat́ı
E \N .
Řekneme, že funkce f, g : X → R jsou ekvivalentńı a znač́ıme f ∼ g, jestliže f = g skoro všude na
X, tedy µ({f ̸= g}) = 0.

Definice 2.4 (Nová definice měřitelnosti). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a f : E → R pro
E ∈ A. Řekneme, že f je měřitelná na X, jesliže µ(X \ E) = 0 a f−1(V ) ∩ E je měřitelná pro
každou V ⊂ R otevřenou.

Poznámka. Souvislosti nové a staré definice

(a) Definujeme-li

f̂(x) =

{
f(x) pro x ∈ E

0 pro x ∈ X \ E,

tak f = f̂ skoro všude a f̂ je měřitelná podle staré definice.
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(b) Stále plat́ı, že limita měřitelných funkćı je měřitelná (nebot’ spočetné sjednoceńı nulových množin
je nulová množina).

(c) Snadno lze ukázat, že Leviho a Lebesgueova věta plat́ı, i pokud limk→∞ fk(x) = f(x) skoro
všude.

Věta 2.9 (Lebesgueova věta pro řady). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a fk : X → [−∞,∞]
jsou měřitelné funkce a necht’

∑∞
k=1

∫
X |fk| <∞ dµ. Potom f(x) =

∑∞
k=1 fk(x) konverguje absolutně

pro skoro všechna x ∈ X a ∫
X
f dµ =

∫
X

( ∞∑
k=1

fk
)
dµ =

∞∑
k=1

∫
X
fk dµ.

D̊ukaz. Funkce g(x) =
∑∞

k=1|fk(x)| je měřitelná, jelikož se jedná o limitu posloupnosti částečných
součt̊u, která je měřitelná. Nav́ıc je to posloupnost nezáporná a neklesaj́ıćı. Z Leviho věty pro řady∫

X
g dµ =

∫
X

∞∑
k=1

|fk| dµ =
∞∑
k=1

∫
X
|fk| dµ <∞

Tedy g(x) ∈ L1(X,µ). Nav́ıc plat́ı, že g <∞ skoro všude a tedy pro skoro všechna x ∈ X plat́ı

∞∑
k=1

|fk(x)| konverguje ⇒
∞∑
k=1

fk(x) konverguje.

Pro častéčné součty f =
∑∞

k=1 fk plat́ı

|
n∑

k=1

fk| ≤
n∑

k=1

|fk| ≤
∞∑
k=1

|fk| = g

a tedy jsme našli integrovatelnou majorantu pro aplikaci Lebesgueovy věty. Tedy∫
X

∞∑
k=1

fk =

∫
X

lim
n→∞

n∑
k=1

fk = lim
n→∞

∫
X

n∑
k=1

fk = lim
n→∞

n∑
k=1

∫
X
fk =

∞∑
k=1

∫
X
fk

2.5 Integrál závislý na parametru

Věta 2.10 (O spojité závislosti integrálu na parametru). Necht’ T je metrický prostor, α0 ∈ T a
necht’ f : X × T → R. Necht’ dále plat́ı

(i) Pro všechna α ∈ T je funkce x 7→ f(x, α) měřitelná,

(ii) Pro všechna x ∈ X je funkce α 7→ f(x, α) spojitá v α0,

(iii) Existuje g ∈ L1(X,µ) tak, že |f(x, α)| ≤ g(x) pro všechna x ∈ X a α ∈ T .

Potom F (α) =
∫
X f(x, α) dµ(x), α ∈ T je spojitá v α0.
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D̊ukaz. Podle Heineho věty pro metrické prostory stač́ı dokázat následuj́ıćı

Necht’ {αk} je posloupnost v T, αk
k→∞−−−→ α0 ⇒ F (αk)

k→∞−−−→ F (α0).

Vezměme tedy {αk} posloupnost v T, αk → α0 a označme fk(x) = f(x, αk), pak fk(x) je měřitelná
podle bodu (i). Dále podle bodu (iii) ∃g ∈ L1(X,µ) tak, že |fk(x)| ≤ g(x) pro všechna x ∈ X a
k ∈ N. Pro pevné x ∈ X plat́ı podle bodu (ii) a Heineovy věty

lim
k→∞

fk(x) = lim
k→∞

f(x, αk) = f(x, α0)

Podle Lebesgueovy věty tedy plat́ı

F (α0) =

∫
X
f(x, α0) dµ(x) =

∫
X

lim
k→∞

fk(x) dµ(x) = lim
k→∞

∫
X
fk(x) dµ(x) = lim

k→∞
F (αk).

F je tedy spojitá v α0.

Věta 2.11 (O derivaci podle parametru). Necht’ I ⊂ R je otevřený interval a f : X× I → R. Necht’
dále plat́ı

(i) Pro všechna α ∈ I je funkce x 7→ f(x, α) měřitelná,

(ii) Pro všechna x ∈ X a α ∈ I existuje vlastńı ∂f(x,α)
∂α ,

(iii) Existuje g ∈ L1(X,µ) tak, že |∂f(x,α)∂α | ≤ g(x) pro všechna x ∈ X a α ∈ I,

(iv) Existuje α0 tak, že F (α0) =
∫
X f(x, α0) dµ(x) ∈ R (je konečný).

Potom F (α) =
∫
X f(x, α) dµ(x) ∈ R pro všechna α ∈ I, existuje derivace této funkce a plat́ı

F ′(α) =

∫
X

∂f(x, α)

∂α
dµ(x).

D̊ukaz. Necht’ α ∈ I. Pak

|f(x, α)|≤|f(x, α0)|+|f(x, α)− f(x, α0)|

Jelikož α 7→ f(x, α) má vlastńı derivaci na [α, α0] nebo [α0, α] S využit́ım Lagrangeovy věty o středńı
hodnotě ∃ξ ∈ (α, α0) nebo (α0, α), že

|f(x, α0)|+ |f(x, α)− f(x, α0)| = |f(x, α0)|+
∣∣∣∂f(x, ξ)

∂α
(α− α0)

∣∣∣ ≤ |f(x, α0)|+ g(x)|α− α0|.

Máme f(x, α0) ∈ L1(X,µ) z bodu (iv) a g(x)|α − α0| ∈ L1(X,µ) z bodu (iii) a tedy f(x, α) ∈
L1(X,µ) neboli F (α) ∈ R.
Abychom ukázali, že derivace F má skutečně tvar jako ve zněńı věty, stač́ı dokázat, že plat́ı (opět
s pomoćı Heineovy věty)

Necht’ {αk} je posloupnost v I, αk ̸= α, αk
k→∞−−−→ α ⇒ F (αk)− F (α)

αk − α

k→∞−−−→
∫
X

∂f(x, α)

∂α
dµ(x).

Vezměme tedy {αk} posloupnost v I, αk ̸= α, αk → α. Označme fk = f(x,αk)−f(x,α)
αk−α . Podle bodu

(i) jsou fk měřitelné a nav́ıc dle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě ∃ξ ∈ (α, α0) nebo (α0, α), že

|fk(x)| =
∣∣∣f(x, αk)− f(x, α)

αk − α

∣∣∣ = ∣∣∣ 1

αk − α

∂f(x, ξ)

∂α
(αk − α)

∣∣∣ ≤ g(x)
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Podle Lebesgueovy věty pak plat́ı

lim
k→∞

F (αk)− F (α)

αk − α
= lim

k→∞

∫
X

f(x, αk)− f(x, α)

αk − α
dµ(x) =

∫
X

lim
k→∞

f(x, αk)− f(x, α)

αk − α
dµ(x) =

=

∫
X

∂f(x, α)

∂α
dµ(x).

3 Vı́cerozměrná integrace

3.1 Fubiniova věta v Rn

Definice 3.1 (Řez funkce). Necht’ X a Y jsou množiny a f je funkce na X × Y . Definujme pro
x ∈ X funkci fx : y → f(x, y), y ∈ Y, a pro y ∈ Y definujeme funkci fy : x→ f(x, y), x ∈ X.

Věta 3.1 (Fubiniova věta v Rn). Necht’ f ∈ L1(Rp+q). Potom pro Lp skoro všechna x ∈ Rp existuje

φ(y) =

∫
Rq

fx dLq =

∫
Rq

f(x, y) dLq(y)

a pro Lq skoro všechna y ∈ Rq existuje

ψ(x) =

∫
Rp

fy dLp =

∫
Rp

f(x, y) dLp(x)

a plat́ı ∫
Rp+g

f dLp+q =

∫
Rp

φ dLp =

∫
Rq

ψ dLq.

Idea Důkazu: Dokážeme pro χE(x), pak jednoduchou s(x), pak obecnou měřitelnou f(x).
Důkaz pro χe : pro χA×B je zřejmé, plat́ı-li pro Ek a Ek jsou disjunktńı, pak plat́ı i pro χ⋃

k Ek
. K

tomu je potřeba vybudovat následuj́ıćı pojem:

3.2 Dynkinovy systémy

Definice 3.2 (Dynkin̊uv systém). Necht’ Z je množina a D ⊂ exp(Z). Řekneme, že D je Dynkin̊uv
systém, jestliže

(i) Z ∈ D

(ii) D ∈ D ⇒ Z \D ∈ D

(iii) Dj ∈ D, j ∈ N, po dvou disjunktńı ⇒
∞⋃
j=1

Dj ∈ D.

Poznámka. Plat́ı následuj́ıćı

(a) Každá σ-algebra je Dynkin̊uv systém.

(b) Necht’ D je Dynkin̊uv systém, A,B ∈ D a B ⊂ A, pak A \B ∈ D.
A\B = Z \(B∪(Z \A)). Protože Z \A kv̊uli B ⊂ A rozhodně neobsahuje B, jsou s B disjunktńı
a tedy podle vlastnosti iii) plat́ı B ∪ (X \A) ∈ D. Pak podle vlastnosti ii) lež́ı tento rozd́ıl v D.
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Věta 3.2 (Vztah σ-algebry a Dynkinova systému). Necht’ D je Dynkin̊uv systém. Potom D je
σ-algebra ⇔ systém D je uzavřený na tvořeńı pr̊unik̊u (tedy E,D ∈ D ⇒ E ∩D ∈ D).

D̊ukaz. (⇒): Každá σ-algebra je Dynkin̊uv systém a σ-algebra je uzavřena na pr̊uniky.
(⇐): Necht’ A,B ∈ D. Pak A \ B = A \ (A ∩B)︸ ︷︷ ︸

∈D

a A ∩ B ⊂ A. Podle předchoźı poznámky tedy

plat́ı A \ B ∈ D. Dále A ∪ B = (A \ B) ∪ B ∈ D. Pro ověřeńı posledńı vlastnosti σ-algebry mějme

Aj ∈ D a Ãj = A1 ∪ · · · ∪Aj . Dle již dokázaného jsou Ãj ∈ D. Pak

∞⋃
j=1

Aj =

∞⋃
j=1

Ãj =

∞⋃
j=1

(
Ãj \ Ãj−1

)
︸ ︷︷ ︸

∈D a jsou disjunktńı

.

Tedy Dynkin̊uv systém uzavřený na pr̊uniky je σ-algebrou, což jsme chtěli.

Poznámka. Necht’ Z je množina a S ⊂ exp(Z). Potom existuje nejmenš́ı Dynkin̊uv systém obsa-
huj́ıćı S a znač́ıme ho δ(S). Vždy plat́ı δ(S) ⊂ σ(S). Důkaz je obdobný jako pro nejmenš́ı σ-algebru.
Inkluze plyne z bodu (a) předchoźı poznámky.

Věta 3.3 (O nejmenš́ım Dynkinově systému). Necht’ Z je množina a S ⊂ exp(Z) obsahuje pr̊unik
každých dvou množin z S. Pak δ(S) = σ(S).

D̊ukaz. Již v́ıme, že δ(S) ⊂ σ(S). Podle, předchoźı věty stač́ı dokázat, že δ(S) je uzavřený na operaci
pr̊uniku. Pak totiž plat́ı δ(S) je σ-algebra, což nám dává obrácenou inkluzi.
Necht’ D ∈ δ(S) libovolné. Položme DD = {A ∈ exp(Z); A ∩ D ∈ δ(S)}. Ukážeme, že DD je
Dynkin̊uv systém

(i) Z ∩D = D ∈ δ(S), tedy Z ∈ DD,

(ii) Necht’ A ∈ DD, pak (Z \A) ∩D = D \ (A ∩D)︸ ︷︷ ︸
∈δ(S)

∈ δ(S), tedy (Z \A) ∈ DD,

(iii) Necht’ Aj ∈ DD, po dvou disjunktńı, pak
(⋃∞

j=1Aj

)
∩ D =

⋃∞
j=1(Aj ∩D︸ ︷︷ ︸

disjunktńı

) ∈ δ(S), tedy

⋃∞
j=1Aj ∈ DD.

Nyńı necht’ E ∈ S je pevné. Pak pro ∀D ∈ S plat́ı D∩E ∈ S ⊂ δ(S) a tedy D ∈ DE . Z toho vyplývá
inkluze S ⊂ DE , ale podle již dokázaného je DE Dynkin̊uv systém a tedy dostáváme δ(S) ⊂ DE .
Shrňme si, co jsme právě dokázali

∀E ∈ S, ∀D ∈ δ(S) plat́ı D ∩ E ∈ δ(S) neboli E ∈ DD.

Necht’ D ∈ δ(S) je nyńı pevné. Podle výroku výše plat́ı

S ⊂ δ(S) ⊂ DD.

Nyńı jsme náš výrok ještě zesilnili, protože ted’ máme

∀E ∈ δ(S), ∀D ∈ δ(S) plat́ı D ∩ E ∈ δ(S) neboli E ∈ DD.

To znamená, že δ(S) je uzavřené na pr̊uniky, což je přesně to, co jsme potřebovali dokázat.
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Definice 3.3 (σ-konečná mı́ra). Mı́ra µ na (X,A) se nazývá σ-konečná, jestliže existuj́ı Sk ∈
A, k ∈ N, takové, že µ(Sk) <∞ a Sk ↗ X.

Věta 3.4 (O jednoznačnosti mı́ry). Necht’ Z je množina a S ⊂ exp(Z) je systém uzavřený vzhledem
k pr̊uniku, Sk ∈ S a Sk ↗ Z. Necht’ µ1 a µ2 jsou mı́ry na σ(S), µ1(S) = µ2(S) pro každou S ∈ S a
µ1(Sk) <∞ pro každé k ∈ N. Potom µ1 = µ2 na σ(S).

D̊ukaz. Necht’ S ∈ S, že µ1(S) = µ2(S) < ∞. Necht’ DS = {E ∈ σ(S); µ1(S ∩ E) = µ2(S ∩ E) }.
Ověř́ıme, že DS je Dynkin̊uv systém

(i) µ1(S ∩ Z) = µ1(S) = µ2(S) = µ2(S ∩ Z), tedy Z ∈ DS ,

(ii) Necht’ E ∈ DS , pak µ1(S∩(Z\E)) = µ1(S\(S∩E)) = µ1(S)−µ1(S∩E) = µ2(S)−µ2(S∩E) =
µ2(S \ (S ∩ E)) = µ2(S ∩ (Z \ E)), tedy Z \ E ∈ DS ,

(iii) Necht’ Ej ∈ DS , po dvou disjunktńı, pak µ1

(
S ∩

⋃∞
j=1Ej

)
= µ1

(⋃∞
j=1 (S ∩ Ej)︸ ︷︷ ︸

disjunktńı

)
=

∑∞
j=1 µ1(S∩

Ej) =
∑∞

j=1 µ2(S ∩ Ej) = µ2

(⋃∞
j=1 (S ∩ Ej)︸ ︷︷ ︸

disjunktńı

)
= µ1

(
S ∩

⋃∞
j=1Ej

)
, tedy

⋃∞
j=1Ej ∈ DS .

Jelikož je S uzavřený na pr̊uniky, pak pro ∀E ∈ S plat́ı S ∩ E ∈ S a tedy µ1(S ∩ E) = µ2(S ∩ E).
Z toho vyplývá S ⊂ DS . Také máme DS ⊂ σ(S).
Triviálně ale plat́ı δ(S) ⊂ DS a dle věty 3.3 plat́ı δ(S) = σ(S). Dohromady tedy DS = σ(S).
Nyńı pro ∀k ∈ N plat́ı DSk

= σ(S), tedy ∀E ∈ σ(S) plat́ı

µ1(Sk ∩ E) = µ2(Sk ∩ E) a Sk ∩ E ↗ E.

Ze spojitosti mı́ry tedy dostáváme µ1(E) = µ2(E).

Důsledek 3.1. Existuje právě jedna mı́ra na B(Rn), která je invariantńı v̊uči posunut́ı a µ([0, 1]n) =
1.

3.3 Součin měr a Fubiniova věta

Definice 3.4 (Obdélńık, součin σ-algeber). Necht’ (X,S) a (Y, T ) jsou měřitelné prostory. Řekneme,
že M ⊂ X × Y je obdélńık, jestliže existuj́ı A ⊂ X a B ⊂ Y tak, že M = A × B. Pokud A ∈ S
a B ∈ T , tak M nazveme měřitelným obdélńıkem. Definujme S × T jako nejmenš́ı σ-algebru
obsahuj́ıćı každý měřitelný obdélńık.

Definice 3.5 (Řezy). Necht’ E ⊂ X × Y , x ∈ X a y ∈ Y . Potom definujeme řezy

Ex = {y ∈ Y ; [x, y] ∈ E} a Ey = {x ∈ X; [x, y] ∈ E}.

Věta 3.5 (O měřitelnosti řez̊u). Necht’ (X,S) a (Y, T ) jsou měřitelné prostory. Necht’ E ∈ S × T ,
x ∈ X a y ∈ Y . Pak Ex ∈ T a Ey ∈ S.

D̊ukaz. Označme A = {E ∈ S ×T ; ∀x ∈ X plat́ı Ex ∈ T }. Dokážeme, že A je σ-algebra a obsahuje
měřitelné obdélńıky.
Necht’ E = A×B, A ∈ S, B ∈ T , pak

Ex =

{
B pro x ∈ A

∅ pro x /∈ A

tedy E ∈ A a A obsahuje měřitelné obdélńıky. Nyńı, že A je σ-algebra
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(i) (X × Y )x = Y ∈ T , tedy X × Y ∈ A.

(ii) Necht’ E ∈ A, pak
((X × Y ) \ E)x = Y \ Ex︸︷︷︸

∈T

∈ T .

Tedy (X × Y ) \ E ∈ A.

(iii) Necht’ E∈A, po dvou disjunktńı, pak

( ∞⋃
k=1

Ek

)
x
=

∞⋃
k=1

(Ek)x︸ ︷︷ ︸
∈T

∈ T .

Nyńı máme S × T ⊂ A ⊂ S × T a tedy ∀x ∈ X plat́ı Ex ∈ T . Obdobně pro Ey.

Poznámka. Plat́ı B1 × B1 = B2, ale pro zúplněńı neplat́ı B1
0 × B1

0 = B2
0. Plat́ı však zúplněńı(B1

0 ×
B1
0) = B2

0.

Věta 3.6 (O měřitelnosti mı́ry řezu). Necht’ (X,S), (Y, T ) jsou měřitelné prostory Necht’ µ je σ-
konečná mı́ra na (X,S), ν je σ-konečná mı́ra na (Y, T ) a E ∈ S × T . Potom x 7→ ν(Ex), x ∈ X,
je měřitelná funkce na (X,S) a y 7→ µ(Ey), y ∈ Y , je měřitelná funkce na (Y, T ).

D̊ukaz. Pro E ∈ S×T označme sE(x) = ν(Ex), chceme ukázat, že sE(x) je měřitelná funkce. Nejprve
předpokládejme, že ν(Y ) < ∞. Označme D = {E ∈ S × T ; sE(x) je měřitelná}. Dokážeme, že D
je Dynkin̊uv systém a obsahuje měřitelné obdélńıky.
Vezměme množinu A×B, kde A ∈ S, B ∈ T . Pak

sA×B(x) =

{
ν(B) pro x ∈ A

0 pro x /∈ A

tedy sA×B(x) = ν(B)χA(x), což je měřitelná funkce. Tedy A×B ∈ D.
Nyńı ověř́ıme, že D je Dynkin̊uv systém

(i) sX×Y (x) = ν(Y ), x ∈ X, což je konstantńı funkce a tedy měřitelná funkce. Tj. X × Y ∈ D.

(ii) Necht’ E ∈ D, pak

s(X×Y )\E(x) = ν(Y \ Ex) = ν(Y )− ν(Ex) = ν(Y )− sE(x),

což je opět měřitelná funkce, tedy (X × Y ) \ E ∈ D.

(iii) Necht’ Ek ∈ D, po dvou disjunktńı, pak

s(
⋃

Ek)(x) = ν
( ∞⋃

k=1

(Ek)x

)
=

∞∑
k=1

ν((Ek)x) =

∞∑
k=1

s(Ek)x(x)

což je limita částečných součt̊u měřitelných funkćı, tj. opět měřitelná a tedy
⋃∞

k=1Ek ∈ D.

Nyńı podle věty 3.3

S × T = σ(měř. obdélńıky) = δ(měř. obdélńıky) ⊂ D ⊂ S × T .
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Č́ımž jsme dokázali, že funkce x 7→ ν(Ex) je S-měřitelná za předpokladu ν(Y ) < ∞. Necht’ tedy
ν(Y ) = ∞. Nyńı ze σ-konečnosti necht’ Yk ⊂ Y, Yk ⊂ Yk+1, pro které plat́ı ν(Yk) <∞,

⋃∞
k=1 Yk = Y .

Označme νk(B) = ν(B ∩ Yk), B ∈ T . Pro νk tvrzeńı plat́ı, protože

νk(Y ) = ν(Y ∩ Yk) = ν(Yk) <∞

Tedy skE(x) = ν(Ex ∩ Yk) je měřitelná. Necht’ nyńı E ∈ S × T je pevné, pak Ex ∩ Yk ↗ Ex, tedy

sE(x) = ν(Ex) = lim
k→∞

ν(Ex ∩ Yk) = lim
k→∞

skE(x).

a limita měřitelných funkćı je měřitelná.

Věta 3.7 (Existence a jednoznačnost součinové mı́ry). Necht’ (X,S, µ), (Y, T , ν) jsou měřitelné
prostory se σ-konečnou mı́rou. Potom existuje právě jedna mı́ra µ× ν na S × T taková, že

(µ× ν)(A×B) = µ(A) · ν(B) pro každou A ∈ S a B ∈ T .

Je-li Q ∈ S × T , pak

(µ× ν)(Q) =

∫
X
ν(Qx) dµ(x) =

∫
Y
µ(Qy) dν(y).

D̊ukaz. Podle předchoźı věty v́ıme, že funkce x 7→ ν(Qx) je měřitelná a tedy ji má smysl integrovat.
Definujme

Π1(Q) =

∫
X
ν(Qx) dµ(x), pro Q ∈ S × T .

Rádi bychom ukázali, že Π1 je mı́ra a že je σ-konečná. Potom bychom mohli použ́ıt větu 3.4.
Jednoduše odvod́ıme Π1(∅) = 0 a tedy Π1 neńı identicky rovna ∞. Necht’ Qk ∈ S × T , po dvou
disjunktńı, pak pomoćı Leviho věty pro řady

Π1

( ∞⋃
k=1

Qk

)
=

∫
X
ν
( ∞⋃

k=1

(Qk)x

)
dµ(x) =

∫
X

( ∞∑
k=1

ν((Qk)x)
)
dµ(x) =

=
∞∑
k=1

∫
X
(Qk)x dµ(x) =

∞∑
k=1

Π1(Qk)

Π1 je tedy mı́ra.
Dále pro měřitelný obdélńık plat́ı

Π1(A×B) =

∫
X
ν((A×B)x) dµ(x) =

∫
X
χA(x)ν(B) dµ(x) = ν(B)

∫
X
χA(x) dµ(x) = ν(B) · µ(A).

Ze σ-konečnosti měr µ, ν v́ıme, že ∃Xk ↗ X, Yk ↗ Y : µ(Xk) <∞, ν(Yk) <∞. Pak

Xk × Yk ↗ X × Y a Π(Xk × Yk) = µ(Xk) · ν(Yk) <∞

a tedy Π1 je σ-konečná mı́ra.
Obdobně dokážeme vše pro

Π2(Q) =

∫
Y
µ(Qy) dν(y), pro Q ∈ S × T .

Jelikož množina měřitelných obdélńık̊u je uzavřená na pr̊uniky, máme dle věty 3.4, že Π1 = Π2 na
S × T .
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Poznámka. Pozor, neplat́ı Lp+q = Lp × Lq. Přesněji Lp+q je zúplněńı mı́ry Lp × Lq.

Věta 3.8 (Měřitelnost řezu funkce). Necht’ f je S×T -měřitelná na X×Y . Potom pro každé x ∈ X
je fx T -měřitelná a pro každé y ∈ Y je fy S-měřitelná.

D̊ukaz. Necht’ ∈ X pevné a U ⊂ R pevná otevřená. Chceme dle definice měřitelnosti ukázat, že
ukázat, že f−1

x (U) ∈ T . Vı́me, že f je měřitelná a tedy

f−1(U) ∈ S × T = {[x, y] ∈ X × Y ; f(x, y) ∈ U}.

Ukážeme, že f−1
x (U) = (f−1(U))x.

f−1
x (U) = {y ∈ Y ; f(x, y) = fx(y) ∈ U}

(f−1(U))x = {y ∈ Y ; f(x, y) = fx(y) ∈ U}.

Podle věty 3.5 plat́ı
f−1 ∈ S × T ⇒ (f−1(U))x ∈ T .

Tedy f−1
x (U) ∈ T , což znamená, že fx je měřitelná.

Věta 3.9 (Fubiniova věta). Necht’ (X,S, µ) a (Y, T , ν) jsou měřitelné prostory se σ-konečnou mı́rou.
Necht’ f je S × T -měřitelná funkce na X × Y .

(a) Je-li 0 ≤ f ≤ ∞, φ(x) =
∫
Y fx dν, x ∈ X a ψ(y) =

∫
X fy dµ, y ∈ Y , pak φ je S-měřitelná a

ψ je T -měřitelná a plat́ı ∫
X×Y

f d(µ× ν) =

∫
X
φ dµ =

∫
Y
ψ dν. (1)

(b) Je-li φ∗(x) =
∫
Y |fx| dν a

∫
X φ∗ dµ <∞, potom f ∈ L1(µ×ν). Obdobně pro ψ∗(y) =

∫
X |fy| dµ.

(c) Necht’ f ∈ L1(µ× ν). Pak φ je definovaná pro µ skoro všechna x, ψ je definovaná pro ν skoro
všechna y a plat́ı (1).

D̊ukaz. Dokážeme větu pro fx a φ.
(a): Dle věty 3.8 v́ıme, že funkce fx je měřitelná a tedy

∫
Y fx dν má smysl.

Necht’ A ∈ S × T , pro f = χA dle věty 3.7 plat́ı∫
X×Y

χA d(µ× ν) = (µ× ν)(A) =

∫
X
ν(Ax) dµ =

∫
X

∫
Y
χA dνdµ =

∫
X
φχ dµ.

Pro f charakteristickou funkci množiny tedy věta plat́ı.
Necht’ Ai ∈ S × T , po dvou disjunktńı, pro f = s(x, y) =

∑
i=1 αiχAi(x, y), αi > 0, pak tedy plat́ı∫

X×Y
s(x, y) d(µ× ν) =

∫
X×Y

∑
i=1

αiχAi(x, y) d(µ× ν) =
∑
i=1

αi

∫
X×Y

χAi(x, y) d(µ× ν) =

=
∑
i=1

αi

∫
X
ν((Ai)x) dµ =

∫
X

∑
i=1

αiν((Ai)x) dµ =

∫
X

∫
Y
sx(x, y) dνdµ =

∫
X
φs(x) dµ.

Věta tedy plat́ı pro f jednoduchou.
Pro f obecnou měřitelnou ∃sk jednoduché, že sk ↗ f . Vı́me z Leviho věty

lim
k→∞

∫
X×Y

sk d(µ× ν) =

∫
X×Y

f d(µ× ν).
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Jelikož sk ≤ sk+1, můžeme opět použ́ıt Leviho větu

lim
k→∞

φsk = lim
k→∞

∫
Y
(sk)x dν =

∫
Y

lim
k→∞

(sk)x dν =

∫
Y
fx dν = φ.

Z nerovnosti sk ≤ sk+1 také vyplývá φsk ≤ φsk+1
a tedy potřet́ı Levi∫

X×Y
f d(µ× ν) = lim

k→∞

∫
X×Y

sk d(µ× ν) = lim
k→∞

∫
X
φsk d(µ× ν) =

=

∫
X

lim
k→∞

φsk d(µ× ν) =

∫
X
φ dµ.

Obdobně pro fy a ψ.
(b): Použijeme (a) na funkci |f |∫

X×Y
|f | d(µ× ν) =

∫
X
φ∗(x) dµ <∞.

To znamená, že f ∈ L1(µ× ν). Podobně pro ψ∗(y) =
∫
X |fy| dµ.

(c): Máme f = f+ − f−, pak φ+ odpov́ıdá f+ a φ− odpov́ıdá f−. Pak (a) plat́ı pro (f+ a φ+) a
(f− a φ−). Pak ∫

X
φ+ dµ =

∫
X×Y

f+ d(µ× ν) <∞.

A tedy φ+ < ∞, analogicky φ− < ∞. A tedy i φ = φ+ − φ− < ∞ skoro všude. Odečteme od sebe
rovnost (1) pro f+ a f− a dostaneme (1) pro φ. Obdobně pro ψ.

Věta 3.10 (O součinu Borelovských množin v Rn). Necht’ p, q ∈ N, pak

Bp+q = Bp × Bq ⊂ Bp
0 × Bq

0 ⊂ Bp+q
0

a Bp+q
0 je zúplněńım (Rp × Rq,Bp

0 × Bq
0,Lp × Lq).

Poznámka. Z předchoźı věty plyne, že Lp+q je zúplněńım Lp × Lq.

3.4 Věta o substituci

Tvrzeńı. Necht’ M je n× n matice. Potom existuj́ı ortonormálńı matice A,B a diagonálńı matice
C, tak, že M = ACB.

Důsledek 3.2. Necht’ M je n × n regulárńı matice a mějme lineárńı zobrazeńı φ(x) = Mx. Pak
pro každou otevřenou množinu O plat́ı

Ln(φ(O)) = |detM |Ln(O).

Definice 3.6 (Jacobiho matice). Necht’ V ⊂ Rn je otevřená množina a f : V → Rn je C1 zobrazeńı.
Definujme Jakobiho matici zobrazeńı f jako

Df(x) =


∂f1
∂x1

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
∂f2
∂x1

(x) . . . ∂f2
∂xn

(x)
...

...
∂fn
∂x1

(x) . . . ∂fn
∂xn

(x)


a Jakobián tohoto zobrazeńı jako Jf (x) = detDf (x)
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Definice 3.7 (Difeomorfismus). Necht’ V ⊂ Rn je otevřená množina a f : V → Rn je C1 zobrazeńı.
Řekneme, že f je difeomorfismus, je-li toto zobrazeńı prosté a regulárńı, tedy Jf (x) ̸= 0 pro
všechna x ∈ V .

Věta 3.11 (Věta o substituci). Necht’ V ⊂ Rn je otevřená množina a f : V → Rn je difeomorfismus.
Necht’ M ⊂ f(V ) je měřitelná a g :M → R je měřitelná funkce, pak∫

M
g dLn =

∫
f−1(M)

(g ◦ f)|Jf | dLn,

pokud má alespoň jedna strana smysl.

Poznámka. Pro řešeńı úloh v́ıcerozměrné integrace pomoćı věty o substituci jsou často užitečné
následuj́ıćı substituce

Polárńı souřadnice Položme x = r cosα, y = r sinα, kde r ∈ (0,∞), α ∈ (0, 2π). Tedy
máme

f : R2 → R2, (r, α) 7→ (r cosα, r sinα).

Pak f ∈ C1.
f je prosté, protože pokud r1 cosα1 = r2 cosα2, r1 sinα1 = r2 sinα2, pak

r21(cos
2 α1 + sin2 α1) = r22(cos

2 α2 + sin2 α2) ⇒ r21 = r22 ⇒ r1 = r2.

Dále jelikož α ∈ (0, 2π)
cosα1 = cosα2

sinα1 = sinα2

}
⇒ α1 = α2.

f je na, protože r =
√
x2 + y2, α = arcsin y√

x2+y2
(pro výpočet úhlu je potřeba zohlednit v

jakém kvadrantu bod lež́ı).
Jakobián je roven

Jf =

∣∣∣∣cosα −r sinα
sinα r cosα

∣∣∣∣ = r > 0.

Válcové souřadnice Položme x = r cosα, y = r sinα, z = h, kde r > 0, α ∈ (0, 2π), h ∈ R.
Tedy máme

f : R3 → R3, (r, α, h) 7→ (r cosα, r sinα, h).

Pak f ∈ C1.
f je prosté, odvozeńı obdobné jako v předchoźım př́ıpadě.
f je na, protože r =

√
x2 + y2 + z2, α = arcsin y√

x2+y2
, h = z (pro výpočet úhlu je potřeba

zohlednit v jakém kvadrantu bod lež́ı).
Jakobián je roven

Jf =

∣∣∣∣∣∣
cosα −r sinα 0
sinα r cosα 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r > 0.

Sférické souřadnice Položme x = r cosψ cosφ, y = r cosψ sinφ, z = r sinψ, kde r ∈
(0,∞), ψ ∈ (−π

2 ,
π
2 ), φ ∈ (0, 2π). Tedy máme

f : R3 → R3, (r, ψ, φ) 7→ (r cosψ cosφ, r cosψ sinφ, r sinψ).
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Pak f ∈ C1.
f je prosté, odvozeńı je opět podobné jako u polárńıch souřadnic (umocněńı všech rovnic na
druhou a sečteńı dá r1 = r2 a dále je postup př́ımočarý).
f je na, protože r =

√
x2 + y2 + z2, ψ = arcsin z√

x2+y2+z2
, φ = arctan y

x (pro výpočet úhlu

je potřeba zohlednit v jakém kvadrantu bod lež́ı).
Jakobián je roven

Jf =

∣∣∣∣∣∣
cosψ cosφ −r sinψ cosφ −r cosψ sinφ
cosψ sinφ −r sinψ sinφ r cosψ cosφ

sinψ r cosψ 0

∣∣∣∣∣∣ = r2 cosψ ̸= 0.
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4 Různé konvergence, rozklad měr a distribučńı funkce

4.1 Prostory Lp a r̊uzné druhy konvergence

Definice 4.1 (prostor Lp). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a 1 ≤ p < ∞. Definujeme prostor
Lp jako

Lp(X,µ) = {f : X → R; ∥f∥Lp <∞},

kde

∥f∥Lp =

(∫
X
|f |p dµ

) 1
p

.

Definice 4.2 (Esenciálńı supremum a prostor L∞). Necht’ g : X → [0,∞] je měřitelná. Esenciálńı
supremum g definujeme jako

esssupg = inf{α; µ({g > α}) = 0}

Prostor L∞(X,µ) definujeme jako

L∞(X,µ) = {f : X → R; ∥f∥L∞ = esssup|f |<∞}.

Poznámka. Z d̊ukazu úplnosti Lp prostor̊u v analýze plyne, že pokud fk
Lp

−→ f , 1 ≤ p < ∞, pak
existuje podposloupnost fkj taková, že fkj (x) → f(x) pro skoro všechna x ∈ X.

Definice 4.3 (Konvergence podle mı́ry). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a f, fk : X → R.
Řekneme, že fk konverguj́ı podle mı́ry µ k f , znač́ıme fk

µ−→ f , jestliže pro každé δ > 0 plat́ı

lim
k→∞

µ({x ∈ X; |fk(x)− f(x)| ≥ δ}) = 0.

Věta 4.1 (Vztah konvergence v Lp a konvergence v mı́̌re). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a

f, fk : X → R. Necht’ 1 ≤ p <∞ a fk
Lp

−→ f . Pak fk
µ−→ f .

D̊ukaz. Necht’ δ > 0, podle Čebyševovi nerovnosti plat́ı

µ({x ∈ X; |fk(x)− f(x)| ≥ δ}) ≤ 1

δp

∫
X
|fk(x)− f(x)|p dµ =

1

δp
∥fk − f∥pLp

k→∞−−−→ 0.

A tedy i

µ({x ∈ X; |fk(x)− f(x)| ≥ δ}) k→∞−−−→ 0.

Věta 4.2 (Vztah konvergence s.v. a konvergence v mı́̌re). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou,
f, fk : X → R a µ(X) <∞.

(a) Necht’ fk → f µ-s.v., pak fk
µ−→ f .

(b) Necht’ fk
µ−→ f , pak existuje vybraná podposloupnost fkj , která konverguje k f µ-s.v.

D̊ukaz. (a) Vı́me, že ∃N ∈ A, µ(N) = 0 taková, že fk(x) → f(x), pro ∀x ∈ X \N . Necht’ δ > 0.
Označme

An = {x ∈ X; |fk(x)− f(x)| < δ, ∀k ≥ n}.

Zřejmě plat́ı An ⊂ An+1, protože požadujeme č́ım dál t́ım méně.
Necht’ x ∈ X \N , pak z konvergence µ-s.v. dostáváme ∃n ∈ N,∀k ≥ n plat́ı |fk(x) − f(x)| < δ tj.
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x ∈ An. Tedy X \N ⊂
⋃∞

n=1An, neboli An ↗ Y , kde X \N ⊂ Y .
Jelikož ale zároveň Y ⊂ X, pak nutně µ(Y ) = µ(X) <∞. Nyńı z věty spojitosti mı́ry ∀ε > 0,∃n0 ∈
N, že

µ(An0) > µ(Y )− ε

Využijeme µ(Y ) = µ(X) <∞ a nerovnost uprav́ıme

µ(X)− µ(An0) = µ(X \An0) < ε.

Tedy ∀ε > 0,∃n0 ∈ N, že pro ∀k ≥ n0 plat́ı

µ({x ∈ X; |fk(x)− f(x)| ≥ δ}) ≤ µ(X \An0) < ε.

Z definice tedy plat́ı

µ({x ∈ X; |fk(x)− f(x)| ≥ δ}) k→∞−−−→ 0.

(b) Z konvergence v mı́̌re pro ∀j ∈ N,∃kj ∈ N, že

µ({x ∈ X; |fkj (x)− f(x)| ≥ 1

2j
}) < 1

2j
.

Označme

Aj = {x ∈ X; |fkj (x)− f(x)| ≥ 1

2j
}.

Pak plat́ı µ(Aj) ≤ 1
2j
. Položme

A =
∞⋂
n=1

( ∞⋃
j=n

Aj

)
.

Pak pro ∀n ∈ N plat́ı

µ(A) ≤ µ(
∞⋃
j=n

Aj) ≤
∞∑
j=n

µ(Aj) ≤
∞∑
j=n

1

2j
=

1

2n−1
.

A tedy nutně µ(A) = 0.
Dále plat́ı

X \A = X \
( ∞⋂

n=1

( ∞⋃
j=n

Aj

))
=

∞⋃
n=1

( ∞⋂
j=n

X \Aj

)
.

Pokud tedy x ∈ X \A, pak ∃n ∈ N, že x ∈
⋂∞

j=n(X \Aj) a tedy ∀j ≥ n plat́ı x ∈ X \Aj .
Tedy pro x ∈ X \A,∃n ∈ N, ∀j ≥ n plat́ı

|fkj (x)− f(x)| < 1

2j

a jelikož µ(A) = 0, pak to přesně znamená

fkj
k→∞−−−→ f(x) µ− s.v.

Poznámka. Abychom mohli doplnit vztahy mezi námi známými druhy konvergenćı, uvedeme pár
protipř́ıklad̊u, které některé implikace vyvraćı.

• Pro tzv. klouzaj́ıćı hrbol plat́ı:(f je nulová funkce) fk
Lp

−→ f, fk
µ−→, fk, fk ̸→ f µ-s.v.

• Pro funkce fk(x) =
1
kx , x ∈ (0, 1) plat́ı:(f je nulová funkce) fk ̸L

p

−→ f, fk
µ−→, fk, fk → f µ-s.v.
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4.2 Radon-Nikodýmova věta

Definice 4.4 (Absolutně spojitá a singulárńı mı́ra). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a µ, ν jsou
mı́ry na (X,A). Řekneme, že ν je absolutně spojitá vzhledem k µ, znač́ıme ν << µ, jestliže

pro všechny A ∈ A plat́ı µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0.

Řekneme, že ν je singulárńı vzhledem k µ, znač́ıme µ ⊥ ν, jestliže

existuje S ∈ A tak, že µ(S) = 0 a ν(X \ S) = 0.

Definice 4.5 (Znaménková mı́ra). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a µ : A → [−∞,∞]. Pak µ
nazveme znaménková mı́ra, jestliže

(i) µ(∅) = 0

(ii) µ je σ-aditivńı; pro Ak ∈ A po dvou disjunktńı plat́ı µ (
⋃∞

k=1Ak) =
∑∞

k=1 µ(Ak).

Věta 4.3 (Hahn̊uv rozklad). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a µ je znaménková mı́ra na (X,A).
Potom existuje tzv. Hahn̊uv rozklad, tedy existuje P ∈ A tak, že pro každou A ∈ A plat́ı

µ(A ∩ P ) ≥ 0 a µ(A ∩ (X \ P )) ≤ 0.

Věta 4.4 (Radon-Nikodýmova věta). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a µ, ν jsou konečné mı́ry
na (X,A). Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı.

(i) ν << µ.

(ii) existuje f ∈ L1(X,µ), f ≥ 0 tak, že ν(A) =
∫
A f dµ pro všechny A ∈ A.

D̊ukaz. (ii)⇒(i): Triviálńı.
(i)⇒(ii): Položme M = {g ≥ 0; g měřitelná, ∀A ∈ A plat́ı

∫
A g dµ ≤ ν(A)}. Pak v́ıme, že

• M ≠ ∅, protože g ≡ 0, g ∈ M.

• M je uzavřená na operaci maxima, tj. jestliže g1, g2 ∈ M, pak max{g1, g2} ∈ M. Necht’ A ∈ A,
označme A1 = {x ∈ A; g1(x) ≥ g2(x)}, pak∫

A
max{g1, g2} dµ =

∫
A1

g1 dµ+

∫
A\A1

g2 dµ ≤ ν(A1) + ν(A \A1) = ν(A).

• Existuje posloupnost {gk} ⊂ M, že∫
X
gk dµ

k→∞−−−→ sup{
∫
X
g dµ; g ∈ M}.

To plyne z definice suprema.

Nyńı položme fk = max{g1, ..., gk}, pak fk ∈ M a fk ≥ gk, z čehož plyne∫
X
fk dµ

k→∞−−−→ sup{
∫
X
g dµ; g ∈ M}.

Zároveň v́ıme, že fk+1 ≥ fk a tedy ∃f = limk→∞ fk. Z Leviho věty pak plyne∫
X
f dµ = lim

k→∞

∫
X
fk dµ = sup{

∫
X
g dµ; g ∈ M}.
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Dále jelikož ∀A ∈ A plat́ı
∫
A fk dµ ≤ ν(A), pak i

lim
k→∞

∫
A
fk dµ =

∫
A

lim
k→∞

fk dµ =

∫
A
f dµ ≤ ν(A)

tedy f ∈ M. Položme λ0(A) = ν(A) −
∫
A f dµ, což je nezáporná mı́ra. Chceme ukázat λ0 ≡ 0,

pro spor předpokládejme, že ∃ε > 0, že λ0(X) > εµ(X). Máme tedy mı́ru λ0 − εµ, která může být
potenciálně znaménková. Nalezneme tedy jej́ı Hahn̊uv rozklad, tj. P ∈ A, že pro ∀A ∈ A plat́ı

(λ0 − εµ)(A ∩ P ) ≥ 0 a (λ0 − εµ)(A ∩ (X \ P )) ≤ 0.

Dokážeme, že µ(P ) > 0. Pro spor necht’ µ(P ) = 0 pak z absolutńı spojitosti také ν(P ) = 0, z čehož
nutně plyne λ0(P ) = 0. Pak ale z Hahnova rozkladu po dosazeńı X

(λ0 − εµ)(P )︸ ︷︷ ︸
=0

+(λ0 − εµ)(X \ P )︸ ︷︷ ︸
≤0

= λ0(X)− εµ(X) > 0

což je spor, plat́ı tedy µ(P ) > 0.
Vı́me tedy, že ∀A ∈ A plat́ı λ0(A ∩ P ) ≥ εµ(A ∩ P )

ν(A) = λ0(A)+

∫
A
f dµ ≥ λ0(A∩P )+

∫
A
f dµ ≥ εµ(A∩P )+

∫
A
f dµ =

∫
A
εχP dµ+

∫
A
f dµ =

∫
A
(f+εχP ) dµ.

Tedy f + εχP ∈ M a∫
X
f + εχP dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
εχP dµ =

∫
X
f dµ+ ε µ(P )︸ ︷︷ ︸

>0

>

∫
X
f dµ.

Což je ovšem spor s t́ım, že v f se nabývalo suprema. Tedy ν(A) =
∫
A f dµ.

Věta 4.5 (Lebesgue̊uv rozklad). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, µ je mı́ra a ν je σ-konečná
mı́ra na (X,A). Potom existuje jednoznačný rozklad ν = νa + νs tak, že νa << µ a νs ⊥ µ.

D̊ukaz. Existence: Nejprve předpokládejme, že ν(X) < ∞. Označme M = {B ∈ A; µ(B) = 0}.
Pak z definice suprema existuj́ı Bj ∈ M tak, že

ν(Bj)
j→∞−−−→ sup{ν(B); B ∈ M} <∞.

Označme B ∈ A takovou, že ν(B) = sup{ν(E); E ∈ M}. Pak B =
⋃∞

j=1Bj ∈ M.
Pro libovolné A ∈ A položme

νs(A) = ν(A ∩B) a νa(A) = ν(A ∩ (X \B)) = ν(A \B).

Zřejmě plat́ı ν = νs + νa.
Pro B plat́ı µ(B) = 0 a také

ν(X \B) = ν((X \B) ∩B) = ν(∅) = 0

a tedy νs ⊥ µ.
Nyńı chceme ukázat, že pokud A ∈ M pak νa(A) = 0. Sporem necht’ tedy ∃C ∈ M, že νa(C) =
ν(C \B) > 0. Pak A ∪B ∈ M, ale také

ν(A ∪B) = ν(A \B) + ν(B) > ν(B).
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Což je spor s t́ım, že v B se nabývalo suprema. Plat́ı tedy νa(A) = 0.
Necht’ nyńı ν(X) = ∞, pak ν je σ-konečná mı́ra a tedy ∃Xj , že X =

⋃∞
j=1Xj a ν(Xj) <∞. Položme

Yk = Xk \Xk−1. Pak X =
⋃∞

j=1 Yj . Na každém prostoru Yk najdeme rozklad νk = νka + νks . Pak pro

A ∈ A položme ν(A) =
∑∞

k=1 ν
k(A ∩ Yk). Pak νa =

∑∞
k=1 ν

k
a a νs =

∑∞
k=1 ν

k
s je hledaný rozklad.

Jednoznačnost: Necht’ ν = νs + νa = ν ′s + ν ′a. Pak existuj́ı B,B′ ∈ A, že

µ(B) = 0, νs(X \B) = 0 a µ(B′) = 0, ν ′s(X \B′) = 0.

Necht’ A ∈ A, označme C = A ∩ (B ∪B′) a D = A \ (B ∪B′). Vı́me, že

µ(C) ≤ µ(B) + µ(B′) = 0.

Z absolutńı spojitosti pak plat́ı νa(C) = 0, ν ′a(C) = 0. Pak

ν(C) = νs(C) + νa(C)︸ ︷︷ ︸
=0

= ν ′s(C) + ν ′a(C)︸ ︷︷ ︸
=0

⇒ νs(C) = ν ′s(C)

Dále νs(D) = ν ′s(D), nebot’ D ⊂ X \(B∪B′) a plat́ı νs(X \B) = 0, ν ′s(X \B′) = 0. Z toho odvod́ıme

ν(D) = νs(D)︸ ︷︷ ︸
=0

+νa(D) = ν ′s(D)︸ ︷︷ ︸
=0

+ν ′a(D) ⇒ νa(D) = ν ′a(D).

Dohromady
νa(A) = νa(C) + νa(D) = ν ′a(C) + ν ′a(D) = ν ′a(A).

νs(A) = νs(C) + νs(D) = ν ′s(C) + ν ′s(D) = ν ′s(A).

Rozklad je tedy jednoznačný.

4.3 Distribučńı funkce

Definice 4.6 (Distribučńı funkce). Řekneme, že F : R → R je distribučńı funkce, je-li neklesaj́ıćı,
zprava spojitá (tj. pro xn ↘ x plat́ı F (xn) → F (x)), limx→−∞ F = 0 a limx→∞ F = 1.

Definice 4.7 (Borelovská mı́ra). Řekneme, že mı́ra µ definovaná na měřitelném prostoru (Rn,A)
je borelovská, pokud B(Rn) ⊂ A.

Věta 4.6 (Existence distribučńı funkce). Necht’ µ je borelovská pravděpodobnostńı mı́ra na B(R) a
definujeme F (x) = µ((−∞, x]) pro x ∈ R. Potom F je distribučńı funkce.

D̊ukaz. Postupně dokážeme všechny definičńı vlastnosti distribučńı funkce.
Necht’ x < y, pak

F (x) = µ((−∞, x]) ≤ µ((−∞, y]) = F (y).

F je tedy neklesaj́ıćı.
Necht’ xn je posloupnost v R taková, že xn ↘ x. Pak (−∞, x] =

⋂∞
n=1(−∞, xn]. Tedy ze spojitosti

mı́ry
F (x) = µ((−∞, x]) = lim

n→∞
µ((−∞, xn]) = lim

n→∞
F (xn).

F je tedy zprava spojitá.
Zřejmě plat́ı

⋃∞
n=1(−∞, n] = R a tedy

lim
n→∞

F (n) = lim
n→∞

µ((−∞, n]) = µ(R) = 1.

Nav́ıc F je neklesaj́ıćı a tedy existuje limx→∞ F (x). Nutně tedy z Heineho věty limx→∞ F (x) = 1.
Obdobně

⋂∞
n=1(−∞,−n]) = ∅ a tedy limx→−∞ F (x) = µ(∅) = 0.

28



Věta 4.7 (Charakterizace distribučńı funkce). Necht’ F je distribučńı funkce. Potom existuje právě
jedna borelovská pravděpodobnostńı mı́ra µ na B(R) tak, že F (x) = µ((−∞, x]) pro x ∈ R.

D̊ukaz. Jednoznačnost: Mějme mı́ry µ1, µ2 splňuj́ıćı vztah ve zněńı. Mějme interval (a, b] ⊂ R,
pak

µ1((a, b]) = µ1((−∞, b])− µ1((−∞, a]) = F (b)− F (a) = µ2((−∞, b])− µ2((−∞, a]) = µ2((a, b]).

Označme S = {(a, b]; a, b ∈ R}, pak S je uzavřený na pr̊uniky a mı́ry µ1, µ2 jsou konečně, speciálně
tedy σ-konečné. Dle věty o jednoznačnosti mı́ry tedy plat́ı µ1 = µ2 na σ(S) = B(R).
Existence: Pro x ∈ R definujme zobrazeńı

ϕ(x) =

{
F (x) pokud F spojitá v x

[F (x−), F (x+)] jinak.

Označme S = {y ∈ [0, 1]; F−1(y) má v́ıce jak jeden bod}. Pak S je nejvýše spočetná, protože
každý interval, kde je F lokálně konstantńı, obsahuje racionálńı č́ıslo. Sestroj́ıme tedy zobrazeńı z
těchto racionálńıch bod̊u do př́ıslušných interval̊u a je to. Pro E ⊂ R definujeme ϕ(x) =

⋃
x∈E ϕ(x).

Chceme definovat µ(E) = L1(ϕ(E)) pro E ∈ B(R). Nejdř́ıve ale muśıme ověřit, že ϕ(E) je měřitelná
množina.
Označme A = {E ⊂ R; ϕ(E) ∈ B(R)}. Chceme A ukázat, že A je σ-algebra a obsahuje intervaly.
Zřejmě pro interval I ⊂ R plat́ı ϕ(I) = Ĩ ∈ B(R), tedy A obsahuje intervaly.
Nyńı ověř́ıme vlastnosti σ-algebry

(i) Zřejmě ϕ(R) ∈ {[0, 1], (0, 1), [0, 1), (0, 1]} ⊂ B(R). Tedy R ∈ A.

(ii) Necht’ E ∈ A, pak
ϕ(R \ E) = (ϕ(R) \ ϕ(I))︸ ︷︷ ︸

∈B(R)

∪S1, kde S1 ⊂ S.

Mohlo by se totiž stát, že E jen částečně lež́ı v nějakém intervalu lokálńı konstantnosti, pak
bychom o onu konstantńı hodnotu přǐsli. Každopádně to nevad́ı, protože S ∈ B(R). Dohromady
tedy R \ E ∈ A.

(iii) Necht’ Ej ∈ A, j ∈ N, pak

ϕ(
∞⋃
j=1

Ej) =
∞⋃
j=1

ϕ(Ej)︸ ︷︷ ︸
∈B(R)

∈ B(R).

Tedy
⋃∞

j=1Ej ∈ A.

Můžeme tedy s klidem v duši definovat µ(E) = L1(ϕ(E)) pro E ∈ B(R). Nyńı dokážeme, že µ je
mı́ra. Jistě µ(∅) = 0 a tedy neńı identicky rovna ∞. Necht’ Ej ∈ B(R) po dvou disjunktńı, pak pro
j ̸= k plat́ı

ϕ(Ej) ∩ ϕ(Ek) ⊂ S.

Tedy jsou disjunktńı až na spočetnou množinu, která má ovšem nulovou Lebesgueovu mı́ru. Pak ale
i spočetné sjednoceńı takovýchto množin má nulovou Lebesgueovu mı́ru. Plat́ı tedy

µ(
∞⋃
j=1

Ej) = L1(ϕ(
∞⋃
j=1

Ej)) = L1(
∞⋃
j=1

ϕ(Ej)) =
∞∑
j=1

L1(ϕ(Ej)) =
∞∑
j=1

µ(Ej).
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Nyńı ukážeme, že µ je pravděpodobnostńı a skutečně splňuje požadovaný vztah. Jelikož ϕ(R) ∈
{[0, 1], (0, 1), [0, 1), (0, 1]}, plat́ı µ(R) = 1.
Dále pro x ∈ R plat́ı ϕ((−∞, x]) ∈ {[0, F (x)], (0, F (x)), [0, F (x)), (0, F (x)]} a tedy

µ((−∞, x]) = L1(ϕ(−∞, x]) = F (x).

Poznámka. Necht’ F je distribučńı funkce. Pak existuj́ı neklesaj́ıćı funkce Fa, FC , FJ , tak, že

F = Fa + FC + FJ

s následuj́ıćımi vlastnostmi. Funkce skok̊u lze napsat jako

FJ(x) =
∞∑
j=1

ajχ[bj ,∞).

Pro Cantorovskou část plat́ı F ′
C(x) = 0 pro L1 s.v. x ∈ R a pro absolutně spojitou část existuje

f ∈ L1(R) tak, že

Fa(x) =

∫ x

−∞
f(y) dy.
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