
1. cvičeńı

Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u (α ∈ R je parametr):

1.
∫ ∞

0

dx√
x3 + 5x+ 3

, 2.
∫ 1

0

log x
1− x2

dx, 3.
∫ ∞

0

x− sinx
xα

dx

5.
∫ ∞

0

x sinx
1 + x2

dx (i absolutńı konvergenci), 6.
∫ π

2

0

log(cosx) tanα x dx .

Nalezněte objemy
4. jednotkové koule, 7. anuloidu.

Výsledky a návody:

1. Konverguje ; U ∞ limitně srovnáme s
1
x

3
2
.

2. Konverguje; U 1 v́ıme lim
t→0

log x
1− x

= 1, a proto limitně srovnáme s 1.

U 0 srovnáme s log x a
∫ 1

0

| log x| <∞ zjist́ıme z per partes.

3. Konverguje pro α ∈ (2, 4); U 0 limitně srovnáme s
x3

xα
.

U ∞ (nelimitně) srovnáme s
x+ 1
xα

.

5. Konverguje neabsolutně. Z Abel-Dirichleta v́ıme, že
∫ ∞

0

sinx
x

dx konverguje a∫ ∞
0

(x sinx
1 + x2

− sinx
x

)
dx =

∫ ∞
0

− sinx
(1 + x2)x

dx snadno konverguje - u ∞ srovnej s
1
x3
.

Absolutně diverguje:
∫ ∞

0

x| sinx|
1 + x2

dx ≥
∞∑
k=1

∫ 3
4π+kπ

π
4 +kπ

≥
∞∑
k=1

π

2
(π4 + kπ)| 12 |

1 + ( 3
4π + kπ)2

=∞ .

6. Konverguje pro α ∈ (−3, 1); U 0 limitně srovnáme s (1− cosx)xα ∼ x2+α.

U
π

2
se chová jako

log(cosx)
cosα x

. Vzhledem k lim
x→π

2

cosx
π
2 − x

= 1

je tato funkce stejně integrovatelná, jako funkce
log y
yα

u 0, tedy pro α < 1.

4.
4
3
π; Koule vznikne rotaćı funkce f(x) =

√
1− x2 okolo osy x.

Objem je tedy V = π

∫ 1

−1

(
√

1− x2)2 dx =
4
3
π .

7.4π2; Uvažujme anuloid vzniklý rotaćı kruhu {[x, y] : x2+(y−2)2 ≤ 1} okolo osy x.

Anuloid vznikne jako rozd́ıl tělesa vzniklého rotaćı y1 = 2+
√

1− x2 a tělesa y2 = 2−
√

1− x2 .

V = π

∫ 1

−1

[
(2 +

√
1− x2)2 − (2−

√
1− x2)2

]
dx = 16π

∫ 1

0

√
1− x2 dx .

2. cvičeńı

Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u (α ∈ R je parametr):

1.
∫ ∞

0

1√
x log(1 + ex)

dx, 2.
∫ ∞
−∞

e−αx
2
dx, 3.

∫ π
2

0

sin
( 1

sinx

)
dx

6.
∫ ∞

0

sin
(√

x2α + 1− xα
)
dx, 8.

∫ 1

0

arccosx
logα(1/x)

dx, 9.
∫ ∞

0

(π − 2 arctanx)αdx.

4. Nalezněte obsah povrchu jednotkové koule vR3.
1
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5. Nalezněte obsah plochy mezi grafy funkćı
x2

2
a

1
1 + x2

.

Pomoćı Riemanova integrálu spočtěte

7. lim
n→∞

1p + 2p + . . .+ np

np+1
, p > 1 .

Výsledky a návody:

1. Konverguje; U 0 srovnej s
1√
x

a u ∞ srovnej s
2
x

3
2
.

2. Konverguje pro α > 0; Pro α > 0 na (−∞,−1] a [1,∞) srovnej s e−α|x|

nebo limitně srovnej s
1
x2
. Pro α ≤ 0 srovnej s 1.

Na [−1, 1] je funkce spojitá .

3. Konverguje; Srovnávaćı kritérium a |f(x)| ≤ 1.

4.S = 4π; Koule vznikne rotaćı funkce f(x) =
√

1− x2, x ∈ [−1, 1], kolem osy x.

Tedy S = 2π
∫ b

a

f
√

1 + (f ′)2 = 2π
∫ 1

−1

√
1− x2

√
1 +

( x√
1− x2

)2 = 2π
∫ 1

−1

1 dx.

5.S =
π

2
− 1

3
; Z rovnice

x2

2
=

1
1 + x2

dostaneme x = ±1.

S =
∫ 1

−1

( 1
1 + x2

− x2

2

)
dx =

[
arctanx− x3

6

]1
−1

=
π

2
− 1

3

6. Konverguje pro α > 1; U ∞ limitně srovnáme se sin
( 1√

x2α + 1 + xα

)
∼ 1
xα
.

pro α > 0 a pro α ≤ 0 u ∞ limitně srovnáme s 1.

To konverguje pro α > 1 a pro α > 1 je funkce u 0 spojitá.

7.
1

p+ 1
;

1p + 2p + . . .+ np

np+1
=

1
n

(( 1
n

)p +
( 2
n

)p + . . .+
(n
n

)p) =

Toto je Riemannovský součet funkce xp, a tedy lim =
∫ 1

0

xp dx =
1

p+ 1
.

8. Konverguje pro α <
3
2

; U 0 se chová jako
1

logα(1/x)
,

a tedy limitńım srovnáńım s
1√
x

konverguje. U 1 limitně srovnáme s
√

1− x
(1− x)α

.

9. Konverguje pro α > 1; U 0 spojitá. U ∞ limitně srovnáme s
1
xα
,

nebot’ pomoćı l’Hospitala zjist́ıme lim
x→∞

π − 2 arctanx
1
x

= 2.

3. cvičeńı

NA 5. CVICENI BUDE PISEMKA!

Nalezněte limn→∞ z následuj́ıćıch integrál̊u:

1.
∫ 1

0

xn, 2.
∫ 100

0

ex
3

1 + nx
, 3.

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
, 4.

∫ ∞
0

log(x+ n)
n

e−x cosx,

6.
∫ 1

0

nx15 sin
(
x2

n

)
, 7.

∫ ∞
0

e−x
n

, 8.
∫ ∞

0

dx

(1 + x
n )n n
√
x
.
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Spočtěte (za pomoci Heineho věty)

5. lim
a→∞

F (a) a lim
a→0+

F (a) pro F (a) =
∫ ∞

0

e−ax
2

1 + x
dx .

Návody:
1. 0; Z Lebesgueovy věty a 0 ≤ xn ≤ x nebo z Leviho.

2. 0; Z Lebesgueovy věty a 0 ≤ fn ≤
ex

3

1 + x
nebo z Leviho.

3. 0; Z Lebesgueovy věty a 0 ≤ fn ≤
1
2
.

4. 0; Z Lebesgueovy věty a |fn| ≤ e−x
x+ n

n
≤ e−x(x+ 1).

5. 0 a ∞; Pro an →∞ a an ≥ 1 plat́ı
e−anx

2

1 + x
≤ e−x

2
což je integrovatelné.

Z Lebesgue a lim
n→∞

∫ ∞
0

e−anx
2

1 + x
=
∫ ∞

0

lim
n→∞

e−anx
2

1 + x
= 0, a tedy podle Heineho lim

a→∞
F (a) = 0.

Zřejmě e−ax
2
≥ 1
e

pro x ≤ 1√
a
. Tedy

∫ ∞
0

e−ax
2

1 + x
≥
∫ 1√

a

0

1
e(1 + x)

=
1
e

log
( 1√

a
+1
) a→0+→ ∞.

6.
1
18

; Bodová limita je x17 sin x2

n
x2

n

→ x17. Z Lebesgueovy věty a |fn| ≤ nx15x
2

n
= x17.

7. 1; Z Lebesgueovy věty a fn ≤ 1 na (0, 1) a fn ≤ e−x na (1,∞), nebo z Leviho.

8. 1; Bodová limita je
1

ex · 1
a
∫ ∞

0

e−x = 1. Z Lebesgueovy věty a

fn ≤
1√
x

na (0, 1) a fn ≤
1

(1 + x
n )n
≤ 1

1 + x
nn+ x2

n2
n(n−1)

2

≤ 1
1 + x2

4

na (1,∞).

4. cvičeńı

Vyjádřete následuj́ıćı integrály jako součet řady:

1.
∫ 1

0

log(1− x)
x

, 2.
∫ ∞

0

x

ex + 1
dx, 3.

∫ 1

0

xp log(x)
1 + x2

dx pro p > 0,

4.
∫ ∞

0

log
(1− e−x

1 + e−x

)
dx, 5.

∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx (pro p, q > 0), 6.

∫ ∞
0

e−x cos(
√
x) dx.

Návody:

1.
∞∑
n=1

−1
n2

; Rozvineme do
∞∑
n=1

−xn+1

n
. Podle Leviho na

∞∑
n=1

−fn.

2.
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2
; Rozvineme do

∞∑
n=0

(−1)nxe−(n+1)x.

Podle Lebesgua
∞∑
n=0

∫
|fn| =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

xe−(n+1)x =
∞∑
n=1

1
(n+ 1)2

<∞.

3.
∞∑
0

(−1)n+1 1
(2n+ p+ 1)2

; Rozvineme do
∞∑
n=0

xp log(x)(−1)nx2n

Podle Lebesgua
∞∑
n=0

∫
|fn| =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

xp(−1) log(x)x2n =
∞∑
n=1

1
(2n+ p+ 1)2

<∞ .
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4.
∞∑
n=1

−1 + (−1)n

n2
; Rozvineme jako log(1−e−x)−log(1+e−x) =

∞∑
n=1

−e−nx

n
+

(−1)ne−nx

n
.

Podle Lebesgua
∞∑
n=1

∫
|fn| ≤

∞∑
n=0

∫ ∞
0

2
e−nx

n
=
∞∑
n=1

2
n2

<∞.

5.
∞∑
n=0

(−1)n

p+ qn
; Zřejmě ≤ xp−1, a tedy integrál konverguje.

Rozvineme do
∞∑
n=0

(−1)nxp+qn−1. Podle Lebesgueovy věty pro funkce FN =
N∑
n=0

fn

|
N∑
n=0

fn| = |
N∑
n=0

(−1)nxp+qn−1| = xp−1 1− (−x)Nq+1

1 + xq
≤ xp−1 2

1 + xq
∈ L1(0, 1).

6.
∞∑
n=0

(−1)n
n!

(2n)!
; Rozvineme do

∞∑
n=0

(−1)ne−x
xn

(2n)!
.

Podle Lebesgua
∞∑
n=0

∫
|fn| =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

e−x
xn

(2n)!
.

Indukćı snadno
∫ ∞

0

xne−x = (n)! a
∑ n!

(2n)!
<∞.

6. cvičeńı

U následuj́ıćıch integrál̊u vyšetřete pro jaká α konverguj́ı a vyšetřete spojitost na
definičńım oboru:

1.
∫ ∞

0

sin(αx)
1 + x2

, 2.
∫ ∞

0

e−αx
2

1 + x
, 3.

∫ 1

0

1√
x2 + α2

a nalezněte i lim
α→∞

a lim
α→0

,

4.
∫ ∞

0

x

1 + xα
, 5.

∫ ∞
0

αe−αx
2

1 + x
a nalezněte i lim

α→0+
, 6.

∫ 1

0

1− xα

log x
.

Návody:

1. spojitá na R; |f(x, α)| ≤ 1
1 + x2

∈ L1.

2. spojitá na (0,∞); Pro α ∈ [δ,∞) je |f(x, α)| ≤ e−δx
2
∈ L1.

3. spojitá na (−∞, 0) ∪ (0,∞); Pro |α| > δ je |f(x, α)| ≤ 1√
δ2

=
1
δ
∈ L1.

Pro α ∈ [1,∞) je 1 integrovatelná majoranta a podle Lebesguea a Heineho je

lim
α→∞

∫ 1

0

1√
x2 + α2

=
∫ 1

0

lim
α→∞

1√
x2 + α2

=
∫ 1

0

0 = 0.

Pro |α| ≤ δ je
∫ 1

0

1√
x2 + α2

≥
∫ 1

0

1√
x2 + δ2

≥
∫ 1

δ

1√
2x

=
−1√

2
log δ δ→0+→ ∞.

4. spojitá na (2,∞); Pro α ∈ [2 + δ,∞) je |f(x, α)| ≤

{
x

1+x2+δ pro x > 1
1 pro x < 1.

5. spojitá na [0,∞); Pro α ∈ [δ,K] je |f(x, α)| ≤ Ke−δx
2

1 + x
≤ Ke−δx

2
∈ L1.

Pro spojitost v 0 zprava muśıme spoč́ıtat lim
α→0+

F (α). Substitućı y =
√
ax

odhadneme
∫ ∞

0

αe−αx
2

1 + x
≤
∫ ∞

0

αe−αx
2

=
∫ ∞

0

√
αe−y

2
=
√
α

∫ ∞
0

e−y
2 α→0+→ 0.
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6. spojitá na (−1,∞); V 1 lze spojitě dodefinovat a u 0 standartně srovnáme s
xα

log x
.

Pro δ < 1 a α ∈ [−1+δ, 0] máme |f(x, α)| ≤ x−1+δ − 1
| log x|

a pro α ∈ [0,K] je |f(x, α)| ≤ 1− xK

| log x|
.

7. cvičeńı

Spočtěte následuj́ıćı integrály (pomoćı věty o záměně derivace a integrálu). Obor
konvergence je u každého př́ıkladu napsán.

1.
∫ ∞

0

1− e−ax2

xex2 , a > −1; 2.
∫ ∞

0

e−ax
2 − e−bx2

x2
, a, b > 0 (Rada:

∫ ∞
0

e−x
2

=
√
π

2
)

3.
∫ ∞

0

arctan ax− arctan bx
x

, a, b > 0 nebo a, b < 0; 4.
∫ ∞

0

e−kx
sin ax
x

, k > 0, a ∈ R;

5.
∫ π

2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x), a, b > 0.

Návody:

1.
ln(a+ 1)

2
;
∣∣∣∂f(x, a)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣xe−(a+1)x2

∣∣∣ ≤ xe−δx2
pro a ∈ (−1 + δ,∞).

2.
√
πb−

√
πa;

∣∣∣∂f(x, a, b)
∂a

∣∣∣ =
∣∣∣−e−ax2

∣∣∣ ≤ e−δx2
pro a ∈ (δ,∞).∫ ∞

0

−e−ax
2

= −1
2

√
π

a
⇒ F (a, b) = C(b)−

√
πa a F (b, b) = 0.

3.
π

2
ln
a

b
;
∣∣∣∂f(x, a, b)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
1 + a2x2

∣∣∣ ≤ 1
1 + δ2x2

pro |a| ≥ δ.∫ ∞
0

1
1 + a2x2

=
π

2a
a F (b, b) = 0.

4. arctan
a

k
;
∣∣∣∂f(x, a, k)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣e−kx cos ax

∣∣∣ ≤ e−kx pro a ∈ R.∫ ∞
0

e−kx cos ax =
[
e−kx

a sin ax− k cos ax
a2 + k2

]x=∞
x=0

=
k

a2 + k2
a F (0, k) = 0.

5. π ln
|a|+ |b|

2
;
∣∣∣∂f(x, a, b)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣2
a

a2 sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x

∣∣∣ ≤ 2
δ

pro |a| > δ

Substitućı tanx = t spočteme
∂F (a, b)
∂a

=
π

a+ b
.

8. cvičeńı

Za pomoci Fubiniovy věty ve dvou dimenźıch spočtěte

3.
∫ 1

0

xb − xa

log x
dx pro a, b > −1, 5.

∫ ∞
0

e−ax
2 − e−bx2

x2
dx pro a, b > 0.

Nalezněte mı́ru následuj́ıch podmnožin R2

1. {x2 < y < x+ 2}, 2.
{
y ≤ x, 0 < y <

1
x2

}
.

Spočtěte následuj́ıćı dvourozměrné integrály

4.
∫
M

(x2+y2) dxdy pro M = {|x|+|y| ≤ 1}, 6.
∫
M

e−(x+y)dxdy pro M = {0 ≤ x ≤ y},

7.
∫
M

x2

y2
dxdy pro M omezenou mezi křivkami x = 2, y = x a xy = 1,
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8.
∫
M

(
√
x+ y) dxdy pro M = {x2 + y2 ≤ x}

Návody:

1.
9
2

;
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
1 dy dx =

∫ 2

−1

(x+ 2− x2) dx.

2.
3
2

;
∫ 1

0

∫ x

0

1 dy dx+
∫ ∞

1

∫ 1
x2

0

1 dy dx =
∫ 1

0

x dx+
∫ ∞

1

1
x2

dx

3. log
b+ 1
a+ 1

;
∫ 1

0

xb − xa

log x
=
∫ ∫

M

xy =
∫ b

a

1
y + 1

= log
b+ 1
a+ 1

.

4.
2
3

; 4
∫ 1

0

∫ 1−x

0

(x2 + y2) dy dx = 4
∫ 1

0

(
(1− x)x2 +

(1− x)3

3

)
dx

5.
√
πb−

√
πa;

∫ ∞
0

e−ax
2 − e−bx2

x2
=
∫ ∫

M

e−yx
2

=
∫ b

a

√
π

2
√
y

=
√
πb−

√
πa.

6.
1
2

;
∫ ∞

0

∫ y

0

e−(x+y) dx dy =
∫ ∞

0

e−y(1− e−y) dy

7. 2
1
4

;
∫ 2

1

∫ x

1
x

x2

y2
dy dx =

∫ 2

1

x2
(
x− 1

x

)
dx

8.
8
15

;
∫ 1

0

∫ √x−x2

−
√
x−x2

(
√
x+ y) dy dx = 2

∫ 1

0

√
x
√
x− x2 = 2

∫ 1

0

(1− z)
√
z dz

9. cvičeńı

Na 11. cvičeńı bude zápočtová ṕısemka

Spočtěte následuj́ıćı dvourozměrné integrály

1.
∫
M

1√
1− x2 − y2

dxdy pro M = {x2+y2 ≤ 1}, 2.
∫
M

1√
x2 + y2

dxdy pro M = {x2+y2 ≤ x}.

Nalezněte mı́ru následuj́ıch množin M ⊂ R2

3. {(x+y)3 < xy, x ≥ 0, y ≥ 0}, 4. {x3+y3 < xy, x > 0, y > 0}, 5. {2
√
|x|+

√
|y| ≤ 1},

6. {1 < xy < 2, y < x < 3y}, 7.{y < x2 < 4y, 2x < y2 < 3x} .
Návody:

1. 2π; Polárńı souřadnice a
∫ 1

0

(∫ 2π

0

r dϕ√
1− r2

)
dr

2. 2; Polárńı souřadnice a 0 ≤ x2+y2 ≤ x dá 0 ≤ r ≤ cosϕ.
∫ π

2

−π2

(∫ cosϕ

0

r dr√
r2

)
dϕ.

3.
1
60

; Transformace x = r cos2 ϕ a y = r sin2 ϕ

transformuje M na 0 ≤ r ≤ sin2 ϕ cos2 ϕ a Jf = 2r sinϕ cosϕ.∫ π
2

0

(∫ sin2 ϕ cos2 ϕ

0

2r sinϕ cosϕ dr
)
dϕ =

∫ π
2

0

sin5 ϕ cos5 ϕ dϕ

4.
1
6

; Transformace x = r cos
2
3 ϕ a y = r sin

2
3 ϕ

transformuje M na 0 ≤ r ≤ sin
2
3 ϕ cos

2
3 ϕ a Jf =

2
3
r sin−

1
3 ϕ cos−

1
3 ϕ.∫ π

2

0

(∫ sin
2
3 ϕ cos

2
3 ϕ

0

2
3
r sin−

1
3 ϕ cos−

1
3 ϕ dr

)
dϕ =

1
3

∫ π
2

0

sinϕ cosϕ dϕ
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5.
1
6

; Transformace x =
1
4
r cos4 ϕ a y = r sin4 ϕ

transformuje M∩{x > 0, y > 0} na 0 ≤ r ≤ 1, 0 < ϕ <
π

2
a tam Jf = r sin3 ϕ cos3 ϕ > 0.

4
∫ π

2

0

(∫ 1

0

r sin3 ϕ cos3 ϕ dr
)
dϕ = 2

∫ π
2

0

sin3 ϕ cos3 ϕ dϕ

6.
1
2

log 3; Transformace u = xy, v =
x

y
neboli x =

√
uv a y =

√
u

v

transformuje M na 1 ≤ u ≤ 3, 1 < v < 3 a tam Jf =
1
2v

> 0.
∫ 2

1

(∫ 3

1

1
2v

dv
)
du.

7. 1; Transformace u =
x2

y
, v =

y2

x
neboli x = 3

√
uv2 a y = 3

√
u2v

transformuje M na 1 ≤ u ≤ 4, 2 < v < 3 a Jf =
1
3
.

∫ 4

1

(∫ 3

2

1
3
dv
)
du.

10. cvičeńı

Na tabuli jsme poč́ıtali následuj́ıćı př́ıklady:
Pomoćı Fubiniovy věty nalezněte mı́ru následuj́ıch podmnožin R3

1. {0 < x < 3, 0 < y < 3, xy < z < 1}, 2. {x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1− x− y},
3. M omezená plochami z = 1 a z = x2 + y2.

Pomoćı Fubiniovy věty spočtěte následuj́ıćı trojrozměrné integrály

4.
∫
M

x dxdydz pro M omezenou x = 0, y = 0 z = 0, y = 3 a x+ z = 2

5.
∫
M

z2 dxdydz pro M = {x2 + y2 + z2 ≤ 1, x2 + y2 + z2 ≤ 2z}.

Pomoćı věty o substituci spočtěte následuj́ıćı trojrozměrné integrály

6.
∫
M

1 dxdydz pro M = {x2 + y2 < z < 1},

7.
∫
M

z dxdydz pro M = {x2 + y2 ≤ z2, z ∈ (0, 2)},

8.
∫
M

1 dxdydz pro M =
{y2

2
+
z2

3
≤ 1

1 + x2

}
,

9.
∫
M

1 dxdydz pro M =
{

(2−
√
x2 + y2)2 + z2 ≤ 1

}
.

Návody:

1. log 9− 7
12

;
∫ 3

0

∫ min( 1
x ,3)

0

∫ 1

xy

1 dz dy dx =

=
∫ 1

3

0

∫ 3

0

∫ 1

xy

1 dz dy dx+
∫ 3

1
3

∫ 1
x

0

∫ 1

xy

1 dz dy dx .

2.
1
6

;
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

1 dz dy dx

3.
π

2
; z je od 0 do 1 je řez kruh o poloměru

√
z :

∫ 1

0

π(
√
z)2 dz.

4. 4;
∫ 2

0

∫ 3

0

∫ 2−x

0

x dz dy dx

5.
59
480

π; Pro z ∈ [0,
1
2

] je řez kruh o poloměru
√

2z − z2, pro z ∈ [
1
2
, 1]
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je řez kruh o poloměru
√

1− z2 :
∫ 1

2

0

z2π(
√

2z − z2)2 dz+
∫ 2

1
2

z2π(
√

1− z2)2 dz .

6.
π

2
; Válcové souřadnice x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = a, pak Jf = r > 0.

x2 + y2 < z < 1 transformuji na r2 < a < 1 :
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r2
r da dr dϕ .

7. 4π; Válcové souřadnice
∫ 2

0

∫ 2π

0

∫ a

0

ar dr dϕ da.

8.
√

6π2; Upravené válcové souřadnice y =
√

2r cosϕ, z =
√

3r sinϕ, x = a,

pak Jf =
√

6r > 0.
∫ ∞
−∞

∫ 2π

0

∫ √
1

a2+1

0

√
6r dr dϕ da .

9. 4π2; Válcové souřadnice daj́ı (2− r)2 + a2 ≤ 1, a tedy r ∈ [1, 3].∫ 2π

0

∫ 3

1

∫ √1−(2−r2)

−
√

1−(2−r2)
r da dr dϕ .

12. cvičeńı

Na tabuli jsme poč́ıtali následuj́ıćı př́ıklady:
Spočtěte následuj́ıćı trojrozměrné objemy či integrály

1. L3(M) pro M = {x2 + y2 + z2 ≤ 2z, x2 + y2 ≤ z2},
2. Spočtěte 1. jak přes sférické, tak i válcové souřadnice},

3. L3(M) pro M =
{(x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)2

≤ x2y
}

a a, b, c > 0,

4. L3(M) pro M = {a(x2 + y2) + z ≤ a, z ≥ 0} v závislosti na a ∈ R.

5. L3(M) pro M =
{

(x+ y + z)2 < y, x > 0, y > 0, z > 0
}
,

6.
∫
M

exyzx2y dxdydz pro M = {x ≥ 0, y ≥ 1, z ≥ 1, xyz ≤ 1}

za použit́ı substituce x = u, y =
u+ v

u
, z =

u+ v + w

u+ v
.

Návody:

1. π; Sférické souřadnice převedou x2 + y2 + z2 ≤ 2z na 0 < r < 2 sinψ a

x2+y2 ≤ z2 na cos2 ψ < sin2 ψ. Odtud sinψ > 0 a cos2 ψ < sin2 ψ, tedy ψ ∈ (
π

4
,
π

2
).∫ 2π

0

∫ π
2

π
4

∫ 2 sinψ

0

r2 cosψ dr dψ dϕ.

2. π; Válcové souřadnice převedou x2 + y2 + z2 ≤ 2z na r2 + a2 ≤ 2a a
x2 + y2 ≤ z2 na r2 ≤ a2. Z prvńı nerovnosti 2a− a2 ≥ 0, tedy a ∈ (0, 2).

Dále r2 ≤ min{2a− a2, a2} a 2a− a2 = a2 pro a = 1.∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ a

0

r dr da dψ +
∫ 2π

0

∫ 2

1

∫ √2a−a2

0

r dr da dψ .

3.
πa7b4c

192
; Zobecněné sférické souřadnice x = ar cosϕ cosψ, y = br sinϕ cosψ,

z = cr sinψ a Jf = abcr2 cosψ. Podmı́nku převedu na 0 ≤ r4 ≤ a2br3 cos2 ϕ cos3 ψ sinϕ.

Odtud sinϕ > 0.
∫ π

2

−π2

∫ π

0

∫ a2b cos2 ϕ cos3 ψ sinϕ

0

abcr2 cosψ dr dϕ dψ .
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4.∞ pro a < 0 a
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ a(1−r2)

0

r dz dr dϕ =
aπ

2
pro a > 0 přes válcové souřadnice.

5.
1
60

; Zobecněné sférické souřadnice x = ar cos2 ϕ cos2 ψ, y = br sin2 ϕ cos2 ψ,

z = cr sin2 ψ a Jf = 4r2 cosϕ sinϕ cos3 ψ sinψ pro ϕ,ψ ∈ (0,
π

2
).∫ π

2

0

∫ π
2

0

∫ sin2 ϕ cos2 ψ

0

4r2 cosϕ sinϕ cos3 ψ sinψ dr dψ dψ.

6.
e

2
− 1; Jakobián vyjde Jf =

1
u(u+ v)

. Z x ≥ 0 plyne u ≥ 0,

z y ≥ 1 plyne
u+ v

u
≥ 1, tedy v ≥ 0, z z ≥ 1 plyne w ≥ 0 a z xyz ≥ 1 plyne u+v+w ≤ 1.∫ 1

0

∫ 1−u

0

∫ 1−u−v

0

eu+v+wu2u+ v

u

1
u(u+ v)

du dv dw .


