1. cviceni

Vysetrete konvergenci ndsledujicich integrdli (o € R je parametr):

L /OO dx ’ /1 logx 3. /°°ar:—sinxdJU
o Va3+5x+3 0 e

* zsinz . i ] bl
5. ——5dx (i absolutn{ konvergenci), 6. log(cos z) tan® x dx
o l+4+=z 0
Naleznéte objemy

4. jednotkové koule, 7. anuloidu.
Vysledky a ndvody

1. Konverguje ;

- 1
U oo limitné srovname s —

xr2
. logzx
2. Konverguje; U 1 vime }II% Tz 1, a proto limitné srovname s 1

1
U 0 srovname s logx a / |log x| < oo zjistime z per partes
0

3
T
3. Konverguje pro a € (2,4); U 0 limitné srovndme s —

U oo (nelimitné) srovname s

e
z+1
>
* sinx
5. Konverguje neabsolutné. Z Abel-Dirichleta vime, ze / dx konverguje a
0
/°° rsinz sinz * —sinz
<7 ) dr =
o M 422 oz o (1+22)x

dx snadno konverguje - u oo srovnej s

.1
x3

< g|si o pgmtkm o 00 T+ k)|l
Absolutné diverguje: zlsinz| dx > Z > Z EM —
L+ x? T tkm 2
k=1 =1
6. Konverguje pro o € (—3,1); U 0 limitné srovndme s

=0
— 214 (47 + km)?
s (1 = cosx)z®™ ~ 2T,
1
U g se chova jako M
0S%

Vzhledem k hm :osx =1
2 5 xr
je tato funkce stejné integrovatelnd, jako funkce

u 0, tedy proa <1

4.-7; Koule vznikne rotaci funkce f(x) = v/1 — a2 okolo osy x

1
Objem je tedy V = 7r/

4
(V=2
7.47%; Uvazujme anuloid vznikly rotaci kruhu {]

dr = =7

3

-1

] : 22 +(y—2)% < 1} okolo osy =
Anuloid vznikne jako rozdil télesa vzniklého rotaci y; = 2+v/1 — 22 a télesa yp = 2—v/1 — 22,
1 1
V:ﬂ'/ [(2+V1—2a2)* - \/lfo)Q]dleﬁw/ V1—22dz
-1 0

2. cviceni

Vysetrete konvergenci ndsledugicich integrdli (o € R je parametr):
[ emrate @ [ o L)
. ———dx . e . sin
o Vxlog(l+er) ™’ e “ 0 Msing /™
o] 1
6. / sin(\/ x2* +1— xa)das, 8./
0 0

arccos x

dz, 9. / m — 2arctan z)“dx
lo™(1/2) o ! )
4. Naleznéte obsah povrchu jednotkové koule vR?

1



2
1

5. Naleznéte obsah plochy mezi grafy funkei T a .

2 1422

Pomoci Riemanova integralu spoctéte

. 1P+ 2P 4 .. 4 nP
7.n11l£10 o] ,p>1.

Vysledky a ndvody:

1 2
1. Konverguje; U 0 srovnej s — a u oo srovnej s — .

VT x5

2. Konverguje pro a > 0; Pro a > 0 na (—oo, —1] a [1,00) srovnej s el

1
nebo limitné srovnej s —. Pro a < 0 srovnej s 1.
x
Na [—1,1] je funkce spojita .
3. Konverguje; Srovndvaci kritérium a |f(z)] < 1.

4.5 = 47r; Koule vznikne rotaci funkce f(z) = V1 — 22, x € [ , kolem osy .

TedyS—27r/ V14 f’2—27r/ V91— 1+ ( i —27?/ 1dz.
V V1—a?
1

5.8 = g —; 7 rovnice ? T :c2 dostaneme x = +1.

1 2 1
S:/ ( ! fx—)dx:[arctanxfi} _r_1
\1+22 2 61-1 2 3

1 1
6. Konverguje pro a > 1; U oo limitné srovname se sin(—) ~—.

Vva2e + 1+ go e

pro a > 0 a pro a < 0 u oo limitné srovname s 1.

CO

To konverguje pro a > 1 a pro o > 1 je funkce u 0 spojita.
1 1P4+2P+ .. 4+nP  1/,1.p 2. p N\p
- (G C) e (1)) =

Tp+1’ nptl n

n

Toto je Riemannovsky soucet funkce x?, a tedy lim = / P de = —— .
0

3
8. Konverguje pro o < 3 U 0 se chova jako

1
log™(1/z)’

. 1 . o
a tedy limitnim srovnanim s — konverguje. U 1 limitné srovname s

Jz

1
9. Konverguje pro a > 1; U 0 spojitd. U oo limitné srovndme s —,
x

1—a)

T — 2arctanx
1
xT

nebot pomoci I’Hospitala zjistime lim =2.

Tr— 00
3. cviceni

NA 5. CVICENI BUDE PISEMKA!

Naleznéte lim,, o, z nasledujicich integrélu:

3

1 100 : oo
x 1 >
1. / ", 2. / ¢ , 3. / , 4. / og(z + ) ——— ¢ Pcosz,
0 0 1—|—TLJC 0 1+n2$2 0
1 2 e
6. / nat® sin <x>7 7. / , 8. /
0 n 0 Y




Spoctéte (za pomoci Heineho véty)

2
—ax

dr .

5.alL1£10F(a) a ali>I(I)I+F(a) pro F(a) = /0 i—i—x
Navody:
1. 0; Z Lebesgueovy véty a 0 < z" < x nebo z Leviho.
I3

2. 0; Z Lebesgueovy véty a 0 < f, < ¢ nebo z Leviho.
x

1
3. 0; Z Lebesgueovy véty a 0 < f,, < 3
4. 0; Z Lebesgueovy véty a |f| < e 2 tn <e F(x+1).

—anz?

5.0 a o0; Proa, — oo aa, >1 plati

2
< e ® coz je integrovatelné.

0o L —anz? 0o —anz?
e~ an e~ an
7 Lebesgue a lim = lim

1

1 1
Ziejmé e —az” > - S proz < Tedy /
f

1 L .. q7Sin 2 17
6. Tt Bodovd limita je 7' —3" — x°". Z Lebesgueovy véty a |f,| < nat =z

n

7. 1; Z Lebesgueovy véty a f, < 1na (0,1) a f,, < e * na (1,00), nebo z Leviho.

1 oo
8. 1; Bodova limita je 1 a / e~ * = 1. Z Lebesgueovy véty a
et - 0

L 1 o1 1.00)
> na (1,00).
I+ T 14 2pp 2l =14 2

fnS%na(OJ)afné

4. cviceni

Vyjadiete nasledujici integrédly jako soucet fady:

1 0o 1
log(1 — P ]
1./ M, 2. / v dx, 3. / wdw pro p > 0,
0 x 0 €e*+1 o 1+ a2

[o’e) 1 _ T 1 p—l o0
4. /0 1og<1 —&—Z*“C) dz, 5./0 1I+ - dx (pro p,q > 0), 6. /0 e " cos(v/z) dx.

Navody:

> _1 S s |
1. E —; Rozvineme do g
n
n=1

n=1

. Podle Leviho na Z —fn-

n=1
0 _1 n o0 -
2. Z (=1) Rozvineme do Z(—l)”me_("‘*‘l)l,

27
nO( +1) n=0

oo

Podle Lebesgua Z/\fn Z/ ze~ (DT Z n—|—1 < 0.

1

_1”-{-17’
R P N

Rozvineme do pr log(x)(—1)"2*"
n=0

Podle Lebesgua Z / |fn] = Z/ 2P(—1) log(x = i ﬁ <00

p+1)?

w
oMg

n:l

=0, a tedy podle Heineho lim F(a)

a— 00

/” <7 )=

17

oQ.

=0.



=14 (=) —
4. Z %;Rozvineme jako log(1—e™*)—log(14+e™ %) = Z en +

n
n=1
oo oo 0o o= 0o 9
Podle Lebesgua Z/|f"| < Z/O 2 - :Zﬁ < 00
n=1 n=0 n=1
e TL
Z : Ziejmé < zP1, a tedy integral konverguje.
= p+an’
> N
Rozvineme do Z(fl)"zlﬂrq"*l. Podle Lebesgueovy véty pro funkce Fy = Z fn
n= n=0

1— (—x)Natt

N N
2
= _1\n.ptqn—1| _ . p—1- " \"%) "~ p—1 1
%m-lg 1)"a el = g T < L e L0,
> !
6. Z(*l)n o : Rozvineme do Z )yre x

Podle Lebesgua Z/|fn Z/
|

Indukei snadno /o z"e™" =(n)! a Z & <

6. cviceni

U nasledujicich integralu vysetiete pro jaka « konverguji a vySetfete spojitost na
definiénim oboru:

) / sin(ax) ) /°° / loznéte i i I
. , 2. analeznéte i lim a lim,
0 1+ 22 0 14z’ \/;[;24—0[ a—o00 a—0

8] 00 —az? 11 _ o
4. / L, 5. / ac a naleznéte i lim , 6. / x .
o 1+a¢ o 14z a—0+ o logz

Névody:

e L'

1. spojitd na R; |f(z,a)| < T2

2. spojitd na (0,00); Pro a € [§,0) je |f(z, a)| < e 9" e L.
11
Va2

Pro « € [1,00) je 1 integrovatelnd majoranta a podle Lebesguea a Heineho je

3. spojitd na (—o0,0) U (0,00); Pro |a| > 6 je |f(z,a)| < €L

1
0=0.

lim

1 1
1 1

— = lim 7:/

OMOO/O Va2 + a? /o a—oo /x4 a? o

1 1
. 1 1 1 —1 6~>0+
Proagée/iz/iz/izi g6 = oo.
| | ) 0 \/:L‘2—‘r—a2 0 2 + 2 5 \@x \/§
4. spojit na (2,00); Pro a € [24 6,00) je |f(z,a)] < { 1H#*F° pro-®
1 pro x < 1.

—bx?

5. spojitd na [0,00); Pro a € [0, K] je |f(z,a)| < < Ke % e L.

T 1+
Pro spojitost v 0 zprava musime spocitat lirgJr F(a). Substituci y = Vax
oa—

> qeoe’ o 2 > 2 * 2 a0+
— — — a—
odhadneme / §/ ae” ™ :/ Vae ™Y :\/E/ e Y YT,
0 0 0 0

14+



5

:1:,0(

6. spojitd na (—1,00); V 1 lze spojité dodefinovat a u 0 standartné srovndme s

logax”
—146 _q 1— K
< a pro a € [0, K] je | f(z,a)| < m

Pro 6 < 1aa € [~1+6,0] mame | f(z,0)] < 'S Togal”

| log x|

7. cviceni

Spoctéte ndsledujici integraly (pomoci véty o zdméné derivace a integrélu). Obor
konvergence je u kazdého piikladu napsén.

1 = —az® o —az? _ _—ba? oo
L. / 672’ a>—1; 2. / %, a,b > 0 (Rada: / e_xz = ﬁ)
0 re® 0 T 0 2

sin ax

3 / > arctan ax — arctan bz
0

,k>0,a€cR;
x

, a,b> 0 nebo a,b < 0; 4. / e ke
0

™

5. / In(a®sin? 2 + b2 cos® x), a,b > 0.
0

Névody:
p nlet 1), ‘W(x’ “ ‘ = ‘xe‘<"+1>m2 < ze™ proa € (=1+4,00).
2 da
2= v [ e <5 o (5.20)

/w_ _—VéFab C(b) — v/ma a F(b,b) = 0.
0
8f(:c a,b)

1 )
‘7’14—@2332’_ 1+ 6222 pro faf 2 6.

1
— T aFbb) =
/0 1+ a?2? Qaa (5,8)

0 k ,. .
4. arctang; M’ = ‘e_’” cos a:v‘ < gk pro a € R.
k da
* kx [ _pgp@sinar —kcosaryr=e  k B
/0 e " cosax = [ 2 L . —a2+k2aF(0,k)—0.
la| + [b] |9f(x,a,b) a?sin® x 2
5. wln ; ‘—‘ ‘ — pro |a| >4
T 2 da aa?sin® z + b2 cos? x =3P la
OF(a,b
Substituci tanz =t spocteme (a,b) _ .
da a+b

8. cviéeni

Za pomoci Fubiniovy véty ve dvou dimenzich spoctéte

1,.b_ ,a oo _—az? _ —bx?
3./ i dx pro a,b> —1, 5. / %dm pro a,b > 0.
o logz o T

Naleznéte miru nasledujich podmnozin R?

1
1. {x2<y<x—|—2}, 2. {ygx, 0<y<—2}.
x

Spoctéte nasledujici dvourozmérné integraly

4. / (22 +y?) drvdy pro M = {|z|+|y| < 1}, 6. / e~ dzdy pro M = {0 < z <y},
M M

2
7. / % dxdy pro M omezenou mezi kiivkami z =2, y =z a xy =1,
M



8. / (Vz 4 5) dedy pro M = {2 4+ 3 < 2}
M

9 2 a2 2
1.7;/ / ldydx:/ (x+ 2 — 2?) da.
2 —1Jz2 -1
3 1 T o] a%z 1 001
2 7;// 1dydx+/ / ldydx:/ J;dx+/ — dx
2 0 0 1 X
1 J—
3.logb+1;/x 2 // x¥ = o 10gb+1.
a+1" J, logzx M a +1 a-+1
2 o 2 2 », (1-2)?
4. 5,4// (x +y)dydx—4/ ((1—x)x +T)dx
w*b_rm/ //:/ VT
2/
6. 7;/ /e_(“'y) dxdy:/ e Y(1l—eY)dy
2 Jo Jo 0
1 2 IxQ 2
L2-; = = -
7 g /1 /; 7 dy dx /130 (J: )dx

] 1 pVo—a? 1 1
8 —,// (\/§+y)dyda::2/ Veve—a2=2 | (1-2)zdz
15 Jo Jova=az 0 0

Navody:

9. cviéeni

Na 11. cviceni bude zapoctova pisemka
Spoctéte nasledujici dvourozmeérné integraly
1
1. / S S
M1 — 2% —9?
Naleznéte miru nasledujich mnozin M C R?

3. {(z+y)’ <wy, >0,y >0}, 4 {z’+y° <ay, >0, y > 0}, 5. {2v/[z]+/|y| < 1},
6. {1l <xy<2,y<xz<3y}, T{y<az? <4y, 2z <y? <3z} .

dxdy pro M = {z%+y* < 1}, 2. dxzdy pro M = {z%+y* < z}.

1
/M Va2 +y?

Névody:

1 27
. rde
1. 2m; Polarni souradnice a ( 7) dr
/0 0o V1-—r2

5 cosp 4. g
2. 2; Polarni soutadnice a 0 < x2+y2 <zxda0<r < cosep. / ( u) do
0 Vr?

™

1
3. @; Transformace = = rcos® ¢ a y = rsin? ¢

transformuje M na 0 < r < sin® pcos® ¢ a Jy = 2rsin ¢ cos .

5 sin? o cos? ¢ 5
/ (/ 2rsin @ cos ¢ dr) dp = / sin® ¢ cos® ¢ dy
0 0 0

1 2 .2
4. 6; Transformace x = rcos3 p a y = rsin3 @

2
transformuje M na 0 <r < sin3 <pcos% paldy= gr sin” 3 @cos_% .

z bmd ch053g02 1 z
/ (/ —rsin~ 3gocos S@dr) dgozf/ sin ¢ cos ¢ dp
0 0 3 3 Jo



1
5. —; Transformace x = Zr cos*pay=rsintyp

1
6
transformuje MN{zx >0,y >0} na0<r<1,0< ¢ < g a tam Jp = rsin® g cos® p > 0.

3,1 B
4/ (/ Tsin?’gpcosg(pdr) dy = 2/ sin® ¢ cos® ¢ dyp
0 0 0
1 T . U
6. 5 log 3; Transformace u = xy, v = — neboli x = Vuv ay =4/ —
Y v

1 2 43
transformujeMnalSquS,1<v<3atam<]f:2—>0./(/—dv)du.
v 1 1

2 2
x . .

7. 1; Transformace u = —, v = L neboli z = Vuv? a Y= V2w
Y x

1 [
transformujeMna1§u§4,2<v<3an:§./(/gdv)du.
1 M2

10. cviceni

Na tabuli jsme pocitali nasledujici piiklady:
Pomoci Fubiniovy véty naleznéte miru nésledujich podmnozin R3

1.{0<z<3,0<y<3, ay<z<l} 2.{x>0,y>0,0<2<1—2a—y},
3. M omezen4 plochami z = 1 a z = 2% + ¢%.
Pomoci Fubiniovy véty spoctéte nasledujici trojrozmérné integraly

4. / x drdydz pro M omezenou x =0, y=02=0, y=3ax+2=2
M

5. / 22 dedydz pro M = {a® +y? + 22 <1, 22 + % + 2% < 22},
M
Pomoci véty o substituci spoc¢téte nasledujici trojrozmérné integraly

6. / 1 dezdydz pro M = {2 +y* < z < 1},
M

7. / z dedydz pro M = {2% +y* < 22, 2 € (0,2)},
M

2 2 1

Y z
. 1 M = —
8 /M dxdydz pro { > + 3 1+x2}

9. / 1dzdydzproM:{(27\/x2+y2)2+22§1}.
M

7 3 rmin(1,3) /1
1. log9fﬁ;// /1dzdyd:c:
1
///1dzdydx+// /1dzdydm.
% y
1—z -y
2.7;// / 1dz dy dx
6" Jo Jo 0

1
3. g; z je od 0 do 1 je fez kruh o poloméru /% : 7(\Vz)? dz.

0
2—z
44/// x dz dy dx

59 1
5. 1507 Pro z € [0, 2] je tez kruh o poloméru v/2z — 22, pro z € [2

Navody:

1]



3 2
je fez kruh o poloméru /1 — 22 : 22m(\/22 — 22)? dz—|—/ 2r(v/1—22)?%dz .
0 3

6. —; Vélcové soufadnice x = rcose, y =rsing, z =a, pak Jy =r > 0.

s
2’
27
x2+y2<z<ltransformujinar2<a<1:/ //rdadrdg@.
2

2m a
7. 4m; Vélcové souradnice / / / ar dr dy da.

8. V6m?; Upravené valcové soufadnice y = V2r cos Y, 2= V/3rsin Y, T=a,

0o p2m \/aﬁi
paka:\/6r>0./ / / \/érdrdcpda.
—o00 J0 0

9. 47%; Vilcové soufadnice daji (2 - r)2 +a? <1, atedy r € 1, 3].
27 1 (2 r2
/ / / rda dr dp .
—(2—r2)

12. cviceni

Na tabuli jsme pocitali nasledujici priklady:
Spoctéte néasledujici trojrozmérné objemy ¢i integraly

1. L3(M) pro M = {x? +y* + 2% < 2z, 2® + 4y < 2%},

2. Spoctéte 1. jak pies sférické, tak i vdlcové soutadnice},
22 2 2%\2
3.£3(M)proM:{( +b—2+ ) §m2y}aa,b,c>07

4. L3(M) pro M = {a(x* +y*) 4+ 2z < a, z > 0} v zdvislosti na a € R.
5. L3(M) proMz{(a:+y+z)2<y, x>0, y>0, z>0},

6./ “Z %y dedydz pro M = {x >0, y > 1, 2> 1, 2yz < 1}
M

., . u—+v u+v+w
za, pouziti substituce x = u, y = , 2= .
U U+

Navody:
1. m; Sférické soufadnice prevedou z2 4+ 3% + 2% <22 na 0 < r < 2sinv a

224y < 2% na cos? ¢ < sin?). Odtud sintp > 0 a cos? ¢ < sin®, tedy o € (-,

2 5 2sin
/ / / r2 cos ) dr dip dep.
o Jz Jo

2. m; Valcové soufadnice prevedou 22 +y? 4+ 22 < 2znar’+a> <21 a

13
o3

2+ y? <z2’nar’<d® Z prvm’ nerovnosti 2a — a® > 0, tedy a € (0,2).

Déle 72 < min{2a — a?,a*} a 2a — a® = a® proa = 1.

/2ﬂ//rdrdad1/)+/2ﬂ//2a a2rdrdadd)

7b4
; Zobecnéné sférické soutadnice x = ar cos p cos v, y = brsin g cos,

ma
3 192

z=crsiny a Jy = aber? cos 1. Podminku pievedu na 0 < 7 < a2br cos? ¢ cos® 1 sin .

z 7w prabcos? ¢ cos® P sin g
Odtud sinp > 0. / / / aber? cos dr dp dip
_x 0



9

27 a(l—r
4.0co0proa<0a / / / rdzdrdp= % pro a > 0 pies valcové soutadnice.

1 . . .
5. @; Zobecnéné sférické soufadnice z = ar cos? ¢ cos? ), y = brsin® p cos? 1),

z=crsin®y a Jr = 472 cos psin ¢ cos® 1 sin ) pro @, € (O,g).

z 5 sin? ¢ cos? 1
/ / / 472 cos @ sin @ cos® Y sin ) dr dip di.
o Jo Jo

6. g —1; Jakobian vyjde Jy = Z x >0 plyne u > 0,

_
u(u +v)’

>1, tedyv>0, z22>1plynew >0 azazxyz > 1 plyne u+v+w < 1.

z y > 1 plyne utv

1—u 1l—u—v
// / eutvtwy, 2UFY 1 du dv dw .
uw u(u+v)



