5. Rady

5.1. Uvod
Definice. Necht {a,},en je posloupnost. Cislo s,, = a1 + as + ... + a,, nazveme m-tym ¢édsteéngm
souctem Tady Y .- a,. Souc¢tem nekonetné fady Y .- | a, nazveme limitu posloupnosti {sm }men,
pokud tato limita existuje. Je-li tato limita kone¢nd, pak fekneme, ze fada je konvergentni. Je-li tato
limita nekone¢na nebo neexistuje, pak rekneme, ze fada je divergentni. Tuto limitu budeme znagcit

oo an.
Piiklad: 1) > | 1 diverguje.
2) S°°° (—1)™ diverguje.

n=1

3) Yo7, ¢ konverguje pro |g| < 1.

Motivace: 1) Rozvoj funkce do fady - Tayloruv polynom.
2) Cena akcie v zdvislosti na vysi dividendy a o¢ekdvaném vynosu.

Véta L 5.1 (nutnd podminka konvergence). Jestlize je Y -, a, konvergentni, pak lim,,_, a,, = 0.
Varovani: Z lim,,_,, a,, = 0 neplyne konvergence Y > | a,.
Priklad: 1) 377, L diverguje.
Véta L 5.2 (konvergence souctu fad). (i) Nechf a € R\ {0}, pak
o) o0
Z an konverguje < Z aay, konverguge .
n=1 n=1

(i1) Necht Y7 | an, konverguje a > > | b, konverguje, pak

i(an + by) konverguje a i(an +b,) = i an + i b,.
n=1 n=1 n=1 n=1

5.2. Rady s nezdpornymi ¢leny
Pozorovéni: Necht {a,}22; je fada s nezdpornymi ¢leny. Pak >~ | a, konverguje, nebo m4 soucet
+00.

Véta L 5.3 (srovndvaci kritérium). Necht > 7 a, a > > b, jsou Fady s nezdpornymi éleny a necht
ezistuje ng € N tak, Ze pro vSechna n € N, n > ng plati a, < b,. Pak

oo oo
(1) an konverguje = Z ay konverguje,

n=1 n=1
o0 o0
(44) Za” diverquje = an diverguge.
n=1 n=1

Piiklad: 1) Y07 | 5 konverguje.

2) Yot ﬁ diverguje.

Véta L 5.4 (limitn{ srovndvact kritérium). Nechf > > an a > oo b, jsou fady s nezdpornymi éleny
. 2% %
a necht lim — = A € R*. Pak

n—oo n

(7) Jestlize A € (0,00), pak an konverguje < Z a,, konverguje,

n=1 n=1

(it) Jestlize A =0, pak Z b, konverquje = Z an konverguje,

n=1 n=1

o0 o0
(#0) Jestlize A = oo, pak Z a, konverguje = Z b, konverguje.
n=1 n=1

Piiklad: 1) > 07, ZL@ diverguje.

2) Yo7, 3% konverguje.

Konec 1. predndsky 20.2.




2
Véta L 5.5 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht >~ a,, je fada s nezdporngmi cleny.

(1) 3¢ € (0,1) Ing e NVne N, n>ng: Va, <q= Z an konverguje,

n=1

o0
(#) imsup a, < 1= Z an, konverguge,
n—oo n=1

o0
(741) nh_)rrgc Ya, <1= Z ay, konverguje,

n=1
o0
(tv) limsup a, > 1= Z a, diverguje,
n—oo n—=1

oo
(v) nhﬁn;() Ya, > 1= Z a, diverguje,
n=1
Poznamka: 1) Existuje-li lim,,_,o {/a, = 1, tak o konvergenci > - | a, nelze nic fct. Napiiklad
>, 1 diverguje a Y_.° | - konverguje.
Priklad: > 7, g—f konverguje. )
Z této konvergence a Véty 3.1. plyne, Ze lim,, oo 57 = 0.

Véta L 5.6 (d’Alambertovo podilové kritérium). Necht Y " | a, je fada s kladngmi cleny.

(1) 3¢ € (0,1) I e NVneN, n>ng: dntl q= Z a,, konverguje,
Qnp

n=1
a oo
(ii) limsup % < 1 = E an konvergugje,
a o0
Ly 1 )
(iii) lim — <1 = g an, konverguje,
n—o0o @, /
n—

Ap+1

oo
>1= Z ay, diverguge.

) e
n=1
Piiklad: 1) >0, L konverguje.
2) 3°°° | 2% konverguje pro kazdé z > 0.

Véta T 5.7 (kondenzaé¢ni kritérium). Necht Y | a, je Fada s nezdporngmi éleny spliiujict ant1 < an,
pro véechna n € N. Pak

o0 oo
Z an konverguje < Z 2"agn konverguje.

n=1 n=1
Disledek. Necht a € R.
(oo}
1

' — k je & a>1.
(1) nz::l — konverguje & a

(#4) i L konverguje < a > 1
—n log*n 8t '

Konec 2. predndsky 23.2.
5.3. Neabsolutni konvergence fad

Definice. Necht pro fadu ) | a, plati, ze >~ | |a,| konveguje. Pak fikdme, ze Y~ a,, konverguje
absolutné.

Véta L 5.8 (Bolzano-Cauchyho podminka pro konvergenci fad). Rada S0 an konverguje, prdvé
tehdy, kdyz je splnéna ndsledujici podminka

m
Ve>0dnge NVm,ne N, m>n>ng: )Zaj <e.
j=n

Véta L 5.9 (vztah konvergence a absolutni konvergence). Necht fada "~ ; a, konverguje absolutné,
pak fada Y| an konverguje.



Dausledky. Necht Y ° | a, je Fada.

(1) Pokud lim [t <1, pak Zan konverguje.

=300 |an)] Z

(2) Pokud lim {/|a,| <1, pak Zan konverguje.
n—oo

n=1

Navic plati i

(1') Pokud lim [n 1| > 1, pak Zan diverguje.

n—oo |ay|

n=1

(2') Pokud lim {/|a,| > 1, pak Zan diverguje.
n—oo

n=1

Priklad: 1. ZZO=1 %,: konverguje pro kazdé x < 0.
2. Vysettete konvergenci a absolutni konvergenci Y-, % v zavislosti na « € R.

Véta T 5.10 (Leibnizovo kritérium). Nechf {a,}S2, je nerostouci posloupnost nezdpornych disel.
Pak

Z(fl)”an konverguje < lim a, =0.
n—oo

n=1

Priklad: 23:;1 (le)n konverguje. Tedy z konvergence fady neplyne absolutni konvergence.

Lemma (Abelova parcizilni sumace). Necht m,n € N am < n a necht ap,,...,a0n,bm,...,b, € R.
Oznacme sy = Zf m @i- Pak plati
Z aib; = Z i(bi = bit1) + Snbn.

Konec 3. predndsky 27.2.

Véta T 5.11 (Abel-Dirichletovo kritérium). Necht {a,}nen je posloupnost redlngch éisel a {b,}52
je nerostouct posloupnost nezdporngch ¢isel. Necht je splnéna alespon jedna z ndsledugjicich podminek

oo
(A) Z a, je konvergentnf,

n=1
(o)
(D) lim b, =0 a g a, md omezené castecné soucty, tedy
n—roo
n=1

m

dK >0Vme N: \sm|:‘2ai‘<K.

Pak je Y| anby, konvergentn.

Priklad: 1) {sinn},en a {cosn},en maji omezené castecné soucty.
o sinn X cosn s . -
2) >y ay - R konverguji neabsolutné.

5.4. Prerovnavani rad a soucin ifad

Definice. Necht > ™7
Fady > 07 | ay.

Véta T 5.12 (o prerovnani absolutné konvergentni fady). Necht Y | a, je absolutné konvergentni
Fada a > - 1 Gp(n) Je jeji prerovndni. Pak > ap(n) Jje absolutné konvergentni tada a md stejny
soucet jako anl Q.

1 0n je Tada a p : N — N je bijekce. Radu Zn 1 Gp(n) NAZYVaME prerovndnim

Véta BD 5.13 (Riemann). Neabsolutné konvergentni fadu lze prerovnat k libovolnému souctu z R*.
Neboli: Necht pro konvergentni fadu - | a, plati y > | |an| = 0o. Pak pro libovolné s € R* ezistuje
bijekce p : N — N takovd, Ze

o0

Z ap(n) = $

n=1

Konec 4. predndsky 1.3.
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Definice. Necht > 7 a, a Y .o b, jsou fady. Cauchyovskym soucinem téchto fad nazveme Fadu
co k—1

Z(Z ak,in-).

k=2 i=1
Véta T 5.14 (o soucinu fad). Necht > .7 a, a d .o b, konverguji absolutné. Pak
0o k-1 0 o0
S () () (1)
k=2 i=1 n=1 n=1
Priklady: 1) e®e¥ = "1V,
2) Necht a,, = b,, = (1" pak fada Cauchyovskych souctu diverguje.

n )

Véta T 5.15 (zavedeni exponenciely). Existuje funkce exp : R — R spliugici:
a) exp(x) je rostouct na R,

b) Vo,y € R exp(z +y) = exp(z) exp(y),

¢) exp(0) =1,
-1
d) lim exp(z) =1 _ 1
x—0 xT

e) exp(z) je spojitd na R.

5.5. Limita posloupnosti a soucet fady v komplexnim oboru

Definice. Necht {a,}52; a {b,}52; jsou dvé redlné posloupnosti. Pak ¢, = a}, + ib, je komplexni
posloupnost. Rekneme, Ze lim,, .o ¢, = A 4+ ¢B, pokud existuji lim, .o a, = A € R a lim,, s b, =
B eR.

Piiklady: 1) lim,, giii

2) limy, o0 (5 + 30)".

Definice. Necht {a,}2%, a {b,}32, jsou dvé redlné posloupnosti a ¢, = a, + ib,. Rekneme, 7e
komplexnf fada >~ ¢, konverguje k A + iB, pokud konverguji fady Y - a, =Aay -, b, = B.
Piiklad: ) 7, ¢" konverguje pro ¢ € C, |¢| < 1.

Konec 5. predndsky 5.3.

Véta L 5.16 (vztah konvergence a absolutni konvergence pro komplexni fady). Nechf c,, je komplexni
posloupnost a Fada Y-, |c,| konverguje. Pak Fada > - | ¢, konverguge.

Piiklad: > °° 27 konverguje pro véechna z € C.

n=0 n!

6. PRIMITIVNI FUNKCE

Motivace: Obsah, objem, délka kiivky, obsah povrchu ...
6.1. Zakladni vlastnosti

Definice. Nechf je funkce f definovdna na otevieném intervalu I. Rekneme, ze funkce F je primitivni
funkce k funkci f, pokud pro kazdé x € I existuje F'(x) a F'(z) = f(x). Mnozinu vSech primitivnich
funkef k f na I znacime [ f(z) dx.

Véta L 6.1 (o jednoznaé¢nosti primitivn{ funkce az na konstantu). Necht F' a G jsou primitiond funkce
k f na otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R tak, Ze F(x) = G(x) + ¢ pro vSechna x € I.

Poznamka: 1. Znac¢ime [z dx = ’”—22 +C, nebo [z dx < %2

2. Necht F' je primitivni k f. Pak F je spojita.

3. Funkce sgn z nemd na R primitivni funkci.

4. Funkce F(z) = z?sin(1) pro  # 0 a F(0) = 0 je diferencovatelnd na R, ale jeji derivace nenf
spojitda na R.

Véta T 6.2 (o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce). Nechf I je otevieny interval o f je
spojitd funkce na I. Pak f md na I primitiond funkci.

’ . o ’ — 2 . . .7 ~ . z 7z 7 z
Poznamka: Primitivni funkce k e™  existuje, ale nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkei.

Véta L 6.3 (linearita primitivni funkce). Necht f md primitiond funkci F a g md primitiond funkci
G na otevieném intervalu I a necht a, 8 € R. Pak af + Bg md na I primitivni funkci oF + BG.



t

Tabulkové integraly:

n+1
/o:” dx I+1 na R pron € N ana (—00,0) a (0,00) pron € Z\ {-1}
n

1
/fdxglogm na (—o0,0) a na (0, 00), /ez dz £ e” prox € R
x

. c C .
/smxdazz—cosx proz € R, /cosxdx:smx proz € R

™

2

1
/ dx = tanx proxe(—g,

5 )+ km, keZ
cos? x

-1
/ —— dx = cotgx pro x € (0,7) + kn, k€ Z
sin®

1422

1 c . —1 C
———— dx = arcsinx pro x € (—1,1), /7dx:arccosx rox € (—1,1
| == poze (11, [ —— proz € (—1,1)
Piiklad: Spoctéte [ |z| dz na R.

1
/ dz € arctan z prox € R

Véta T 6.4 (nutnd podminka existence primitivni funkce). Nechf f md na otevieném intervalu I
primitivng funkci. Pak f md na I Darbouzovu viastnost, tedy pro kazdy interval J C I je f(J) interval.

Konec 6. predndsky 8.3.

Véta L 6.5 (integrace per partes). Nechf I je otevieny interval a funkce [ a g jsou spojité na I.
Necht F' je primitivni funkce k f na I a G je primitivni funkce k g na I. Pak plati

/ o(2) F(2)dz = G(z)F(z) — / G(2)f(x)dz na I.
Piiklady: 1) Spoctéte [ ze?* dx na R.
2) Spoctéte [logz dx na (0,00).

Véta L 6.6 (prvni véta o substituci). Necht F' je primitiond funkce k f na (a,b). Necht ¢ je funkce
definovand na («, 8) s hodnotami v intervalu (a,b), kterd md v kaZdém bodé z (e, B) vlastni derivaci.
Pak

/ )¢ (t)dt = F(o(1) na (a, B).

Piiklad: Spoctéte fxe””z dr na R.

Véta L 6.7 (druhd véta o substituci). Necht funkce ¢ md v kaZdém bodé intervalu (o, B) vlastni
nenulovou derivaci a ¢((o, 8)) = (a,b). Necht funkce f je definovdna na intervalu (a,b) a plati

[ He®)¢®dt = 6) na (a,9).
Pak
/f(x)dx =G(¢ ' (2)) na (a,b).

Poznamka: Pii pouziti druhé véty o substituci je vzdy nutné ovéfit, ze ¢ je prostd a nal

Priklady: 1. Spoctéte [ /1 — 22 dz na (—1,1).

2. Necht F je primitivni k f. Spoctéte [ f(axz + b) dz pro a,b € R.
3. Spoctéte [ e® cosz dx na R.

4. Spoctéte [ m na R pron € N.

6.2. Integrace racionalnich funkci
Definice. Racionaln{ funkei rozumime podil dvou polynomu P/Q, kde @ neni nulovy polynom.

Véta (zédkladni véta algebry). Nechf P(z) = apz”™ + ...+ a1z + ao, aj € R, a, # 0. Pak existuji
éisla x1,...,x, € C tak, Ze
P(z)=an(x—21) - (z — ), € R.
Konec 7. predndsky 12.3.

Lemma (o komplexnich kotenech polynomu) Necht P je polynom s redlnymi koeficienty a z € C je
koren P nasobnosti k£ € N. Pak i Z je kofen nasobnosti k.
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Véta T 6.8 (o rozkladu na parcidlni zlomky). Necht P a Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty

takové, Ze
(@) stupeni P je ostre mensi nez stupen Q,
(i) Q(x) = ap(x —a1)P* -+ (x — )" (2° + aqw + 1) -+ (2 + gz + )"
(44%) an, 1y T, Q15w -0, 81, .., 0 ER, an #0,
() P1ye -y Py 1, - -t €N,
(

v) Zddné dva z mnohoclent x — x1,...,T —zp, o+ B, 2o+ G

nemagji spoleény koren.

(vi) mmohoéleny x° + cnx + B, ..., 2% + ayx + By nemagi redlng koren.

Pak existuji jednoznacné uréend cisla Aé eR,ie{l,....k}, je{l,....pi} a B} C} eR, i€

{1,...,1}, j €{1,...,q} takovd, Ze plati

Pla) _ _Al +...+A7’1’1+...+ A +...+A7§k
Q(x) z—mx (x —xq)P T — T (x — xy)Pr
B%l’ + Cll B‘}lx + 031 +
224+ar+p T (Pt f)n
Biz + Cf Bz +Cy,
P2roz+f T (Bt B

Postup pfi integraci raciondlni funkce:
1. Vydélit polynomy
P(x) / / P(x)
der = [ Pi(x) dx + d
Q) W | Qw)
kde stupen P, < stupen Q.

2. Rozklad na parcialni zlomky podle predchozi véty.
3. Integrace parcidlnich zlomkua. Staéi umét integrovat x™

1 2z 1
g (1+x2)k 9 (1+12)
substituci.

x4+1
242z °

Priklady: 1. Vydélte polynomy
2. Zintegrujte TH a mgﬁ;il.

3. Spoctéte primitivn{ funkei [ ml)ﬁ%

6.3 Substituce, pievadéjici na racionalni funkce

(1) Necht a € R. Pii integraci funkef typu

/R (e*%) dx

ax

pouzivame substituci
t=ce

1
/R(logm) - dx

t =logx.

(2) Pii integraci funke{ typu

pouzivame substituci

e 1
2. Spoctéte [ TE T dx.
Konec 8. predndsky 15.5.
6.4. Integrace trigonometrickych funkci

Definice. Raciondln{ funkei dvou proménnych rozumime podil dvou polynomu R(a,b) =
P(a,b) a Q(a,b) jsou polynomy dvou proménnych a @ neni identicky nulovy.

(3) Pii integraci funke{
/R(sin x,cosx) dr

pouzivame substituce:
(i) pokud R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos z), pak uzivdme substituci t = cosz

P(a,b)
Q(a;b)’

+ a pouzit linedrni

kde



(#4) pokud R(sinz,—cosz) = —R(sinz, cos x), pak uz{ivdme substituci ¢t = sin x
(#i7) pokud R(—sinx, —cosx) = R(sinz, cos x), pak uz{ivdme substituci ¢ = tan z
(iv) vzdy funguje substituce ¢ = tan 5 .
Dobra rada: Pokud je mozné pouzit (i) nebo (ii), je vypocet vétsinou nejsnazsi. Substituci (iv) je
dobré pouzivat jen, kdyz nelze pouzit (i), (i7) ani (i41).
Poznamka: Po substituci ¢t = tanz a t = tan 5 je vétsSinou nutné primitivni funkci po formalnim
spocteni jesté 'lepit’.
Priklady: 1. Spoététe [ ——L—— da.
2. Spoctéte fm dx.
6.5. Integrace funkci obsahujicich odmocniny
(4) Necht ¢ € N a ad # be. Pii integraci funkei typu

/R <x, (aaz + b)é)
cx+d
. (az + b) 3
ez +d/
(5) (Eulerovy substituce) Necht a # 0. Pfi integraci funkei typu

/R(x, vVar? + bx + c) dx

pouzivame substituci

pouzivame nésledujici substituce:
a) Polynom az? + bz + x m4 dvojndsobny koien a a a > 0, pak

Vax? + bz +c=+/alr — o

a jednd se v podstaté o integraci bézné racionalni funkce.
b) Polynom az? + bxr + x mé4 dva realné kofeny a; a as. Pak tpravou pievedeme na tvar (4) pro

odmocninu 4/a£=21 nebo ,/a< =%,
Tr—a r—Q2

c¢) Polynom az? + bx + x nem4 realny koien a a > 0. Pak pouzijeme substituci
Vax? +bx 4+ c=+/ax +t.

Pozndmka: Substituce (3) (zi¢), (iv) a (5) ¢) jsou substituce 2. druhu a je vzdy potieba ovérit, ze
vnitini funkce je monoténni a na.

Priklady: 1. Spoctéte [ YZTYI=t du.

2. Spoététe [ —A— dx.

x2v/x?2+1

7. URCITY INTEGRAL

7.1. Riemannuv integral
Definice. Konecnou posloupnost {z;}7_, nazyvame délenim intervalu [a,b], jestlize a = zo < 21 <
... < Tp_1 <z, =b. Rekneme, ze déleni D’ intervalu [a,b] zjemsiuje déleni D intervalu [a, b], jestlize
kazdy bod déleni D je i bodem déleni D’.

Definice. Necht f je omezend funkce definovand na intervalu [a,b] a D = {z;}_ je déleni [a, b].
Definujme horni a dolni soucty

S(f,D) = Zsup{f(a?); x € w1, 75} (x5 — j-1),

n

s(f,D) = _inf{f(z); = € [wj_1,2;]}(x; — 2;1),

J=1

horni Riemanniv integrdl

(R)/ab f(z) dz = mf{S( £,D); D je délenf [a, b]}

a dolni Riemannuv integrdl

(R)/abf(;v) dr = sup{s(f, D); D je déleni [a,b]}.
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Pokud (R) f; f(z) dx = (R) f; f(z) dx, pak fekneme, ze f je Riemannovsky integrovatelnd a klademe

R) / ' fla) de = (B) /b /(@) da

Mnozinu funkef majicich Riemannuv integral znac¢ime R([a, b]).

Poznamka: Omezenost f je nutné potieba.
Priklady: 1. (R) [, 1 dz = 1.

2. Necht D je Dirichletova funkce, pak (R)TOID(:L’) dr=1a (R)f1

o D(x) dz = 0.
Konec 9. predndsky 19.3. o

Véta L 7.1 (o zjemnén{ délen{). Nechf f je omezend funkce na [a,b], D a D' jsou délend intervalu
[a,b] a D' zjemnuje D. Pak

s(f,D) < s(f, D) < S(f, D) <S(f, D).
Véta L 7.2 (o dvou délenich). Nechf f je omezend funkce na [a,b] a Dy, Do jsou délent intervalu
[a,b]. Pak
s(f, D1) < S(f, D).

Dausledek: Necht f je omezend na [a,b], D1 a Dy jsou déleni [a, b],

=inf{f(x): = €[a,b]} a M :=sup{f(x): z € [a,b]} .
Pak

b b
mib—a) < 5(£.D1) £ (B) [ f(@)do < (R) [ f(a) do < S(4,D2) < M)
Definice. Necht D = {z;}7_, je délenf [a, b]. Cislo v(D) = maxj—y__, |z; — x;_1| nazveme normou
déleni D.

Véta T 7.3 (aproximace R integralu pomoci souétu). Necht f je omezend funkce na [a,b] a {D,}5>,
je posloupnost délent [a,b] takovd, Ze lim,_, o v(D,) = 0. Potom

/ f(z) de = mf S(f,D / f(x) de = sup s(f, Dy).
neN
Priklad: Spoctéte (R) [ @2 da.

Dusledek: Z predchozi véty a Véty 7.1 dostaneme:
Necht f je omezend funkce na [a, b] a {D,, }22; je posloupnost déleni [a, b] takové, ze lim, oo v(Dy,) =
0 a Dy je jemnéjsi nez D,,. Potom

b b
R) / f(@) dz = lm S(f.D,) a () / f(@) dz = lm s(f. D,).
Dukaz: Z Véty 7.1. vime o

S(f7DTL) < S(f7DTL+1) < S(fv Dn+1) § S(fa Dn+1)'

Posloupnost s(f, D,,) je tedy neklesajici, a proto lim, o s(f, D) = sup,en $(f, D). Analogicky
S(f, Dy) je nerostouci, a tedy lim,, o, S(f, D,) = infpen S(f, Dp)- |

Véta L 7.4 (kritérium existence R integrélu). Nechf f je omezend funkce na [a,b]. Pak
f € R(la,b]) & Ve >0 3 déleni D [a,b] : S(f,D)—s(f,D)<e
Definice. Rekneme, ze funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I, pokud

Ve>036>0ve,yel: |z—y[<d=|[f(z) - flyl<e

Poznamky: 1. Spojitost a stejnomérnd spojitost na intervalu I se lis{ poradim kvantifikdtoru:
Spojitost: Ve € IVe >035>0Vyel: |[z—yl<d=|f(z)— fly)| <¢g;
Stejnomeérnd spojitost: Ve > 030 >0Va Vy el : |z —y| <d=|f(z) — fly)| <e.
2. Necht f je stejnomérné spojita na I, pak f je spojita na I.

3. Funkee f(z) = % je spojitd na (0,1), ale nenf tam stejnomérné spojité.
Konec 10. prednadsky 22.3.
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Véta T 7.5 (o vztahu spojitosti a stejnomérné spojitosti). Necht f je spojitd na omezeném uzavieném
intervalu [a,b], pak [ je stejnomérné spojitd na [a,b].

Véta L 7.6 (o vztahu spojitosti a Riemannovské integrovatelnosti). Nechf f je spojitd na [a,b], pak
f € R([a, b]).

Véta L 7.7 (vztah monotonie a Riemannovské integrovatelnosti). Necht f je (omezend) monoténni
funkce na intervalu [a,b]. Pak f € R([a,b]).

Konec 11. predndsky 26.3.

Véta T 7.8 (vlastnosti R integralu).
a) Linearita: f,g € R([a,b]), « € R = f + g € R([a,b]), af € R([a,}]) a

/f+g— /f+ / a (R)/abaf=a(R)/abf-

b) Monotonie: f,g € R([a,b]), f < g, pak (R) fa f <(R) f:g.
¢) Aditivita vzhledem k intervalum: Nechf a < ¢ < b. Pak

f € R([a,0]) & f € R([a,c]) a f € R([c, b)),

R)Lbf(R)/acf+(R)/cbf.

Umluva: 1. Necht b < a, pak definujeme f: fl@)de=—[; f(z)d
2. Déle definujeme [ f(z) dz = 0.

Véta T 7.9 (o derivaci integralu podle horni meze). Necht J je neprdzdny interval a f € R([a, 5])
pro kazdé o, B € J. Necht c € J je libovolny pevny bod. Definujme na J funkci

= (R) /w £() dt.

(1) Jestlize je f spojitd v bod¢ xq € int J, pak F'(zo) = f(xo).

Pak plat?
(i) F je spojitd na J,

Disledek:
(1) Je-li f spojita na (a,b), pak mé na (a,b) primitivni funkci (Véta T 6.2).
(#4) Necht f je spojitd na intervalu [«, 8], o, 8 € R. Pak

/f dt = lim F(z)— lim F(z),

z—LB— r—a+
kde F je primitivn{ funkce k f na («, 8).
7.2. Newtonuv integral

Definice. Rekneme, ze funkce f mé na intervalu (a,b) Newtontiv integrdl, jestlize ma na (a,b) primi-
tivn{ funkei F a limg o4 F(z) alim,_,— F(z) jsou vliastni. Hodnotou Newtonova integralu rozumime
¢islo ,
N t)dt = lim F(z)— lim F(z).
) [ 10 = tim P~ tim P

Mnozinu funkef majicich Newtonuv integral znacime N (a,b).

Poznémky:l. Jestlize f je spojitd na [a,b], pak existuji oba integraly a rovnaji se (R) f: f(z)de =

N) [2 f(x)

2. Existuje (N f = dz, ale neexistuje Riemannuv integral, protoze f nenf omezena.
3. Existuje (R) f71 sgn( ) dzx, ale neexistuje Newtonuv integrél, protoze sgn x nem4 primitivn{ funkci.
Konec 12. predndsky 2.4.

Véta L 7.10 (per partes pro urcity integral). Necht f, f',g,¢’ jsou spojité na intervalu [a,b]. Potom

/ f(@)g' (@) dx = [fgl, / Ize
kde [fg]2 = F(B)gb) — F(@)g(a) a obeendsi = Ty F(@)g(x) — limyosa f(@)g(a)-
Piiklad: f01 logz dx
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Véta BD 7.11 (o substituci pro urcity integrdl). (i) Nechf f je spojitd na intervalu [a,b] a ¢ :
[a, B] = [a, b] je funkce, kterd md na intervalu [, B8] spojitou proni derivaci. Pak

B 0(B)
/ Fo(®)g' () di = / f(z) da.
o o(a)

(i) Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a ¢ : [a, 8] = [a,b] je na a md na [«, 8] vlastni spojitou
nenulovou derivaci. Pak
e (D)

b -1
/ f(@) de = [2(p D), = [0 1() = / L RO O dt

kde ® je primitivni funkce k fo - ¢
Priklady: 1. [;% cos xsinac dz.
2. obsah kruhu: [7 v/r? — 22 dx.
Pozorovani: Necht f je spojitd funkce na (a,b) a a < ¢ < b. Pak
(i) f € N(a,c) a f € N(¢c,b) = f € N(a,b).
(#4) f € N(a,b) = f € N(a,c).
7.3. Konvergence integralu
Cilem této kapitoly je urcit, kdy je integrdl (N) fab f(z) dz konecény. V tomto piipadé fikdme, ze
N) ff f(x) dx konverguje.
Pripomeni: Je-li f : [a,b] — R spojitd funkce na omezeném uzavieném intervalu, pak (N) fj f(z) dzx
konverguje.
Piiklady: 1. [~ -1 dz konverguje < a > 1
2. f{o m dz konverguje & o > 1
3. [y 7= dx konverguje < a < 1
1
4. |3 m dz konverguje < a > 1
Véta L 7.12 (srovnavaci kritérium pro konvergenci integralu). Necht a € R, b € R* a a < b. Nechf
jsou funkce f, g :[a,b) = R spojité na [a,b) a necht 0 < f(x) < g(x) pro viechna x € [a,b). Potom
g € N(a,b) = f € N(a,b).

Priklad: [~ dz konverguje

1+ 14a*
Véta L 7.13 (limitni srovndvaci kritérium pro konvergenci integrélu). Nechf a € R, b € R* «a
a < b. Necht jsou funkce f,g : [a,b) — R spojité a nezdporné funkce na [a,b). Jestlize existuje
limg_p_ % € (0,00), pak

g € N(a,b) < f € N(a,b).

Piiklad: [;° % dz konverguje
Konec 13. prednadsky 5.4.

Lemma (odhad Newtonova integrélu sou¢inu dvou funkei) Necht a,b € R a a < b. Necht f je spojitd

funkce na [a,b] a ¢ : [a,b] = R je nerostouci, nezdpornd a spojitd. Potom

mf/f dt</f t)dt < g(a sup/f
z€la,b z€la,b]

Véta T 7.14 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence integralu). Nechfa € R, b€ R* a a < b.
Necht f : [a,b) = R je spojitd a F je primitivnt funkce k funkci f na (a,b). Ddle necht g : [a,b) = R
je na [a,b) monoténni a spojitd. Pak plati

(A) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).
(D) Je-li F' omezend na (a,b) a liril g(x) =0, pak fg € N(a,b).
z—b—

Piiklad: [;° 922 dz konverguje, ale nekonverguje absolutné.

Véta L 7.15 (véta o stfedni hodnoté integralniho poctu). Nechf a,b € R a a <b. Necht f je spojitd
funkce na [a,b], g je nezdpornd na [a,b], g € N(a,b) a fg € N(a,b). Potom ezistuje ¢ € [a,b] takové,

) / ' Flado(e) de = £(0 / @) de.
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Konec 14. prednadsky 9.4.
7.4. Aplikace urcitého integralu

Definice. Necht f : [a,b] — R je nezdpornd spojita funkce, pak obsahem plochy pod grafem funkce

f nazveme
b
Obsah(f, [a,b]) / flz (N)/ f(z) dzx

Definice. Necht f : [a,b] — R je spojitd funkce a necht D = {z;}"

7_o je déleni intervalu [a, b].
Oznacme

ZV —250)2 + () = flwj1)2
Délkou krivky f nazveme

L(f([a,b])) = sup{L(f,D); D je déleni [a,b]}.
Véta T 7.16 (délka kiivky). Necht f md na intervalu [a,b] spojitou proni derivaci. Pak

b
L(f(a ) = [ VIF @) da

Véta BD 7.17 (délka kiivky v R™). Necht ¢ : [a,b] — R"™ je spojitd a md spojitou pruni derivaci.
Pak

b
) = [ @) + (@) + .+ () de

Piiklad: Spoctete délku kruznice.

Poznamka: Stejnd kiivka muze mit ruzné parametrizace. Je vhodné ukazat, ze délka kiivky nezavisi
na parametrizaci.

Véta BD 7.18 (objem a povrch rota¢niho télesa - bez dikazu). Nechl f : [a,b] — R je spojild a
nezdpornd. Oznacéme

T={[z,y.2] e R*: 2 € [a,b] a /y2+22< f(z)}.
Pak
b
Objem(T") :7r/ (f(x))? da.

Je-li navic ' spojitd na [a,b], pak

b
Obsah povrchu(7T') = 27r/ f(@)V/1+ (f'(x))? dx.
Piiklad: Spoctete objem a obsah povrchu koule.

Konec 16. predndsky 28.4.

Véta L 7.19 (integraln{ kritérium konvergence fad). Necht f je nezdpornd, nerostouct a spojitd na
intervalu [ng — 1,00) pro néjaké ng € N. Nechf pro posloupnost a, plati a, = f(n) pro vdechna
n > ng. Pak

/ fz)dx < 0= Z a, konverguge.

n=1

Piiklady: 1. [ -1 dz konverguje < a > 1
2. [° m dz konverguje & o > 1

Piiklady: 1. Stirlingova formule

lim ——— =1.
n—roo \/2mn(2)"

\/? ) (m!)222m
— = lim —F——.
2 m—oo (2m)lV2m

2. Wallisova formule

Konec 17. prednadsky 30.4.



12

8. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Motivace: 1. Volny pdd s odporem vzduchu. Pozice v case ¢ je y(t):

d*y(t) dy(?) -
gz~ 9telg )

2. Rust populace

dn(t

% = kn(t)(M — n(t)).
3. kyvadlo délky I, x(t) je tihel kyvadla v ¢ase t:

d?z(t
dfﬁg ) = %sin x(t).

Spousta jevu ve fyzice, chemii, biologii, nebo ekonomii je popsdna pomoci diferencidlnich rovnic.
8.1. Reseni, existence a jednoznacnost

Definice. Necht ® : Q C R"*2 — R. Obycejnou diferencidlni rovnici (ve zkratce ODR) n-tého fadu
nazveme

(8.1) @(aj,y(az),y'(m),...,y(”)(x)) =0.
Definice. Reseni ODR na otevieném intervalu I C R je funkee y(z) spliujici
(i) existuje y(k)(x) vlastni pro k =1,...,n a vSechna x € I,
(49) (8.1) plati pro v8echna x € I.
Reseni je dvojice (y, I).
Definice. Rekneme, ze (7, 1) je rozsirenim (y, I), pokud
(i) § je feseni (8.1) na I, (ii) I CI, (iii)y=¢na l.
Rekneme, 7e (y,I) je mazimdlni eSeni, pokud nemd rozsirent.

Cile studia ODR:

sestavit rovnici

existuji feseni a kolik jich je?

najit vSechna maximalni feseni

diskuse o jednoznac¢nosti a kvalité feseni
pripadnd fyzikalni interpretace

Definice. Rekneme, ze I C R je otevienyj interval, pokud existuji oteviené intervaly Iy, I, ..., I,
tak, ze [ =1 x ... x I,.
Necht ¢ € R™ a r > 0. Definujme kouli jako

" 1
B(e,r) == {x eR": |z —¢|| = (Z(zz — ci)z) < 1"}.
i=1
Definice. Nechtf I C R™ je otevieny interval a f : I — R je funkce. Rekneme, ze f : I — R je spojitd
funkce v bodé xo, pokud

Ve > 030> 0: Vo € B(xg,d) NI plati |f(z) — f(zo)] < &.
Rekneme, 7ze f je spojitd na I, pokud je spojita ve véech bodech 1.

Priklady: 1. Necht h(x), g(y) jsou spojité z R do R. Pak f(z,y) = h(z) a f(z,y) = g(y) jsou spojité
z R? do R. ~
2. Necht fi(z), fa(x) jsou spojité z R™ do R. Pak f(z) = fi(z) - fa(z) a f(x) = fi(z) + f2(x) jsou
spojité z R™ do R. Specielné naptiklad polynomy funkei vice proménnych jsou spojité funkce.

2. [° m dx konverguje < « > 1

Véta T 8.1 (Peano s y™ - dikaz pozdéji). Necht I ¢ R™! je otevieny interval, f : I — R je
spojitd a [To,Yo,---,Yn—1] € I. Pak existuje (xg — 0, o + ) okoli xg a funkce y(x) definovand na
(xo — d,x0 + ) tak, Ze y(x) spliuje ODR

Yy (2) = flz,y(@).y (@),....y" () Vo € (w0 — 8,20 + )

a pocdteéni podminku

(n—

y(x0) = y0, ¥ (z0) = Y1, -,y (x0) = Yn—1.
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Poznamky: 1) Tato véta je lokdln{ a 6 muze byt velmi malé.
2) Tato véta neddva jednoznaénost Feseni.
3) Kazdé teseni lze rozsifit do maximélniho Feseni.
Definice. Necht I C R? je otefeny interval. Rekneme, ze funkce f : I — R je lokdIné lipschitzovskd
vuéi y, pokud pro vsechny omezené mnoziny U C I, existuje K € R tak, ze
|f(z,y) = f(z,9)] < K|y — gl pro vSechna [z,y] € U a [z,9] € U.

Ptiklady: 1) f(y) = ¢/y nenf lipschitzkovska v 0.
2) Necht mé f(y) spojitou derivaci (vzhledem k y). Pak je f lokdlné lipschitzovskd vuéi y.

Véta T 8.2 (Picard - dikaz pozdéji). Necht I C R? je otevieny interval a [xg,yo] € I. Necht
f I = R je spojitd a lokdlné lipschitzovskd vici y. Pak existuje (xg — 0,x¢ + ) okoli xg a funkce
y(z) definovand na (xg — 0, x0 + 9) tak, Ze y(x) splnuje ODR
y'(z) = f(z,y(x)) pro x € (xzo — 8,70 + §) s pocdtecni podminkou y(zo) = yo.

Navic y je jediné teseni na (xg — 0,x0 + 9).

Konec 18. prednasky 5.5.

8.2. Rovnice prvniho fadu

Necht I C R? je otevieny interval a f : I — R je spojita. V této kapitole studujeme pouze rovnice

typu
y'(x) = flz,y(@)).

Specidlni tvary:
)y = f(x)
i)y =g(y)

zm) y' = g(y)h(x) (separované proménné)
i)y (y) (homogenn{ rovnice) - substituci z = g pievedeme na (ii7)
x x

v) ¥’ = a(z)y + b(x) (linedrni rovnice 1. tadu)

(i
(i
(
(
(
(v

i)y = a(x)y + b(x)y®, (Bernouliho rovnice)- substituci z = y'~* prevedeme na (v)

Véta T 8.3 (o existenci feSeni separované rovnice). Nechl h : (a,b) — R je spojitd, g : (¢,d) - R
je spojitd a nenulovd. Potom kazdym bodem [xg,yo] € Q := (a,b) X (¢,d) prochdzi prdvé jedno Teseni
rovnice

y' = g(y)h(x).

Postup pro feseni rovnice y’' = h(z)g(y) se separovanymi proménnymi:

(1) Ur¢ime maximaln{ intervaly I v Dp,.

(2) Najdeme body, kde g(c) = 0. Pak y(z) = ¢ je feSeni. Uré¢ime maximélni intervaly J, kde je g
nenulova.

(3) Pro x € I hleddme FeSeni s hodnotami v J rovnice

Integrovanim dostaneme
G(y(z)) = H(z) + ¢,

kde H je primitivni k h na I a G je primitivni k é na J.

(4) Zafixujeme ¢ a hleddme Fesen{

y(x) = G~ (H(z) + o).
Toto je feSeni na
{rel: Hx)+ce G(J)}.
(5) Z feseni z (4) a konstantnich fesen{ z (2) slepime vSechna maximéln{ feseni.

Piiklady: 1. y' = y?

2.y =z22y
3.y =+/1—y2
4. padédk

Konec 19. predndsky 7.5.
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Véta L 8.4 (o feSeni linedrn{ diferencidlni rovnice prvntho faddu). Necht (¢,d) C R je interval,
Zo € (¢,d), yo € R aa,b: (¢c,d) — R jsou spojité funkce. Maximdlni Fesent rovnice y' = a(x)y + b(x)
s poédteéni podminkou y(xo) = yo md tvar

y(z) = (/ b(t)e’A(t)dt> eA®) 1 y0e@ pro x € (¢, d),

0

kde A je primitivni k a spliugici A(xzo) = 0.
Postup pro fesSeni rovnice y = a(z)y + b(z):

a) Vyfesime rovnici ' = a(x)y (separované proménné). Vyjde

y(z) = Ke*™ pro K € R, kde A(z) je primitivni k a(z).
b) Hleddme jedno partikuldrn{ feseni ve tvaru
y(x) = Ko(z)e'™.
Dosazenim
y' (@) = (Ko(2)e™) = Ki(2)e!™ + Ko(z)e"@a(z)
do rovnice vyjde
Kg(2)e*™ + Ko(2)e*Pa(z) = ¢ (z) = a(z)y(z) + b(z) = a(w)Ko(z)e* ™).

Odtud Kj(x) = e~ 4@)p(z), a tedy Ky spocteme jako primitivni funkci k e~ 4@ p(z).

¢) Resenf je celkové partikuldrn{ feseni z b) plus obecné feseni homogenn{ rovnice z a)

y(z) = Ko(z)e?® + ceA®),

Piiklady: 1. ¢y +azy ==

2. $nek na gumeé

8.3. Systémy linearnich ODR a linearni rovnice fadu n

Definice. Necht I C R je otevieny interval a méjme funkce ag,as,...,a,-1,0 : I — R. Linedrnd
ODR tddu n nazvu rovnici

y ™+ 4 ai(@)y + ao(z)y = b(z) pro x € I.

Je-li b =0 na I, pak se rovnice nazyva homogenni.

Piiklad: 3y’ +y = 1.
Definice. Necht I C R je otevieny interval, méjme funkce b,y : I — R"™ a mé&jme maticovou funkci
A:1—R". Systémem ODR proniho 7ddu nazveme systém rovnic

Y1 = anys + aay2 + -+ a10yn + b

Yo = a1y1 + azya + - + a2nYn + b2

y;L = Gnp1Y1 + Ap2y2 + ... + Gn.nYn + bn
neboli v maticovém zapisu
y = Ay +b.
Je-li b =0 na I, pak se rovnice nazyva homogenni.
Piiklad:
/
Y1 = Y1+ Y2
Yo = —Y1+ Yo —

. ;L 1 1 0
neboli y—<_1 1 Y+ .

Poznamka: Reseni jedné rovnice fadu n lze pfevést na feSeni systému n rovnic fadu 1: Nechf y Fesf
y ™M (@) + .+ an(@)y (2) + ao(a)y(z) = b(x)
s poc¢atecni podminkou
y(xo) = Y0, ¥'(0) =91, -, ¥ (20) = yn1-
Pak n funkci
ur(x) = y(), us(@) = y'(2), ..., un(z) =y V()



fesi soustavu

ul = Uz
uH = us
Up_y = Un
u, = b(x) — an_1(x)un(z) — ... — ap(z)us(x)
s pocateéni podminkou
u1(9€0) = Yo, Uz(ivo) =Y+ Un(l“o) =Yn—1-

V dalsim si tedy vyslovime véty pro soustavy n rovnic fadu 1, které maji okamzité analogické dusledky
pro jednu rovnici fadu n.
Naopak feseni systému n rovnic fadu 1 lze obcas, ale ne vzdy, pfevést na jednu rovnici fadu n.

Konec 20. predndsky 14.5.

Véta T 8.5 (o existenci feseni systému ODR 1. faddu). Necht I C R je otevreny interval a méjme
spojité funkce b;, a;; I — R proi,j € {l,....,n}. Nechtzo €I, y° e R" a A= (aij)i =1 je spojitd
maticovd funkce. Pak existuje prdavé jedno teseni rovnice

y = Ay +b s pocdtecni podminkou y(xo) = y°
definované na celém I.

Véta L 8.6 (prostor fesen{ systému ODR 1. Fddu). Necht I C R je otevieny interval a méjme spojité
funkce b;, a;; : I — R proi,j €{l,...,n}. Oznacme

Ly)=y —Ay a H=KerL={y e C'(I,R"): L(y) =0 na I}.

Pak H je vektorovy prostor (nad télesem R) dimenze n. Oznacme M mnoZinu vSech feseni neho-
mogenniho systému rovnic Ly = b a necht yo je jedno pevné teseni L(yo) = b. Pak

M =yo+ Ker L.

Definice. Libovolnou bazi {y1,...,yn} prostoru H = Ker(y' — Ay) (tedy libovolnych n linedrné
nezdvislych fesen{ homogenni rovnice y' = Ay) nazyvdme fundamentdlnim systémem reseni FSR
homogenni rovnice y' = Ay.

8.4. Rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty
Definice. Necht ag,a1,...,a,_1 € R. Pak
AN 4 an N P taAtan=0
nazveme charakteristickym polynomem rovnice
Y™ 4+ a1y Y+ ayy + agy = 0.
Konec 21. predndsky 19.5.

VétaT 8.7 (FSR pro rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty). Méjme zaddny ag, aq, ..., a1 €
R a necht M1, ..., A\, jsou rizné koteny charakteristiského polynomu ndsobnosti s1, ..., sk (tedy s1 +
...+ sk =n). Pak funkce

M geMT o gsiTleME Mk sk LAk

tvori fundamentdlni systém Teseni
y™ 4+ .+ a1y +ay =0 naR.

Véta T 8.8 (o specidlni pravé strané pro rovnici n-tého radu - bez dikazu). Méjme zaddny ag, a1, ...,an—1 €
R, necht Pp,(z) je polynom m-tého stupné a (a+if) je k-ndsobny koten charakteristického polynomu
(lze i k=0, a =0 nebo B8 =0). Pak rovnice

Y™ 4+ . 4 ary + agy = Py(x)e* cos fz ( popiipadé P, (x)e®" sin fz)
md na R 7esent ve tvaru
yo(z) = 28Q,n ()€ cos Bz + ¥ R, (2)e*® sin Bz,

kde Q. a Ry, jsou polynomy stupné m.
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Poznamka: Neni-li prava strana rovnice ve tvaru kvazipolynomu, pak lze feSeni nehomogenni rovnice
najit metodou variace konstant ve tvaru

n

y(@) = cil@)yila),

i=1
kde {y1,...,yn} tvoif FSR rovnice y™ + ...+ a1y’ + apy = 0.
Piiklady: 1. v’ —y = e® 4+ €2
2.y +y=sinaxr,a € R
_ 1
3.y + 3y +2y = P

Konec 22. prednasky 21.5.
8.5. Systémy rovnic s konstantnimi koeficienty

Véta L 8.9 (FSR pro soustavu rovnic s konstantnimi koeficienty). Nechf md matice A vsechna vlastni
éisla A1y...,Ap 1iznd a necht vy,...,v, jsou prislusné (nenulové) vlastni vektory. Pak vektorové

funkce

Az AnT
5.

Vi€ .., Uné

tvori fundamentdlni systém Tesent
y' = Ay na R.

Poznamka: Nemé-li matice A vSechna vlastni ¢isla ruzné, pak lze fundamentdlni systém také algo-
ritmicky sestrojit. Necht A je k-ndsobné vlastni ¢islo matice A.

a) Pokud existuje k linedrné nezdvislych vlastnich vektori vy, v, ..., vx pak do FSR ddme funkce
v1e™?, ’UQGAQ:, e Ve,
b) Pokud existuje pouze jeden vlasn{ vektor vy, tak nalezneme fetézec vektora vs, ..., vg, aby
(A — )\E)Ul = O, (A — /\E)’UQ = V1, «v.y (A — )\E)Uk = V-1
a do FSR déme funkce
x? ¥
01N, vze™ 4 Ve’ vy ?em + voze™ + vee™, L vy ﬁekz 4.+ e,

c¢) Pokud existuje vice vlastnich vektoru, ale ne k tak provedeme néco mezi. Zalez{ to na Jordanové
tvaru matice A = R'JR, kde R je matice rotace. Je-li napiiklad

A 10
J=10 x 0|,
0 0 A

pak existuji dva linedrné nezdvislé vlastni vektory (jeden pro druhy v; a jeden pro tieti rddek vs).
Pro ten prvnf vlastni vektor nalezneme piislusny fetézec délky 2 ((A — AE)u = v1) a do FSR ddme

x

v1e™, vize™ 4+ ue®, vy,

Obecné pro kazdou Jordanovu buiiku velikosti m X m nalezneme fetézec délky m a prislusné funkce
jako v b) ddme do FSR.

Oduavodnéni: Pocitani s exponencielou matice.

Priklady: 1. v/ = ? 3 >y s pocatecni podminkou y(0) = (3,0). 2.y = _12 é >y
-2 -2 9 2 -1 -1
3.y = 0 2 =2 |y 4.9 = 2 -1 =2 |y
-2 -1 6 -1 1 2
Konec 23. predndsky 26.5.
Definice. Necht y', 92, ..., y™ tvoif fundamentdlni systém feseni rovnice y’ = Ay. Pak matici
yi(@) ... yi(2)
p(r) = Lo
yn(@) .. yn(2)

nazveme fundamentdlni matici soustavy y' = Ay.

Lemma. Necht ¢ je fundamentdlni matice soustavy y’ = Ay na otevieném intervalu I. Pak ¢(z) je
regularni pro kazdé = € I.
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Véta L 8.10 (tvar feSen{ pro soustavu ODR). Nechf I C R je otevieny interval, A : I — R"*"
ab: I — R"™ jsou spojité funkce, g € I a y° € R"™. Pak mazimdini reseni rovnice y' = Ay + b s
poédteéni podminkou y(xg) = y° md tvar

x

y(x) = ()~ (20)y® + o(2) / S (Ob(1) dt,

Zo

kde ¢ je fundamentdlni matice soustavy.
Jako dusledek tohoto tvrzeni lze odvodit Vétu 8.8 i nasledujici:

Véta T 8.11 (o specidlni pravé strané pro soustavu n-tého fadu - bez diukazu). Necht A € R™*"™ je
matice a p, q jsou n X 1 vektory polynomu. Pak soustava
y' = Ay + p(x)e™ cos bz + q(x)e sin bx
md Tesent ve tvaru
y(x) = p(x)e* cosbx + G(x)e*” sin bz,
kde p, q jsou vektory polynomu a
max{st p, st ¢} = max{stp,st ¢} + ndsobnost (a + ib) jako vlastniho cisla A.

» ) , 2 1 2e*
Piiklad: 1. y' = ( 1 2 YT 2ging

Poznamka: Neni-li prava strana rovnice ve tvaru kvazipolynomu, pak lze feSeni nehomogenni rovnice
najit metodou variace konstant ve tvaru
n
y(@) = cil@)yil),
i=1
kde {y1,...,yn} tvoii FSR rovnice y’ = Ay.
Konec 24. predndsky 28.5.

9. METRICKE PROSTORY I

9.1. Zakladni pojmy
Definice. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, g), kde P je mnozina bodua g: PX P —
R splnuje
(i) Ve,y e P: o(z,y) =0z =y,

(ii) Yo,y € P o(z,y) = oy, z), (symetrie)
(#i1) Vx,y,z € P: o(x,2) < o(z,y) + oy, ). (A-nerovnost)

Funkci o nazyvame metrika.

Piiklady:
1) Euklidovskd metrika na R". Pro z,y € R"™ definujeme o.(z,y) = />y (z; — i)
2) Maximové metrika na R™. Definujeme 9o (z,y) = max;—1. . |2; — ¥il-
3) Souctovd metrika na R". Definujeme o1 (z,y) = >0 |@; — yil.
4) Diskrétni{ metrika na libovolné mnoziné P je definovadna jako g(z,x) = 0 pro v8echna x € P a
o(z,y) =1 pro vSechna z # y.
5) Supremova metrika na C([0, 1]) je definovana o(f, g) = sup,ejo 17 [f(z) — g(z)|.
)

6) Metrika na L?([0,2n]) = {f : [0,27] — R : fozﬂ |f(z)|? do < oo} je definovana

27
o(f,g) = \//0 |f(x) — g(x)|? dx.

7) Definujme prostor obrazktt Obr = {x € R1280x1024 . 4. 10, 1]} s metrikou |z — y| = 0c(z,y).

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, z € P, r > 0. Otevienou kouli se stredem x a polomérem
7 nazveme

B(z,r):={y € P: o(z,y) <r}.
Uzavrenou kouli se stiedem x a polomérem r nazveme

B(z,r):={y € P: oz,y) <r}.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, Zze mnozina G C P je oteviend (v (P,0)),
jestlize pro kazdy bod x € G existuje r > 0, ze B(z,r) C G. Rekneme, ze mnozina F' C P je uzaviend
(v (P, ) ), pokud je P\ F otevien4.



18

Pi#iklady: 1. Necht (P, o) je metricky prostor. Pak B(z,r) je oteviend mnozina a B(z,r) je uzaviend
mnozina.

2. Je [0,1] oteviend mnozina v R s diskrétni metrikou?

Véta L 9.1 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor. Pak

(i) O a P jsou otevrené.

n
(i) Jsou-li Gy,...,G,, oteviené, pak ﬂ G, je oteviend.
i=1
(#i1) Necht A je libovolnd (i nekoneénd) indexovd mnoZina.
Jsou-li Go, o € A oteviené, pak U G, je otevrend.
acA
Konec 25. predndsky 2.6.

Véta L 9.2 (vlastnosti uzavienych mnozin). Nechl (P, o) je metricky prostor. Pak

(2) 0 a P jsou uzavriené.
n

(ii) Jsou-li Fy,...,F, uzaviené, pak U F; je uzavrend.
i=1

(131) Jsou-li F,,, o € A uzavrené, pak ﬂ F,, je uzavrend.
acA
Priklad: (;2,(—%, 1) = {0} nenf oteviend v R.
U (3,1 = 1] = (0,1) nenf uzaviend v R.
Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, A C P a x € P. Rekneme, 7e x je vnitinim bodem
mnoziny A, jestlize existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C A. Mnozinu vSech vnitinich bodi A nazyvime
vnittkem A a znacime int A.

Piiklad: Co je vnitiek [0,1) v (R, ].]), Q(0,1) v (R?%,].|) a Q v (R, ].])?

Véta L 9.3 (charakterizace vnitiku). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Potom int A je
nejuétsi (vzhledem k mnozZinové inkluzi) oteviend mnozina obsaZend v A.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, M C P a x € P. Rekneme, ze x je hrani¢nim bodem
mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati

MnB(z,r)#0a (P\M)NB(x,r)#0.

Mnozinu vsech hrani¢nich bodi M nazyvame hranici M a znac¢ime ji M.
Uzavér mnoziny M je definovan jako M = M U OM.

Piiklad: Co je hranice a uzaveér [0,1) v (R, |.]), Q(0,1) v (R?|.]) aQ v (R, |.|)?
Véta L 9.4 (uzdvér a uzaviené mnoziny). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Pak
A je uzaviend v P < A = A.
Véta L 9.5 (vlastnosti uzavéru). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Potom plati
(i) Ac B= ACB,
(ii) necht A# 10, pak A= {x € P: o(x,A) =0},
(#i1) A=14, tedy A je uzaviend mnozina.
Konec 26. prednasky 4.6.



