
Zkoušky z Teorie mı́ry a integrálu 1, zimńı semestr 2022/2023

Obecné podmı́nky
Sylabus přednášky a doporučená literatura je k nalezeńı v Sisu. Nutnou podmı́n-

kou ke skládáńı zkoušky je źıskáńı zápočtu. Pokud student neźıskal zápočet před
konáńım zkoušky, může jej dostat i za úspěšné napsáńı ṕısemné části, pokud bude
ohodnocena alespoň 30 body.

Zkouška se skládá z ṕısemné a ústńı části, ṕısemná část předcháźı ústńı části.
Pokud student neuspěl u ṕısemné části, neprospěl u tohoto termı́nu. Pokud student
uspěl u ṕısemné části, skládá ústńı zkoušku. Neprospěje-li student u ústńı zkoušky,
neprospěl u tohoto termı́nu. Pokud student při ústńı zkoušce neuspěje, pak nemuśı
znovu absolvovat ṕısemnou část.

Pokud student třikrát neuspěl u ṕısemné části, může j́ıt stejně k ústńı zkoušce a
poč́ıtá se mu nejlepš́ı výsledek ṕısemky. V tom př́ıpadě muśı z ústńı zkoušky źıskat
v́ıce bod̊u, aby byl celkový součet ṕısemné a ústńı části alespoň 50 bod̊u.

Ṕısemná část zkoušky
Ṕısemná část zkoušky se skládá ze tř́ı př́ıklad̊u, za které lze źıskat celkem 50

bod̊u. Př́ıklady jsou vybrány z okruh̊u:
1) Záměna limity a integrálu nebo řady a integrálu (15 nebo 20 bod̊u)
2) Funkce závislá na parametru - výpočet, spojitost, diferencovatelnost (15 nebo

20 bod̊u)
3) Vı́cerozměrný integrál - Fubini a věta o substituci (15 nebo 20 bod̊u)
Ṕısemná část trvá 90 minut. Student může použ́ıvat donesenou literaturu (učebnice,

poznámky, zápisky ze cvičeńı), nelze použ́ıvat mobilńı telefony, kalkulačky ani jinou
výpočetńı techniku. Při ṕısemné i ústńı části zkoušky se student prokáže indexem,
nebo jiným dokladem totožnosti. Student uspěje u ṕısemné části, pokud źıskal za
ṕısemnou část zkoušky alespoň 25 bod̊u.

Vzor zadáńı ṕısemky
1) (15 bod̊u) S použit́ım věty pro záměnu integrálu a řady spočtete∫ 1

0

log x
1 + x2

· 1√
x
dx .

Výsledek stač́ı vyjádřit jako součet řady reálných č́ısel.
2) (20 bod̊u) Mějme funkci

F (a) =
∫ ∞

0

e−ax 1− cosx
x

dx .

A. Určete pro která a ∈ R daný integrál konverguje. (5 bod̊u)
B. Spočtěte F ′(a). (10 bod̊u)
C. Spočtete F (a). (Hint: K určeńı integračńı konstanty možná budete muset
spoč́ıtat lim

a→∞
F (a).) (5 bod̊u)

3) (15 bod̊u) Spočtěte ∫∫∫
M

z dxdydz ,

kde M = {[x, y, z] ∈ R3; x2 + y2 + 3z2 ≤ 4z, x2 + y2 ≤ 3z2, x ≤ 0} .

Ústńı část zkoušky
Ústńı část zkoušky se koná zpravidla následuj́ıćı den po části ṕısemné. Student

si vylosuje sadu čtyř otázek. Po zhruba 30 minutách na př́ıpravu zač́ıná zkoušeńı.
Pokud nemá student ještě nějaké otázky vypracované, tak dostane po prozkoušeńı
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již připraveného čas na jejich dokončeńı. K vypracováńı odpověd́ı nelze použ́ıvat jiné
pomůcky než psaćı potřeby. Odpovědi jsou zhodnoceny a obodovány zkoušej́ıćım.
Skladba otázek a počty bod̊u :

1) Kĺıčový pojem (neboduje se)
2) Tři definice nebo zněńı věty (každá otázka za 4 bod̊u)
3) Lehká věta a d̊ukaz (4 bod̊u za zněńı a 8 bod̊u za d̊ukaz)
4) Těžká věta a d̊ukaz (4 bod̊u za zněńı a 12 bod̊u za d̊ukaz)
Seznamy kĺıčových pojmů, definic, lehkých a težkých vět budou k dispozici na

konci semestru. Za nezbytnou součást znalosti definic respektive vět se považuje
jejich porozuměńı a schopnost je použ́ıvat.

Pokud je součet bod̊u za ṕısemnou a ústńı část alespoň 60 bod̊u, dostane student
ještě doplňkovou otázku na implikace za maximálně 10 bod̊u.

Vzor zadáńı otázek
1) sigma algebra (0 bod̊u)
2) distribučńı funkce, vztah σ algebry a Dynkinova systému, Leviho věta (12

bod̊u)
3) Fatouovo lemma (12 bod̊u)
4) Radon-Nikodymova věta (16 bod̊u)

Implikace:
I) Které implikace mezi následuj́ıćımi tvrzeńımi plat́ı? Př́ıslušná tvrzeńı dokažte,

nebo uved’te protipř́ıklad. Necht’ f : [0, 1]→ [0,∞) je měřitelné funkce.

(1)
∫ 1

0

f(x) dx <∞

(2)
∫ 1

0

f2(x) dx <∞

(3) ‖f‖L∞(0,1) <∞

Celkové hodnoceńı zkoušky
1) Nezbytnou podmı́nkou ke složeńı zkoušky je znalost kĺıčového pojmu.
2) Student slož́ı zkoušku, pokud źıská alespoň 25 bod̊u z ṕısemné zkoušky, alespoň

25 bod̊u z ústńı zkoušky a prokáže znalost kĺıčového pojmu.
3) K celkovému hodnoceńı známkou výborně je potřeba źıskat alespoň 85 bod̊u,

z toho alespoň 25 bod̊u za ṕısemnou a alespoň 25 bod̊u za ústńı část.
4) K celkovému hodnoceńı známkou velmi dobře je potřeba źıskat alespoň 70

bod̊u, z toho alespoň 25 bod̊u za ṕısemnou a alespoň 25 bod̊u za ústńı část.

Seznam kĺıčových pojmů

• σ-algebra
• Borelovské množiny B(Rn)
• mı́ra
• měřitelné zobrazeńı
• jednoduchá funkce
• (abstraktńı) Lebesgue̊uv integrál
• Dynkin̊uv systém
• Lp(X,µ), 1 ≤ p <∞

Definice

• úplná mı́ra
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• borelovské zobrazeńı
• charakteristická funkce množiny
• L1(X,µ)
• f = g skoro všude
• nová definice měřitelnosti - úprava na množině nulové mı́ry
• σ-konečná mı́ra
• obdélńık a měřitelný obdélńık
• součinová σ-algebra S × T
• řezy Ex a Ey

• esenciálńı supremum a L∞(X,µ)
• konvergence podle mı́ry
• absolutně spojitá mı́ra (ν << µ) a singulárńı mı́ra (ν⊥µ)
• distribučńı funkce
• borelovská mı́ra

Lehké věty

• Existence nejmenš́ı σ-algebry
• Spojitost mı́ry
• Zúplněńı mı́ry - bez d̊ukazu
• Měřitelnost složeného zobrazeńı
• Měřitelnost složeného zobrazeńı v R2

• Měřitelnost a limitńı přechod
• Aproximace jednoduchými funkcemi
• Vlastnosti abstraktńıho integrálu
• Leviho věta pro řady
• Fatouovo lemma
• Linearita integrálu
• Lebesgueova věta pro řady
• O spojité závislosti integrálu na parametru
• Vztah σ-algebry a Dynkinova systému
• O jednoznačnosti mı́ry
• Existence a jednoznačnost součinové mı́ry
• Fubiniova věta
• Vztah konvergence v Lp a konvergence v mı́̌re
• Vztah konvergence s.v. a konvergence v mı́̌re
• Existence distribučńı funkce

Těžké věty

• Kritérium měřitelnosti
• Leviho věta
• Lebesgueova věta
• O derivaci podle parametru
• O nejmenš́ım Dynkinově systému
• O měřitelnosti mı́ry řezu
• Věta o substituci - bez d̊ukazu
• Radon-Nykodimova věta
• Lebesgue̊uv rozklad
• Charakterizace distribučńı funkce


