Zkousky z Teorie miry a integralu 1, zimni semestr 2022/2023

Obecné podminky

Sylabus prednasky a doporucena literatura je k nalezeni v Sisu. Nutnou podmin-
kou ke skladani zkousky je ziskani zdpoctu. Pokud student neziskal zapocet pied
konanim zkousky, muze jej dostat i za ispésné napsani pisemné ¢asti, pokud bude
ohodnocena alespont 30 body.

Zkouska se sklada z pisemné a ustni ¢asti, pisemnd ¢ast predchazi ustni ¢asti.
Pokud student neuspél u pisemné ¢ésti, neprospél u tohoto terminu. Pokud student
uspél u pisemné c¢asti, sklada istni zkousku. Neprospéje-li student u tstni zkousky,
neprospél u tohoto terminu. Pokud student pfi Ustni zkouSce neuspéje, pak nemusi
znovu absolvovat pisemnou ¢ast.

Pokud student tiikrat neuspél u pisemné ¢dsti, muze jit stejné k tstni zkouSce a
pocita se mu nejlepsi vysledek pisemky. V tom pfipadé musi z dstni zkousky ziskat
vice bodu, aby byl celkovy soucet pisemné a ustni ¢asti alespon 50 bodu.

Pisemna cast zkousky

Pisemna ¢ast zkousky se sklada ze tii piikladu, za které lze ziskat celkem 50
bodu. Piiklady jsou vybrany z okruhi:

1) Zaména limity a integrélu nebo fady a integralu (15 nebo 20 bodi)

2) Funkce zdvisld na parametru - vypocet, spojitost, diferencovatelnost (15 nebo
20 bodu)

3) Vicerozmérny integrél - Fubini a véta o substituci (15 nebo 20 bodit)

Pisemnd ¢dst trva 90 minut. Student muze pouzivat donesenou literaturu (ucebnice,
pozndmky, zapisky ze cviceni), nelze pouzivat mobilni telefony, kalkulacky ani jinou
vypocetni techniku. Pfi pisemné i tstni ¢ésti zkousky se student prokaze indexem,
nebo jinym dokladem totoznosti. Student uspéje u pisemné ¢ésti, pokud ziskal za
pisemnou ¢ast zkousky alespon 25 bodu.

Vzor zadani pisemky
1) (15 bodii) S pouzitim véty pro zdmeénu integrélu a fady spoctete
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Vysledek staci vyjadrit jako soucet rady redlnych Cisel.
2) (20 bodu) Méjme funkci
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A. Urcete pro kterd a € R dany integrél konverguje. (5 bodu)
B. Spoctéte F'(a). (10 bodit)
C. Spoctete F(a). (Hint: K urceni integra¢ni konstanty moznd budete muset

spocitat lim F'(a).) (5 bodu)
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3) (15 bodu) Spoctéte
kde M = {[z,y,2] € R*; 2® +y* +32% <4z, 2* +y* <32% 2 <0} .

Ustni éast zkousky
Ustni ¢4st zkousky se kond zpravidla nasledujici den po ¢asti pisemné. Student
si vylosuje sadu ¢tyt otdzek. Po zhruba 30 minutiach na pfipravu za¢ind zkouseni.
Pokud nema student jesté néjaké otazky vypracované, tak dostane po prozkouseni
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jiz pripraveného ¢as na jejich dokonceni. K vypracovani odpovédi nelze pouzivat jiné
pomtcky nez psaci potieby. Odpovédi jsou zhodnoceny a obodovany zkousejicim.
Skladba otdzek a pocty bodu :

1) Klicovy pojem (neboduje se)

2) Tt definice nebo znéni véty (kazda otdzka za 4 bodu)

3) Lehkd véta a dikaz (4 bodu za znéni a 8 bodu za dukaz)

4) Tezké véta a diukaz (4 bodu za znéni a 12 bodu za dukaz)

Seznamy klicovych pojmu, definic, lehkych a tezkych vét budou k dispozici na
konci semestru. Za nezbytnou soucast znalosti definic respektive vét se povazuje
jejich porozuméni a schopnost je pouzivat.

Pokud je soucet bodu za pisemnou a ustni ¢dst alesponn 60 bodti, dostane student
jesté dopliikovou otdzku na implikace za maximalné 10 bodu.

Vzor zadani otazek
1) sigma algebra (0 bodu)
2) distribu¢ni funkce, vztah o algebry a Dynkinova systému, Leviho véta (12
bodi)
3) Fatouovo lemma (12 bodu)
4) Radon-Nikodymova véta (16 bodu)

Implikace:
I) Které implikace mezi nésledujicimi tvrzenimi plati? Pfislusnd tvrzeni dokazte,
nebo uvedte protipiiklad. Necht f :[0,1] — [0,00) je méfitelné funkce.
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3) Ifllze(0,1) < o0

Celkové hodnoceni zkousky

1) Nezbytnou podminkou ke slozeni zkousky je znalost klicového pojmu.

2) Student slozi zkousku, pokud ziskd alespon 25 bodu z pisemné zkousky, alespon
25 bodu z tustni zkousky a prokéze znalost klicového pojmu.

3) K celkovému hodnoceni znamkou vyborné je potieba ziskat alespon 85 bodu,
z toho alespon 25 bodu za pisemnou a alespon 25 bodu za 1stni ¢ést.

4) K celkovému hodnoceni zndmkou velmi dobfe je potieba ziskat alespon 70
bodu, z toho alespon 25 bodu za pisemnou a alespon 25 bodu za ustni ¢ast.

Seznam klicovych pojmiu

o-algebra

Borelovské mnoziny B(R™)

mira

méfitelné zobrazeni

jednoduchd funkce

(abstraktni) Lebesgueuv integral
Dynkiniv systém

Lp(X7p“)a 1 < p<

Definice

e Uplna mira



borelovské zobrazeni

charakteristickd funkce mnoziny

LNX, p)

f = g skoro vsude

nova definice méfitelnosti - dprava na mnoziné nulové miry
o-kone¢na mira

obdélnik a métitelny obdélnik

sou¢inova o-algebra & x T

tezy E, a EY

esencidln{ supremum a L™ (X, )

konvergence podle miry

absolutné spojitd mira (v << p) a singuldarni mira (vLu)
distribuéni funkce

borelovska mira

Lehké véty

Existence nejmensi o-algebry

Spojitost miry

Zuplnéni miry - bez dukazu

Meétitelnost slozeného zobrazeni

Méfitelnost slozeného zobrazeni v R?
Méfitelnost a limitni prechod

Aproximace jednoduchymi funkcemi
Vlastnosti abstraktniho integralu

Leviho véta pro fady

Fatouovo lemma

Linearita integralu

Lebesgueova véta pro fady

O spojité zavislosti integralu na parametru
Vztah o-algebry a Dynkinova systému

O jednoznac¢nosti miry

Existence a jednoznacnost souc¢inové miry
Fubiniova véta

Vztah konvergence v LP a konvergence v mite
Vztah konvergence s.v. a konvergence v mite
Existence distribuéni funkce

Teézké véty
Kritérium méftitelnosti
Leviho véta
Lebesgueova véta
O derivaci podle parametru
O nejmensim Dynkinové systému
O méfitelnosti miry fezu
Véta o substituci - bez dukazu
Radon-Nykodimova véta
Lebesgueuv rozklad
Charakterizace distribuéni funkce



