Problém 1 Existuje spojité surjektivni zobrazeni f : [0, 1] — [0, 1]? (,,Peanova kiivka‘)

takové, ze vSechny mnoziny f([a,b]), 0 < a < b < 1, jsou konvexni ? Komentaf V praci

[J. Pach, C.A. Rogers: Partly convex Peano curves, Bull. London Math. Soc. 15 (1983),
321-328 (je na internetu)]

je sestrojena f, pro kterou podminka plati, pokud a = 0 nebo b = 1. Pfed pokusem o
feSeni je vhodné se seznamit s

[A. Vince, J. Pach, C.A. Rogers; Problems and Solutions: Solutions of Elementary Pro-
blems: E3139. Amer. Math. Monthly 95 (1988), no. 8, 765-767 (je na internetu v JSTORu)|.

L.Z., 19.10.09

Problém 2a Pro funkci f : [0,1] — R necht C(f) = {z € [0,1] : f'(z) = 0}

je mnozina kritickych bodu funkce f a necht CV(f) := f(C(f)) je mnozina kritickych
hodnot funkce f. Pro n € N charakterizujte systém mnozin

Sdaif, :={CV(f): f méa n — tou derivaci na [0,1]}.

Komentar Je mozné, ze feSeni je zndmo, ale ja jsem je v literatuie nenalezl. Je znamo,

7e Scn == {CV(f) : f € C'0,1]} je systém vSech kompaktnich mnoZin nulové miry.
Charakterizace systému Scs := {CV(f) : f € C*®[0,1]}, s € (0,00] je také znama, ale
[S.M. Bates, A. Norton: On sets of critical values in the real line, Duke Math. J. 83
(1996), 399-413 (v knihovné MFF neni, MU AV ano, mam kopii)].
Také nevim, zda jsou znamy (asi snadné&jsi) charakterizace analogicky definovanych
SyStémﬁ Slibov.7 Sspoj.7 Slipsch.

Problém 2b Necht k£ > n jsou pfirozena ¢isla. Charakterizujte systém

Sprx ={CV(f): f€CFR"), f ma omezeny nosic},
kde definice CV(f) je analogicka jako vySe.

Komentar

Ve vyse uvedeném c¢lanku je uvedena hypotéza k tomuto problému, prevzata z nepubli-
kovaného preprintu Y. Yomdina. Autofi tam pisi, Ze se k problému vrati, ale zatim o ném
nic nepublikovali. Zda se, Ze v preprintu

[A Ainouline: Necessary and sufficient condition of Morse-Sard theorem for real valued
functions, Arxiv preprint math/0405012, 2004 (1ze stahnout z Arxivu)|

jsou charakterizoviny mnoziny, které jsou casti nékteré mnoziny z .S, .



L.Z., 19.10.09

Problém 3

The maximal operator on R is defined on integrable functions by

Mf(z) = sup(2r)” / )] dy.

T‘>0 —r

Let \/ g denote the usual total variation of a function g : R — R. Does there exist a constant
C such that \/(M f) < C'\/ f whenever f > 0 has compact support? As a modification of
this problem we may assume in addition that f is absolutely continuous. Then it would be
also interesting to know whether M f is also locally absolutely continuous.

Jan Maly, 22.10.09

Problém 4

(Viz str. 115 ¢lanku M. Elekes, T. Keleti, Borel sets which are null or non-o-finite for
every translation invariant measure, Adv. Math. 201 (2006), no. 1, 102-115.)

Rekneme, ze borelovskd mnozina B C R je méfend (is measured), jestlize existuje
translacné invariantni mira p definovana na néjaké o-algebte obsahujici vsechny borelovské
mnoziny takova, ze u(B) > 0 a restrikce u na B je o-koneéna mira.

a) Je sjednoceni dvou méfenych mnozin mérenéd mnozina ?

b) Je mnozina Liouvilleovych ¢isel sjednocenim kone¢né (resp. spo¢etné) mnoha méte-
nych mnozin ?

c¢) Je kazda neprazdné borelovskd B C R sjednocenim kone¢né (resp. spoc¢etné) mnoha
méfenych mnozin 7

L.7., 4.12.2009

Problém 5

(viz. Remark 1.3. 1) z ¢lanku O. Kurka, On Borel classes of sets of Fréchet subdifferen-
tiability, Bull. Pol. Acad. Sci. Math. 55 (2007), 201-209.)

Necht f je spojitd redlnd funkce na R?. Je mmozina S(f) vSech bodu fréchetovske
subdiferencovatelnosti funkce f nutné typu Gs,s 7

L.Z., 4.12.2009



Problém 6
Necht X je Banachuv prostor a f : [a,b] — X. Pak limita

md(f,z) = tim W EFD = J @)l

t—0 |t|

se nazyva metrickd deriace f v bodé x. Pokud md(f,x) existuje a

1f () = FRI = md(f,2)ly — 2| = oly — 2| + |z —z[),  (y,2) = (x,2),
fekneme, Ze f je metricky diferencovatelnd v x.

Otdzka: Necht f je lipschitzovska. Necht A je mnozina bodiu z € [a, b, ve kterych f
ma metrickou derivaci, ale neni metricky diferencovatelna. Je mnozina A nutné 1. kategorie
(resp. dokonce o-porovita)?

Komentai: Podobné otazky (ale tato ne) jsou zkoumany v praci J. Duda, O. Maleva,
Metric derived numbers and continuous metric differentiability via homeomorphisms, in:
Banach spaces and their applications in analysis, 307-330, Walter de Gruyter, Berlin, 2007
(preprint je v ArXivu). (O této praci referoval na seminaii M. Koc.)

Mnozina A je miry nula, protoze kazda lipschitzovska f je metricky diferencovatelnéa
s.v. (viz. B. Kirchheim, Rectifiable metric spaces: local structure and regularity of the
Hausdorff measure. Proc. Amer. Math. Soc. 121 (1994), no. 1, 113-123).

L.7., 4.12.2009
Problém 7 Je mnoZina kiivkové souvislych kompaktnich podmnozin R? typu %} (tj.

projekei koanalytické mnoziny podle néjakého polského prostoru) v prostoru kompaktnich
podmnozin R??

Pozndmka. Vysledek, Ze uvedena mnozina je I13-tplna, pokud nahradime R? prostorem
R™ s n > 3 dokézali Ajtai a Becker. Vysledek, zZe mnozina kiivkové souvislych kontinui v
roviné je typu II3 a Ze nenf I} ani X1 dokézali Ajtai a Becker, resp. Darji. (Tyto infor-
mace s odkazy viz pfehledovy ¢lanek A. Marcone: Complexity of sets and binary relations
in continuum theory: a survey a z¢asti téz knihu A.S. Kechris: Classical Descriptive Set
Theory, vyd. 1994, str. 317-318).

Zapsal P. Holicky, 22.10.2010

Problém 8 Existuje pro kazdy spocetny ordinél « spocetny ordinal () tak, Ze plati:

Pokud lze podmnozinu R? napsat ve tvaru M = Unen An X By, Ay, By, jsou borelovskeé
a M je aditivni borelovské t¥idy «, pak ji lze zapsat ve tvaru M = |, A, x Bl kde
Al B! C R jsou borelovské mnoziny aditivni tiidy £(«).

Pozndamka. Jde o problém vysloveny D. Lecomtem. Ten téz upozornil, ze pokud na-
hradime spocetné sjednoceni koneénymi, pak méa stejné otazka kladnou odpovéd. V tuto

neN



chvili nevim, zda vypusténi predpokladu borelovskosti mnozin A,,, B,, by na problému néco
zménilo.
Zapsal P. Holicky, 22.10.2010

Problém 9 Necht B je systém podmnozin tiplného metrického prostoru, ktery je bodové

spoCetny a borelovsky-aditivni, tj. kazdy podsystém C C B ma borelovské sjednoceni | JC.
Existuje pak o-diskrétni zjemnéni systému B, které je pokrytim J B?

Jde o Hanselliv problém, ke kterému existuje pozitivni feseni ve specialnim pfipadé,
kdy "borelovské"nahradime typem Fs. To Tesili J. Spurny a M. Zeleny ve svém clanku
Additive families of low Borel class and Borel measurable selectors, to appear in Cana-
dian Mathematical Bulletin. Tam lze nalézt informace o pripadech pro Gs a F,, které
diive fesili Hansell, resp. Spurny. Pozitivni odpovéd pro piipad systému Gs,-aditivnich by
tedy byl novy vysledek. Negativni odpovéd pro piipad analyticky-aditivnich systému za
dodatec¢nych mnozinovych predpokladi ukazal Hansell.

Zapsal P. Holicky, 22.10.2010



