KoMuTuJjici A KONJUGOVANA SLOVA

Véta. Necht u,v € ¥, Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(a) wv = vu,
(b) uw* =v? pro ngjakd i,j € N,
(c) u=1tF av=1t"pronsjaké t € £t a néjaka k,¢ € N.

Dikaz. (a) = (c). Pokud |u| = |v|, jet = v = v a k = ¢ = 1. Postupujme
nyn{ indukei podle |uv|. Je-li |uv| = 2, je |u| = |v| = 1 a jsme hotovi. BUNO
predpoklddejme, Ze |u| < |v|, a necht w = u~1v. Pak uuw = uwu, a tedy uvw = wu.
Podle indukéniho piedpokladu tedy u = tF a w = ¢ pro néjaké t a néjakd k, £’ € N.
Pak v = uw = tF*,

(¢c) = (b). Staci volit i = a j = k.

(b) = (a). Pokud |u| = |v], je také u = v a uv = vu. Opét BUNO predpokladejme,
7e lu| < |v] a v = uw. Pak v/ = (uw)! = v = v tulu = (wu)?, a tedy uw = wu.
Pak také vu = vwu = vuw = wv. (]

Dusledek. Kazdé neprazdné slovo w je mocninou jediného primitivniho slova .

Slovo t z pfedchoziho tvrzeni se nazyva primitioni koren slova w. Vétu lze
vyrazné zesilit pomoci nasledujictho lemmatu.

Lemma. Necht uwv # vu. Oznaéme z = uv A vu. Pak z = uw; A vwsy pro libovolnd
slova wy, we € (u,v) takovd, Ze |uwq| > |z| a |[vws| > |z|.

Diikaz. Necht za < uv a zb < vu, kde a, b jsou pismena. Staéi ukdzat, ze za < u'v
a zb < v'u pro kazdé i € N. Pro i = 1 to je zfejmé a dale postupujme indukei. Slovo
w1y m4 podle indukéniho predpokladu prefix uz, coz je také prefix uvu. Viechna
tii slova majf tedy stejny prefix délky |z| + 1, tedy za, jak je vidét na slové uvu.
Podobné ukazeme, ze zb < v'u. (I

Priklad. Necht v = aaba a v = aab. Pak z = uwv A vu = aabaa. Vidime tedy, Ze z
muze byt deldi obé slova u a v.

Dusledek. Pokud slova u a v spliiuji netrividlni vztah, pak komutuji.

Pro t1i slova neexistuje zadné omezeni pro délku spole¢ného prefixu ruzné utvo-
fenych slov. Uvazme napft. slova © = ab, y = aba a z = baa. Pak plati zy* = yz*.
Vsimnéme si pfitom, ze slova x,y, z tvoti kéd. Plati tedy, ze slova, ktera nesplnuji
zadnou konecnou relaci, mohou spliovat relaci nekonec¢nou. Pro tfi slova je ovSsem
takova relace nejvyse jedna.

Muzeme si rovnéz vS§imnout, ze konjugovana slova x, y spliuji relaci “oboustranné
nekoneénou”: z% a yZ tvoif az na posunuti stejnou posloupnost.

Pro slova x = aba, y = b nastavd jesté jind situace. Posloupnost ()% je totiz
rovna sama sobé pomoci netrividlntho posunuti o dvé pismena.

Definice. Rekneme, ze neprazdna slova x a y jsou konjugovand, pokud existuji slova
u a v takova, ze x = uv a y = vu.

Véta. Necht jsou slova x a y konjugovana.
(a) Slovo z je primitivn{, prévé kdyz je y primitivni.
(b) Slova z a y maji konjugované primitivn{ kofeny.
(c) Existuje pravé jedna dvojice slov (t1,t2) € L1 x X* takovd, ze t1ta je
primitivn{ kofen = a tst; je primitivni kotfen y.
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Diikaz. Necht x = uv = t%, kde t je primitivni kofen uv a y = vu. Pak existuje
neprazdny prefix ¢; slova t a exponent 0 < j < i takové, ze u = t/t; a v = tot* 771,
kde ty = tl_lu. Pak y = (t2t1)". Podobné dostaneme, 7e x = (5251)i/, kde s = 5159
je primitivni kofen y a y = st Z véty o komutujicich slovech dostdvdme i = i’ a
s = toty, ¢imz je dokdzano @ a

Necht nyni t = #t) a s = tht!. BUNO predpokladejme, ze |t;| < |t}|. Pak
t) = tir a to = rt, pro néjaké r. Dostdvame rs = rtht] = tot) = totir = sr.
Protoze r je kratsi nez primitivni slovo s a komutuje s nim, musi byt prazdné, coz
ukazuje O

Nasledujici véta davé ekvivalentni charakteristiku konjugovanosti.

Véta. Pro slova x,y, 2z plati zz = yz, pravé kdyz jsou = a y konjugovani a z €
ta(t1ta)*, kde (t1,12) € BT x ¥* je takova dvojice, Ze tits je primitivni kofen slova
x a tot1 je primitivni kofen slova y.

Diikaz. Piimou implikaci dokdzeme indukei podle délky z. Pfedpokladejme nejprve
0 < |z| < |y|. Pak y = 22/, kde z = ta(tits)? a 2/ = (t1t2)7 t; pro néjaké 0 < j a
néjaky neprazdny sufix ¢; primitivniho kofene t = tot; slova y. Pak zz = 22'2 = yz
ax =2’z = (t115)717 1. Podle predchozi véty je tit, primitivni kofen z.

Je-li |z| > |y, pak z = y2’ = 2’z pro 2’ = y~'z. Podle indukéntho piedpokladu
plati 2’ € ta(t1t2)*, kde = € (t1t2)*, a tedy také z = 2'x € to(t1t2)*.

Obrécenou implikaci snadno ovéfime. O
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