GAUSSOVA CELA CGfsLA

e Rozsiteni Z[Vd] = {a +bVd | a,b € Z}
e Sdruzené ¢islo @ := a — bV/d, kde o = a + bV/d
e Norma N(a + bVd) = (a + bVd)(a — bV/d) = a® — b?d
e Gaussova cela disla: Z[i], tj. d = —1.
Pozorovans.

N(af) = N(a)N(f).
Véta. Z[i] je Eukleidtiv obor.

Pozorovani. Komplexni sdruzeni o — & je automorfismus okruhu C. Tedy specidlné
je to automorfismus Z[i].

0.1. Prvoéisla v Z[i].

e Norma v Z[i] je druhd mocnina absolutni hodnoty.
e Je to tedy zobrazeni do N, pficemz N(«) = 0, pravé kdyz a = 0.

Pozorovdni. o € Z[i] je invertibilni, pravé kdyz N(a) = 1.

Diikaz. Je-li o =1, pak i N(a)N(G) = N(1) =1 a tedy N(a) = N(8) = 1.
Naopak, je-li N(a) = 1, je & = a~ L. O

Z[i] je Eukleiduv, tedy také Gaussiv (jednoznaéné rozklady na prvocéinitele).
Specidlné je tedy kazdy ireducibilni prvek prvocinitelem. Prvoéinitelé Z[i] se nazy-
vaji Gaussova prvocisla.

Podivejme se, jakd Gaussova prvocisla existuji. Pro jejich analyzu je uzite¢nym
néstrojem postieh, ze rozkladim prvka v Z[i] odpovidaji rozklady jejich norem v
7.

e Necht je o Gaussovo prvocislo, které nelezi v Z. Pak je i & prvoéislo a aa je
prvociselny rozklad N(«) v Z[i]. Gaussova prvodisla, kterd nelezi v Z, jsou
tedy tvaru a + bi, kde a,b € Z a a® + b? je prvodislo.

e Naopak, je-li néjaké prvoéislo v Z tvaru a® + b, pak a = a+biaa =a—bi
jsou prvodisla, protoze pokud by a bylo reducibilni v Z[i], bylo by N(«)
reducibilni v Z.

e Zbyva ovérit, zda néjaka prvocisla v Z jsou zaroven Gaussovymi prvocisly,
pripadné, ktera to jsou.

Véta. Celociselné prvocislo p je Gaussovym prvocislem, pravé kdyz p =3 mod 4.

Diikaz. Plati 2 = (14 ¢)(1 —4). Uvazujme tedy lichd prvodisla.

Z vyse uvedeného rozboru plyne, Ze p je rozlozitelné, pravé kdyz je rovno aa, je
tedy a2 4 b%. Ctverec sudého celého éisla je 0 mod 4 a ¢tverec lichého je 1 mod 4,
protoze (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1. Je-li tedy liché prvocislo souctem étverct, je 1
mod 4. Tim je ukazano, Ze prvodisla tvaru 4k + 3 jsou Gaussovymi prvodisly.

Zbyvé ukazat, ze prvocisla tvaru p = 4k + 1 jsou souctem c¢tvercti. K tomu staci
vzit prvek h, ktery je primitivni étvrtou odmocninou z jedné v télese Z,. Takova
odmocnina existuje, sta¢i polozit

p—1

h = ak = 4 s
kde a je primitivni prvek télesa. Plati

h?=—-1 mod p,
1



2

protoze ot je involuce. Tedy p déli h2+1 = (h+i)(h—1). Kdyby p bylo Gaussovo
prvodislo, muselo by délit bud A + ¢ nebo h — 4, coz zjevné nedéli.
Cislo h miizeme také ziskat bez znalosti primitivniho prvku jako

b (pgl)!

Uk4Zzeme, 7e h?> = (p—1)! a vztah h? = —1 mod p pak je obsahem Wilsonovy véty.
Mame

(TJ;I) (P;l) (P;l) (P;l)

RP=Tla| | I]a|=C0=]] ~a| | ] a|=0(1D"=@-1)
a=1 a=1 a=1 a=1

Tim je dikaz hotov, protoze 1’2;1 = 2k je sudé. O

Pozorovdni. Rozklad prvocisla 4k + 1 na soucet ¢tverct je jednoznacny.



