
Konvolu£ní kódova£

Vytvo°ili jsme si aparát umoº¬ující vyjád°it konvolu£ní kódový obraz celé (i
nekone£né) vstupní zprávy najednou. Na kódovací proces se ale i nadále m·ºeme
dívat jako na za°ízení, které v daném £ase (v i-tém £asovém taktu) p°ijme vstup

⇀
u i a

vrátí výstup
⇀
v i. Rozdíl od blokového kódova£e je v tom, ºe výstup není jednozna£n¥

de�nován vstupem, záleºí také na stavu kódova£e. Chování konvolu£ního kódova£e
je tedy sloºit¥j²í neº chování blokového kódova£e, respektuje nicmén¥ následující
pravidla:

• Mnoºina S stav· kódova£e je kone£ná.
• P°ed za£átkem zprávy je kódova£ vºdy ve stejném po£áte£ním stavu.
• Stav kódova£e se m¥ní výhradn¥ vstupem, a to deterministicky pomocí

p°echodové funkce δ : S × Fb → S. Je-li tedy si stav kódova£e v £ase i, pak
platí si+1 = δ(si, ui).

• Výstup vi je závislý výhradn¥ na vstupu a stavu kódova£e pomocí výstupní
funkce λ : S × Fb → Fc, neboli vi = λ(si, ui).

V teorii systém· se takový kódova£ nazývá £asov¥ invariantní systém, protoºe jeho
chování nezáleºí na konrétním £ase, pouze na p°edchozích událostech. Ozna£me
K(u) výstup kódova£e na vstupu u, kde vstup i výstup reprezentujeme generujícími
funkcemi. Tedy

K

( ∞∑
i=z

⇀
u i D

i

)
=

∞∑
i=z

⇀
v i D

i .

P°edpoklad, ºe K je £asov¥ invariantní (s �xním po£áte£ním stavem) lze jedno-
du²e zapsat jako

K(uD) = K(u)D ,

akce kódova£e komutuje s akcí zdrºení. (�asová invariance samoz°ejm¥ p°edpokládá,
ºe po£áte£ní stav kódova£e je nezávislý na indexu, kterým posloupnost za£íná.)

Konvolu£ní kódova£ je ale navíc lineární, pro libovolné vstupy u, w a r ∈ F platí
• K(u+w) = K(u) +K(w),
• K(ru) = rK(u) .

Je-li u ∈ F(D)b, tedy je-li to vektor racionálních funkcí, dostáváme (ukaºte!) z
de�nice lineární £asov¥ invariantní transformace vztah

K(u) = uG.(1)

kde G je matice, jejíº poloºka gi,j = (G)i,j je rovna j-té sloºce výstupu v na vstupu
ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0) ∈ F(D)b, tedy na zpráv¥ s jedinou nenulovou hodnotou
u
(i)
0 = 1. Poznamenejme, ºe jsme ti²e p°e²li od Fb(D) k F(D)b. U systém· s b = c = 1

se hodnota K(1) se nazývá odezva systému. Je také p°irozené dode�novat hodnoty
zobrazení spojit¥, tj. tak, ºe vztah (1) platí pro v²echny prvky F((u)), nejen ty
racionální.

Pro lineární £asov¥ invariantní systém lze, jak uvidíme pozd¥ji, bez újmy na
obecnosti (tj. beze zm¥ny kódování) p°edpokládat, ºe jeho stavy tvo°í vektorový
prostor nad F a výstupní a p°echodová funkce (δ, λ) : (si, ui)→ (si+1, vi) je lineární
zobrazení mezi vektorovými prostory S×Fb → S×Fc. Dimenzem prostoru stav· se
nazývá stupe¬ kódova£e. Zobrazení (δ, λ) se obvykle reprezentuje £ty°mi maticemi
A, B, C a D, které dohromady tvo°í matici (δ, λ) tak, ºe platí

si+1 = siA+ uiB, vi = siC + uiD .
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P°echodem ke generujícím °adám dostáváme (ov¥°te!)

sD−1 = sA+ uB, v = s C + uD ,

a tedy

s = uB(D−1Im −A)−1, v = u (D + B(D−1Im −A)−1C) ,

kde Im je jednotková matice stupn¥ m. Odtud dostáváme vztah s vý²e zmín¥nou
�maticí odezev�

G = D + B(D−1Im −A)−1C ,
a vidíme zárove¬, ºe je to matice (tvaru b×c) nad t¥lesem racionálních funkcí F(D).
Tuto matici nazýváme generující maticí daného kódování.

M·ºeme se naopak ptát, zda libovolná taková matice je generující maticí n¥ja-
kého kódova£e. Pokud budou existovat 1/1 kódova£e odpovídající funkcím gij , bude
moºné sestavit kódova£ pro G jako kombinaci takových elementárních kódova£·.
Uvaºme nap°. funkci g = 1/D. Pak pro u = D máme v = ug = 1. Odpovídající
kódova£ má tedy v £ase nula vrátit jedni£ku, pokud na vstupu v £ase jedna bude
jedni£ka, jinak nulu. Je z°ejmé, ºe takový kódova£ nem·ºe existovat. S pouºitím
na²í terminologie vidíme, ºe °ada g, musí být kauzální, resp. realizovatelná (je totiº
racionální). To ukazuje p·vod termínu realizovatelná funkce.

Chceme tedy nyní najít kódova£, který �realizuje� n¥jakou realizovatelnou raci-
onální funkci. To bude kódova£ K s parametry (1, 1) a odezvou

K(1) =
p

q
,

kde

p = p0 + p1D + · · ·+ pmD
m, q = 1 + q1D + · · ·+ qmD

m .

Poznamenejme, ºe p°edpoklad q0 = 1 není na újmu obecnosti. Pro realizovatelnost
racionální funkce jsme sice poºadovali pouze, aby q0 bylo nenulové, ale roz²í°íme-li
zlomek prvkem q−10 ∈ F, dostaneme poºadovaný tvar.

Nyní jiº m·ºeme formulovat následující zásadní v¥tu.

V¥ta. Nech´ je K konvolu£ní kódova£ stupn¥ m s p°echodovou funkcí

(
⇀
s i, ui) 7→

⇀
s i+1=

ui − m∑
j=1

qjs
(j)
i , s

(1)
i , . . . , s

(m−1)
i


a výstupní funkcí

(
⇀
s i, ui) 7→ p0ui +

m∑
j=1

(pj − p0qj)s(j)i = p0s
(1)
i+1 +

m∑
j=1

pjs
(j)
i .

Pak platí

K(u) = u · p
q
.

D·kaz. Ozna£me σi = s
(1)
i+1 a nech´ s je generující °ada posloupnosti (σi)

∞
i=1. Z

de�nic dostáváme

ui = σi +

m∑
j=1

qjσi−j , vi =

m∑
j=0

pjσi−j ,



pro v²echna i ∈ Z, tedy

u = s · q, v = s · p,

z £ehoº tvrzení plyne. �

Násobení racionální funkcí p/q je tedy realizováno následujícím obvodem:

· · ·

· · ·

· · ·

u

v
⊕ ⊕

⊕
⊕

⊕ ⊕

⊕
p0 p1 p2

−q2−q1

pm

−qm

Matice kódova£e (p°íklad pro m = 5) jsou

A =


−q1 1 0 0 0
−q2 0 1 0 0
−q3 0 0 1 0
−q4 0 0 0 1
−q5 0 0 0 0


B =

(
1 0 0 0 0

)

C =


p1 − p0q1
p2 − p0q2
p3 − p0q3
p4 − p0q4
p5 − p0q5


D =

(
p0
)

Kombinací takovýchto kódova£· pro jednotlivé indexy generující matice dosta-
neme fyzickou podobu kódova£e p°íslu²ného kódu. Z hlediska velikosti kódova£e
je výhodné slou£it kódova£e se stejným vstupem do kódova£e se spole£nou zp¥t-
nou vazbou a c výstupy. K tomu je t°eba p°evést indexy v kaºdém jednotlivém
°ádku na spole£ného jmenovatele. Takto získámé tzv. p°ímou formu (nazývá se
také �kontrolorova normální forma�) konvolu£ního kódova£e dané generující ma-
tice sestávající z b registr·.

Pro odpovídající generující matici

G =

(
pi,j

qi

)
b×c

,

de�nujme stupe¬ i-tého °ádku jako

νi = max{deg(pi,1),deg(pi,2), . . . ,deg(pi,c),deg(qi)}.

Sou£et

ν =

b∑
i=1

νi

nazýváme vn¥j²í stupe¬ matice G, zna£íme extdegG. Z de�nic plyne, ºe vn¥j²í
stupe¬ matice je sou£asn¥ stupn¥m p°ímé formy kódova£e.



Chceme-li vn¥j²í stupe¬ minimalizovat, hledáme pro daný kód C bázi s co nejmen-
²ími stupni. Z de�nice je z°ejmé, ºe stupn¥ se nezvý²í (a kód se nezm¥ní) pokud
poloºíme v²echny jmenovatele rovny jedné, tedy pokud budeme uvaºovat pouze
matice nad F[D] (tedy kódova£e bez zp¥tné vazby). Bez újmy na obecnosti také
p°edpokládejme, ºe °ádky jsou se°azeny tak, aby ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νb a vektor
(ν1, ν2, . . . , νb) nazv¥me vn¥j²í charakteristikou matice (resp. báze) G. Následující
tvrzení ukazuje, ºe vn¥j²í charakteristika báze s minimálním vn¥j²ím stupn¥m je
pro daný kód ur£ena jednozna£n¥.

Lemma. Nech´ je (g1,g2, . . . ,gb) báze C s lexikogra�cky nejmen²í vn¥j²í charak-
teristikou. Jinak °e£eno, je to báze zvolená následujícím �hladovým� postupem:
za gi volíme n¥jaký polynomiální vektor z C \ 〈g1, . . . ,gi−1〉 s nejmen²ím moº-
ným stupn¥m νi. Pak pro libovolnou bázi (g′1,g

′
2, . . . ,g

′
b) kódu C s vn¥j²ím stup-

n¥m (ν′1, ν
′
2, . . . , ν

′
b) platí (ν1, ν2, . . . , νb) ≤ (ν′1, ν

′
2, . . . , ν

′
b) (£ímº je mín¥no, ºe platí

νi ≤ ν′i pro v²echna i = 1, 2, . . . , b).

D·kaz. Mnoºina C \ 〈g1, . . . ,gi−1〉 obsahuje alespo¬ jeden z vektor· g′1, g
′
2,. . . , g

′
i,

z £ehoº νi ≤ ν′i plyne. �

Jednozna£n¥ daná p°irozená £ísla ν1, ν2, . . . , νb z p°edchozího tvrzení se nazývají
Forneyho indexy kódu C a jejich sou£et ν se nazývá stupe¬ kódu C, zna£íme deg C.
Stupe¬ kódu je tedy roven nejmen²ímu moºnému vn¥j²ímu stupni jeho generující
matice, a tedy zárove¬ stupni p°ímé formy kódova£e takovou maticí de�novaného.
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