
Smithova normální forma

Matice s polynomiálními koe�cienty lze charakterizovat tzv. (Smithovou) nor-

mální formou. �ekneme, ºe £tvercová matice typu b× b s koe�cienty z F[D] matice
A je polynomiáln¥ invertibilní, nebo téº unimodulární, pokud má v F[D] inverz,
tedy pokud je její inverz nad t¥lesem F(D) rovn¥º polynomiální. Matice je poly-
nomiáln¥ invertibilní, práv¥ kdyº má determinant z F, jak snadno plyne z v¥ty o
determinatu sou£inu a z Cramerova pravidla.

�ekneme, ºe matice Γ typu b × c s koe�cienty z F[D] je ve Smithov¥ normální
form¥, pokud je tvaru Γ = (C |0), kde C je (£tvercová) diagonální a pro prvky γi =
Ci,i, které se nazývají invariantní faktory matice G, platí γi|γi+1, i = 1, . . . , b− 1.

Nech´ G je matice typu b× c s koe�cienty z F[D]. Ozna£me ∆i nejv¥t²í spole£ný
d¥litel v²ech subdeterminant· matice G stupn¥ i. Pak platí:

• ∆i|∆i+1, i = 1, 2, . . . , b− 1.
• Hodnota ∆i se nezm¥ní, pokud matici G vynásobíme zleva nebo zprava
polynomiáln¥ invertibilní maticí p°íslu²né velikosti.

• Existují polynomiáln¥ invertibilní matice A a B takové, ºe G = A·Γ·B, kde
Γ je v normální form¥. Toto vyjád°ení nazýváme Smith·v rozklad matice
G a matice Γ je Smithova normální forma matice G.

Z uvedených tvrzení je vid¥t, ºe ∆i = γ1γ2 · · · γi.
Tvrzení lze dokázat pomocí algoritmu pro nalezení Smithovy normální formy.

Tento algoritmus je analogický hledání inverzu a spo£ívá v postupném násobení
matice elementárními polynomiálními maticemi b× b (zleva) £i c× c (zprava). Ele-
mentární polynomiální maticí rozumíme p°i£tení polynomiálního násobku n¥jakého
°ádku (sloupce) k jinému °ádku (sloupci) nebo prohození dvou °ádk· (sloupc·). Ele-
mentární polynomiální matice jsou zjevn¥ unimodulární, coº proto platí i o jejich
sou£inu.

Nyní si sta£í uv¥domit následující dv¥ skute£nosti
1. Hodnota ∆i se nem¥ní vynásobením unimodulární matici. Pro determinant

matice, jejíº i-tý °ádek je lineární kombinací vektor· platí∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Aplikací tohoto pravidla na v²echny °ádky dostáváme, ºe minory TG jsou pro
libovolné T lineární kombinací minor· G (determinanty, kde se °ádky opakují jsou
nulové a r·zné po°adí °ádk· m¥ní nejvý²e znaménko.) Proto ∆i(G) d¥lí ∆i(TG).
Je-li T unimodulární, platí s pouºitím T−1 analogicky, ºe ∆i(TG) d¥lí ∆i(G), £ímº
je tvrzení dokázáno.

2.Nasobením elementárními maticemi lze G p°evést do Smithovy normální formy.
Je-li G nenulová opakuje algoritmus následující kroky:

• prohazováním °ádk· a sloupc· minimalizuj stupe¬ g1,1 6= 0;
• jsou-li v²echny koe�cienty prvního °ádku a sloupce krom¥ g1,1 nulové a gi,j

není d¥litelné g1,1, p°i£ti i-tý °ádek k prvnímu;
• pro v²echna i > 1, je-li g1,i 6= 0, ode£ti od i-tého sloupce q-násobek sloupce
prvního, kde g1,i = q · g1,1 + r a r má men²í stupe¬ neº g1,1;
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• podobn¥ pro gi,1 a °ádky.
Je vid¥t, ºe stupe¬ g1,1 se sniºuje, dokud nejsou v²echny koe�cienty prvního °ádku
a sloupce mimo diagonálu nulové a g1,1 ned¥lí v²echny koe�cienty matice. Výpo£et
je tedy kone£ný a po dosaºení popsaného stavu m·ºeme odstranit první °ádek a
sloupec a algoritmus opakovat. Nakonec tak pouºitím pouze elementárních matic
dosp¥jeme k matici, která je ve Smithov¥ normální form¥. Matice A a B jsou pak
sou£inem inverz· pouºitých elementárních matic v náleºitém po°adí.

∗
Smith·v rozklad m·ºeme roz²í°it na matice s koe�cienty z F(D). Je-li G ra-

cionální, najdeme q takové, ºe qG je polynomiální (sta£í vzít nejmen²í spole£ný
násobek jmenovatel·). Je-li nyní qG = A · Γq · B Smith·v rozklad, °ekneme, ºe
G = A · Γ ·B je Smith·v rozklad G, kde

Γ =
Γq

q
= (C |0).

Diagonální prvky γi/q matice C mají po zkrácení tvar αi/βi, p°i£emº αi|αi+1 a
βi+1|βi, i = 1, 2 . . . , b− 1.

∗∗
Poznámka: Smithovu formu lze získat pro libovolný obor hlavních ideál·. Místo

d¥lení ze zbytkem lze r = NSD(s, t) získat pomocí Bezoutových koe�cient·. Nech´
je r = xs+ yt. Ozna£me s′ = s/r a t′ = t/r. Pak platí(
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a násobíme tedy unimodulární maticí (tj. maticí invertibilní nad daným okruhem).
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