
Kvantová entropie

Entropie je mírou informa£ního obsahu náhodné veli£iny. Klasická entropie, m¥-
°ená v bitech a nazývaná podle svého objevitele Shannonova, je pro diskrétní ná-
hodnou veli£inu X s pravd¥podobnostmi Pr[X = i] = pi, de�novaná vzorcem

H(X) = −
∑
i

p(i) log pi.

Tuto hodnotu lze neformáln¥ interpretovat jako pr·m¥rný po£et bit· adresy ná-
hodného jevu, ke kterému do²lo. Základní vlastnost Shannonovy entropie, která
ukazuje, ºe skute£n¥ vyjad°uje informa£ní obsah, je v¥ta o kódování zdroje, na-
zývaná téº v¥ta o kompresi nebo v¥ta o kapacit¥ kanálu bez ²umu. Ta ukazuje, ºe
posloupnost n nezávislých kopií náhodné veli£iny X lze zakódovat posloupností bit·
délky nH(X) s pravd¥podobností chyby asymptoticky jdoucí k nule pro velká n.
(V¥ta se dokazuje tak, ºe si v²imneme, ºe p°eváºná v¥t²ina posloupností má o£eká-
vané rozloºení po£tu písmen, a ukáºeme, ºe takových typických posloupností délky
n je tém¥° p°esn¥ 2nH(X).)

Celková informace dvojice náhodných veli£in H(X,Y ) je nejvý²e sou£et H(X)+
H(Y ), m·ºe v²ak být men²í. Pokud je nap°íklad Y funkcí X, pak je hodnota (X,Y )
zcela ur£ena hodnotou X a platí H(X,Y ) = H(X). Zbylý informa£ní obsah Y p°i
znalosti X je entropie podmín¥né náhodné veli£iny H(Y |X). (Správn¥ bych m¥li
°íct �pr·m¥rná entropie� , protoºe jde o pr·m¥r p°es r·zné hodnoty X. Entropie
H(Y ) sama je ostatn¥ pr·m¥rem p°es r·zné hodnoty Y .) Hodnota H(Y )−H(Y |X)
tedy vyjad°uje kolik informace o Y se dozvídáme, pokud známe X. Podobn¥ je
H(X)−H(X |Y ) mírou informace, kterou Y odhaluje o X. Platí o£ekávaný vztah
H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = H(Y ) +H(X |Y ). Hodnota

I(X : Y ) := H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = H(X)−H(X |Y ) = H(Y )−H(Y |X)

je tedy mírou závislosti obou veli£in a je nazývaná vzájemné informace. V²imn¥me
si, ºe tato hodnota je symetrická vzhledem k X a Y .

Informa£ní obsah kvantového systému je dána nejistotou o výsledcích m¥°ení.
Jinak °e£eno, výsledek daného m¥°ení daného systému je náhodná veli£ina s n¥jakou
entropií. Entropie kvantového stavu v²ak musí brát v úvahu v²echna moºná m¥°ení.
Je-li systém v £istém stavu, existuje m¥°ení, jehoº výsledek je dán jednozna£n¥ (je
to jakékoli m¥°ení v bázi obsahující m¥°ený stav). Entropie kvantového systému je
tedy nenulová jen v p°ípad¥ smí²ených stav· a pochází z nejistoty o p°ipraveném
stavu. Ovliv¬uje ji ale také povaha souboru. Ilustrujme to na stavech, které se
vyskytují v protokolu BB84. Víme-li, v jaké bázi Alice kóduje, ale nevíme jaký
kóduje bit, je systém ve stavu
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M¥°ení v kanonické bázi je ekvivalentní p°ijetí náhodného bitu. Skute£nost, ºe hod-
nota byla zakódována kvantov¥, a ne klasicky zde nehraje ºádnou roli. Entropie
takového stavu by tedy m¥la být rovna jedné. Víme-li naopak, ºe Alice kódovala
nulu, ale nevíme v jaké bázi, dostáváme matici

ρ =
1

2
|0〉〈0|+ 1

2
|+〉〈+| =

(
1
2 0

0 0

)
+

(
1
4

1
4

1
4

1
4

)
=

(
3
4

1
4

1
4

1
4

)
∼

(
2+
√
2

4 0

0 2−
√
2

4

)
.

1



2

Diagonální tvar je v·£i (znormovaným) vlastním vektor·m
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Stejnou matici hustoty tedy dostaneme, pokud zvolíme |v1〉 nebo |v2〉 s pravd¥-
podobnostmi 2+
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Entropie není rovna jedné, protoºe zvolený bit byl zakódován do dvou stav·, které
nejsou zcela rozli²itelné, £ímº se £ást informace ztratila.

Na tomto p°íkladu m·ºeme také ilustrovat nezávislost výsledku m¥°ení na zp·-
sobu, jakým daná matice hustoty vznikla. Zkoumejme pravd¥podobnost, s jakou p°i
m¥°ení v bázi |0〉, |1〉 dostaneme výsledek odpovídající |0〉. Podle Postulátu 3' je
to tr(|0〉〈0|ρ) = 3/4. To odpovídá prosté úvaze: s pravd¥podobností jedna polovina
máme stav |0〉, a pak výsledek m¥°ení odpovídá |0〉 s jistotou; s pravd¥podob-
ností jedna polovina máme stav |+〉, kdy výsledek odpovídá |0〉 s pravd¥podobností
jedna polovina. Podobn¥ bychom mohli ov¥°it, ºe pokud |v1〉 = α1|0〉 + β1|1〉 a
|v2〉 = α2|0〉+ β2|1〉, pak
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Uvedené p°íklady vedou k de�nici Von Neumannovy entropie matice hustoty
ρ. Je to entropie náhodné veli£iny odpovídající volb¥ vlastních vektor· ρ, coº lze
úsporn¥ zapsat jako

S(ρ) = − tr(ρ log ρ) .

Vyjmenujme n¥které vlastnosti kvantové entropie. Pro entropii smí²eného stavu
ρ =

∑
i piρi platí

S(ρ) ≤ H(X) +
∑
i

piS(ρi),

kde X je náhodná veli£ina výb¥ru stavu ρi, tedy diskrétní náhodná veli£ina s prav-
d¥podobností Pr[X = i] = pi. Rovnost p°itom platí prav¥ kdyº jsou stavy ρi roz-
li²itelné, tedy pokud jsou de�nované na vzájemn¥ kolmých prostorech. Entropie
stavu ρ je nejvý²e entropie p°íslu²ného procesu volby ρi plus pr·m¥rná entropie
obsaºená v samotných ρi. Jsou-li stavy ρi £isté, dostáváme S(ρ) ≤ H(X). Jsou-li
£isté a rozli²itelné, máme S(ρ) = H(X). Pak se totiº jedná o klasickou náhodnou
veli£inu, není d·leºité, ºe její hodnoty kódujeme kvantov¥.

Pro sloºené systémy platí silná subaditivita:

S(ρABC) + S(ρB) ≤ S(ρAB) + S(ρBC) .

De�nujme po vzoru klasické vzájemné informace vzájemnou informaci dvou
kvantových stav· jako

S(ρA : ρB) := S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB) .
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