
Cholev·v odhad

Z postulátu m¥°ení plyne, ºe von Neumannova entropie p°esn¥ odpovídá entropii
náhodné veli£iny, kterou je m¥°ení daného smí²eného stavu v bázi jeho vlastních
vektor·. Jak uº jsme ale °ekli, �správn¥� de�novaná entropie by m¥la brát v úvahu
v²echna moºná m¥°ení. Náhodná veli£ina, o které se m¥°ením snaºíme získat in-
formaci je náhodná veli£ina s rozd¥lním de�nujícím soubor stav·. P°esný vztah
von Neumannovy entropie k informaci dosaºitelné libovolným m¥°ením není znám.
Nejd·leºit¥j²í výsledek v tomto sm¥ru je tzv. Cholev·v odhad (anglicky: Holevo
bound).

V¥ta (Cholev·v odhad). Nech´X je diskrétní náhodná veli£ina s rozd¥lením Pr[X =
i] = pi. Nech´ ρ =

∑n
i=1 piρi je smí²ený stav vzniklý zakódováním hodnoty X po-

mocí stav· ρi. Nech´ Y je náhodná veli£ina výsledk· n¥jakého m¥°ení stavu ρ.
Pak

I(X : Y ) ≤ S(ρ)−
n∑

i=1

piS(ρi) .

Cholev·v odhad °íká, ºe Von Neumannova entropie je horním odhadem pro infor-
maci dostupnou jakýmkoli m¥°ením o náhodné veli£in¥X. Pokud jsou v²echny stavy
ρi £isté, pak má nerovnost tvar I(X : Y ) ≤ S(ρ). Navíc víme, ºe S(ρ) ≤ H(X), coº
dává klasické I(X : Y ) ≤ H(X).

Rovnost S(ρ) = H(X) p°itom nastává, práv¥ kdyº jsou stavy £isté a rozli²itelné.
Pak se totiº jedná o klasickou náhodnou veli£inu, není d·leºité, ºe její hodnoty
chápeme kvantov¥. Pak také I(X : Y ) = H(X) pro m¥°ení v bázi obsahující volené
stavy, kdy Y = X.

Pro d·kaz Cholevova odhadu uvaºujme krom¥ samotného p°ipravovaného a m¥-
°eného systému, ozna£me ho Q, je²t¥ systém P , který obsahuje informaci o hodnot¥
náhodné veli£iny X zakódovanou do bázových stav·, a systém M , obsahující nao-
pak podobn¥ zakódovaný výsledek Y m¥°ení, které nech´ je dáno operátory (Mj).
Po p°íprav¥ je matice hustoty tohoto sloºeného systému

ρPQM
0 =

∑
i

pi|i〉〈i| ⊗ ρi ⊗ |0〉〈0| ,

a po m¥°ení je

ρPQM
1 =

∑
i,j

pi|i〉〈i| ⊗MjρiM
†
j ⊗ |j〉〈j| .

Ukazuje se, ºe Cholev·v odhad je vlastn¥ nerovnost

S(ρP1 : ρM1 ) ≤ S(ρP0 : ρQ0 ) .

Ov¥°me pro pravou stranu:

ρP0 =
∑
i

pi|i〉〈i| S(ρP0 ) = H(X)

ρQ0 = ρ =
∑
i

piρi S(ρQ0 ) = S(ρ)

ρPQ
0 =

∑
i

pi|i〉〈i| ⊗ ρi S(ρPQ
0 ) = H(X) +

∑
i

piS(ρi)

Pro levou stranu si nejprve uv¥domme, ºe tr(MjρiMj) je pravd¥podobnost, ºe vý-
sledek m¥°ení bude j, za podmínky, ºe m¥°ený stav je ρi, ozna£me ji pj|i. Protoºe

1



2

je výsledek m¥°ení na volb¥ X nezávislý, je pipj|i sdruºená pravd¥podobnost i a j,
ozna£me ji pij . Tedy:

ρP1 =
∑
i,j

pij |i〉〈i| =
∑
i

pi|i〉〈i| S(ρP1 ) = H(X)

ρM1 =
∑
i,j

pij |j〉〈j| =
∑
j

pj |j〉〈j| S(ρM1 ) = H(Y )

ρPM
0 =

∑
i,j

pij |i〉〈i| ⊗ |j〉〈j| S(ρPM
1 ) = H(X,Y )

Cholev·v odhad nyní plyne takto:

S(ρP0 : ρQ0 ) = S(ρP0 : ρQM
0 ) ≥ S(ρP1 : ρQM

1 ) ≥ S(ρP1 : ρM1 ).

Odvození vyplývá ze t°í intuitivních (a dokazatelných) princip·:

• vzájemná informace se nezm¥ní p°idáním dodate£ného (nekorelovaného)
systému;

• vzájemnou informaci dvou systém· nelze ºádným m¥°ením (ani ºádnými
unitárními operacemi) zvý²it;

• vzájemnou informaci nelze zvý²it odstran¥ním £ásti jednoho ze systém·.

První princip jednodu²e plyne ze vztahu entropie rozloºitelných stav· S(σ⊗ρ) =
S(σ) + S(ρ), který dostaneme p°ímo z de�nice.

T°etí princip plyne ze silné subaditivity. V na²em p°ípad¥ máme

S(ρPQM
1 ) + S(ρM1 ) ≤ S(ρPM

1 ) + S(ρQM
1 ),

odkud dostáváme poºadované

S(ρP1 ) + S(ρM1 )− S(ρPM
1 ) ≤ S(ρP1 ) + S(ρQM

1 )− S(ρPQM
1 ) .

Pokud jde o druhý princip, v²imn¥me si nejprve, ºe matice UρU† jsou podobné,
tedy mají stejný diagonální tvar, tedy S(ρ) = S(UρU†). Je p°irozené, ºe entropie se
nem¥ní volbou jiné báze. Pro m¥°ení m·ºeme princip redukovat na princip druhý
tím, ºe ukáºeme, ºe kaºdé m¥°ení lze chápat jako unitární transformaci na²eho
systému spolu s n¥jakým vn¥j²ím, dodate£ným systémem, který po m¥°ení op¥t
odstraníme. Tato elegantní a uºite£ná konstrukce probíhá následujícím zp·sobem.

Ozna£me m¥°ený systém Q a uvaºujme m¥°ení pomocí operátor· (Mj). Doda-
te£ný systém M bude mít bázové prvky |j〉. Pak platí, ºe �indexující� zobrazení

U : |ϕ〉 ⊗ |0〉 7→
∑
j

Mj |ϕ〉 ⊗ |j〉

je unitární. P°esn¥ji °e£eno, toto zobrazení zachovává skalární sou£in (jak lze p°ímo-

£a°e ov¥°it za pouºití vztahu úplnosti
∑

j M
†
jMj = E), a m·ºeme ho tedy roz²í°it

na unitární zobrazení systému Q⊗M . Výsledná matice hustoty je tedy

ρQM = U(|ϕ〉〈ϕ| ⊗ |0〉〈0|)U† =
∑
j,j′

Mj |ϕ〉〈ϕ|M†
j′ ⊗ |j〉〈j

′|

a redukovaná matice pro p·vodní systém je

ρQ =
∑
j

Mj |ϕ〉〈ϕ|M†
j ,

jak jsme cht¥li.
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