
Komplexní projektivní p°ímka

Kubit je podle postulát· kvantové mechaniky prvek C2 velikosti jedna, p°i£emº
je moºné ignorovat globální fázi. Kubit tedy m·ºeme chápat jako prvek jednodi-
menzionálního komplexního projektivního prostoru CP1. Podle de�nice jsou prvky
CP1 dvojice komplexních £ísel (α, β) s ekvivalencí

(α, β) ∼ λ(α, β), λ ∈ C.

Kubity jsme obvykle reprezentovali libovolným vektorem velikosti jedna se zacho-
vanou nejednozna£ností ohledn¥ globální fáze, tedy ohledn¥ vynásobení komplexní
jednotkou.

Chceme-li prvek komplexní p°ímky reprezentovat jednozna£n¥, nabízí se n¥kolik
moºností:
1. Dvojice (α, β), kde k poºadavku na jednotkovou normu αα∗ + ββ∗ = 1 p°idáme
p°edpoklad, ºe α je nezáporné reálné. Tímto p°edpokladem vlastn¥ volíme globální
fázi, krom¥ situace, kdy α = 0, pro kterou volíme dvojici (0, 1). V²imn¥me si, ºe pro
libovolný jednotkový vektor (α, β) lze nálezt ψ ∈ [0, π/2] takové, ºe |α| = cosψ a
|β| = sinψ. Na²i volbu reprezentanta lze pak zapsat jako (cosψ, e−iϕ sinψ), kde je
ϕ ∈ [0, 2π) dáno jednozna£n¥ aº na p°ípad (1, 0), kde postulujeme ϕ = 0 (podobn¥
je vý²e uvedenou konvencí zvoleno ϕ = 0 pro (0, 1)).

Pozn.: V literatu°e je obvykle voleno ϕ tak, aby byl reprezentant
(cosψ, eiϕ sinψ). Tuto konvenci poru²ujeme, abychom se dostali do
souladu s obvyklým pojetím stereogra�cké projekce níºe.

2. Kubit lze tedy také reprezentovat dvojicí (ψ,ϕ), kterou lze chápat jako úhlové
sou°adnice poloviny jednotkové sféry. Abychom takovou reprezentaci roz²í°ili na
celou sféru, poloºme ϑ = 2ψ. Pak platí

(α, β) =

(
cos

ϑ

2
, e−iϕ sin

ϑ

2

)
a kubity jednozna£n¥ odpovídají mnoºin¥ dvojic (ϑ, ϕ), ϑ ∈ (0, π) a ϕ ∈ [0, 2π)
dopln¥né o (0, 0), (π, 0), podle vý²e uvedených konvencí.

Ukázalo se, ºe komplexní projektivní p°ímku lze reprezentovat reálnou jednot-
kovou kulovou plochou S2 (v matematice se mluví o Riemannov¥ sfé°e, v kvantové
fyzice o Blochov¥ sfé°e).
3. Kubit lze tedy také reprezentovat trojicí reálných £ísel (x, y, z), spl¬ujících x2 +
y2 + z2 = 1, které p°edstavují standardní kartézské sou°adnice Blochovy sféry.
Vztah k úhlovým sou°adnicím je za p°edpokladu, ºe úhel ϕ m¥°íme v rovin¥ os x a
y po£ínaje osou x a úhel ϑ m¥°íme od osy z, dán jako

(x, y, z) = (cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ) .

4. Dvojici (α, β) lze kone£n¥ nahradit £íslem

α

β
,

které zastupuje reprezentanta projektivní p°ímky(
α

β
, 1

)
,

p°i£emº (1, 0) je nevlastní bod projektivní p°ímky, p°irozen¥ ozna£ovaný∞. Kubity
tak jsou reprezentovány roz²í°enou komplexní rovinou C ∪ {∞}.
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Celkem tedy máme pro prvky CP1 reprezentace(
cos

ϑ

2
, e−iϕ sin

ϑ

2

)
∈ C2,

(cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ) ∈ S2,

eiϕ cot
ϑ

2
∈ C ∪ {∞} .

Z bodu (x, y, z) na Blochov¥ sfé°e lze získat jemu p°íslu²ný prvek roz²í°ené kom-
plexní roviny pomocí stereogra�cké projekce, ozna£me ji S, kdy kaºdému bodu na
kulové plo²e odpovídá jeho obraz promítnutý ze severního pólu do roviny ur£ené
osami x a y chápané jako komplexní rovina s imaginární osou y (severnímu pólu
samotnému p°i°adíme bod ∞). Z podobnosti jednodu²e vidíme, ºe

S(x, y, z) = x+ iy

1− z
.

Pro (α, β) =
(
cos ϑ2 , e

−iϕ sin ϑ
2

)
a (x, y, z) = (cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ) tedy platí

S(x, y, z) = x+ iy

1− z
=

eiϕ sinϑ

1− cosϑ
= eiϕ

2 sin ϑ
2 cos ϑ2

2 sin2 ϑ2
= eiϕ cot

ϑ

2
=
α

β
.

Pro reprezentace kubitu pak platí, ºe následující diagram komutuje:(
cos ϑ2 , e

−iϕ sin ϑ
2

)

α
β

(α, β)

(cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ)
S

Obrázek 1 ukazuje inverzní stereogra�ckou projekci P = S−1. Ta je dána p°ed-
pisem:

S−1 : a+ bi 7→
(

2a

a2 + b2 + 1
,

2b

a2 + b2 + 1
,
a2 + b2 − 1

a2 + b2 + 1

)
.

Pro jednotkové (α, β) lze kone£n¥ p°íslu²ný bod na Blochov¥ sfé°e získat p°ímo
jako

(Re(2α∗β), Im(2α∗β), |α|2 − |β|2).

5. Poslední d·leºitá reprezentace kubitu ψ je pomocí projek£ního operátoru |ψ〉〈ψ|.
Ten je v kvantové mechanice nazývaný také operátor hustoty a hraje d·leºitou
roli p°i práci s tzv. smí²enými systémy. V²imn¥me si nejprve, ºe operátor hustoty
skute£n¥ p°edstavuje jednozna£ného reprezentanta, protoºe dva stavy li²ící se o
globální fázi mají stejný operátor. Sou£asn¥ má rozklad pomocí Pauliho matic,
který je v souladu s vý²e uvedenými geometrickými reprezentacemi. Pro

|ψ〉 =
(

cos ϑ2
eiϕ sin ϑ

2

)
totiº platí

|ψ〉〈ψ| = 1

2

(
1 + cosϑ e−iϕ sinϑ
eiϕ sinϑ 1− cosϑ

)
=

1

2
(E + xX + yY + zZ),



3

Obrázek 1. Inverzní sterogra�cká projekce (p°evzato z Wikipedie)

kde 
x = sinϑ cosϕ,

y = sinϑ sinϕ,

z = cosϑ .

Poloºíme-li tedy σ = (X,Y, Z), m·ºeme psát

|ψ〉〈ψ| = 1

2
(E + rψ · σ),

kde rψ je reprezentant |ψ〉 na Blochov¥ sfé°e.
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