
Reverzibilní výpo£ty

Kaºdý klasický algoritmus je booleovskou funkcí

{0, 1}n → {0, 1},

která vstupní posloupnosti p°i°adí výstupní bit. Je-li výstup del²í, coº je obvyklé,
je algoritmus souborem takových funkcí.

Sloºitost algoritmu, díváme-li se na n¥j jako na booleovskou funkci, odpovídá ve-
likosti nejmen²ího booleovského obvodu, který danou funkci po£ítá. Obvod se m·ºe
skládat z n¥kolika jednoduchých, obvykle jedno- nebo dvouhodnotových hradel.
Konstrukce obvodu je tedy jakýmsi rozkladem booleovské funkce do n¥jaké vhodné
mnoºiny jednoduchých funkcí.

Na podobném základ¥ je moºné mluvit i o sloºitosti kvantových algoritm·: p°í-
slu²nou unitární transformaci rozloºíme na jednoduché transformace a ptáme se po
velikosti rozkladu, tj. po£tu pouºitých hradel.

K tomu je t°eba zvolit n¥jakou vhodnou mnoºinu základních operátor·, které
m·ºeme v rozkladu pouºívat a pomocí kterých lze zkonstruovat libovolný operátor.
Takové mnoºin¥ °íkáme univerzální mnoºina hradel.

V klasickém p°ípad¥ tvo°í p°irozenou univerální mnoºinou hradel funkce AND,
OR a NOT, coº jsou booleovské operátory ∧, ∨ a . Libovolnou funkci lze do ní
p°ímo£a°e rozloºit nap°. díky disjunktivní normální form¥ funkce f :

f(x1, x2, . . . , xn) =
∨

f(z)=1

(y1 ∧ y2 ∧ · · · ∧ yn) ,

kde z = (z1, z2, . . . , zn) probíhá {0, 1}n a

yi =

 xi, pokud zi = 1,

xi, pokud zi = 0.

Existuje ov²em také n¥kolik hradel, která jsou sama univerzální, nap°. NAND:

NAND
a

b
a · b

Univerzalita NAND plyne ze vztah· a = NAND(a, a) a a ∨ b = NAND(a, b).
Pokud od kvantových obvod· o£ekáváme lep²í výsledky neº od klasických, m¥li

bychom být p°inejmen²ím schopni realizovat kvantov¥ klasické algoritmy. K tomu
by sta£ilo realizovat kvantový obvod NAND. To ale není bez dal²ího moºné, protoºe
v²echny kvantové operátory jsou reversibilní, zatímco NAND níkoli.

Tím se dotýkáme problematiky reverzibilního výpo£tu booleovské funkce. Uni-
verzální reverzibilní funkce musí být alespo¬ t°íbitová, a je jí nap°. To�oliho funkce
de�novaná jako

T : (a, b, c) 7→ (a, b, c⊕ ab),

kde binární násobení odpovídá AND a binární s£ítání ⊕ odpovídá logickému hradlu
XOR, tedy �vylu£ovacímu nebo�. Je to funkce reversibilní, je sama sob¥ inverzem.
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P°íslu²né hradlo budeme zobrazovat jako

T

a

b

c

a

b

c⊕ ab

a operátor NAND dostaneme pomocí To�oliho hradla takto:

T

a

b

1

a

b

NAND(a, b)

Pro kvantové výpo£ty je d·leºité, ºe m·ºeme po°izovat kopie vstupních bázových
stav·:

T

a

1

0

a

1

a

Poznamenejme, ºe takto kopírujeme pouze bázové stavy, takºe v¥ta o neklonování
není poru²ena. Pro obecný stav |ϕ〉 = α|0〉+ β|1〉 dostáváme

T |ϕ〉|1〉|0〉 = α · T |010〉+ β · T |110〉 = α|010〉+ β|111〉,
coº je propletený stav, který se ur£it¥ nerovná |ϕ〉|1〉|ϕ〉.

Z obrázk· je vid¥t, ºe výpo£ty sloºené z To�oliho hradel budou pot°ebovat krom¥
vstupu je²t¥ pomocné bity. Také jsme vid¥li, ºe pomocné bity se se vstupními pro-
plétají, coº je neºádoucí, protoºe je musíme brát v úvahu nap°. p°i odhadu výsledku
m¥°ení. Kvantový výpo£et booleovské funkce f by m¥l odpovídat podob¥, kterou
jsme vid¥li v Deutschov¥-Jozsov¥ algoritmu. M¥l by se skládat ze vstupního registru
|x〉, který se výpo£tem nezm¥ní, z pomocného registru |p〉, který se rovn¥º nezm¥ní,
a z výstupního kubitu |y〉, do n¥hoº se p°i£te výstup hodnota f(x). Schematicky

Uf

|x〉
|p〉
|y〉

|x〉
|p〉
|y ⊕ f(x)〉

p°i£emº pomocný registr p°irozen¥ ze zápisu vynecháváme. P°i£tení výsledku ope-
race budeme realizovat následujícím obvodem

x x

y y ⊕ x
⊕

který se nazývá CNOT, neboli kontrolovaná negace, protoºe se vlastn¥ jedná o
instrukci: pokud x, neguj y.
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�ádoucí podoby výpo£tu je nyní moºné dosáhnout následujícími kroky:
• reverzibilní kvantový výpo£et funkce f (nap°. pomocí To�oliho hradel) ve
vstupním a pomocném registru;

• p°i£tení výsledku do výstupního kubitu pomocí funkce CNOT;
• inverzní výpo£et ve vstupním a pomocném registru vedoucí k p·vodním
stav·m.

Postup ilustruje následující schéma na výpo£tu funkce a ∨ b = (a ∧ b).
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y y ⊕ (a ∨ b)
⊕
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