
Stopa matice a pozitivní operátory

Stopa £tvercové matice A je sou£et jejích diagonálních prvk·. Zna£íme ji tr(A)
podle anglického �trace� . Stopa spl¬uje cyklickou vlastnost:

tr(AB) = tr(BA).

Je dobré si v²imnout, ºe z toho neplyne, a obecn¥ neplatí tr(ABC) = tr(BAC).
Plyne v²ak odsud, ºe tr(A) = tr(QAQ−1) pro libovolnou regulární matici Q. Stopa
je tedy stejná pro podobné matice, coº také nazna£uje její d·leºitost: je to vlastnost
lineárního operátoru, nikoli pouze jeho konkrétního maticového zápisu. Má-li nap°.
operátor A bázi vlastních vektor·, je moºné sou£tem diagonály (v libovolné bázi)
získat sou£et vlastních £ísel (po£ítáno v£etn¥ násobnosti).

Dal²í uºite£nou vlastností stopy je vztah 〈ψ|A|ψ〉 = tr (A|ψ〉〈ψ|), který platí pro
libovolný jednotkový vektor |ψ〉, jak snadno plyne z rovnosti

tr (A|ψ〉〈ψ|) =
∑
i

〈i|A|ψ〉〈ψ|i〉 = 〈ψ|A|ψ〉,

kde suma probíhá p°es n¥jakou ortonormální bázi obsahující |ψ〉.

Operátor A nazýváme pozitivní, pokud pro kaºdý vektor |ψ〉 platí 〈ψ|A|ψ〉 ≥ 0.
(V²imn¥te si, ºe je to zkratka pro operátor, resp. matici, pozitivn¥ semide�nitní.)
Pro pozitivní operátor A speciáln¥ platí, ºe 〈ψ|A|ψ〉 je reálné £íslo pro kaºdé |ψ〉.
Z toho plyne, ºe pozitivní operátory jsou Hermitovské (viz poznámku níºe).

Snadno ov¥°íme, ºe pozitivní jsou operátory tvaru A†A, tedy specieln¥ také
v²echny projekce |ψ〉〈ψ|. Takové operátory tedy mají diagonální tvar s nezápor-
nými vlastními £ísly. Diagonální tvar |ψ〉〈ψ| je p°itom matice s jedinou nenulovým
koe�cientem, jedni£kou na diagonále odpovídající vlastnímu vektoru |ψ〉.

∗
Poznámka: Pro diagonalizovatelné pozitivní operátory je z°ejmé, ºe jsou Hermitov-
ské. Pro obecné operátor plyne pro libovolné |x〉 z pozitivity 〈x|A|x〉 ∈ R, a tedy
〈x|A|x〉 = 〈x|A†|x〉. Nyní m·ºeme pouºít polariza£ní vztah:

4〈x|A|y〉 = 〈x+ y|A|x+ y〉 − 〈x− y|A|x− y〉
− i〈x+ iy|A|x+ iy〉+ i〈x− iy|A|x− iy〉 .

Zneuºíváme Diracovo zna£ení a pí²eme |x + λy〉 namísto |x〉 + λ|y〉; a 〈x + λy|
namísto (|x〉+ λ|y〉)†.

Alternativn¥ si m·ºeme v²imnout, ºe platí A = C + iD, kde C a D jsou Hermi-
tovské operátory

C =
A+A†

2
,

D =
iA† − iA

2
.

Potom 〈x|A|x〉 = 〈x|C|x〉 + i〈x|D|x〉, kde 〈x|C|x〉, 〈x|D|x〉 ∈ R. Tedy 〈x|D|x〉 = 0
pro kaºdé x. Vzhledem k tomu, ºe D je Hermitovský, a tedy diagonalizovatelný,
dostáváme D = 0.
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