STOPA MATICE A POZITIVNI OPERATORY

Stopa Ctvercové matice A je soucet jejich diagonalnich prvki. Znacéime ji tr(A)
podle anglického ,trace”. Stopa spliiuje cyklickou vlastnost:

tr(AB) = tr(BA).

Je dobré si viimnout, Ze z toho neplyne, a obecné neplati tr(ABC) = tr(BAC).
Plyne vsak odsud, ze tr(A) = tr(QAQ~!) pro libovolnou regulérni matici Q. Stopa
je tedy stejna pro podobné matice, coz také naznacuje jeji dilezitost: je to vlastnost
linedrniho operatoru, nikoli pouze jeho konkrétniho maticového zapisu. Ma-li napf.
operator A bazi vlastnich vektort, je mozné souctem diagonély (v libovolné bazi)
ziskat soucet vlastnich ¢isel (po¢itdno véetnd nasobnosti).

Dalsi uZite¢nou vlastnosti stopy je vztah (|Al) = tr (A|y)(¢]), ktery plati pro
libovolny jednotkovy vektor |¢), jak snadno plyne z rovnosti

tr (Al)(W]) =Y (Al (wli) = (¥|Alv),
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kde suma probiha pfes néjakou ortonormélni bézi obsahujici |1)).

Operator A nazyvame pozitivni, pokud pro kazdy vektor |¢) plati (| AJy) > 0.
(Vsimnéte si, Ze je to zkratka pro operator, resp. matici, pozitivné semidefinitni.)
Pro pozitivni operdtor A speciilné plati, ze (1| A|vy) je realné Eislo pro kazdeé [).
Z toho plyne, Ze pozitivni operatory jsou Hermitovské (viz poznamku nize).

Snadno ovéiime, Ze pozitivni jsou operdtory tvaru ATA, tedy specielné také
v8echny projekce [1)(¢|. Takové operatory tedy maji diagonalni tvar s nezapor-
nymi vlastnimi &isly. Diagonélni tvar |¢)(i| je pfitom matice s jedinou nenulovym
koeficientem, jedni¢kou na diagondle odpovidajici vlastnimu vektoru [1).

ES
Poznamka: Pro diagonalizovatelné pozitivni operatory je ziejmé, ze jsou Hermitov-
ské. Pro obecné operator plyne pro libovolné |z) z pozitivity (z|A|z) € R, a tedy
(x|Alx) = (x|At|z). Nyni mizeme pouZit polarizaéni vztah:
Az[Aly) = (& +ylAlz +y) — (z —ylAlz —y)
—i(x + iy|Alx + iy) + i{x — iy|Alz —dy) .

Zneuzivame Diracovo znadeni a piSeme |z + A\y) namisto |z) + A|ly); a (z + Ay
namisto (|z) + Ay))'.

Alternativné si muZzeme vSimnout, Ze plati A = C +iD, kde C' a D jsou Hermi-
tovské operatory
A+ AT
==
iAT —iA
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Potom (z|A|z) = (z|Cl|z) + i{x|D|z), kde (x|C|z), (z|D|z) € R. Tedy (z|D|z) =0
pro kazdé x. Vzhledem k tomu, 7ze D je Hermitovsky, a tedy diagonalizovatelny,
dostavame D = 0.
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