
Tenzorový sou£in a kvantové registry

Tenzorový sou£in n-dimenzionálního Hilbertova prostoru U s m-dimenzionálním
Hilbertovým prostorem V je bilineární zobrazení

U × V → U ⊗ V
(|u〉, |v〉) 7→ |u〉 ⊗ |v〉,

kde U ⊗ V je Hilbert·v prostor generovaný v²emi obrazy tohoto zobrazení, tedy
v²emi prvky |u〉⊗|v〉. (Pojmem �tenzorový sou£in� se b¥ºn¥ zjednodu²en¥ ozna£uje
také samotný prostor U⊗V , a prvek |u〉⊗|v〉 se nazývá tenzorový sou£in vektor· u
a v). Skalární sou£in je na U ⊗ V de�nován �po sloºkách� , tedy roz²í°ením vztahu

〈u1 ⊗ v1|u2 ⊗ v2〉 := 〈u1|u2〉〈v1|v2〉.

Bilinearita znamená, ºe platí:

|w〉 ⊗ (|u〉+ |v〉) = |w〉 ⊗ |u〉+ |w〉 ⊗ |v〉;
(|u〉+ |v〉)⊗ |w〉 = |u〉 ⊗ |w〉+ |v〉 ⊗ |w〉;
(α|u〉)⊗ |v〉 = |u〉 ⊗ (α|v〉) = α(|u〉 ⊗ |v〉).

Tenzorový sou£in vektor· |u〉 ⊗ |v〉 £asto zkracujeme na |u〉|v〉 nebo dokonce
(zejména u bázových vektor·) na |uv〉.

Pokud |bi〉, i = 1, . . . , n, je báze U a |ci〉, i = 1, . . . ,m, báze V . Pak pro tenzorový
sou£in vektor· |u〉 ∈ U a |v〉 ∈ V dostáváme

|u〉 ⊗ |v〉 =

(∑
i

αi|bi〉

)
⊗

∑
j

βj |cj〉

 =
∑
i,j

αiβj |bicj〉.

Je tedy vid¥t, ºe prostor U ⊗ V je generován vektory |bicj〉. De�nice tenzorového
sou£inu je dokon£ena poºadavkem, aby tyto vektory byly lineárn¥ nezávislé, a tvo-
°ily tedy bázi U⊗V . Z hlediska univerzální algebry je tedy tenzorový sou£in direktní
sou£in Hilbertových prostor· dopln¥ný o rovnosti bilinearity.

Z de�nice skalárního sou£inu na prostoru U ⊗ V plyne, ºe báze |bicj〉 je orto-
normální, a skalární sou£in na U ⊗ V tedy spl¬uje〈∑

i,j

αi,j |bicj〉
∑
`,k

β`,k|b`ck〉

〉
=
∑
i,j

α∗i,jβi,j .

Tenzorov¥ m·ºeme násobit i více prostor· neº dva. Pak budeme poºadovat, aby
byl tenzorový sou£in asociativní, tedy aby platilo

(|u〉 ⊗ |v〉)⊗ |w〉 = |u〉 ⊗ (|v〉 ⊗ |w〉),

coº umoºní vynechávat závorky a de�novat tenzorové mocniny. V kvantové informa-
tice se pouºívají p°edev²ím sou£iny kubit·, tzv. kvantové registry. Kvantový registr
H⊗n2 s n kubity má bázi |0〉 ⊗ · · · ⊗ |0〉, |0〉 ⊗ · · · ⊗ |1〉, . . . , |1〉 ⊗ · · · ⊗ |1〉, coº podle
dohody m·ºeme zkrátit na |0 · · · 0〉, |0 · · · 1〉, . . . , |1 · · · 1〉. Chápeme-li nyní nuly a
jedni£ky jako cifry binárního zápisu, dostáváme dv¥ r·zné báze velikosti 2n: jedna
je bazí prostoru H⊗n2 , druhá prostoru H2n . Dostáváme tak p°irozený tenzorový
rozklad báze |0〉, |1〉, . . . , |2n − 1〉.

Je d·leºité si v²imnout, ºe U ⊗ V obsahuje i vektory, které nelze napsat jako
tenzorový sou£in vektor· z p·vodních prostor·. Nerozloºitelný je nap°. stav |00〉+
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|11〉; máme totiº

(a|0〉+ b|1〉)⊗ (c|0〉+ d|1〉) = ac|00〉+ ad|01〉+ bc|10〉+ bd|11〉

a je snadno vid¥t, ºe pro ºádná a, b, c, d neplatí sou£asn¥ ac = bd = 1 a ad =
bc = 0. Pro kvantové jevy je klí£ové, ºe takovéto propletené (entangled) stavy
dvou a více systém· jsou fyzikáln¥ moºné, p°íslu²né systémy mohou být dokonce
prostorov¥ zna£n¥ vzdálené (nap°. rozesláním dvou propletených foton· r·znými
sm¥ry). Skute£nost, ºe prostorov¥ nesouvislé £ástice mohou tvo°it jeden systém, se
ozna£uje jako nelokální charakter kvantové mechaniky.

Tenzorov¥ m·ºeme násobit také operátory. Jsou-li A : U1 → U2 a B : V1 → V2
dva operátory, je jejich tenzorový sou£in lineární zobrazení A⊗B : U1⊗V1 → U2⊗V2
de�nované svými hodnotami na generující mnoºin¥ rozloºitelných vektor· takto:

(A⊗B)(|u〉 ⊗ |v〉) = (A|u〉)⊗ (B|v〉).

Z uvedených vlastností skalárního a tenzorového sou£inu není t¥ºké ov¥°it, ºe ten-
zorový sou£in unitárních operátor· je op¥t unitární. Matice operátoru A⊗B typu
mp× nq vznikne z matic A typu m× n a B typu p× q pomocí tzv. Kroneckerova
sou£inu, který je dán takto:

A⊗B =

 a1,1B . . . a1,nB
...

. . .
...

am,1B . . . am,nB


Nap°. pro

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
dostáváme

H⊗2 =
1

2


1 1 1 1
1 -1 1 -1

1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

 .

Operátor H se nazývá Hadamard·v a s jeho tenzorovými mocninami se je²t¥ se-
tkáme. Podívejme se, jak vypadá tenzorová mocnina H⊗n. Její matice je £tvercová
velikosti 2n × 2n a vytkneme-li faktor ( 1√

2
)n, dostaneme matici obsahující koe�ci-

enty 1 a −1. O£íslujme °ádky a sloupce £ísly 0, 1, . . . , 2n − 1 a podívejme se, jaké
znaménko má prvek (H⊗n)i,j . M·ºeme vyuºít skute£nosti, ºe j-tý sloupec je vektor
H⊗n|j〉. Zapí²eme-li j binárn¥, dostaneme tenzorový rozklad

H⊗n|j〉 = H⊗n|j1j2 · · · jn〉 = H⊗n|j1〉|j2〉 · · · |jn〉 =

=

n⊗
k=1

H|jk〉 =
(

1√
2

)n n⊗
k=1

(|0〉+ (−1)jk |1〉).

Roznásobením posledního výrazu najdeme poºadované znaménko jako koe�cient u
vektoru |i〉 = |i1i2 · · · in〉. Mínusem do sou£inu p°isp¥jí p°esn¥ ty vektory |ik〉, pro
které je ik = jk = 1. Práv¥ tehdy totiº z k-té roznásobované závorky bereme |1〉
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(protoºe ik = 1) a sou£asn¥ má tento |1〉 koe�cient −1 (protoºe jk = 1). Máme
tedy

(H⊗n)i,j =

(
1√
2

)n

(−1)i1j1+i2j2+···+injn =

(
1√
2

)n

(−1)i·j ,

kde i · j zna£í skalární sou£in vektor· cifer binárního rozvoje i a j, tedy práv¥ sumu
i1j1 + i2j2 + · · ·+ injn.

V²imn¥me si, ºe chápeme-li skalární sou£in 〈u|v〉 jako p·sobení lineární formy 〈u|
na |v〉, odpovídá de�nice skalárního sou£inu 〈u1 ⊗ v1|u2 ⊗ v2〉 tenzorovému sou£inu
forem 〈u1| a 〈u2|.

V²imn¥me si také, ºe pro endomor�smy A a B jsou vlastními vektory endomor-
�smu A ⊗ B vektory |bi ⊗ cj〉 s vlastními £ísly λi · κj , kde |bi〉 je vlastní vektor
operátoru A s vlastním £íslem λi a |cj〉 je vlastní vektor operátoru B s vlastním
£íslem κj . Podobn¥ je |bi ⊗ cj〉 vlastním vektorem endomor�smu A⊗ I + I ⊗ B s
vlastním £íslem λi + κj (kde I zna£í identické operátory p°íslu²né velikosti). Tyto
vztahy lze v komutativní algeb°e s úsp¥chem pouºít pro d·kaz toho, ºe celistvé
prvky okruhu tvo°í okruh.


