KVADRATICKA RECIPROCITA

Necht p a ¢ jsou lich4 prvocisla. Ptame se, jaky je vztah mezi tim, Ze p je
kvadratické reziduum modulo ¢, a tim, Ze je ¢ kvadratické reziduum modulo p.
Odpoved dava véta o kvadratické reciprocité.

()=

(B)Z_(ﬂ)7 pokud p=¢=3 mod4

Veéta.

Ekvivalentni formulace:

q p

(g) - (g) jinak.

Diikaz. Uvazujme primitivni p-tou odmocninu z 1 nad télesem Z,, ozna¢me ji (.
Dikaz budeme provadét v télese Z,[(,] a budeme uvazovat okruhovy homomor-
fismus ¢ : Z[wp] = Z4[(p] spliwjici (k) =k mod q a p(wp) = (p.
Pripomenime Gaussiv kvadraticky sou¢et modulo p definovany jako

2 -1
S =a1wp + agwy, + -+ ap_1wh T,

()

7 binomického rozvoje, a protoze ar = +1 a ¢ je liché, plati

kde

(a0+a1wp+a2w§+~ ctaywhh = a0+a1wg+a2w§q+' . ~+ap_1w1(,p71)q mod gq.
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Posledni rovnost plyne z toho, Ze k — gk je permutace Z,. Protoze

PouZijeme-li zfejmy fakt

dostavame

Vztah mezi S a (%), ziskdvame diky tomu, ze Gaussuv kvadraticky soucet S

spliuje

Pak totiz

Sq—l _ (52)‘%1 _ (_1)W (p) .

q
Uvedena rovnost plati jisté i modulo ¢, a tedy

<q) .S = (,1)W <p> .S mod q.
p q
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Oznacme

e ()2

hodnotu, o které chceme ukazat, Ze je rovna jedné. Vime § = +1 a
(6—1)S=0 mod gq.

Pokud by 6 = —1, dostali bychom diky invertibilité 2 mod ¢ (tj. vynasobenim obou
stran rovnice ¢islem %1) vztah

S=0 mod q.

Zbyva tedy ukéazat, Ze tato rovnost neplati. Na tomto misté je vhodné se blize
zamyslet nad tim, co jsme vlastné minili vyrazem mod q. Vzhledem k tomu, Ze
se pohybujeme v okruhu Z[w,], znamena rovnost * = y mod ¢, ze x — y lezi v
hlavnim idealu q - Z[w,]. Kdyby S v tomto idedlu lezelo, lezelo by tam i |S?| = p.
Predpokladejme pro spor, Ze

2 -1
p=co+crwp +cow, + -+ cprwh

kde ¢; € gZ. To znamena, %e w, je kofenem polynomu (co — p) + 12 + cox® + -+ +
Cp—1Wp, ktery je tedy soudélny s polynomem 1 + x + 22 4+ - 4+ 2P, jeho# je Wp
také kofenem. Polynom 1+ = + 22 + --- + 2P~ ! je ale irreducibilni nad Q, takze
musi pro néjaké racionalni ¢éislo r platit

(co—p)+caxtea®+- +epwy=7r-(1+z+a®+-- +aPh).

Vidime, zZe r = cp—p =¢1 = -+ = ¢p_1, COZ je spor, protoze co — p nelezi, na rozdil
od ¢;, v qZ. O

Algebraické tivahy k predchozimu dikazu. Ptedchozi dikaz je veden pomérné
jednoduchou myslenkou uvaZovat Z|w,] modulo g. Tato myslenka ale neni tak ne-
vinna, jak se na prvni pohled zdé, coz vede ke krkolomné piisobicimu zavéru celého
dukazu.

Ve snaze se komplikacim vyhnout mtzeme byt v pokuSeni jednoduse prohlésit,
ze budeme pracovat v Zg[w,]. Takova struktura ale nedava dobry smysl. K okruhu
Z miuzeme piidat prvek w, jeho nadtélesa C, ale totéZ nemtizeme udélat pro okruh
(resp. t&leso) Z,, protoze ten neni v C obsazen. Analogickym postupem bychom
vsak mohli vytvorit Z,[(p], kde ¢, je primitivni p-t4 odmocnina z jedné v p¥islusném
rozkladovém nadtélese polynomu z? — 1 nad télesem Z,. Problém se ale presune

do faktu, Ze vztah S? = (_71) p je dokdzany v Zlwp] a neni jasné, jak ho dokézat

pro analogicky definovanou hodnotu v Z,[¢,]. MoZnym feSenim je prenést tento
vysledek ze Z[w,] do Z4[(p] homomorfismem ¢ splijicim ¢(wy,) = (p a (1) =1 (a
tedy ¢(z) = z mod ¢ pro z € Z). Pak bychom dostali vztah

(2 - 0

a moznost zkratit ¢(S) by snadno plynula z toho, Ze

©(9)? = ¢(5%) = ¢(p) =p mod g # 0.

To koresponduje se zavére¢nym krokem naseho ptivodniho ditkazu, ktery konstatuje,
ze p neni nasobek q.
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Uvahy o vlastnostech polynomi, jejichz kofenem je primitivni p-t4 odmocnina
se ale také zcela neztratily. Pfesunuly se do nutnosti ovéfit, Ze uvazovany homo-
morfismus ¢ je dobfe definovany. Muzeme postupovat napf. takto. Uvazme ho-
momorfismus ¢ : Zlz] — Z4[¢,] spliwjici (1) = 1 a (z) = (. Ze se jedna o
homomorfismus, vidime z toho, Ze vznikne slozenim homomorfismia Z[z] — Z,[z]
modulictho koeficienty a dosazovaciho homomorfismu dosazujiciho (;, za z. Okruh
Z]wy) je isomorfni okruhu Z[z]/m, kde m je minimalni polynom w,. To je pravé
polynom 1 + 2 + 22 + --- 4+ zP~1. Véta o homorfismu nyni garantuje definici ¢,
pokud ideél generovany m lezi v jadru 1. To vSak plati, protoZe primitivni p-ta
odmocnina je kofenem m nad libovolnym télesem.

K predvedené opatrnosti v definicich vede napf. to, Ze navzdory intuitivnimu
otekavani nemusi byt Z,[(,] isomorfni Z,[x]/m. Polynom m totiz mize mit nad Z,
netrivialni rozklad, a nenf tak minimalnim polynomem (,. Viz napf.

s+ a8+ 4+ P+t P+ 1=
:(x5+2x3+x2+2x+2) (x5+x4+2x3+x2+2) mod 3.



