Samoopravné kody Co jsou linearni kody

1 Co jsou linearni kédy

Zédny zédznam informace a zadny prenos dat neni absolutné odolny vici chy-
bam. Nékdy je riziko poskozeni zanedbatelné, v mnoha piipadech je vSak za-
znamenana a prenaSend informace jisténa piidanim dat, ktera se jevi jako re-
dundantni (nadbytecna) v pripadé, ze nedojde k zadné chybé, ktera vsak pii
vyskytu chyby mohou pomoci

e signalizovat, Ze k chybé doslo,

e pifpadné umoznit jeji opravu.

Typickym piikladem je pfidédni paritniho bitu. Predpoklddejme, Ze chceme
ochréanit data sloZena z hexadeciméalnich cifer. Kazdou cifru reprezentujeme
¢tyrmi bity. Pfedpokladejme, Ze data posilame po kanélu zatiZzenym zna¢nym
Sumem, a proto pfidame ke kazdé ciffe paritni bit.

Naptiklad hexadecimélni AF01, coz je bitove
1010 | 1111 | 0000 | 0001

se vysle jako
10100 | 11110 | 00000 | 00011.

Takovy kod se nazyva paritni a umozni odhalit nejvyse jednu chybu v bloku.

Pokud naptiklad pfi prfenosu bloku 10100 dojde pii rtznych pirenosech pos-
tupné k chybé na pozicich 1, 2, 3, 4 a 5, dostaneme slova 00100, 11100, 10000,
10110, 10101. Pokazdé sice odhalime, Zze data byla poSkozena, nebot prijaty
blok nevyhovuje paritni kontrole — ma lichy pocet bitl, ale nemame zadny
nastroj, jak ur€it, na které pozici k chybé doslo. Dvojnasobné chyby neod-
halime vubec.

Existuji lepsi zabezpefeni? Zd4 se, ze opravdu bezpecné, i kdyZ co do vyuziti
mista nepiili§ dsporné, by bylo zdvojeni kazdé pozice. Nage zprava AF01 by
pak byla vyslana jako

11001100 | 11111111 | 00000000 | 00000011.

Nicméné po kratné uvaze uvidime, Ze jsme si prili§ nepolepgili. Nékteré dvo-
jnasobné chyby nés kéd odhali, ale pokud k nim dojde na bitech bezprostiedné
po sobé nasledujicich, tak ji odhalit nemusi. K tomu bychom potiebovali kod,
ktery kazdou pozici ztrojnasobi. Trojnasobny kod

e signalizuje vyskyt dvojnasobnych chyb, a

e umoznuje opravit chyby jednonasobné.

Takovy kod je ovSsem soucasné zna¢né nedsporny. Ctverici biti koéduje dvanacti
bity. UkéZeme, Ze téhoz efektu lze dosdhnout kodem, ktery ¢tvefici bita koduje
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pomoci sedmi bitd. Takovému kédu se fikda Hammingiv a lze jej vytvofit po-
moci Fanovy roviny.

Na mnoziné {1,...,7} je dano 7 bloka: {1,2,3}, {3,4,5}, {1,5,6}, {1,4,7},
(2,5,7), 13,6,7}, {2,4,6). Vidime, 7e

o Kazdé dva rtzné bloky se protinaji pravé v jednom bodé,
e kazdymi dvéma riznymi body prochéz{ pravé jeden blok,

e existuji ¢ty body, z nichz zadné tii nelez{ v jednom bloku.

Systém podmnozin (bloki), ktery spliuje vySe uvedené podminky, se nazyva
projektivni rovina. Blokiim se pak obvykle #ika pfimky. Pokud projektivni rov-
inu konstruujeme z néjakého systému bodu a primek, tak pro rozliSeni hovofime
o projektivnich bodech a projektivnich pifimkach.

Drive, nez pristoupime k definici Hammingova kodu, tak poukiZzeme na roli,
kterou v nasich tivahach hraji vektorové prostory nad dvouprvkovym télesem
F ={0,1}.

Zabyvame se blokovymi kédy urcité délky, kterou zpravidla budeme znacit
k. Vstupem jsou tedy prvky F*, coz pro nas bude standardni vektorovy prostor
dimenze k. Kazdy vektor délky k je pak transformovan na vektor délky n. Pfi
transformaci ovSem nedostaneme vS8echny vektory délky n, ale jenom nékteré.
Kazdé slovo, které muze transformaci vzniknout se nazyva kdédové slovo a
jejich sjednoceni je kdd, oznacime ho C. Je-li C' vektorovym podprostorem F™,
mluvime o linearnim [n, k] kodu. Protoze za F jsme volili téleso Fy = {0, 1}, jde
0 kéd binarni. Stejnou definici je mozno pouzit i pro F' = F3, kdy mluvime o
kodu ternarnim. Obecné pak g-arni linearni [n, k| kod je kazdy podprostor
Fy, ktery ma dimenzi k. Parametr n nazyvame délka a parametr k£ nazyvame
dimenze.

Pokud v dalsim textu bez dalgiho vysvétleni zminime [n, k] kod, bude se tim
rozumeét linearni binarni kod. Chceme-li stru¢né naznacit, ze jde o linearni
g-arni kod, piseme [n, k],.

Je paritni kod hexadecimélnich ¢islic linearni? Mnozinu kédovych slov miizeme
zapsat jako
{(e1,...,€65); €1+ ...+ €5 =0},

a to jist& je vektorovy podprostor F3. Jde tedy o binarni kod s parametry [5, 4].
Kazdy [n, k] kod C je plné urCen k-tici vektori délky n, které udavaji jeho

generatory. Matice k x n, jejiz fadky generuji C, se nazyva generujici matice.
Paritni kod délky 5 méa generujici matici rovnou

1 0 001
01001
0 01 01
00011
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Tato matice je tvaru (I A), kde I je jednotkova matice fadu k (zde Fadu 4).
Takové generujici matici se Fika systematicka, nebo také, ze je ve standard-
nim tvaru.

At G = (I A) je generujici matice néjakého [n, k], kodu. Matice A je tedy
rozméri k x k', kde k' =n—k. At g; = (0,...,0,1,0,...,0,a41,-..,a;) je i-ty
fadek G. Je pfirozené predpokladat, ze vstupni vektor e; = (0,...,0,1,0...,0),
ktery mé 1 v i-té pozici, zakodujeme jako g;. Vstupni vektor u = (A1, ..., Ag)
zakodujeme tudiz jako > A;g;, coZ je rovno u - G.

Generujici matici lze tedy pouzit pro kédovani. Napiiklad hexadecimélni A se
kéduje v paritnim koédu jako

10001
01001

(Lo1o)f 519 ]=C(t0o100)
00011

Koédovani line4drnich kodi 1ze tedy realizovat ndsobenim matice a vektoru. Jak
realizovat dek6dovani?

Prvnim krokem je uréeni takzvané paritni neboli kontrolni neboli provérkové
matice H. Pro ¢g-arni [n, k] kod C' je H matici rozméri k' x n, kde k' =n — k,
jez spliuje u € C < Hu' = 0.

Nasledujici tvrzeni bude formélné dokazano az v dalsi kapitole. Jde o stan-
dardni fakt, ktery byva uvadén i v zékladnich kurzech linearni algebry.

Tvrzeni 1.1. At (I A) je generujici matici ve standardnim tvaru. Potom
(—AT I) je provérkovou matici.

Provérkovou matici paritniho [5,4] kodu je tedy matice 1 x 5 tvaru
(1111 1).

Jestlize u je vyslané slovo a w je slovo piijaté, tak z Hw' # 0 vyplyva, Ze pii
pienosu doglo k chybé. Slovo Hw' se nazyva syndrom a ¢asem ukaZeme, jak
jej lze vyuzit i pro pripadnou opravu.

Nyni vSak potifebujeme vyjasnit, co to presné znamena, ze kod C zachycuje
(detekuje) az r-nasobné chyby a opravuje az s-nasobné chyby. Pro u,v € F",
kde F' je téleso, polozme

d(u,v) = {i; 1 <i<mn,u; #vi}.

Prou € F™, at
lul = [{i; 1 <i<n,u; #0}.
Vidime, Ze d(u,v) = |u—v|. Hodnota d(u, v) se nazyva vzdalenosti nebo Ham-

mingovou vzdalenosti vektori u a v. Hodnota |u| se nazyva vahou vektoru
u.
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Lemma 1.2. Al u,v,w € F™. Pak d(u,v) + d(v,w) > d(u,w).

Diikaz. At R, S a T jsou po fadé mnoziny indexu ¢, kde u; # v;, v; # w;
au; # w;. Jiste T C RUS, takze |T| < |R| + |S]. Piitom |T| = d(u,w),
|R| = d(u,v) a |S| = d(v,w). O

Vidime, ze Hammingova vzdalenost vytvar{ na F™ metriku. Ma tedy smysl
definovat koule S(u,r) = {v € F"; d(u,v) < r}, kde u € F" je stied a r je
polomér.

Minimalni vzdélenosti kodu C' se rozumi min{d(u,v); u,v € C, u # v}.

Tvrzeni 1.3. At C je kod s minimdlni vzddlenosti d. Pak C detekuje vsechny
r-ndsobné chyby prdvé kdyzZr < d, a C opravuje vSechny r-ndsobné chyby prdvé
kdyz 2r < d.

Diikaz. At je vyslano slovo v a prijato slovo w. K r-nasobné chybé dojde prave
kdyz d(v,w) = r. Jestlize r je mensi nez d, tak nemize dojit k tomu, aby w
bylo povazovano za koédové slovo, které by bylo odlisné od v. Proto z r < d
plyne, ze C' detekuje vSechny r-nasobné chyby.

Opravit chybu znamen4 jednozna¢né urcit nejblizsi kédové slovo. Pokud by
za nejblizsi kodové slovo bylo mozné vzit v # v, tak mame r = d(v,w) >
d(v',w) a 2r > d(v,w) + d(v',w) > d(v,v’) > d. Toto nemiize nastat, je-li
2r < d, takZe v takovém piipadé lze r-nésobné chyby jednozna¢né opravit.
Je-li naopak d > 2r a r < d, tak lze zvolit v,v’ € C' a w takova, aby platilo
d = (v,v) = dv,w) +d(v,w). Pak d —r = d(v',w) > d(v,w) > r a v
neni mozno odvodit z w jako jednozna¢né uréené nejblizsi kédové slovo, coz
znamend, ze chybu nelze jednoznacné opravit. O

Pro nenulovy linearni [n, k], kod C definujeme jeho miniméalni vahu jako min{|ul;
ue C,u##0}. Zd(u,v) = |u—v| okamzité plyne

Tvrzeni 1.4. Minimdlni vzddlenost nenulového linedrniho kddu je rovna jeho
minimdlni vdze.

O]

Formalné se minimalni vaha nulového kodu délky n definuje jako n + 1. Ma-
li [n,k]; kod minimélni vahu d, hovofime o [n, k,d]; kodu. VySe jsme slibili
zkonstruovat binarnf kéd o 16 prvcich, ktery by opravoval jednonésobné chyby
a detekoval az dvojnasobné chyby. Z Tvrzeni 1.3 vidime, Ze zadani vyhovi kazdy

(7,4, 3] kod.

Vratme se nyni k Fanové roviné. Je-li dan néjaky blok B C {1,...,n}, tak jeho
inciden¢ni vektor ip je roven (e1,...,€,), kde ¢, = 0, pokud i ¢ B a ¢; = 1,
pokud i € B.
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At w je na chvili binarni vektor délky 7, ktery je tvoren samymi jednickami.
At C' je mnozina vektori sloZena z nulového vektoru, jedni¢ckového vektoru w
a vektorli ip a w — ip, kde B probihda mnozinu vSech blokt Fanovy roviny.
Bloky oznac¢me: By = {1,2,3}, By = {3,4,5}, B3 = {1,5,6}, By = {1,4,7},
Bs = {2,5,7}, Bg = {3,6,7}, Bs = {2,4,6}. Inciden¢ni vektor bloku B;
oznacme u;. At W je podprostor Fy generovany vektory us, us, ug a w — uq,
tedy linearni podprostor generovany radky matice

1000110
G — 0100101
0010011
0001111

Lemma 1.5. Vektorovy prostor W se shoduje s mnozinou C.

Diikaz. Mnoziny W a C maji stejny pocet prvki, nebot dim W = 4. Pfitom
w € W, coZ lze ovérit souctem viech fadkit matice G. Zbyva dokazat {ug, ug, ur} C

W. Ovsem

uz = (0,0,1,1,1,0,0) = ug + (w — uy),
ug = (1,0,0,1,0,0,1) =us + (w —up) a
ur = (0,1,0,1,0,1,0) = us + (w — uy).

S vyuzitim Tvrzeni 1.1 miZeme tedy vyslovit

Tvrzeni 1.6. Kod C s generujici matici G je bindrni [7,4, 3] kod. Jeho provérkovd
matice je rovna

1
H=11
0

_ o =
= = O
— =

1
0
0

O = O
= o O

O

Vsimnéme si, Ze ve sloupcich H se vystiidaji pravé vSechny nenulové binarni
vektory délky 3. Bindrni Hammingtiv kéd se nazyva kazdy binarni kod, ke
kterému lze najit provérkovou matici s obdobnou vlastnosti. Jde-li o vektory
délky £ > 2, dostavame [2¢ — 1,2 — £ — 1, 3] kod, coz v obecnosti dokazeme aZ
v dalsi kapitole. Vy8e zkonstruovany kéd C' odpovida pripadu £ = 3; budeme
hovofit o zékladnim Hammingové kodu.

P1i definici Hammingova kédu neurcujeme potradi sloupct, jde jen o to, aby
se vystiidaly vSechny vektory. Obecné se kody ¢asto definuji az na poradi
souradnic. Rika se, ze kody C7 a Co délky n jsou permutaéné ekvivalentni,
jestlize existuje o € Sy, Ze (u1,...,un) € C1 & (Ug(1)s - - - Ug(n)) € Co.
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2 Hratky s maticemi

Obecné lze blokovy kéd délky n definovat jako neprazdnou podmnozinu C
mnoziny A", kde A je n&jaka neprazdné kone¢nd mnozina. A je zvykem nazyvat
abecedou. Je-li |A| = ¢, hovofime o g-arnim kodu. Kod je linearni, jestlize
A lze ztotoznit s [F, tak, aby C' bylo linearnim podprostorem. Pokud ¢ neni
mocnina prvocisla, tak samoziejmé o linedrni kod jit nemtze.

Ma-li C C A" pravé h prvki, hovorime o (n, h) kddu, piipadné o (n, h), kodu.
Lineérni kod délky n a dimenze k je tedy [n, k], kodem a (n, ¢*), kodem.

Minimalni vzdalenost kodu C je rovna min{d(u,v)}, kde u,v € C a u # v.
Maé-li k6d C' jediny prvek, je jeho minimélni vzdalenost rovna n + 1. Zname-li
minimalni vzdélenost d, znac¢ime (n,h), kod jako (n,h,d), kod. Pro obecné
nelinearni kédy plati tvrzeni 1.3 v nezménéné podobé, na dilkazu neni tfeba
nic ménit.

Vét&inou, avSak ne vyhradné, se budeme zabyvat kody linearnimi. Nelinearni
blokové kdédy budeme uvazovat zejména tehdy, kdyz budeme chtit vylozit, ze
urcity linedrni kod poskytuje optimalni chovani, které nelze vylepsit ani pfi
prechodu ke kédu nelinedrnimu.

Pro (n,h), kod C definujeme informaéni pomér (anglicky rate, jako Cesky
jednoslovny ekvivalent budeme pouZivat téz slovo nosnost) jako zlomek %.
Pro [n, k|4 kod je nosnost rovna k/n. Informaéni pomér udéava, jaka cast za-
kodované zpravy je potFebna ke sdéleni jejiho informaéniho (nekdédovaného)
obsahu. Cilem teorie kédu je navrhnout kody, které pii zadaném informacnim
poméru opravuji efektivné co nejvice chyb; pripadné pfi zadané schopnosti
opravovat maximalizuji informad¢ni pomér. V praxi se ukazuje jako nutné reago-
vat na skutecnost, ze chyby nebyvaji rozdéleny nahodné, ale vyskytuji se ve
shlucich. Zakladem teorie samoopravnych kéda jsou vsak linearni kody kon-
struované s predpokladem nédhodného vyskytu chyby.

Bud F komutativni téleso. P¥i préci s linedArnimi koédy mé zasadni vyznam
bodovy souéin u-v = > | u;v; pro vektory u = (u1, ..., u,), v = (v1,...,0p)
F". V piipadé F' = R jde o soucin skalarni. Nékdy se bodovy sou¢in nazyva
skalarni i nad jinymi télesy, neni to v8ak presné. Je-li naptiklad F = {0,1},
tak u - u = 0 pravé kdyz |u| = 0 mod 2.

7 terminologie skaldrniho souéinu si nicméné vypuijé¢ime pojem ortogonalni
doplngk. Je-li M C F", tak ortogonalni doplnék M+ = {v € F™; v-u =
0 Vu € M}. Linearni obal mnoziny M budeme znacit (M).

Lemma 2.1. Pro kaZdé u, v, w € F" je

e uU-V=Vv-u
o u-(vtw)=u-v+u-w

e VAe F jeu- (M) =Au-v)
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Tedy - je symetrickd bilinedrni forma na F™.

O
Lemma 2.2. Bud M, N C F". Pak
o M1 je linedrni podprostor F™
o (MY =M+
o MC (MY)"
e 2 M C N plyne M+ D N+
O

Lemma 2.3. Pro M, N C F" je (M UN)* = Mt NN+, Pokud0 € M NN,
tak (M UN)* = (M + N)*, kde M+ N = {u+v;u€ M, veE N}.

O]

Ditikazy téchto tvrzeni neni tfeba uvadét. Jsou snadné a odpovidaji dikaztim
zndmym pro skalarni souéin.

Je-li uw = (A1,...,A\n) € F™, u # 0, tak ut = {(a1,...,a,) € F S0 Na; =
0} je zjevné podprostor dimenze n—1. Takovym podprostorim se fikd nadrov-
ina. Je-li U C F™ podprostor dimenze k& a W je nadrovina, tak bud U C W,
nebo U N W ma dimenzi k — 1.

Bud nyni0 =U; C Uy C ... C U, = F"™ fada do sebe vloZenych podprostort.
Vidime, ze dimU; = j. Zvolme bazi eq,...,e, prostoru F, tak, aby U;;1 =
(Ui, eit1), 0 < i < n— 1. Podle Lemmatu 2.3 je Ujl = Uj;l N ej-. Proto méa
U J-J- dimenzi nejvyse o jednicku mensi, nez U JJ; 1- Méame

0=Ur CU-,C---CUf CU; =F",

pri¢emz sousedni podprostory se lis{ v dimenzi nanejvys o jednic¢ku. Jestlize
jich je n 4 1, musi byt dim U = n — j.

Je-li dan podprostor V' C F™ dimenze k, tak lze jisté sestrojit 0 =U; C U; C
... C U, = F" tak, aby V bylo rovno nékterému Uj, 0 < j < n. Proto plati

Lemma 2.4. AtV je podprostor F™. Pak dimV +dim V' =n a (VJ-)L =V.

O]

At C je [n, k], kod. Z lemmatu 2.4 plyne, ze C* je [n,n — k], kod. At H je
generujici matice C-. Oznacme jeji fadky v1, ..., vy, kde k' = n— k. Vime, ze
C* = (vy,...,v), takze {u € F*: Hu' = 0} ={vg,...,op}t = (CL)L =C.
Dokazali jsme:
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Tvrzeni 2.5. Generujici matice dopliikového kédu Ct se shoduji s provérkovymi
maticemi kodu C.

O]

Ze znalosti generujici matice neni ¢asto snadné zjistit minimalni vahu koédu.
Nékdy miize pomoci nésledujici pozorovani:

Tvrzeni 2.6. At C je [n,k,d]; kid s provérkovou matici H. Potom plati, Ze
d—1 je rovno nejvétsimu cislu r takovému, Ze kaZdijch r sloupci H je linedrné
nezavislijch.

Diikaz. P¥ipad r = 0 nastava pravé tehdy, je-li alespon jeden ze sloupct matice
H nulovy. V takovém piipadé je zjevné d = 1. At r > 1 a at kdédové slovo
(AM,-..,Ap) € C ma pravé t > 0 nenulovych hodnot A;. Zvolime-li fadek H,
jenz je nenulovy v nékterém sloupci i, pro ktery plati A\; # 0, tak vidime, Ze
odpovidajicich ¢ sloupct je linedrné zavislych. Proto ¢ > r + 1. Je-li C' = 0,
tak d =n 4+ 1 a r = n. Pfedpoklddejme, ze C' # 0. Pak lze volit t = d, takze

d —1 > r. Soucasné vime, ze existuje vektor u = (Ag,..., A\,) s pravé r + 1
nenulovymi hodnotami takovy, ze Hu' = 0. To znamena, ze u € C, a proto
r+1>d. ]

Dusledek 2.7. At C je [n,k,d], kéd. Potom d <n—k+1.

Drikaz. Provérkova matice H muze obsahovat regularni matici fadu s nane-
jvySe pro s = n — k (to je pocet fadkt). Proto d — 1 <n — k. O

Vyse uvedena nerovnost se nazyvéa Singletontiv odhad. Plat{ i pro nelinearni
kody. Linearni kody, ve kterych d = n—k+1, se nazyvaji MDS (maximum dis-
tance separable). Z Dusledku 2.7 okamzité plyne jejich charakterizace pomoci
provérkové matice:

Disledek 2.8. At C je [n, k,d]q kod s provérkovou matici H. Kod C' je MDS
praveé kdyz kaZda jeji ctvercovd podmatice Tddu n — k je reguldrni.

Zvolme ¢ > 2 aat F = F,, V = F' a V# = V\{0}. Na V# definujeme
ekvivalenci ~ tak, ze u ~ v pravé kdyz u = Av pro néjaké A € F*. Vidime,
7e u ~ v pravé kdyz (u) = (v). Kazdy blok ~ ma g — 1 prvki, takZze mame
n = % blokti. Z kazdého z nich vybereme jeden prvek a vybrané prvky
oznacime v1,...,v,. Pro 1 <4 < j < n plati (v;) # (v;) takze v; a v; jsou
linearné nezavislé. Ovsem pro ¢ > 3 zjevné existuji linedrné zavislé vektory
v;, vj a v, kde 1 < ¢ < j < k < n. Sestavme provérkovou matici H tak,
aby sloupce byly tvofeny vektory vi,...,vg. Z Tvrzeni 2.6 plyne, ze H urcuje
[n, £, 3] kod. Viechny takové kody se nazyvaji Hammingovy. Vidime také, ze
v pripadé binarnich kodi je matice H uréena az na poradi sloupci jednoznac¢né,
nebot kazdy blok ~ obsahuje jediny prvek.

Hammingovy koédy se snadno dekéduji. Zabyvejme se znovu na chvili otazkou
dekodovani [n, k, d]4 kodu C' pomoci jeho provérkové matice H. At v je vyslané
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koédové slovo, a at w je slovo piijaté. Rozdilu e = w — v se fika slovo chybové.
Vidime, ze Hw! = He”. Jinak feceno, slovo chybové i piijaté maji stejny
syndrom. Je-li Hw” # 0, tak pro piipadnou opravu hledame kodové slovo v,
aby |w — v| bylo co nejmensi. To znamen4, ze hledame e takové, aby |e| bylo
co nejmensi a w — e € C. Oviem w — e € C pravé kdyz Hw' = Hel.
Opravit prijaté slovo na nejblizsi kédové slovo tedy znamena pro
dany syndrom nalézt slovo nejmensi vahy s tymz syndromem. Je-li
takové slovo jediné, je oprava jednoznacna.

Doslo-li k chybé v jediné pozici, feknéme j, tak je syndrom roven j-tému sloupci
matice H. Pokud pro binarni Hammingtv koéd vytvoiime H pomoci lexiko-
grafického usporadani tak, ze j-ty sloupec je roven (ig,...,4—1) pravé kdyz
Jj = >.i,2", tak ze syndromu (eq,...,e;—1) # 0 dostaneme chybovou pozici
okamzité jako > e,2".

Obecné je pocet syndormi roven ¢"*. Pokud je tato hodnota dostateéné mala,
aby ji bylo mozno pouzit jako index tabulky, tak Ize ke kazdému syndromu s
nalézt e, takove, ze s = He! a |es| je minimalni mozna. Algoritmus dokédovani
se pak redukuje na uréeni syndromu s = Hw', opravu v = w — e, a nalezeni
u, 7e v = Gu'. Posledni krok je oviem trivialni, je-li generujici matice G ve
standardnim tvaru. Pak je u shodné s prvymi k£ symboly v.

kokk

Kod C se nazyva samoortogonalni, jestlize C C Ct. Je-li C = C*, hov-
ofime o kodu samodualnim. Zvlasté dilezité jsou binarni samodualni kédy s
vysokou minimalni vahou. Z lemmatu 2.2 vidime, Ze lineadrni kéd s generujici
matici G je samoortogonalni, pravé kdyz u-v = 0 plati pro libovolné dva fadky
u, v matice G.

Pro samodudlni [n, k, d], kéd C musi platit n = dim C + dim C+ = 2dim C.
Samoduéln{ kody mohou existovat tedy pouze pro sudou délku. Lze Fici, Ze to

jsou samoortogonalni kédy maximélni mozné dimenze (pro samoortogonalni
kod mame n = dim C + dim C*+ > 2dim C).

P1i praci s binarnimi vektory je zvykem pro u,v € Fy oznacit u N v ten vektor
w € Fy, pro ktery w; = 1 pravé kdyZz soucasné u; = 1 a v; = 1. Je-li tedy
U=14,v=1p, tak uNv =1i4nB.

Zasadniho vyznamu pro préci s binarnimi kody je toto jednoduché pozorovani:

Lemma 2.9. Af'u a v jsou bindrni vektory délky n. Pak |u + v| = |u| + |v| —
2lunNo| alunNo| =wu-v mod 2.

Diikaz. Pro A, B C {1,...,n} ozna¢me na chvili A A B disjunktni sjednoceni
(AUB)\(ANB). At u=1i4 av=1ip. Mame u+v = iy a p, takZze dokazovana
rovnost je totéz jako |A A B| = |A| 4+ |B| — 2|AN B|, coz ziejmé plati. Vidime
také, Ze u-v je souctem tolika jednicek, kolik jich je v uNwv. Proto plati i druhy
vztah (Jeho zapisu lze po formalni strace vytknout, Ze porovnava u - v, coz je
prvek Fo, s celym ¢islem |u N wl|. Jde v8ak o zapis b&zné pouzivany.) O
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Binarni kod se C se nazyva dvojnasobné sudy, jestlize vaha kaZzdého ko-
dového slova u € C je délitelna ¢tyifmi.

Lemma 2.10. At C je samoortogondlni bindrni linedrni kod s generugici mat-
ict G. At uq, ..., u jsou Fadky G. Jestlize je viha kaZdého tddku G délitelnd
ctyrmi, tak je kod C dvojndsobné sudy.

Diikaz. Prvky C jsou pravé vSechny soucty fadkt z G. Proto staci ukazat, ze
pro libovolné u, v € C takova, Ze |u| a |v| jsou délitelna ¢tyimi, plati, ze ¢tyfi
déli i |u+wv|. Z lemmatu 2.9 plyne, Ze 2|uNv| = 0 mod 4 pro vSechna u, v € C,
nebot C' je samoortogonélni, a tedy |uNv| = 0 mod 2. Tudiz |u+v| = |u| + |v]
mod 4. O

At C je [n,k,d]; kod s generujici matici G. Kod C je samoortogonalni pravé
kdyz plati (ug,...,ur) C (ug,...,up)t = {ul,...,uk}L, a to nastava pravé
kdyz {uy,...,ur} C {uq,...,ux}t (viz Lemma 2.2). Muzeme tedy vyslovit
nasledujici lemma, které se ¢asto pouzivi spoleéné s Lemmatem 2.10.

Lemma 2.11. At C je [n,k,d|; kéd s generujici matici G. Kod C' je samoor-
togondlni prdvé kdyzZ u - v = 0 plati pro libovolné dva Tddky matice G.

O]

Na zaveér této kapitoly uvedeme nékolik pozorovani, ktera se tykaji nelinedrnich
kodua.

Lemma 2.12. At C je bindrni (2k,2F) kéd. Jestlize u - v = 0 pro viechna u,
v e C, tak C je linedrnim samodudlnim kddem.

Diikaz. Z C C C* plyne (C) C C+ a (C) C (C)*. At h = dim C. Mame
h < 2k — h, a tedy h < k. Linearni prostor (C) tedy obsahuje nejvyse 2%
prvki. Proto musi platit, ze C = (C). O

Lemma 2.13. At C je bindrni kdd, ktery obsahuje 0. Predpoklidejme, Ze pro
kazdé v € C je u+ C dvojndsobné sudy linedrni kdéd. Potom u-v = 0 pro
vSechna u, v € C.

Dikaz. Pro u,v € C mame u+v € u+C, takze vektory u, v i u+v maji vahu
délitelnou ¢tyimi. Lemma proto plyne z Lemmatu 2.9. O

Diisledek 2.14. At C je bindrni (2k,2F) kéd takovy, ze 0 € C, a Ze u + C je
dvogndsobné sudy kod pro kazdé u € C. Potom C je linedrni samodudlni kod.

O]
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3 Designy a konstrukce lineArniho Golayova kédu

Fanovu rovinu lze chapat jako systém trojbodovych podmnozin, ktery ma
tu vlastnost, ze kazda dvojbodovad pomnozina lezi pravé v jedné trojbodové
mnoziné tohoto systému. Kazdy takovy systém se nazyva Steinertv systém
trojic. (Steiner triple system, STS). Fanova rovina je STS na sedmi bodech.
Neni obtizné dokézat, ze STS na v bodech existuje pravé kdyz v = 1 mod 6 nebo
v = 3 mod 6. STS na 9 bodech snadno zkonstruujeme z matice 3x 3, kde 6 trojic
je tvofeno fadky a sloupci a dalsich 6 trojic ziskdame jako {(i,0(i)); 1 <14 < 3},
kde o probiha S3. Tyto trojice tvori zndmé schéma pocitani determinantu
matice radu 3.

Pocet trojic v STS velikosti v 1ze snadno odvodit. Mame (12’) dvojic a kazda
z nich uréuje jednozna¢né nékterou z b trojic. Kazd4 trojice je uréena prave
tfemi dvojicemi, takZze musi platit (3) = 3b.

Zvolime-li pevné néjaky bod A nosné mnoziny, tak ten lezi ve v — 1 dvojicich.
Oznacime-li r pocet trojic, které obsahuji dany bod, tak dostaneme 2r = v—1,
nebot kazda z r trojic je uréena dvéma riznymi body odlisnymi od bodu A.

Podminka v = 1,3 mod 6 je vyjadienim podminky, aby v — 1 bylo délitelné 2
a (;) bylo délitelné tfemi. Dokéazali jsme, Zze kazdy STS musi tuto podminku
spliiovat.

Obecnéjsi pojem nez ST'S jsou designy. f{ekneme, Ze systém bloki B na mnoziné
X jet—(v,k,\) design, jestlize

° ‘X‘:U

e k= |B| pro kazdé B € B

e kazdé t-bodova podmnozina X je obsazena v pravé A blocich B.

STS na v bodech je 2—(v,3,1) design. V teorii designi se piipousti, aby se
nékeré bloky B mohly opakovat (¢ili takova podmnozina muze figurovat v B
vicekrat). Designiim bez opakovani se fiké jednoduché. Zde se budeme zaby-
vat pouze jednoduchymi designy a v dalsim se tedy pod slovem design mysli
jednoduchy design. Zaméfime se zejmana na 2 — (v, k, \) designy.

Nésledujici tvrzeni zobeciiuje tvahy, které jsme jiz ucinili v pfipadé Steinerova

systému trojic.

Tvrzeni 3.1. At B je 2—(v, k, \) design. Oznacme b pocet bloki. Potom
(v —1) =bk(k—1).

Pro k > 2 navic plati, Ze existuje ¢islo r, které pro kazdy bod nosné mnozZiny
urcuge pocet bloki, jeZ tento bod obsahuje, a které spliiuje A(v — 1) = r(k —1).

Diikaz. Pocitejme velikost w mnoZziny

W ={(A,B); BEB,ACB a |A]=2}.
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Méme (g) moznosti pro A, takze w = )\(S) Soucasné pro dany blok B miZeme
zvolit (g) dvojic A obsazenych v B, odkud w = b(g)

Druhou rovnost pak obdrzime podobnou tvahou, kdyz misto W uvazujme jeji
podmnozinu slozenou ze viech (A, B), kde A obsahuje dany vybrany bod. [

Vyznam pismen v, k, A\, b a r se v dalsim vykladu o designech nebude ménit.

Dausledek 3.2. V kazdém 2—(v, k,\) designu, kde k > 2, plati rv = bk.

O

At B je t—(v,k,\) design a at Bi,...,Bp a x1,...,x, jsou néjakd linearni
usporadani blokt B a bodové nosné mnoziny. V naSich tivahach bude znac¢nou
roli hrat incidencni matice M, jejiz j-ty fadek je roven incidenénimu vektoru
iB;-

Nasledujici lemma mé charakter pozorovani, a proto je uvedeno bez diikazu.

Lemma 3.3. At M je incidencni matice 2—(v,k,\) designu. Polozme U =
MM?T oV =MTM. Potom

U = (uij) a V = (vij) jsou symetrické cvtercové matice 7ddi b a v.

ui; =k pro kazdé i € {1,...,b}

vjj =1 pro kaZdé j € {1,...,v}

Je-li 1 <1< 3 < b, takui]— = |BZﬂB]’

Je-li 1 <1< j<w, tak vi; = A

O]

Matici V.= MTM miizeme zapsat jako (r — A)I + A\J, kde I je jednotkova
matice a J je matice jednickova (tedy matice, kterd méa hodnotu 1 v kazdé
pozici). Z kontextu je zfejmé, ze I i J jsou Ctvercové matice fadu v. Pro dalsi
tvahy bude diilezité, Ze matice V je invertibilni:

Lemma 3.4. Pro kazdé n > 1 plati, Ze det(sI + tJ) = (s + nt)s" L.

Diikaz. Odecteme nejprve posledni sloupec matice ode vSech pfedchozich a pak
pri¢teme soucet vSech predchozich fadki k poslednimu. Ziskdme matici, ktera
mé na hlavni diagonéle hodnotu s ve v8ech radcich mimo posledniho, v dolnim
pravém rohu ma hodnotu s + nt, a v§ude pod diagonalou mé nuly. ]

Véta 3.5. Atk > 2. At B je systém k-bodovyjch podmnoZin v-bodové mnoZiny
X a atv = |B|. Predpoklddejme, Ze kaZdy bod mnoZiny X leZi ve stejném poctu
bloki. Potom je tento pocet roven k a plati, Ze B je 2 — (v, k,\) design prdvé
kdyz pro kazdé dva rizné bloky B a C je |BNC|= .
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Dikaz. Ozna¢me M inciden¢ni matici designu B a pouZijme stejné oznaceni
jako v Lemmatu 3.3. Matice U a V jsou ¢tvercové fadu v. ProtoZe pfedem
nepredpokladame, Ze B je nutné 2-design, tak o V' pouze vime, Ze je symetrickou
matici, kde v;; udava pocet bloki, které obsahuji prvky z; a x;.

Soucet hodnot na diagonéale je jak pro U tak pro V roven velikosti mnoZiny
{(z,B); x € B a B € B}. Podle predpokladii vty jsou hodnoty wu;; (velikost
i-tého bloku) a v;; (pocet blokt obsahujicich bod z;) na volbé i nezavislé. Proto
k = vy = uy; pro kazdé i, 1 < i < k.

Tvrzeni véty lze tedy vyjadrit vztahem
MMT =(k=MNI+ X & MM = (k- NI+ \J.

Determinant matice (k — A)I 4+ \J je podle Lemmatu 3.4 roven (k — \)" "1 (k+
(v —1)A). Pfipad k = X 1ze opominout, nebot ten, jak 1ze nahlédnout napiik-
lad s pouzitim Tvrzeni 3.1, v obou piipadech znamené, ze B obsahuje jed-
iny blok, odkud v = 1 = k. At tedy je £ > \. Potom det M # 0, nebot
det MMT = det MTM = (det M)2. Vztah MMT = MTM lze pak vyjadrit
jedank jako M~Y(MMT)M = MMT, jednak jako M(MTM)M~' = MTM.
Protoze predpokladame, Ze zname vyjadreni MM T nebo vyjadreni MM, tak
pro dokonceni dukazu sta¢i ovéfit, ze M komutuje s matici (kK — A\)I + AJ.
Protoze M jisté komutuje s I, jde o to, zda komutuje s J. Matice M'J ma v
kazdé bufice hodnotu k, nebot vSechny bloky B jsou velikosti k. Matice JM
mé ovSem v kazdé buiice také hodnotu k, nebot kazdy bod lezi presné v k
blocich. O

Systémy, které vyhovuji vété 3.5, se nazyvaji ¢tvercové (kvadratické) de-
signy, nékdy téz symetrické designy. Jsou to 2—(v, k, A) designy, které maji
pravé v bloka. Rovnosti z Tvrzeni 3.1 se redukujinar = ka A(v—1) = k(k—1).
V téchto desginech je role bodu a bloku zadménné, nebot transponovanim inci-
denéni matice vznikne matice, ktera je rovnéz inciden¢ni matici 2-designu.

Pro dalsi vyklad jsou dilezité 2—(11,5,2) designy. Z rovnosti Av(v — 1) =
bk(k — 1) uvedené v Tvrzeni 3.1 plyne, ze 220 = 20b, tedy b = v = 11. Takze
tyto designy jsou ¢vercové.

Polozme Y = {1,2,3,4,5} a at X je mnozina v8ech dvouprvkovych podm-
nozin Y. Grafem na Y rozumime néjakou podmnozinu X. Je-li dan graf na Y
takovy, Ze z kazdého vrcholu vychézeji pravé dvé hrany, vidime, ze takovy graf
propojuje vSechny vrcholy Y. Tedy tvori péticyklus. Kazdy péticyklus lze ori-
entovat dvéma zpusoby, a kazda z téchto orientaci poskytuje permutaci ¢ € Sy
fadu 5. Opaéna orientace samoziejmé dava inverzni permutaci ¢!, Polozme
P ={p € S5,|¢| = 5}. Pro kazdé ¢ € P at P, = {{i,p(i)},i € Y}. Vidime,
ze P, je péticyklus a Ze kazdy péticyklus lze vyjadrit timto zpiisobem. Pro ¢,
¢ € P mame P, = Py pravé kdyz ¢ = ¢*1. Na Y tedy existuje 12 = |P|/2
péticyklu.

}- Zjevne t(p,v) = |P, N

Pro g, ¢ € Pat t(p,9) = [{i € Y; ¥(i) = ' (i) } |.
= 5. Dva péticykly na Y, které

Py|. Jelikoz PprUP, = X, tak t(p, ) +t(p*, 1))
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se shoduji ve ¢tyfech hranach se jiz shoduji zcela, takze t(p, ) ¢ {1,4}. Zfejmé
t(p, ) =5 < ¢ = ot at(p,9) =0 < ¥ = 2. Pro zbylych 20 permutaci

¥ plati bud t(p, 1) = 2 a t(p?,1) = 3, nebo t(p, ) = 3 a t(p?,¥) = 2. Obé
skupiny jsou zjevné stejné velké.

Lemma 3.6. Definujme na P relaci p tak, Ze (¢,v) € p < t(p, ) € {0,2}.
Tato relace je ekvivalence a kazdd jeji ekvivalencénd trida md 12 proki.

Diikaz. Potiebujeme dokézat, Ze p je tranzitivni relace. At (o, %) € pa (p,¢') €
p. Pripady ¢ = o1, ¢/ = ot a1 = ¢! jsou trivialni, takze predpokladame,
Ze z4dny z nich nenastava. Cilem je tedy ukézat, Ze

to ) =tlp, ) =2 a ¢ #95 = t(y,y)) =2,

Prvky Y mizZeme pfipadné prejmenovat, tak aby cyklicky zapis permutace ¢
byl roven (1 2 3 4 5). Definujme ¢; jako permutaci (i+1 i+2 i i—2 i—1). Ta
se shoduje s ¢ v bodech i +1 ai—2, as ¢ ! v Zzddném bodé. Pro viechna
i € Y tedy mame t(cp,cp?ﬂ) = 2. Z Lemmatu 3.8 plyne, Ze neexistuje zadné
jiné Y € P,y # cpiil, které by splhovalo t(¢,1) = 2. Je tedy tieba ukazat,
ze t(pj,pr) = 2 pro viechna j,k € Y, j # k. Dvojici {j, k} lze vyjadrit jako
{i,7+ 1} nebo jako {i,i + 2}, kde i € Y. Mame

Yit1 = (142 i—2i+1 i—114) a @ipo = (1—2 i—1 i+2 7 i+1).
Permutace ¢; se cs ;41 nikdy neshoduje a s ¢;12 se shoduje v bodech ¢ + 2 a

1 — 2. Permutace 90;1 se s ;42 neshoduje nikde a s ;41 se shoduje v bodech
1+ 1 a 4. Tvrzeni je dokdzéano. O

Pro kazdé i € Y polozme F; = {{a,b} € X; i € {a,b},a # b}. Dale at X' =
X U{oo} a F/ = F;U{c0}, 1 <i<5.

Zvolme ¢ € P a polozme

d={pecP;(p¥)€p} a By={Prpc®U{F;icY}.

Mnozinu B, chapeme jako design na X', tedy jako mnozinu 11 blokii velikosti
5.

Lemma 3.7. Systém B, je 2—(11,5,2) design pro kaZdé ¢ € S5, |p| = 5.

Diikaz. Je-li i < i < j <5, tak F/ N F] = {oo,{i,j}}. Jeli ,9" € & a
Py # Py, tak [Py N Py| = Hih, ) = 2. Jedii € Y a 1) € &, tak F! NPy =
{{(, (@)}, {3, (i)}}. Lemma tudiz plyne z Véty 3.5. O

Dva designy se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje bijekce jejich nosnych
mnozin, kterd pfevadi bloky jednoho designu na bloky druhého designu.

Jsou-li ¢, € P a (p,9) € p, tak z definice B, plyne, Ze se shoduje s By,.
Pokud neplati (¢, 1) € p, tak jsou B, a By, rizné designy. Jsou v8ak izomorfni,
nebot pokud piejmenujeme prvky Y tak, aby cyklicky zapis ¢ ¢i 9 byl roven
(1 2345), tak vzdy dostaneme stejny design.
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Lemma 3.8. AZ na izomorfismus ezistuje jeding 2—(11,5,2) design.

Dikaz. At B je takovy design na mnoziné X', kde co € X'. Oznafme F,
1 <1 <5, bloky B, které¢ obsahuji bod oo a polozme F; = F} \ {oo}.

Podle Véty 3.5 je |F; N Fj| = 1 kdykoliv 1 < i < j < 5. Takovych dvojic (4, j)
je pravé 10 = | X|. Protoze zadné a € X neleZi ve tfech raznych mnoZinach F,
k €Y, je kazdé a € X mozné jednoznacné vyjadiit jako {a} = F; N F;. Tim
dostavame ztotoznéni X s dvoubodovymi podmnozinami mnoziny Y. Kazdy
blok B € B, ktery neobsahuje oo, poskytuje néjaky graf na Y. Pro i € Y
je |[BNY;| = 2, takze z kazdého vrcholu vychézeji pravé dvé hrany. To ale
znamena, zZe B je péticyklus a Ze ho lze vyjadrit jako P, kde ¢ € P. Je-li P,
né&jaky jiny blok B, tak z |P, N Py| = 2 plyne t(¢, ) = 2, a proto B = B,. [

Dausledek 3.9. AZ na izomorfismus ezistuje jeding 2—(11,6,3) design.

Diikaz. Pro 2—(11,5,2) design B na X polozme B’ = {X \ B; B € B}. Pokud
By a By jsou dva ruzné bloky B, tak |B1NBa| = 2, a proto (X \B1)N(X\Bz) =
X\ (B1UB3) ma 11— (5+5—2) = 3 bodi. 2—(11, 6, 3) designy jsou ¢tvercové,
jelikoz 3-11-10 = 11-6-5. Podle Véty 3.5 je B’ tedy 2—(11,6, 3) designem. Z
kazdého 2—(11, 5,2) designu lze opaénym postupem ziskat 2—(11, 6, 3) design,

takze tvrzeni je skutecné piimy disledek Tvrzeni 3.10. O
At F je komutativni téleso a at 1 < i3 < ... < i < n jsou cela &isla. Zo-
brazeni F™ — F™F které z vektoru (u1,... , Upn) vynecha pozice i1, ..., i, je

jisté homomorfismem vektorovych prostori. Jadro homomorfismu tvofi vek-
tory (ui,...,uy) takové, ze u; = 0, kdykoliv 1 < j < iy nebo i, < j < n nebo
is < Jj < is41 pro né&jaké s, 1 < s < k. Jinymi slovy, v jadru jsou vSechny
vektory, kde nenulové hodnoty jsou pouze na pozicich iy, ..., .

Uvedenému linearnimu zobrazeni budeme fikat propichnuti v pozicich iy, .. ., 7.

Je-li C né&jaky [n, k, d], kod, tak jeho obrazem bude propichnuty kéd Cj, . ;, .
Propichnuty kod je [n, k — h|, kod, kde h je dimenze prostoru vSech kodovych
slov C, které jsou nulové mimo pozice i1, ..., k.

Lemma 3.10. At C je [n,k,d], kod, kde d > 1. Pak pro kaZdé i, 1 < i < n,
je propichnuty kod C; délky n — 1 a dimenze k. Jeho minimdlni viha je d — 1
nebo d, pricemz pruni piipad nastane, pokud existuje u € C takové, Ze |u| = d
au; =0.

Diikaz. 7 d > 1 plyne, ze zadné kédové slovo nemé vahu 1. Proto se propich-
nutim dimenze nezméni. At u € C a at ' je propichnuté slovo vzniklé z u. Pak
|u| je rovno |u| nebo |u| — 1. Slovo vahy d — 1 mize v C; tedy vzniknout jen
v popsané situaci. ]

Lemma 3.11. Oznacme N symetrickou matici, kterd je incidencni matici
—(11,6, 3) designu. At C je samodudlni dvojndsobné sudy [24,12, 8] kdd, ktery
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obsahuje kddovd slova vah 24 a 12. KazZdyj propichnuty kéd C;, 1 < i < 24, je
permutacné ekvivalentni kodu

(Fw )

pricemz

= O
—_
—_

Iy
1

je kod permutacné ekvivalentni kodu C'.

Diikaz. At w je binarni slovo délky 24, které obsahuje samé jednicky. Podle
piedpokladu existuji slova w’ a w” vahy 12 takova, Ze w = w’ + w”, pficemz
w' Nw” = 0. Mizeme predpokladat, Ze pozice i, ve které propichneme C,

spliuje w}, = 0. Zpermutujme pozice tak, aby w] = wh = --- = wiy, =0 a
wiy = wiy = -+ = wh, = 1. Bez 4jmy na obecnosti nyni miuzeme dokonce
pfedpokladat, Ze 7 = 1. UvaZme vSechna v € C takovd, Ze v; = 0 pokud

1<j<12.Z12 = |v|+ |w +v| plyne v € {0,w'}, nebot C' je minimalni vahy
8. Propichnutim C na pozicich 13 az 24 tedy ziskdme kod délky 12 a dimenze 11.
Pokud by provérkova matice tohoto koédu obsahovala alesponi jednu nulu, tak
by tento kéd obsahoval slovo vahy 1. Pak by bylo mozné nalézt u € C' tak, ze
lunw”] = 1 mod 2, coz je ve sporu s pfedpokladem |[uNw”| = u-w” = 0 mod 2.
Uvazované provérkova matice méa tedy samé jednicky, takze vznikly kod je
paritni. Je proto mozné vytvorit matici, jejiz fadky jsou slozeny z kédovych
slov, ktera mé nasledujici tvar (nuly ve sloupci 13 lze ziskat ode¢itanim prvého
fadku od vsech ostatnich).

Tato matice se skladé z fadki linearné nezavislych, a proto je generujici matici
kodu C. Vyménime-li sloupec 1 se sloupcem 13, dostaneme tvar

Budte ui,...,ui; Fadky matice M. Koéd C je dvojnasobné sudy, a proto u;
musi mit vahu 2, 6 nebo 10. Souc¢asné maji ale vahu alespon 6. V pripadé vahy
10 bychom dostali vahu 4 sou¢tem s w’. Cili luj| = 6, kde 1 < j < 11. Pro
1 <r < s <11 je ze stejnych divoda u, + us také vahy 6, takze 2|u, Nug| =
|ur| + |us| — |ur + us| = 6. Vidime, ze M je podle Véty 3.5 incideéni matici
2—(11,6,3) designu. Podle Tvrzeni 3.10 lze pfehazovanim radkia a sloupcu
prevést M na N. Pokud vyménu fadka r a s doprovodime vyménou sloupci r
a s, ziskdAme generujici matici v pozadovaném tvaru. O
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Uvazme znovu matici G = (I S), kde

0 1---1
1

S = : N

Jde o generujici matici néjakého kodu C. Kazdé dva fadky G maji sudy pocet
spole¢nych jednicek, a proto je C' kod samoduélni. Z Lemmatu 2.10 vyplyva,
7e je to kod dvojnasobné sudy. Protoze matice S je symetrickda a C = Ct, je
G’ = (S I) také generujici matici.

Dale dokazujeme, Ze d = 8. Pro spor predpokladejme, Ze existuje v € C' vahy
4. At A C {1,...,24} jsou ty indexy, Ze v; = 1 pravé pro i € A. Polozme
a=|AN{1,...,12}|. Vidime, Ze v je souctem a Fadki matice G a 4 — a fadka
matice G'. Pfipad a # 2 lze zjevné okamzité vyloucit. At v = u; + uj, kde
Ul ..., upg jsoufadky Gal<i<j <12 Jelii=1,je |v]=3+(11—-6) =8
a pro ¢ > 2 je obdobné |v| = 2+ 6 = 8. Minimalni vaha kodu C' je tedy 8.

Tvrzeni 3.12. AZ na permutacéni ekvivalenci existuje jeding [24,12,8] kdd,
ktery je dvojndsobné sudy, samodudlni a obsahuje kddovd slova vah 12 a 24.
Vsechny kddy z néj odvozené propichnutim v jedné pozici jsou vzdjemné per-
mutacné ekvivalentnd.

Drikaz. Dtkaz plyne z tvah pfedchoziho odstavce. ]

Kod délky 24 popsany v Tvrzeni 3.14 se nazyva rozSiteny Golayav kod.
Perfektnim binarnim Golayovym kédem se pak nazyva kod délky 23, ktery
z n&j ziskdme propichnutim.
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4 Perfektni a MDS kody

At z € A", kde |A| = ¢. Pro kazdé r > 1 je S(z,r) = {y € A™; d(z,y) < r}
okoli bodu =z, které se sklada ze vSech vektori, jez se od x 1i$f v nanejvys r
pozicich. Je-li C' koéd, ktery opravuje az r-nasobné chyby, tak pro u, v € C,
u # v plati S(u,r) N S(v,r) = 0. Ozna¢me V(n,r) velikost S(u,r).

Lemma 4.1. At C je (n,h,d)q kod a at 2r < d. Potom

o h-Vy(n,r) <q"

o Voln,r) =321_o(a = 1) (7).

Diikaz. Mnoziny S(z,r), € C, jsou po dvou disjunktni a maji velikost
Vy(n,r). Zjevns Vy(n,r) — Vy(n,r — 1) = (¢ — 1)"(") pro kazdé r > 1, nebot
pro zménu na r mistech lze vybrat (Z) podmnozin a v kazdé ménéné pozici je
k dispozici ¢ — 1 moZnosti. O

7 lemmatu plyne tzv. Hammingova nerovnost

d—1
17 (m | “57]) <o

ktera pro [n, k,d|, kod ma tvar

o [5) s

At C je g-arni kod délky n nad abecedou A. Koéd C se nazyva r-perfektni,
jestlize U,eo S(x,7) = A™ a S(x,7) N S(y,r) = 0, pro viechna z, y € C,
x # y. Mé-li kod C alespon dva prvky, tak je zfejmé, Ze je r-perfektni prave
kdyz Hammingova nerovnost je rovnosti. V takovém piipadé zjevné d = 2r+1.

Kodu se tika perfektni, je-li r-perfektni pro néjaké (jednoznaéné urcené) r.
Totalni kod A™ je 0-perfektni, jednobodové kody jsou n-perfektni. Perfektni je
také opakovaci binarnf kod liché délky 2r 4+ 1. O téchto kdédech mluvime jako
o trividlnich perfektnich kédech.

Hammingtv kéd ma parametry [n,n — ¢,3],;, kde n = % a ¢ > 2. Mame
Vy(n,1) =1+ (¢ — 1)n=q" a £ =n— (n—{), takze vidime, ze Hammingovy
kédy jsou také perfektni.

Jednim z nejvétsich aspéchti matematické teorie samoopravnych kodi je dikaz,
Ze jediné netrivialni r-pefektni kody pro r > 2 maji parametry [23,12,7]2 a
[11,6,5]3. Jsou znamy jako (perfektni) binarni Golaydv koéd a (perfektni)
ternarni Golayiv kod.

Zde se omezime na dikaz existence a jednoznac¢nosti binarniho Golayova kddu.
Pro kazdy (n,h,d), kod C nad F, definujme jeho vahovy polynom fc jako
3 firt € Z[z], kde f; udava pocet kodovych slov vahy i. Vidime, Ze f je nejvyse
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stupné n a ze f; < (¢—1)*(7}). Je rovnéz patrné, Ze fo € {0,1}, piicemz fo = 1
pravé kdyz C' obsahuje nulovy vektor. Je-li C' line4drni kod vahy d, tak fo =1
afi = fo=...= fs1 = 0. Tohoto faktu lze vyuzit pro vypocet vihovych
polynomiti Golayovych kodu.

Vsimnéme si, ze V2(23,3) = 1+23+ (3) + (3) = 1+23(1+11+77) = 2048 =
223-12 Kazdy [23,12,7] kod davd v Hammingové nerovnosti rovnost, a tudiz
musi byt perfektni.

Lemma 4.2. Vdhouvy polynom [23,12,7] kddu je roven 1 + 253z7 + 5062 +
128821 + 1288212 + 5062'° + 253210 4 3.

Diikaz. Vime, ze fo=1a fi = fo = --- = f¢ = 0. Uvazme u € F33, |u| = 4.
Vektor u lezi v S(c,3) pro ngjaké kodové slovo c. Toto slovo je uréené jednoz-
nacné a mé vahu nejvyse 7. Z f4 = f5 = fo = 0 plyne |¢| = 7. Kédovych
slov vahy 7 je f7 a kazdé slovo vahy 4 je ve vzdalenosti 3 od nékterého z nich.
Proto plati (;) fr = (243), odkud f; = 253. Uvahou o rozmisténi slov délky
5 dostaneme (;)j} + (g)fg = (253), odkud fs = 506. P vypoctu fg je tifeba
byt trochu opatrnéjsi, protoze slova vihy 6 lze ze slov vahy 7 obdrzet nejen
odstranénim jednoho bitu, ale také odstranénim dvou bitd a pridanim tfetiho
na jiné pozici. Mame

(- () (o (o= ()

Snadno odsud vypocitame, ze fo = 0. Obdobnym postupem, ktery jiz zde
podrobné provadét nebudeme, se spocitaji hodnoty f; pro zbylé indexy i, kde
10 < < 23. O

Je-li C' binarni [n, k,d] kod, tak jeho rozsifenim rozumime [n + 1, k] kod,
kde v pfidané pozici (byva to ta posledni, nékdy ale téZ prvni) je soucet bitii
z puvodnich pozic. Rozsiteny kod lezi v paritnim kodu. Pokud jiz C lezel v
paritnim koédu, tak v pridané pozici jsou pouze nuly. Proto se pfi rozsifovani
predpoklada, ze C' obsahuje kdédova slova liché délky.

Lemma 4.3. At C je [n,k,d] kod s paritni matici H. Rozsiveny kéd C' md pro
d liché minimdlni vdhu d 4+ 1, zatimco pro d sudé se minimdlni vdha neménd.
Paritn? matici H' koédu C' lze ziskat pFiddnim k H nulového sloupce a poté
radku sloZeného ze samyjch jednicek.

Diikaz. Pro u € C at ' € C’" vznikne z u pfidanim paritniho bitu. Pak |[u/| =
|u] + 1 pravé kdyz |u| je liché. Jinak |u'| = |u|. Zbytek je snadny. O

Je-li €' C Fy perfektni kod, tak u+ C je také perfektni kod pro kazdé u € Fy.
Proto pfi zkoumani perfektnich kodi €' C Fy 1ze predpokladat, ze 0 € C.

Véta 4.4. AZ na permutacni ekvivalenci existuje jeding (23,4096,7) kod a
jeding (24,4096,8) kdd, které obsahuji nulovy vektor. Oba jsou linedrni. Proni
z mich je perfektni a druhyj je samodudlni a md vihovy polynom 1 + 75928 +
2456212 4+ 759216 + 224
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Diikaz. Uvazme néjaky (24,2048, 8) kod C, kde 0 € C'. Propichnutim vznikne
(23,2048) kod, ktery mé vahu 8 nebo 7. Z Hammingova odhadu plyne, ze
propichnuty kéd musi byt perfektni a Ze ma vahu 7. Vahovy koéd propichnutého
kédu je popséan v Lemmatu 4.2.

Kdyby v kédu C bylo slovo liché vahy, tak vhodnym propichnutim dostaneme
kéd s jinym vahovym polynomem, a proto takové slovo existovat nemiize.
Vgechna slova v propichnutém koédu tedy maji ptivod ve slové sudé délky,
a proto polynom 1 + 75928 + 2456212 + 759216 + 224 skuteéné je vahovym
polynomem kédu C.

Kazdy koéd u+C, kde v € C', ma nutné stejny vahovy polynom, nebot je rovnéz
(24,4096, 8) kodem, ktery obsahuje 0. Podle Disledku 2.14 je C' samodualnim
linearnim dvojnasobné sudym koédem. Vime, Ze C' obsahuje slova vahy 12 i 24,
a proto je podle Tvrzeni 3.14 urCen az na permutacni ekvivalenci jednoznac¢né.
Podle téhoz tvrzeni je az na permutacéni ekvivalenci uréen jednozna¢né i kazdy
jeho propichnuty kod. Takovym koédem pritom musi byt kazdy (24,4096, 7) kod
obsahujici 0. Jeho vahovy kod totiz zname z Lemmatu 4.2, takze vime, Ze jeho
rozsitenim vzdy ziskame (24,4096, 8) kod (operaci rozsifeni lze zjevné pouzit i
pro nelinearni kody). O

Perfektni kody jsou nejvétsi mozné z hlediska Hammingova odhadu. V kapitole
2 jsme definovali MDS kody. Ty jsou nejvétsi mozné linedrni kédy z hlediska
Singletonova odhadu d < n — k + 1. Podle disledku 2.8 je [n, k,d], kod MDS
pravé kdyz kazdych n — k sloupcii libovolné provérkové matice je lineérné
nezavislych.

Tvrzeni 4.5. KaZdy [n,k,d], kéd C je MDS prdvé kdyZ C+ je MDS.

Diikaz. At G je generujici matice kodu C. Pak d < n—k+ 1 pravé kdyz G lze
zvolit tak, aby v ni existoval rfadek, ktery mé k nul. Protoze k =n —(n—k) a
protoze G je podle Diisledku 2.8 provérkovou matici kodu CF, tak ten nemiize
byt MDS kddem.

Pokud naopak C* neni MDS, tak C ma provérkovou matici, v niz lze nalézt
k linearné zavislych sloupct. Jinymi slovy, C' mé generujici matici s &k linearné
zavislymi sloupci. Upravami na fadcich lze ziskat jinou generujici matici s fad-
kem, ve kterém onéch k sloupct vytykd samé nuly, odkud d <n—-%k+1. O

Kod s generujici matici (1---1) je zjevné vzdy MDS. Jeho doplitkem je paritni
kod. MDS kody libovolné délky vzdy existuji. Nyni nahlédnéme, Ze toto jiz
neplati, budeme-li predpokladat, 7ze 3 < d <n — 1.

Tvrzeni 4.6. At [n,k,d], kod C je MDS a at 3 < d <n—1. Potom je d < ¢
an—q+1<k<qg-—1.

Diikaz. At kod C' mé predpokladané vlastnosti. Zd =n—k+1 plyne k+1 =
n + 2 — d, takze podle Tvrzeni 4.5 stejné vlastnosti mé i kod dualni.



Samoopravné kody Perfektni a MDS kody

A G = (I A) je generujici matice kodu C. Pokud G obsahuje nulu na pozici
(i,7) uvniti A (tedy j > k), tak vezmeme v tvahu prvych k sloupci vyjma
i-tého a pridame k nim j-ty sloupec. Tyto sloupce jsou linearné zavislé, coz by
byl spor. Matice A obsahuje tedy samé nenuly a ma n—k = d—1 > 2 sloupcu.
Af jsou (a1,...,ax)" a (b1,...,bx)" po fadé prvy a druhy sloupec matice A.
Je-li k > g, tak jisté existuji 1 < i < j < k, ze a;/b; = a;/b;. Pokud témito
sloupci nahradime i-ty a j-ty sloupec matice I, dostaneme k sloupci, které jsou
linearné zavislé. To nelze, a proto k < g, n—k<qad=n—k+1<q. ]

Lemma 4.7. At C je [n,k]y kod a at G je jeho generujici matice. Pak C
je MDS prdveé kdyz kaZdijch k sloupci G je linedrné nezdvisljch. Pokud C’
obdrzime z C propichnutim v nejvyjse n — k sloupcich, bude C' opét MDS kdd.

Diikaz. Prva céast plyne z Tvrzeni 4.5 a Disledku 2.8. Po propichnuti v nejvyse
n — k sloupcich ziskAme matici, rozméri k x n’, kde n’ > k a kde je kazdych k
sloupct linearné nezévislych. O



Samoopravné kody Cyklické kody

C Cyklické kody

At C je [n, k], kod takovy, ze pro kazdé (ug, ..., u,) € C jetaké (ug, ..., un,u1) €
C. Jinymi slovy, k6dova slova jsou uzaviena na cyklické posuny. Je pfirozené
takovy koéd nazvat cyklicky.

Strukturu cyklickych kodu 1ze osvétlit, pokud kédova slova budeme chapat jako
polynomy. Pro komutativni téleso F' at F[z], zna¢i mnozinu vSech a € F[z]
stupné menstho nez n. Pro a = Y_ a;x' € F[z] definujeme b = m,(a) € Flx],,
b=0by+bz+...+b,_12" " tak, Ze b; = Y r>0 Qj+rn- Je snadné videét, ze
7n(a) je rovno zbytku po déleni polynomu a polynomem z” — 1.

Definujeme-li na F[z],, s¢itani a nasobeni jako

a+b = mp(a+b)
a-b = mu(a-b)

stane se z F[z], okruh izomorfni s okruhy F[z]|/(z" — 1).

Kazdy ideal F[z], ktery obsahuje ideal 2™ — 1, je roven néjakému (g), kde g je
jednozna¢né uréeny monicky polynom délici =™ — 1.

Idealy v F[z],, maji tvar m,(gF[z]). Je-li 2™ — 1 = gh, vyjadiime a € F[z] jako
¢-h+b, kde degb < deg h. Pak m,(ga) = m,(ghc + gb) = m,(gb) = gb. Proto
miizeme vyslovit:

Tvrzeni C.1. Bud F komutativni téleso a n > 1. Pro kaZdy monicky délitel
g polynomu " — 1 je mnoZina C(g) = {ga; a € F[z],deg(a) < n — deg(g)}
idedlem okruhu Fx], a kaZdy idedl F[x], lze takto jednoznacné vyjdadrit.

O]

V dalsim budeme prvky Fy ztotoziiovat s prvky Fy[z],, tak, aby vektoru (ug, u1, . .
odpovidal polynom ug + w1z + up_12" 1. Kody C C Fy tedy dale chapeme
(také) jako podmnoziny Fy[x],.

Tvrzeni C.2. Cyklické linedrni q-drni kody délky n se shoduji s mnoZinams
C(g), kde g probihd vsechny délitele 2™ — 1 € Fy[x].

Diikaz. At C C Fylx], je cyklicky linearni kod. Potom je C' linearni podprostor
F,[z], a pro kazdé u € C je mp(zu) € C. Indukei dostavame m,n(z'u) € C pro
viechna i > 0, takZe m,(au) = Y a;m,(z'u) € C pro kazdé a = 3 a;a" € Fyx].
Vidime, ze C je ideal, a proto lze pouzit Tvrzeni C.1. Naopak je ziejmé, Ze
kazdy ideél Fy[z],, poskytuje linearni cyklicky kod. O

Tvrzeni C.3. At 2" — 1 = gh € Fy[z], kde g, h jsou monické polynomy a at
k = degh > 1. Potom C(g) je cyklicky [n, k|q kod. Ddle pro k' = n—k = deg(g)
a polynomy

g = gwa +gu_1 2"+ F g+ g0
h = hpa® +hp 12" Y+ ...+ hiz + ho

. 7un—1)
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Jsou matice

go 91 g2 - gr’ 0 0 0

0 go 91 ** gw—1 gw O ... 0

G: 0 0 go gk’—l gk’ 0
0 0 0 g0 gr'—1  Gk'

P hip—1 hig—2 hg 0 0 0

0 hp g hi ho O 0

H=| 0 0 D, - hi ho 0
0 0 0 hr ... ... hi1 ho

po fadé generugici a provérkovd matice C(g).

Drikaz. Rédky matice G odpovidaji polynomtm g, zg, ..., ¥ lg, takze pro

ga € C(G), kde dega < k aa =Y a;x', je ga = apg +a1xg+---+ap_12* 1g.
Z definice C(g) vyplyva, ze G je opravdu jeho generujici matici. Zbyva overit,
ze bodovy soucin libovolnych fadka obou matic dava nulu. f{édky matice H
odpovidaji polynomtm f, zf, ..., z¥ " f kde f = hxy+hp_1z+- -+ hizF 1+
hox*. Bodovy soucin 2%g a z’h je v piipadé b > a shodny s bodovym sou¢inem
gaz®h, kdeb—a=6<k—1, a ten je roven > gihk—s—i. V piipadé a > b je
bodovy so¢in z%g a x°h roven bodovému sou¢inu 2% g a h, kde a—b = o < k'—1,
aten jeroven Y hx_igito. Mame 1 < k—0 <kak <k+o <k+k —-1=n—1.
Hodnota Ziﬂ.:r gih; se shoduje s koeficientem 2" v polynomu z™ —1 = gh. Ve
vSech vyse uvazovanych piipadech je 1 < r < n — 1, takze pfislusné hodnota
je vzdy nulova. O

Vidime, ze pro urceni struktury cyklickych kédu je rozhodujici umét rozkladat
polynomy z™ — 1 € F[z], kde F' je kone¢né téleso.

Obecné pro komutativni téleso F' mame z" — 1 = (2™ — 1)pk, pokud p > 0 je
charakteristika télesa F' a n = m - p*, kde p nedéli m. Sta&i se tedy zabyvat
rozklady ™ — 1, kde char F' nedéli n.

Tvrzeni C.4. At F je komutativni téleso s prvotélesem P. Pro kaZdé d > 1,
kde char(F) nedéli d, existuje jednoznacné uréeny polynom tq € Plx|, zdvisly
pouze na charakteristice F' takovy, Ze pro vSechna n > 1, kde charF nedéli n,
jex™ —1 = Hd\n tq. Pokud se ™ — 1 rozkldda v télese K O F na koTenové
éinitele, tak t, = [[(x—(), kde ¢ € K probihd vSechny kofeny x™—1, které jsou
fadu n. Pritom t, je monicky polynom stupné ¢(n), kde ¢ oznacuje Eulerovu
funkci.

Diikaz. Dle definice je t1 = x — 1. Vidime, Ze pro n = 1 tvrzeni plati. Pos-
tupujme indukei. At n > 1. ProtoZe derivace 2™ — 1 je rovna nz" ! # 0, nemé
2™ —1 v K vicenésobné kofeny. Mnozina R v8ech kofent 2" — 1 v K je konetné
podgrupa K*, a proto je cyklicka. V cyklické grupé radu n je pravé ¢(d) prvki
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fadu d, pro kazdé d|n. Podle indukéniho predpokladu je [[(z — &), kde £ € R
probiha vSechny kotfeny fadu < n, rovno ] dln,d<n td- Ozna¢me tento polynom
r. Ozna¢me s polynom [[(z — (), kde ¢ € R probiha kofeny fadu n. Mame
z" — 1 = rs, pfifemz r € F[x] je monicky. Polynom s € KJz] se ziska tak,
Ze " — 1 € P[z] vydélime polynomem r € P|z|. Ze znalosti algoritmu déleni
plyne, Ze v8echny koeficienty s lezi v P. Proto s = t,, € P[x]. O

Polynomy t, se nazyvaji cyklotomické nebo téz kruhové. Pro n = p prvocislo
jetp=1+x+ - +aP L

Tvrzeni C.5. Bud 2" —1 € Fy[z], kde g a n jsou nesoudélné. Polynom x™ —1
se rozklddd v Fys [x] na korenové cinitele prdavé kdyz ¢° = 1 mod n, tedy kdyz s
je ndsobkem tddu q v Z},. Toto nastane pravé kdyz t, € Fylx] md v Fys alespori
jeden koten.

Diikaz. Podminka je nutné, nebot v télese, kde se ™ — 1 rozklada na kofenové
Cinitele, existuje podgrupa fadu n. Ta tam existuje i v pripadé, kdy ¢, ma
alespon jeden kofen. Proto plati, Ze kdyz ma t,, alespon jeden kofen, tak uz se
rozklada na kofenové cinitele. Pak n déli ¢° — 1 = [F}.|, coz lze jinak vyjadiit
jako ¢* = 1 mod n. Polynom 29" ~! —1 se v F,s [x] rozklad4 na kofenové ¢initele
a ™ — 1 ho déli, pokud n déli ¢° — 1. Jde tedy i o podminku dostacujici. O

Tvrzeni C.6. At 2" — 1 € Fylz], kde ¢ a n jsou nesoudélné. Bud s fdd q v
ZY. Pak t, se rozklddd na soucin p(n)/s ireducibilnich polynomi stupné s.

Diikaz. At S je mnozina vSech kofent 2™ —1 € Fys[z], které jsou fadu n. Vime,
ze t, = [[(z — (), kde ¢ € S. Je-li @ monicky ireducibilni délitel polynomu ¢,
a ¢ € S je kofen a, tak minimalni polynom m¢ € Fylx] déli a, a je mu tedy
roven. Staci ukazat, Ze stupenn m¢ je s. Stupeil m¢ je roven [Fy[(] : Fy], coz je
rovno s pravé kdyz F,[¢] = K. Posledni rovnost plati, nebot s je nejmensi ¢islo
takové, Ze t, ma v [Fys alesponl jeden kofen. ]

Prvek ¢ komutativniho télesa se nazyva n-t4 odmocnina z jedné, pokud
¢" = 1. Je-li ¢ fadu n, hovofime o primitivni n-té odmocniné z jedné.
Cyklotomicky polynom t,, kde char F' nedéli n, 1ze tudiz zapsat jako [[(xz — (),
kde ¢ probiha (ve vhodném rozsifeni) vSechny primitivni n-té odmocniny z
jedné. Ireducibilni polynomy délici 2™ — 1 € Fylz] jsou tedy pravé vechny
minimélni polynomy m¢, kde ¢ probiha primitivni n-té odmocniny z jedné.

Lemma C.7. Budte f a g dva délitelé polynomu z™ — 1 € Fy[z]. Pak C(f) C
C(g) pravé kdyz g deéli f. Dale C(f) N C(g) = C(NSN(f,g)) a C(NSD(f,q))
je nejmensi cyklicky kod, ktery obsahuje C(f) i C(g), tedy C(NSD(f,g)) =
C(f) +Clg).

Diikaz. Struktura ideala F,[z], souhlasi se strukturou ideala F,[z], které ob-
sahuji ideal (2™ — 1). Sta¢i si tedy uvédomit, Ze je-li F' komutativni téleso,
tak pro vSechna f,¢g € F[z] plati (f) + (9) = (NSD(f,9)) a (f) N (9) =
(NSN(f,9))- [
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Lemma C.8. At (uy,...,u,) € Fy. PoloZme u = uy + ugx + ... + Upx™ L,

Nejmensi cyklicky kod délky n nad F,, ktery obsahuje (ui,...,uy), je roven
C(NSD(u,z™ —1)).

Diikaz. Jde o nalezeni idealu F,[z],,, ktery obsahuje polynom w. Jinak vyjadfeno,
hledame nejmensi ideal Fy[x], ktery obsahuje (u) + (2" — 1) = NSD(u,z" —
1). O

Lemma C.9. AU C je cyklicky [n, k]q kod. Bud'j, ' € {0,1,...,n—1} takovd,
Ze j3' =1 mod n. Sestrojme C' jako mnoZinu viech m, (u (wj)), kde u(x) = u
probihd vsechna kédovd slova kédu C C Fylx],,. Potom C' je cyklicky kdd stejné
dimenze jako C a je mu permutacné ekvivalentni. Je-li C = C(f), kde f déli
2" — 1, tak ' = C(NSD(f(z7),z" — 1).

Diikaz. Pro C plati, ze z u € C plyne m,(2u) € C. Tudiz z 7, (u(2?)) € C’
plyne 7, (z/u(x?)) € C'. Rotaci o j pozic se tedy z kddového slova C’ opét
stane kodové slovo C’. Pokud se tato rotace opakuje j'-krat, dostaneme rotaci
pouze o jednu pozici, nebot 1 = 77’ mod n. Proto je C' uzaviené na cyklické
posuny. Je-li (ug,u1,...,un—1) € C, tak (ugj,uij, ..., Ump_1);) € C’, nebot
pii pocitan{ indext a exponenti modulo n mame u;;x’ = uij/xij/j = ujjr (27)7"%,
takze S wart = S wy (a9 = Y wui(ad) = u(a?). Vidime, ze €' je kod

permutacné ekvivalentni kodu C', a proto musi mit i stejnou dimenzi.

At C = C(g). Kazdy prvek C je sumou linearnich kombinaci cyklickych posunt
g. Tudiz C" je sumou linearnich kombinaci cyklicych posunt g(z7). Jde tedy o
ideal F,[x], generovany polynomem g(z?), a proto lze pouZit Lemma C.8. [

Dusledek C.10. Uvazme m¢ € Fylx], kde ¢ je primitivni n-td odmocnina z
jedné a NSD(n,q) = 1. Je-li pro j > 1 prvek ¢’ = {7 jind primitivnd odmocnina
z jedné a je-li j3' =1 mod n, tak

m¢r = NSD (:1:" -1, mg(ﬂ,)) .

Diikaz. Z Tvrzeni C.4 vime, Ze m¢ a m¢r jsou stejného stupné. Z Lemmatu C.9
plyne, Ze takového stupné je i NSD(z" — 1, mc(wj/)). Samoziejmé plati, ze m
tento polynom déli, nebot (¢')7 = ¢. O

Dusledek C.11. At f, g € F,[z] jsou dva ireducibilni délitelé t,, a at NSD(q,n) =
1. Pak C(f) a C(g) jsou permutacné ekvivalentni.

Diikaz. Podle Diisledku C.10 mame f = m¢ a g = m¢ pro vhodna ¢ a (. O

Je dobré si uvédomit, Ze pokud f|t,, NSD(f,q) =1 je ireducibilni a f({) =0,
tak Cq,...,Cqs_l jsou také koreny f. Hodnotu s volime jako Ffad ¢ modulo
n. Kofeny f jsou tak tvofeny prvky automorfismu z — x9. Predpoklad 1 =
NSD(n,q) je nutny pro to, aby t, byl polynom bez vicenasobnych kofent.
Znacné ¢ast teorie cyklickych kédu predpoklada splnéni uvedené podminky
nesoudélnosti.
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Podle Lemmatu C.7 je C(f)+ C(g) = C(NSD(f, g)). Pokud C(f)NC(g) =0,
tak je C(NSD(f,g)) = C(f) ®C(g). Oviem C(f)NC(g) =0, pokud 2" —1 =
NSN(f, g). Posledni uvedena podminka v piipadé NSD(n,q) = 1 znamena, Ze
kofeny f a kofeny g pokryvaji vSechny n-té odmocniny z jedné. Rozsifenim
na vice s¢itanct pak dostavame, ze C(NSD(f1,...,fr)) =C(f1)®...®C(f;),
jestlize pro kazdé 1 < 5 < r plati, Ze kazda n-t4 odmocnina z jedna je korenem
fj nebo kofenem vsSechny zbylych f;, i # j. Jsou-li g1,...,g, vSechny ire-
ducibilni polynomy, které déli ™ — 1, tak tato podminka bude splnéna, pokud
polozime f; = (2" —1)/g;, 1 < i < r. Muzeme proto vyslovit:

Tvrzeni C.12. At NSD(n,q) =1 aatz™ —1=g;y-...- g, je rozklad na ire-
ducibilni polynomy. Polozme f; = (z" —1)/g;. Pak Fy = C(f1) © ... @ C(f).
Soucasné plati, Ze C(f1),...,C(fr) jsou prdavé vsechny minimdlni cyklické q-

drni kody délkyn a C(g1),...,C(gr) jsou pravé vSechny mazximdlni q-drni cyk-
lické kody délky n.

O]

Tvrzeni C.13. At NSD(n,q) =1 a at C C Fy[z], je cyklicky kod. At komuta-
tind teleso K O Fy obsahuje Fys, kde s je vddu q v Z;,. Pak C je plné urceno
mnozinou M wvéech ¢ € K*, a(¢) = 0 pro kazdé a € C. Pritom C = C(f), kde
f=T1leem(@—Q), a €M prive kdyz m¢ déli f.

Diikaz. Kod C je roven né&jakému C(f). Pokud ¢ € M, tak m¢ déli kazdé
a € C, takze m¢ déli f. Je-li naopak f délitelné m¢, tak C(f) C C(m¢), a
tedy ¢ € M. Vidime, ze M splyva jak s mnozinou kofenu f, tak s mnozinou
takovych ¢ € K, ze m¢ déli f. Podminka NSD(n,q) = 1 je potfebna k tomu,
aby M urcovalo f jednoznacné. ]

Tvrzeni C.14. At se v komutativnim télese K O Iy rozklddd ™ —1 na koven-
ové Cinitele. At &y, ...,& € K jsou néjaké n-té odmocniny z jedné. Definujme
C' jako mnoZinu viech a € F — q[z]. Ze a(&) = - = a(§) = 0. Pak C je
cyklicky kod a C' = ()(C(mg,); 1 <i <r) = C(NSN(mg,,mg,, ..., mg,)).

Diikaz. Pokud a € C, tak mg, déli a pro kazdé i, 1 < i < r. Proto C D C(f),
kde f = NSN(mg,,mg,,...,me,). Je-li naopak a € C(f), tak z mg,|a plyne
a(fl) =0. ]
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5 GRS a alternantni kédy

At F je komutativni téleso. Ozna¢me A(vy,...,v,), kde v; € F, 1 < i < n,
diagonalni matici D = (d;;) fadu n, ve které di; = 0 pro i # j a dy = v;.
Predpokladejme, Ze vSechna v;, 1 < i < n, jsou nenulova. Je-li G generujici
matice kodu C nad F' = F, a H je jeho provérkova matice, budou GD a
HD™! generujici a provérkova matice n&jakého kodu C’. V&imnéme si, ze u =
(U1, ... up) € C & (ugvy, ..., upvy) € C.

Koédy se nazyvaji monomialné ekvivalentni, pokud lze od jednoho k druhému
prejit takovouto tpravou a (jesté navic) permutaci souradnic.

Atn<qaatap,...,a, € Fy jsou po dvou rizné. Uvazme matici
1 1 1
aq a2 Qn
2 2 2
G = ag Qg3 an
k-1 k-1 k—1
o Qg Qn

S tadkem 1 asociujeme polynom 1 = 2% s Ffadkem 2 polynom z, s fadkem

3 polynom z2 a s fadkem k polynom z*~!. Odpovidajici fadek mizeme tedy
vzdy chapat jako vyhodnoceni polynomu z¢ v bodech ay, . . ., a,. Linearni obal
radkia G jsou pak vyhodnoceni vSech polynomu f stupné menstho nez k v
bodech ay,...,a,. VSechny polynomy stupné mensiho nez k tvori vektorovy
prostor, feknéme Vj,, ktery je dimenze k. Polynomy 2P, ..., 2*~! jsou jeho bazi.
Zobrazeni

f'_> (f(a1)7-~~7f(04n))

je lineérni zobrazeni Vi, — Fy. Jeho jadrem jsou polynomy, které na aq, ..., a,
nabyvaji nulové hodnoty. Nenulovy polynom s n nulovymi body je stupné
alespoii n. Pro n > k se Vi sklada z polynomi stupné mensiho nez n. To
znamend, ze uvazované linearn{ zobrazeni ma v takovém piipadé trivialni jadro.
Je tedy prosté a prevadi bazi na bazi. Proto je G pro k < n hodnosti k.

Pfedpokladejme n > k a uvazme, zda ke G, které chapeme jako generujici

matici, nelze nalézt provérkovou matici tvaru HD, kde D = A(zy,...,x,) a
1 1 1
o1 o O
2 2 2
H = @ B an
n—k—1 n—k—1 n—k—1
af oy ay

Bodovy soucin i-tého fadku G a j-tého fadku H je roven
o/ﬁj + a;ﬂ +...+ affj,

takZe vlastné chceme zjistit, zda bodovy soucin (allﬂ, ol a#]) s (z1,...,2n)
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je roven nule, pokud 0 < ¢+7j < n—2. Hledame tedy feSeni nasledujici soustavy

1 1 Ce 1

I 0
al a2 DY an
2 2 2 T2 0
_ T 0
an 2 ag 2 ag 2 n

Takové feseni existuje, nebot zde vystupuje matice (n—1) xn, které je hodnosti
n — 1. At (z1,...,2z,) je néjaké netrivialni FeSeni. Pokud by pro nékteré i,
1 < i < n, platilo ; = 0, tak vypuSténim hodnoty z; a vypuSténim i-tého
sloupce dostaneme sou¢in Ay’ = 0, kde y = (x1,..., 21,211, 2,) # 0 a A
je Gtvercova regularni matice fddu n — 1. To neni moZné, a proto vSechna x;
jsou nenulova. Tedy H - A(z1,...,x,) je provérkovou matici C.

At vy,...,vp € Fyaat 1 < k < n. Pokud ay,...,a, € Fj jsou po dvou

ruzné, tak se kod s provérkovou matici HA(vy,...,v,) nazyva zobecnény
Reed-Solomoniv kod (GRS kod) s lokatory ag, ..., a, a multiplikatory
Vlye-+yUn.

Tvrzeni 5.1. Budte 1 < k < n < q. At C je GRS kdd dimenze k s lokdtory
ai, ..., o a multiplikdtory vi, ..., v,. Pak existuji v] € Fy, 1<i<n, Ze Cct
/

je GRS kdd s lokdtory aq, . .., a, a multiplikdtory vl, ..., vl,. Kody C i C’ jsou
MDS kédy.

Drikaz. Tvrzeni plyne z predchozich Gvah. Je nutné si uvédomit, ze kazda k x k
podmatice matice G je podle dokdzaného hodnosti k, takze je regularni. GRS
kédy jsou proto MDS. O

Soucéasti definice GRS kodu je predpoklad nenulovosti lokatori «;. Tento pred-
poklad jsme v8ak v ivahéach vysSe nijak nepouzili. Tvrzeni 5.1 proto plat{i tehdy,
je-li neéktery lokator nulovy.

Nékteré GRS kody maji zvlastni oznaéeni. Pokud n = ¢ — 1, nazyvidme GRS
kod primitivni. V takovém piipadé oy, ..., a, prochéazeji celon mnozinu Fy.

Normalizovany GRS kéd ma vSechny multiplikdtory rovny jedné, takze k
zadné upravé zakladni matice nedochézi.

O GRS kédu v uzsim slova smyslu hovoiime, pokud v; = o, 1 < j < n.
V takovém piipadé je provérkova matice tvaru

a]_ a2 DY an

a% a% ... a%

n—k n—k n—k
o oy o
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Konvenéni (b&zné) RS kddy (&i pouze RS kody) jsou uréeny prvkem o € Fy,
fadu n, kde n déli ¢ — 1. Predpoklada se, ze a; = ol a vj = aPU=1 | kde
b > 0 je celé &islo.

Vidime, ze RS kédy maji provérkovou matici

1 ab . a(nfl)b
1 Oéb+1 . a(n—l)(b+1)

H=1 . . ) ;
i ab—&-.d—Q . a(n—l).(b+d—2)

kde se misto n —k piSe d — 1 (pfipomenme si, Ze se jedna o MDS kod). Piipady
b=0 ab=1 davaji matice

1 1 1 1 a a1

]_ o .« an_l 1 042 .o a2(n_1)
a

1 o2 ... gld-2-1) 1 od-l ... gld-Dm-1)

Koédy generované maticemi se v souladu s obecnou terminologii nazyvaji RS
kédy v normalizovaném tvaru a RS kody v uzsim slova smyslu.

At C’" je ngjaky [n, k, D] kod nad Fys. Kod C” je tedy linearni podprostor (Fgs)™.
Vime, Ze Fys 1ze chapat jako vektorovy prostor nad I, C Fys, a to dimenze s.
Pri takovém pojeti se z (IFgs )™ stava vektorovy prostor nad F, dimenze sn. V
tomto prostoru lezi (Fy)™ jako podprostor. Z kodu C" muzeme odvodit g-arni
kod C = C' N (F,)™. Rikime mu rezidualni g-arni kod kodu C.

Rezidualni kody GRS kodu se nazyvaji alternantni kédy. Jejich podtiidou
jsou BCH kody, coz jsou rezidualni kody RS kodu. Oznaceni GRS kédu jako
primitivniho, normalizovaného nebo v uzsim slova smyslu se pfenasi i na alter-
nantni a BCH kody.

Koncept reziduélniho kédu piinasi zejména odhad jeho minimélni vzdélenosti.
Okamzité vidime, ze kod C je délky n, a Ze jeho minimalni vzdélenost d je
alespont D. Pokud k = dim C je dostatecné velké, muzeme ziskat kod pFiznivych
parametrud, jehoz piiméa konstrukce by byla obtizna.

Tentyz kod je obecné vzato mozno ziskat jako rezidualni koéd vice zptisoby. Je-li
z kontextu patrné, jakou rezidualni konstrukei jsme kéd C ziskali, nazyvame
D jeho zaruéenou vzdalenosti (nejde o piesny preklad anglického terminu
designed distance, ale o volbu souslovi, které roli D co nejlépe vystihuje).

Jsou situace, kdy zname D, av8ak zjisténi d > D je obtiZné. Stejné tak neni
vzdy snadné zjistit dimenzi k kodu C. Cilem samoziejmé je ziskat k co nejvétsi.
Nasledujici odhad dokadZeme snadno, ovSsem ten hodnotu k zpravidla znac¢né
podceniuje.

Lemma 5.2. At C je [n, k]q alternantni kéd zarucené vzddlenosti D, ktery je
sestrojen jako rezidudlni z GRS kédu C' nad Fys. Potom k > n — s(D —1).



Samoopravné kody GRS a alternantni kody

Diikaz. Oznaéme K dimenzi kodu C’. Vime, Ze C’ je MDS koéd parametri
[n, K, D], takze D = n — K + 1. Nerovnost k > n — s(n — K) zapiSeme jako
n —k < s(n — K). ProtoZe n — k je pocet fadki provérkové matice kodu C,
tak k dikazu nerovnosti staci nalézt takovou matici M rozméru (n — K)s x n,
7e u € C prave kdyz Mu' = 0.

Zvolme né&jakou béazi (f1,...,[Hs) télesa Fys nad F,. Uvazme bodovy soucin
¢ - u néjakych vektorta ¢ = (vy1,...,7) € JFZQ au = (ur,...,u,) € Fy. At
v = Yiiq a5, kde aj; € Fy, 1 < j < n. Polozme a; = (a1, ...,an;). Pak

cru=3700 > Gagibi = 307 (3T ¢jagi) B = Dol (- a;)B;. Vidime, Ze
c-u =0 pravé kdyz ¢ - a; = 0 pro vSechna i, 1 <1¢ < s.

Bud nyni H provérkova matice kodu C’ s fadky c1, ..., ¢,_ . Kazdy fadek ¢, =
(71, - -, ) nahradime s fadky aq,...,as jakoby bylo ¢ = ¢,. Zkonstruovanou
matici oznacime M. Protoze u = (u1,...,u,) € Fy padne do C’ pravé kdyz
Hu' =0, lze podle piedchoziho totéz ovéfit vztahem Mu' = 0. O



Samoopravné kody BCH kody a QR kody

D BCH kédy a QR koédy

Piipomeiime, Ze RS kod C dimenze k ma provérkovou matici H = (a¥), kde
0 <j<n—1akdei probiha od b do b+d— 2, pficemz d = n — k+ 1. Prab¢h
i se pfitom chépe modulo n, takZe za i = n — 1 nasleduje ¢ = 0. Prvek a € I,
je primitivni n-tou odmocninou z jedné.

Uvazme fadek u = (1,0, 0%, ..., o™ 1) matice H. Vidime, Ze jeho cyklicky
posun (a1 1, a7, ..., a"2)?) je roven o 'u, takze kazdy RS-kod je cyklicky
(plati vlastné i néco silngjsiho — existuje provérkova matice, kde cyklické po-
sunuti kazdého fadku je jeho linearnim nasobkem). Pfitom a = ) ajxj padne
do C praveé kdy? pro kazdé i z daného (cyklického) intervalu je Y- a;a® = 0, ¢ili
a' je kofenem a. Stupeii generujiciho polynomu je roven dimenzi provérkové
matice (to plati v kazdém cyklickém kodu). Kazdy radek matice H udava jeden
kofen generujiciho polynomu, takze ten musi byt roven (z—a?) - - - (z—a?T472).

Tvrzeni D.1. At C je [n,k,d]; RS kdd s generujici matici ('), kde i probihd
odbdob+d—2 PakC = C(x—ab)--(z—a"2)) o C+ = C((z —
al™?) (= akh).

Diikaz. Prvou Gast tvrzeni jsme jiz dokazali. Vime, ze pro C = C(g) je C+ =
C(h(z™1)), kde gh = 2™ — 1. V naSem piipadé se 2" — 1 rozklada na [/ (z —
a'). Obecné plati, Ze jsou-li a, . . ., ag_1 kofeny g, musi mit h kofeny a;l, e Q
tak, aby {a1,...,an} = {a%; 0 < i < n}. Probfha-liiod 1 —bdo k —b =
n—d+1—b, tak —i probiha od d+b—1 do b— 1. Proto je generujici polynom
kodu C* zvolen spravné. O

-1
n

Disledek D.2. Dudlni kod RS kddu je opét RS kdd. Dudlni kéd normalizo-
vaného RS kodu je RS kod v uZsim smyslu, a naopak.

Diikaz. Podle definice ma normalizovany RS kod generujici polynom (z —
1)---(z — o™ *1). Jeho duélni kod ma podle Tvrzeni D.1 generujici poly-
nom (z —o®)(z —a*1) .- (z —a), coz je generujici polynom RS kédu v uzsim
smyslu. Na zékladé Tvrzeni D.1 je zfejmy i zbytek. O

Tvrzeni D.3. At C je BCH kod nad F, urceny RS-kodem s generugjicim poly-
nomem (x — ab) -+ (x — a®T472), kde a € Fys je primitivni n-td odmocnina z
jedné. Pak C je cyklicky kod nad Fy a C = C(NSN(mp, ..., mypra—2)).

Diikaz. Polynom a € Fy[x],, lezi v C, pokud hodnoty a(a?),...,a(a’*?=2) jsou
rovny nule. O

Charakterizace BCH kodi jejich nulami nam v konkrétnich pripadech umoziiuje
dopocitat jejich pfesnou dimenzi. Protoze kodimenze je rovna stupni generu-
jiciho polynomu, staci znat pocet kotenti generujiciho polynomu uréeného Tvrzenim D.3.
Kazdy ireducibilni polynom s kofenem o mé mnozinu viech kofenti shodnou
s {a/"; r > 0}. Proto je kodimenze kodu C' rovna velikosti podmnoziny Z,,
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ktera vznikne, jestlize ke kazdému i € {b,...,b+d—1} C Z, pfidame (modulo
n) vsechny hodnoty iq", r > 0.

Dalsi vyznamnou tiidou kodi, kterymi se budeme zabyvat, jsou takzvané QR-
kody, kde QR je zkratkou od Quadratic residue (kvadraticky zbytek).

Tyto kédy jsou bindrni a definuji se pro lichou prvocéiselnou délku n. Zvolime
néjakou primitivni n-tou odmocninu z jedné a oznacime ji o. Vime, ze 2" —1 =
(x —1) H:fll(:c —a'). Grupu Z¥ = {i; 1 < i < n — 1} mazeme vyjadfit jako
disjuktni sjednoceni RU S, kde i € R pravé kdyz i = j2 pro néjaké j € Z7,
tedy kdyz i je kvadraticky zbytek modulo n. Téchto zbytkiu je (n—1)/2, takze

polynomy
go=]]@—-0a) ag=]]-a)
i€ER i€S

jsou stupné (n — 1)/2 a splimji ™ — 1 = (x — 1)gog1-

Pro n-tou odmocninu z jedné plati, Ze je kofenem polynomu go(z7), kde jj’ =
1 mod n, pravé kdyz je tvaru o/’ i € R. Proto go(z7) = [[(z—a*") mod z"—1,
takze

go(x!) = go pro j € R a go(2?) = g1 pro j € S.

Z go € Falz] plyne g1 € Fa[z], a pak jsou kody C(go) a C(g1), jak vidime,
permutacné ekvivalentni. Aby go lezelo v Fa[z], musi byt jeho kofeny uzavieny
na Frobeniiiv automorfismus. Jinymi slovy, je-li a kofen go, musi byt i a? také
korenem gg. To nastane pravé kdyz 2 € R, coz plati pravé kdyz n = 4+1 mod 8.

Dale budeme uvazovat pouze pripad, kdy n je prvoéislo tvaru 8 — 1 nebo
8¢+ 1. Za QR kod budeme povazovat cyklicky kod C'(go). Ten je ovem zéavisly
na volbé « — pii jiné volbé o dostaneme C(gp). To je uré¢ita formalni nedisled-
nost, ktera vSak nevede k obtizim, nebot C(go) a C(g1) jsou permutacné ek-
vivalentni. Je zfejmé, Ze vzdy jde o [n,(n + 1)/2] kod, nebot gg je stupné

(n—1)/2.

Rozsirengm QR-kodem C budeme rozumét rozsifeni QR kédu o bit paritni
kontroly. Vidime, ze C' je [n+ 1, (n + 1)/2] kod.

N

Tvrzeni D.4. Rozsiteny QR kod je samodudini prdvé kdyz n = —1 mod 8.

Diikaz. Ze vztahu C((z +1)go) = C(x+1)NC(go) plyne, ze C((z +1)go) je v
C(go) podprostor indexu 2 (jinymi slovy, C'((x 4+ 1)go) je nadrovinou C(go)).
Pridavany paritni bit je roven nule pravé kdyz kodové slovo lezi v C((z+1)go),
protoze C(z + 1) se sklada pravé ze vsech slov sudé vahy.

Vsechna kodova slova C' musi byt proto po odstranéni piidaného paritniho
bitu kolmé na vSechny vektory C((x + 1)go). To vlastné znamena C(gg) C
C((z +1)go)™*, coz z ditvodi dimenze je totéz jako C(go) = C((x + 1)go)*. Z
2" — 1 = (z + 1)gog1 plyne, ze kéd C((z + 1)go)* je generovan polynomem
g1(x71). Tento kod ma byt roven C(gg), coz znamend, Ze go(x) a gi(z~!)
maji mit stejné koreny. To ovSem nastane pravé pro —1 € S. Vime, Zze —1 je
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nec¢tverec modulo n pravé kdyz n = 3 mod 4. Podminka dokazovaného tvrzeni
je tedy nutné.

Uvazme nyni kodova slova u,v € C(go) a ozname % a v jejich rozsifeni o
paritni bit. Pfedpokladejme, Ze n = —1 mod 8, tedy Ze C((z+1)go)* = C(go).
Pokud u nebo v padne do C'((x + 1)go), tak z nulovosti paritniho bitu plyne
u-v=u-v=0. At u,v € C(go) \ C((x + 1)go). Pak @ -0 = u - v + 1, takze
potiebujeme dokézat u - v = 1.

Protoze neplati (u) C C(go)*, tak neplati ani C(go) C (u)*. To znamena,
7e nadrovina (u)’ vytind v C(gop) také nadrovinu. Tato nadrovina je rovna
C((z + 1)go), nebot C((x + 1)go) = C(go)* C (u)*. Tudiz v ¢ (u)*, a proto
u-v=1. O

Parita kédovych slov cyklickych koda respektuje operace s¢itani a nésobeni
polynomt. Pro a € Fa[x] pocet nenulovych koeficientii oznacime (na chvili) |al.
Mame |a] = a(1) mod 2, a proto je a — |a| mod 2 homomorfismem Fo[z] —
Fy. Jeho jadrem je idedl (x + 1) D (2™ + 1), a proto a +— |a| mod 2 je i
homomorfismem Fa[z], — Fa.

Ze vzorce pro nasobeni polynomu ab = Zaibj:niﬂ, kde a = Y a;z’ a b =
S bjad, vyplyva |ab| < |a| - [b]. Tento vztah plati nad libovolnym té&lesem F,
nejen nad Fo. Také samoziejmé plati i pro okruh Flz,z71].

Pokud b = a(z™1), tak v soucinu ab figuruji éleny a;a;2°~* = a?. Z poctu |a|-|b]
nenulovych sou¢int a;b; jich pak |a| déva a;a;x°~% = a?2°. Proto

la(z) -a(z™h)] < laf* — |a] + 1.

Tyto jednoduché avahy tvori zéklad dikazu nasledujictho pozorovéni.

Lemma D.5. At je a € C(go) a af d = |a| je liché. Potom d*> > n. Je-li
n =7 mod 8, tak dokonce d> —d+ 1> n.

Diikaz. Polynomy C(go) a C(g1) jsou permutacné ekvivalentni. Proto v C'(g1)
existuje kodovy polynom b, ktery je také vahy d. Polynom ab je nasobek poly-
nomu gog1 = 1 +x + 2%+ -+ 2" Kéd C(1 + -+ + 2™1) se sklada
ze dvou kodovych slov, nenulové z nich je rovno w = (1,...,1). Vime, Ze
|7 (ab)| = |a| - |b| mod 2. Tudiz |m,(ab)| = d> = 1 mod 2, takze m,(ab) = w.
Polynom ab mé tedy alespoii n nenulovych koeficientii, a proto d? > n.

V pifpadé n = —1 mod 8 je C(g;) generovano go(z~!), takze za b lze zvolit
a(z~1). Z toho plyne odhad d? —d + 1 > n. O
Odhady d? > n a d>4+d—1 > n lze pouzit jako odhady minimalni vzdalenosti
QR kodu C(go), pokud se podafi oveérit:

Lemma D.6. Minimdini vdha QR-kddu je lichd.
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Podrobny ditikaz tohoto lemmatu zde provadét nebudeme a omezime se na jeho
hlavni myslenku. Pracuje se s rozsifenym kodem C, o kterém se dokéze, Ze jeho
grupa automorfismi je tranzitivni (automorfismy jsou zde permutac¢ni ekviva-
lence kodu C sama se sebou). To znamen4, Ze pro libovolna i, j € {1,...,n+1}
existuje ¢ € Spi1 takove, Ze @(i) = j a soucasné (Uy(1),---,Upnt1)) € C
kdykoliv (u1,...,upt1) € C. Je-li (u,...,u,) € C(go) slovo minimalni véahy,
a ta je suda, zvolime ¢ tak, aby p(n+1) = i, kde u; = 1. Ze sudosti vahy plyne
Upt1 = 0, takZe (ug(1), - - -, Up(n41)) M@ na prvych n pozicich vahu o jednicku
mensi, coz je spor s volbou (ug, ..., uy,).

Ze vztahu d> — d + 1 > n a informace, Ze d je ¢islo liché, dostavame pro n =7
odhad d > 3 a pro n = 23 odhad d > 7. Z divodii Hammingovy nerovnosti
musi platit d = 3 a d = 7. Vidime, Ze zdkladni Hammingiv kéd a perfektni
bindrni Golaytv kod je mozné ziskat jako QR kody, a tedy jako kddy cyklické.
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6 Reed-Mullerovy kody

Bud F komutativni téleso. Polynomy v neznamych z1,...,z, tvoli okruh
Flz1,...,z,]. Kazdy takovy polynom a lze zapsat jako

Z (Ih,m,imiblll e :L‘%”,
kde 41,...,%, jsou celd nezdporna c¢isla a kde a;,.. 4, € F je nenulové jen

pro kone¢né mnoho m-tic (i, ..., 4y,). Maximum i1 + - - - 4 i, uvazované pies
viechny m-tice, které spliwji a;, .. ;,. # 0, se nazyva stuper polynomu a. PiSeme
deg(a). Stupeii nulového polynomu definujeme jako —1. Polynomy .o
se nazyvaji monomy. (Terminologie zde kolisa. Casto se za monom oznacuje i

kazdy polynome Azl ...zim kde A€ F a X#0.)

Polynom nazveme booleovsky, je-li I’ = Fa a soucasné a;, .. ;,, = 0 kdykoliv i; >
2 pro nékteré j, 1 < j < m. Je-li I = {j1,...,4-} C {1,...,m}, tak monom
xj, ...xj, oznatime zkracené jako x;. (Pfitom zp = 1.) Kazdy booleovsky
polynom v proménnych x1, ..., z,, 1ze tedy jednoznacné zapsat jako D ;.\ 21,
kde M je néjaky systém podmnozin mnoziny {1,...,m}.

Booleovské polynomy v proménnych 1, . .., x, tvoii okruh, ve kterém z;-x; =
zrug. (Tento okruh je mozno téz ziskat faktorizaci Falxq,...,z,,] pres ideal
generovany polynomy l‘? —x;, 1 <i<m.)

Booleovskou funkci arity m se rozumi kazdé zobrazeni Fy' — Fo. Kazdému
polynomu f € Falxy,...,2,] mizeme piifadit booleovskou funkci f arity m
tak, Ze funkéni hodnota v bodé u = (uy,...,u) se spocitd dosazenim wu; za
xi, 1 <1< m (je tedy rovna f(u) = f(uy,...,un)).

Booleovsky polynom a € Fa[z1, ..., x,,| miZeme téZ psat jako > ajxy, kde I
probiha v8echny podmnoziny {1,...,m} akde a; € {0,1}. Je-lib=> bjz; €
Folz1,...,2m] také booleovsky polynom, tak a +b = > (ar + by)z; a a -
b = Z aIbJLISIUJ. Vidime, 7e ab(u1, N ,um) == Z(I[bjl‘[u](ﬂl, . ,um) =
Za;x;(@, ceyUm) by (U, . Uy) = alug, ... ,um)-b(ul, ey Upy). Tudiz
ab = a - b, a podobné se snadno ovéri, ze a + b = a + b. Zobrazeni a — a je
tedy homomorfismem okruhti. Je-li @ = Y ayx; nenulovy booleovsky polynom,
tak vybereme I C {1,...,m} takové, aby a; = 1 a soucasné aby bylo |I| co
nejmensi mozné. Uvazme u = (uy,...,un) € F3* tak, ze uj = 1 pokud j € I
a uj = 0 v ostatnich pfipadech. Je-li J C I, tak ay = 0. Je-li I\ J # 0, pak
xr(u) = 0. Proto a(u) = x7(u) = 1. Homomorfismus a — a je tedy injektivni.
Okruh booleovskych polynomit ma 22" prvkii, nebot je pravé 2™ booleovskych
monomit. Okruh booleovskych funkci ma také 22" prvki, nebot |FJY| = 2™.
Vidime, Ze jde o izomorfismus a Ze plati

Tvrzeni 6.1. KazZdou booleovskou funkci arity m lze jednoznacéné vyjadrit
booleovskym polynomem z Falx1, ... o).

Toto tvrzeni lze snadno dokazat i jinak. Je dobfe znamo, jak lze konstruovat
booleovské funkce pomoci logickych spojek AND a OR. Jestlize booleovske
funkce f a g jsou realizovany booleovskymi polynomy a a b (tedy a = f a b=
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g), tak booleovské funkce f AND g a f OR g jsou realizoviany booleovskymi
polynomy a - b a a + b + ab. Protoze kazdou booleovskou funkci lze vyjadrit
jednoznaéné pomoci disjunktivni normalni formy (a samoziejmeé také i pomoci
konjuktivni normalni formy), 1ze ji nutné vyjadfit i booleovskym polynomem.
Zapisu booleovské funkece f ve tvaru polynomu > ajzy, kde I probiha vSechny
podmnoziny {1,...,m}, se fika algebraickd normdlni forma.

Prvku (us, ..., uy) € F5* budeme v dal$im pfifazovat éiselnou hodnotu 3 u;2™ %
Tim jsou prvky pfirozené vzestupné usporadany v lexikografickém potadi (0,...,0,0),
0,...,0,1), (0,...,1,0), (0,...,1,1), ..., (1,...,1,1). Poc¢itame-li od nuly,

tak j-tym prvkem je vektor, jehoZz soufadnice vyjadfuji bindrni zapis ¢isla j.
Inciden¢ni vektor 77, kde M C F5', budeme chapat vici takovémuto poradi.

Kazdé booleovské funkei f arity m piifadime vektor vy = (ao,...,am_1),
kde pro j = Y ;2™ mame a; = f(u1,...,up). Je-li g € Falay,...,2n)
booleovsky polynom, tak vz piSeme pouze jako v,.

Piipomenme, Ze afinnim podprostorem (ploskou) vektorového prostoru V' se
rozumi kazda jeho podmnozina, kterou lze vyjadrit ve tvaru a + U, kde a € V
a U je podprostor V.

Lemma 6.2. At 1 C {1,...,m}. Pak existuje afinni podprostor A C F5*, ktery
je kodimenze r = |I|, takovy, Ze vy, =ia.

Dikaz At T = {i1,...,i,} a at vy, = (ag,...,agm_1). Pro j = Y u;2m~"

mame a; = 1 pravé kdyz u;, = u;, = --- = w;, = 1. Proto je (ag,...,asm_1)
rovno iy, kde A = w + U, pficemZz w = (1,...,1) je jednickovy vektor a
U je vektorovy podprostor tvoreny vSemi (ui,...,um) € F3', které spliuji
Uiy = Ujy = -+ = u;, = 0. Je zjevné, ze dim A = dimU =n —r. O]

Reed-Mulleriv kéd R(m,r) je binarni kod délky 2™ tvofeny pravé vSemi vek-
tory vg, kde a probiha booleovské polynomy z Fa[z1, . . ., x.,], které jsou stupné
nejvyse r.

Tvrzeni 6.3. Bud 0 < r < m. Pak R(m,r) je linedrni bindrni kod délky 2™,
dimenze (y) + -+ () a minimdlni vihy 2™ ".

Drikaz. Booleovské polynomy stupné < r tvori vektorovy podprostor prostoru
vSech booleovskych polynomii v m proménnych. Ozna¢me ho na chvili V,.. Za
bézi V. lze zvolit mnozinu vS8ech booleovskych monomu stupné < r, a proto
dimV, =%, (T) Zobrazeni a — v, je izomorfismus V,. a R(r, m), takze tyto
prostory maji stejnou dimenzi.

Podprostor F}' kodimenze r ma 2™™" prvki. Z Lemmatu 6.2 tudiz plyne, Ze
R(m,r) obsahuje kodova slova vahy 2™~". Chceme ukazat, ze |vq| > 27" pro
kazdé a € V., a # 0. Jinymi slovy, tvrdime, Ze kazdé nenulové a € V, nabyva
hodnoty 1 alespon v 2™ ~" pripadech.

Je-li r = 0, tak V. obsahuje pouze konstantni polynomy 0 a 1. Je-li r = m, tak
se V.. sklad4 ze vSech booleovskych polynomt. V obou pfipadech tvrzeni zjevné
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plati. Pfedpokladejme, ze m > r > 1, a pouzijme indukci. Mé&jme a = b+ cx,,
a # 0, kde b,c € Fo[xy,...,zm—_1]. Rozlisime t¥i pfipady:

(1) b#0ab+c#0. Mame a(uy, ..., um—1,0) =b(ur, ..., um—1)aa(uy,..., Up_1,1) =
(b + ¢)(ui,...,um—1). Podle indukéniho pfedpokladu je a(ui,...,un)
nenulové v alespoii 217" 4 2m~1=" — 9m=" piipadech.

(2) b = 0 ac # 0. Jelikoz ¢ je stupné < r — 1, je a(u,...,um-1,1) =
c(ui, ..., Upn_1) nenulové v alespon 2(m=D=(=1) — 9m= prinadech.

(3) b =1c#0.1zde je b =c stupné < r — 1, takze a(u1,...,un-1,0) =
b(ui,. .., Um_1) # 0 v alesponr 20~ D==1) pifpadech.

O

Tvrzeni 6.4. Bud0 <r < m. Kdd R(m,r) je generovin mnozinou vsech inci-
dencnich vektoriia, kde A C F5* probihd vSechny afinni podprostory kodimenze
r. Ddle plati, Ze

R(m,r)t =R(m,m —r —1).

Diikaz. Ozna¢me na chvili A(m,r) linearni binarni kod generovany vsemi i4,
kde kodimenze A je < r. Je-li B jiny afinni podprostor, feknéme kodimenze s,
tak AN B je bud mnoZina prazdna, nebo je kodimenze nejvyse r + s. Pfitom
r+s<m-—1,pokud s <m-—1—r.Jelir+s <m-—1, je bud ANB = (), nebo
dim(A N B) > 1. Afinni prostory kladné dimenze maji v Fy sudy pocet prvka.
Proto z 74+ s < m — 1 plyne i - ig = 0, takze A(m,m —r — 1) C A(m,r)"*.
Tudiz dim A(m, m —r — 1) + dim A(m, r) < 2™.

Ukazme nyni, ze R(m,r) C A(m,r). Potfebujeme nahlédnout, ze z1 € A(m,r)
pro kazdé |I| < r. Pro |I| = r vztah plyne pfimo z Lemmatu 6.2. Je-li |I| =
s < r, tak podle téhoz lemmatu je z; = ig, kde dmB =n—s > n —r.
Ovsem afinni podprostor B dimenze n — s je zfejmé disjunktnim sjednocenim
afinnich podprostorit Ay, ..., Agr—s dimenze n —r < n — s, takze ip = ) ia,,
1<j<ors,

Polozme 6, = dim A, , —dim R, ;.. Podle Tvrzeni 6.3 je dim R(m, r)+dim R(m, m—
r—1)=>7,(") + Z;.”:_OT_l (Z”) 7 (T) = (m"jj) vyplyva, Ze tento soucet
jeroven > o () + 3,1 (1) = X () = 2™ Mame tedy dim A(m, m —

A 7

r—1)+dimA(m,r) = 2™ 4+ 0, + dp—r—1 < 2™. Vidime, ze §, = 0, takze
R(m,r) = A(m,r) a R(m,m —r —1) = A(m,m —r — 1) = R(m,r)*. O

Geometricka interpretace Reed-Mullerovych kdédi umoznuje prihledny vyklad
a zdtivodnéni tzv. Reedova dekddovaciho algoritmu zalozeného na tzv. vétsinové
logice. Budeme potiebovat

Lemma 6.5. At A C FJ' md méné nez 2* proki a at s > 1. Je-lia+s<m a
T je afinni podprostor dimenze s — 1, tak je parita ANT shodnd s prevazujict
paritou AN S, kde S probihd viechny afinni podprostory dimenze s. (Paritou
mnoziny se rozumd informace o tom, zda pocet jejich prvki je sudy nebo lichy.)
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Diikaz. Polozme b = m — s a zvolme afinni podprostor 7" dimenze s — 1. Pak
T lezi v 21 — 1 afinnich podprostorech S dimenze s. Oznaéme je S;, kde
1<i<2l Prol <i<j<2lje(S;\T)N(S;\T) = 0. Pocet i
takovych, ze S; \ T obsahuje prvek A, je tedy mensi nez 2% < 2°. Je jich tedy
nanejvys 2° —1 < (201 —1)/2. To znamena, ze v nadpoloviéni vétsing piipadit
je Si\ T = (. V téchto piipadech je parita S; rovna T. Proto se parita T'
shoduje s pievazujici paritou S;, 1 < i < 20+ — 1, O

Dusledek 6.6. AT A C F}' md méné neZ 2% prokid a at s > m — a. MnoZina
A je jednoznacné urcena souborem parit vSech mmozZin AN S, kde S probihd
afinni podprostory dimenze s.

Diikaz. Podle Lemmatu 6.5 lze zjistit paritu mnozin A N S’, kde S’ probiha
afinni podprostory dimenze s’ = s — 1 < m — a. Pro dané S’ lze Lemma 6.5
pouzit na mnoZzinu A’ = ANYS’, apak na ANS”" = A'NS", kde S” je dimenze
s — 2, a tak dale, az se dostanemek k parité A N {u}, u € FY', nebot {u} je
afinni podprostor dimenze nula. Parita v tomto p¥ipadé udavé, zda prvek v do
mnoziny A patii nebo ne. O

Uvazme nyni kod R(m,r), 1 < r < m—1. Tento kod opravuje chyby, které jsou
na méné nez 2™~ "1 pozicich. Chybovy vektor e, kde |e| < 27"~ je roven
incidenénimu vektoru ig n&jakého E C FZ', |E| < 2™~ "~1 Podle Dtisledku 6.6
pro uréeni E staci znat parity £ NS, kde S probih4 afinni mnoziny dimenze
r + 1. Podle Tvrzeni 6.4 v takovém piipadé ig padne do R(m,r). Hodnotu
is-ig = |S N E|] mod 2 oviem zname, nebot ig - e = ig - v, kde v je pfijaté
slovo, ze kterého je chybovy vektor e odvozen.

Z ig - ig tedy uréime ig - ig, kde S’ je dimenze r, a tak déle, aZ ziskame
ifu} 1B = ifuyng Pro kazdé u € F3'. Algoritmus lze mirné urychlit, jestlize
pro S’ uvazime misto F4' néjakou nadrovinu, ktera S’ obsahuje. Podobné pak
i dale s klesajici dimenzi S’ 1ze zmensit i dimenzi obalujictho podprostoru.
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7 Hadamardovy matice a kédy, a néco odhadi.

V kapitole 3 jsme konstruovali 2—(11,5,2) design. Pro 2 = A — 1 bude 3 = A,
5=2\—1a 1l = 4\ — 1, takze 2—(11,5,2) design je piikladem 2—(4\ —
1,2A — 1, A\ — 1) designu. Takovym designiim se fikd Hadamardovy. Otazka je,
zda existuji i pro jiné hodnoty A\. Pro A = 2 dostavame parametry (7,3, 1),
¢emuz vyhovuje Fanova rovina. Dalsi piiklady uvedeme pozdé&ji. Nejprve se
budeme zabyvat obecnymi vlastnostmi takovych designi.

Standardni rovnost r(k — 1) = (v — 1)\ ma v naSem piipadé tvar r(2\ —
2) = (4\ — 2)(A — 1), odkud r = 2\ — 1, takZe rovnost kb = vr implikuje
v =0b =4\ — 1. Vidime, Ze Hadamardovy designy jsou ¢tvercové. Kazdé dva
ruzné bloky se protinaji pravé v A — 1 bodech.

Uvazme inciden¢ni matici M né&jakého 2—(4\—1,2\—1, A—1) designu. Dva jeji
rizné fadky maji spoleénych A —1 jednicek a (4N —1) —2(2A—=1)+(A—1) =\
nul. Vytvoime novou matici H tak, ze k M piidame fadek a sloupec sloZeny
ze samych jednic¢ek a soucasné vSechny nuly zménime na minus jednicky. Ve
vzniklé matici se dva ruzné fadky u a v shoduji pravé na 2A mistech. Uvazime-
li jejich bodovy soucin w - v, vidime, Ze shody dévaji v jednotlivych pozicich
+1 a neshody —1, takze u - v = 0. Jinymi slovy, HH' = nl, kde n = 4.

Kazda matice H fadu n, ktera splituje HH' = nl a obsahuje pouze hodnoty
+1a —1, se nazyva Hadamardova. Jsou-li jeji prvy fadek a prvy sloupec slozeny
toliko z hodnot +1, hovorime o Hadamardové matici v normalizovaném tvaru.
Hadamardovy designy indukuji, jak jsme nahlédli, pravé takové Hadamardovy
matice.

Rovnost HH" = nI implikuje, Ze kazdé dva rizné fadky maji stejny pocet shod
a neshod. Cislo n tedy musi byt sudé, pokud n > 1. Vynasobime-li libovolny
sloupec hodnotou —1, pocet neshod se neméni. Rovnost HH' = nl rovnéz
zjevné zustava v platnosti, pokud vynasobime fadek hodnotou —1. Kazdou
Hadamardovu matici proto lze prevést do normalizovaného tvaru.

At H je takova matice fadu 2h > 4. At u a v jsou dva jeji rizné fadky, pFicemz
zadny z nich at neni prvy fadek matice. Kazdy z nich v bodovém soucinu s
prvym rfadkem déva nulu. Protoze prvy fadek je slozen ze samych jednicek, tak
u 1 v musi obsahovat h hodnot +1 a h hodnot —1. At se shoduji v A spole¢nych
hodnotéch +1. Potom je pfesné h — A sloupci, ve kterych je v u hodnota +1
a ve v hodnota —1. Stejné je i sloupci, kde v mé +1 a v méa —1. Proto se u
a v neshoduji pravé v 2(h — \) pozicich. Pocet téchto pozic musi byt ale také
roven h, nebot w-v = 0. Vidime, Ze h = 2\ je ¢islo sudé, a Ze pocet spoleénych
+1 (a podobné i —1) je pfesné A.

Pro Hadamardovu matici H (ne nutné normalizovanou) polozme H; = ﬁH .
Pak H{H| = I, takze H] = H; ', odkud H{ H; = I a H"H = nl. Vidime,
Ze transpozici vznikne z Hadamardovy matice opét matice Hadamardova. V
kazdém sloupci (kromé prvniho) normalizované Hadamardovy matice Fadu
2h > 4 je tedy pravé h hodnot +1.
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1 1
1 -1
radu lze odvodit, jak dokazuje nésledujici tvrzeni, z Hadamardovych designi.
Odvozenim pfitom rozumime vyse popsany postup, kdy se z inciden¢ni matice
M vytvari matice H, kterou lze dale upravovat nasobenim fadka a sloupci
hodnotou —1.

Matice (1) a jsou Hadamardovy. Hadamardovy matice vyssich

Tvrzeni 7.1. KaZdou Hadamardovu matici Fddu n > 3 lze odvodit z néjakého
2—(4X — 1,2\ — 1, A\ — 1) designu, kde 4\ = n.

Dikaz. At H je normalizovand Hadamardova matice fadu n > 3. VySe jsme
jiz ukazali, Zze n = 4\, pricemz kazdy Fadek kromé prvého obsahuje 2\ hodnot
41 a 2\ hodnot —1. Dva takové ruzné fadky maji hodnotu 41 pravé na A
spole¢nych pozicich.

Odstranme nyni prvy fadek a prvy sloupec a nahradme vSechny vyskyty hod-
noty —1 hodnotou 0. Ziskanou matici oznac¢me M. Je to inciden¢ni matice
designu s bloky délky 2A — 1. Dva rtzné bloky maji spoleénych A — 1 bodi,
protoze odpovidajici fadky maji spolenych A jednicek, a kazdy bod lezi v
2)\ — 1 blocich, protoze odpovidajici sloupec obsahuje pravé 2 jednic¢ek. Podle
Véty 3.5 proto jde 0 2—(4\ — 1,2\ — 1, A — 1) design. O

Je-li H Hadamardova matice, tak 1ze snadno nahlédnout, ze < g _ff_{ > je

rovnéz Hadamardova matice. Maticim takto postupné odvozovanym z matice

1
vyjadiit i pfimo. Pokud fadky i sloupce &slujeme od 0 do 2F — 1, tak pro
j=3 €2 aj =3 €2 v buiice (j,5) lezi hodnota (—1)2 . Sylvestrova
H-matice fadu 2F se tak vlastné da chapat jako multiplika¢ni tabulka operace
bodového soucinu vektord délky k, kde se misto 0 piSe +1 a misto 1 se piSe
—1.

1 1
( 1 ) se Tika Sylvestrovy H-matice. Maji fad 2™, m > 1. Lze je snadno

Konstrukci Hadamardovych matic existuje cela fada. Pfesto neni dosud znamo,
zda takovou matici lze sestrojit pro kazdy rad délitelny ¢tyrmi.

Z kazdé Hadamardovy matice H fadu n > 2 se odvozuje binarni kod C(H)
délky n tak, ze kazdému fadku H se prifadi dvé koédova slova: v jednom se
hodnoty +1, —1 nahradi po fadé hodnotami 1, 0, a v druhém se 4+1, —1 nahradi
hodnotami 0, 1. ProtoZe pocet shod i neshod dvou riznych fadki je piesné n/2,
je i Hammingova vzdalenost dvou kédovych slov odvozenych z dvou riiznych
radki presné n/2 (kodova slova odvozena z téhoz radku maji Hammingovu
vzdélenost maximalni moznou, tj. n.) Kodim C(H) se fikd Hadamardovy.
Maji parametry (n,2n,n/2).

Tvrzeni 7.2. At H je Sylvestrova H-matice Fdadu 2™. Pak se C(H) shoduje s
Reed-Mullerovym kédem R(m,1).

Diikaz. Pfipomenme, Ze pro booleovsky polynom a € Fo[zy,.. ., x| znadi v,
binarni vektor délky 2™, ktery ma v pozici Y. &;2™ " hodnotu a(eq,...,em).
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Ozna¢me s : Falxy,..., 2] — Folxy,...,2m41] zobrazeni, které v kazdém
polynomu nahradi proménnou x; proménnou z;+1. Vyjadfit polynom b € Fa[zy,
ve tvaru s(a) tudiz lze pravé kdyz x1 nefiguruje v zadném monomu polynomu
b. Pro dosazovani plati vztah s(a)(e1,€2,...,em+1) = a(e2,...,Emy1). Hod-
nota vy, v pozici j = S A g,2m+ 1= 56 proto rovna hodnoté v, v pozici
§= 0 e 2t = S e om = Jeli gg = 0, tak j = 5. Je-li gy = 1,
tak j = 2™ +74'. Pro j < 2™ maé tedy Us(a) V pozicich j a 2™+ j hodnotu stejnou
jako v, v pozici j, takze vy(q) = (Va,Va). Podobné vy 4 ) = (va, 1+ va).

At Hs oznacuje Sylvestrovu H-matici fadu 2. Pro m = 1 tvrzeni plyne z toho,
7e R(1,1) = C(Hy) = F3. Indukéni prechod dostavame z toho, Ze zdvojeni
H — (H H) souhlasi se zdvojenim v, — (vg,v,), zatimco H — (H —H)
odpovida v, — (vg, 1 + vg). O

Ukézeme, Zze neni mozné konstruovat (n,2n,d) kody tak, aby bylo d > n/2.
Podobné ukazeme, Ze neexistuji (n,k,n/2) kody, pro které by bylo k > 2n.
Hadamardovy kody jsou proto optimélni pro volby parametri d > n/2 a k >
2n.

Tvrzeni 7.3. At C je (n,k,d) kod takovy, Ze d > n/2. Potom k < 2d/(2d —
n) <n+1.

Diikaz. Piedstavme si orientovany graf s ohodnocenymi hranami, které mohou
byt vicenésobné, jehoZz vrcholy jsou kddova slova C' a kde mezi u,v € C, u # v,
vede hrana ohodnocené dvojici (i,a) € {1,...,n} x {0,1} pravé kdyz pro
u= (u1,...,up) av=(vy,...,v,) mame a = u; # v;. Celkovy pocet hran je
alesponi k(k — 1)d, nebot mezi u a v vede pravé d(u,v) > d hran.

Ozna¢me k(i, ) pocet u € C, pro které je a = u;. V grafu se nachazi pravée
k(i,) - (k — k(i,a)) < k?/4 hran ohodnocenych dvojici (i, ). Proto je pocet
hran nejvyse (2n)(k?/4) = nk?/2. Dostavame nerovnost nk/2 > (k — 1)d, ze
které plyne (2d —n)k < 2d. Druh4 nerovnost je patrna z (n+1)(2d —n) — 2d =
n(2d —n—1) > 0. O

Obdobny odhad lze ziskat i pro pfipad ¢-4rnich kédu, kde ¢ > 2. Vychazi se ze

v,

i obecném pripadé se mluvi o Plotkinové odhadu.

Tvrzeni 7.4. At je n sudé. Pro kazZdy (n,k,n/2) kod C plati k < 2n.

Diikaz. Pro o € {0,1} polozme Co, = {u € C; u; = a} a ozna¢me D, kod
vznikly propichnutim C, v pozici 1. Pak D, (pokud D, # 0) je (n—1,kq, dqy)
kod, kde ko+k1 = k ad, > d. Podle Tvrzeni 7.3 mame ko+k; < 2((n—1)+1) =
2n. O

Kapitolu zakon¢ime tvrzenim o existenci linearnich kédu, které je zndmo jako
Gilbert- Varsamovova nerovnost.

e ]
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Tvrzeni 7.5. Atn, k a d jsou celd kladnd cisla, d < n. Je-li Vy(n,d — 1) <
q"F Y pak existuje q-drni [n, k, d] kdd.

Drikaz. Predpokladejme, Ze jsme nalezli maximéalni linearni ¢g-arni kéd délky
n s minimélni vzdalenosti d. Ozna¢me h jeho dimenzi. Zvolme celé k& > 0
nejvetsi takoveé, ze Vg (n,d—1) < ¢"**1 Dokazované tvrzeni je mozno vyjadfit
jako h > k. Nerovnost h < k je mozné zapsat jako h + 1 < k, a tedy jako
Vy(n,d —1) < g"~ D+ = gn=h_ Pro ditkaz sporem tedy staci ovéfit, ze tato
nerovnost vede ke sporu s maximalitou C.

Pfepisme nejprve V(n,d — 1) < ¢""* jako ¢"V,(n,d — 1) < ¢". Z nerovnosti
plyne existence u € Fy, jez spliwje d(u,xz) > d pro kazdé z € C. Polozme
C'"={ u+z; A€ Fjax e C}. Vaha Au + x je pro A # 0 stejné jako vaha
u+ A1z, a ta je rovna d(u, —A\~'x) > d. Proto ma C’ minimalni vahu alespoii
d. O
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1 Asymptotické odhady

Cilem této kapitoly je vylozit nejpouzivanéjsi asymptotické odhady omezujici
mozné volby parametr blokovych koédi, z nichZ nékteré plati pouze pro koédy
linearni. Omezime se pouze na koédy binarni, diavody tohoto omezeni budou
vSak Cisté technické. Pro g-arni kody, kde ¢ > 3, lze postupovat obdobng,
prislusné vzorce ale byvaji komplikovanéjsi.

Prvnim krokem je sestaveni nékolika pomocnych odhadi, které vyuzivaji tzv. en-
tropickou funkci. Logaritmus o zakladu dvé budeme znagcit lg. Prirozeny logar-
itmus se znaci In. Za¢neme tim, ze pripomeneme nasledujici zdkladni vlastnosti
logaritm.

Lemma 1.1. Atz € R, 0<z < 1. Pak

(i) 1g1=0,1g2 =Ine =1,
(i) lgz =Inzlge a (Igz) = (Ige)/x,
(iii) (xlgz) =gz +lge = lg(ex),
(iv) (1—2)lg(l —2)) =—lg(l —z) —lge = —lg(e(1 —2)), a

(v) limgz_oxlgx =0.

Entropickou funkci H definujeme pro a € (0,1) vztahem
H(a)=algl+(1-a)lgt = —alga—(1-a)lg(l — ).

Z Lemmatu 1.1 plyne, ze lim,_,o H(z) = 0 = lim,_,; H(z). Proto je mozné H
spojité dodefinovat v krajnich bodech intervalu jako H(0) = H(1) = 0. Nasle-
dujici lemma uvadime bez dikazu, nebot ten plyne z Lemmatu 1.1 pfimocarym
zpusobem.

Lemma 1.2. Entropickd funkce H je spojité definovand na intervalu [0,1] a
md tyto vlastnosti:

(i) H(a) = H(1 — o) pro kazdé a € [0, 1], takZe H je symetrickd podle osy
x=1/2.

(ii) Pro kazdé o € (0,1) plati H' (o) = —lg(a)+1g(1—«), takze H je rostouct
na intervalu [0,1/2] a klesagici na intervalu [1/2,1].

(iii) H'(1/2) =0 a H(1/2) = 1.

Lemma 1.3. At'n > 1 je celé. Pro kazdé redlné r € (0,n) plati

onH(Z)y _ __n"
r(n —r)m=r)
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Diikaz. 7 1 — -~ = == plyne

nH(y)=n;lg(?) +n™*Flg(n) =1g(3)" +1lg(;5)" " =

n n—r n—r

n"'n"" n

L N L —
r"(n —r)nr & rT(n —r)nr

n

lg

O

o . ; madi ob: . Vkil) merozmérné
Pfipomenime, Ze V(n,r) zna¢i objem (tedy pocet prvki) n-rozmérné koule s
polomérem 7 poc¢itané v Hammingové vzdalenosti.

Lemma 1.4. Al'n ar jsou celd ¢isla, 0 <r <n/2. PakV(n,r) =37, (n) <

K3
onH(r/n) - Je-li r > 0, plati tato nerovnost jako ostrd.

Dikaz. Z v < n/2 plyne r/(n —r) < 1. Tudiz 1 > ()", a tedy r'(n —
7)""% > 7" (n — r)"" pro kazdé i > 0. Proto

"= (r+(n-n)" = Z(; <TZ> rin —r)" > Z; (?) P — )

Posledni nerovnost plati jako ostra, pokud r > 0, nebot pak jsou vypousténé
¢leny nenulové. Zbytek plyne z Lemmatu 1.3. O

Uvedené diikazy pracuji s pomérné velkoryse koncipovanymi odhady. Pro dikazy
asymptotickych vztaht se takové odhady vSak ukazuji jako dostacujici. Pro
praci s faktorialy proto také nebudeme vyuzivat Stirlingovy formule

n\n
n! ~ (—) 27mn,
e

ale spokojime se s odhadem

n\” n n+1
(—) < n! pro n20an!<<—> pro n > 50,
e e

ktery je mozné dokéazat elementarné (coz zde €init ovSem nebudeme).

Lemma 1.5. Jsou-lin a k celd c¢isla, pficemZ k > 50 a n — k > 50, tak plati

2
n nH(%)ei
(k) > e

Drikaz. 7 uvedeného odhadu vypoctu faktoridlu mame

n nm ek+1€n—k+1 nm e2
M=k~ FHn—k) e k) ki —k)
Zbytek plyne z Lemmatu 1.3. O
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Informacni pomeér neboli nosnost a(C) binarniho (n, k,d) kédu C' se definuje
jako (g k)/n. Pro [n,k,d] kod C je tedy a(C) = k/n.

Relativni vzddlenosti se rozumi pomér d/n.

At C je néjaka tiida sestévajici se z nekone¢né mnoha riaznych binarnich koda.
Rekneme o ni, Ze je asymptoticky dobrd, jestlize existuji konstanty ag a dg
takové, Ze

a(C) > ap>0 a 6(C) > dy >0 pro viechna C € C.

Mnohé standardné studované tiidy bindrnich kodu asymptoticky dobré nesou.
U jinych odpovéd neni znama. Asymptoticky dobré tfidy binarnich kédi vSak
existuji a jsou znédmy. Jejich konstrukce byva zaloZena na iterativnich postu-
pech, kterym jsme se zde nevénovali.

Pron > d > 1 definujme A(n, d) jako maximum ze v8ech hodnot g k takovych,
Ze existuje (n, k,d) kod.

Pomér A(n,d)/n tedy udava nejvyssi moznou nosnost pii zadané délce a min-
imalni vzdalenosti. Limitnim prechodem pak dostavame asymptotickou nos-
nost pri zadané relativni vzdélenosti, a to vztahem
A(n, [dn
a(d) = limsup u
n—oo n

Lemma 1.6. At'1 < d < n/2. Potom A(n,d) > n(l — H(%)), pricemz pro
d > 1 plati ostrd nerovnost.

Drikaz. Pripad d = 1 vede na totalni kéd a je ziejmy. Proto lze predpokladat
d > 1. Podle Lemmatu 1.4 je IgV(n,d — 1) < nH(¢), kde 6 = (d —1)/n. Z
Tvrzeni 7?7 tedy vime, Ze [n,k,d] kod existuje, jestlize nH(§) < n — k + 1.
Podminku k& < n(1 — H(J)) + 1 spliwuje alespon jedno celé k > n(1 — H(d)), a
proto A(n,d) > k > n(1l — H(J)). O

Miuzeme tudiz vyslovit tzv. asymptoticky Gilbert- Varsamouviv odhad:

Tvrzeni 1.7. At0< 0 <1/2. Pak o(d) > 1— H(J).

Drikaz. Podle Lemmatu 1.6 pro dostatecné velké n

A(n,n(anw) . 1_H([5n]—1>7

n
takZe pro dokonceni dikazu staci ovéfit nerovnost % < 4, nebot funkce
H je na intervalu [0,1/2] podle Lemmatu 1.2 rostouci. Platnost nerovnosti
vyplyva z toho, Ze ji lze vyjadiit jako [dn] < dn + 1. O

Protipélem k pfedchozimu odhadu je tzv. asymptoticky Hammingiv odhad:
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Tvrzeni 1.8. Pro kazdé §, 0 < 6 < 1, plati a(6) <1 — H(6/2).

Diikaz. Pro kazdé n > 8 polozme u(n) = max{|lge? — lgr —lg(n —1r)[; 0 <
r < n}. Zjevné p(n) < 2lgn, takze lim, o u(n)/n = 0. Cleny asymptotickych
odhadu, které limitné mifi k nule, je zvykem oznacovat o(1). Podle lemmat 1.4
a 1.5 mame V(n,r) > (%) > 2rH0/Me2p=1(n — r)=1 pro viechna celd r a
n, kterd splimji » > 50 a n > r 4+ 50. Proto v takovém piipadé lgV(n,r) >
Ig (") > nH(L) +lge? —lgr —lg(n — r), takze BY0) S g(1) 4 o(1),

7Z Hammingova odhadu vime, Ze kdédy s minimélni vzdélenosti d > 2r 4+ 1 maji
méné nez 2" /V (n,r) prvki. Z [25-1] < =L plyne 2[0%-1] 41 < [dn], takze

2 e oy ) =1

<1—H<P%”>—qu

Zbytek plyne z limitniho prechodu, Lemmatu 1.2 a nerovnosti

2n 2  2n’

}>1 on —1 >5n—1_(5 3
2 n 2 -
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1 Teorie informace

Méjme néjakou abecedu A nad koneénym pocétem symbold aq,...,a,. Pfi
pouzivani A at se kazdé a; € A vyskytuje s frekvenci p,, = p;. Je tedy > p; = 1.

Predpokladejme, Ze bychom chtéli zavést jakysi binarni tésnopis, ktery by ko-
munikaci pomoci symbolta abecedy A co nejvice komprimoval. Jde o jednodu-
chou myslenku, kterou ilustrujeme na prikladé, ve kterém frekvence p; up-
ravime tak, aby souvislost s binarnimi zapisem co nejlépe vynikla.

Za symboly abecedy A budeme povazovat smutné realistické frekvence poveli
psovi Hafikovi uvedené v nésledujici tabulce.

Symbol Povel frekvence binarné
ay SEDNI 1/4 00
as LEHNI 1/4 01

a3 ~ DEJPOKOJ  1/4 10
as DO BOUDY 1/8 110

as APORT 1/16 1110
ae HLEDEJ 1/32 11110
ay PAC 1/64 111110

ag VEM SI HO 1/64 111111

Nejméné frekventované povely jsou nejpiekvapivéjsi, a proto lze Fici, Ze nesou
nejvice informace. To je vyjadfeno i tim, Ze pii snaze o co nejuspornéjsi zéznam
komunikace je jim vénovano nejvice biti. Jejich pocet budeme povazovat za
(binarni) informacni obsah povelu. V nasem piipadé to jsou po fadé ¢isla 2,
2,2,3,4,5, 6, 6. Obecné nemusime dostat celé ¢islo — hodnotou informaéniho
obsahu I(a;) symbolu a; definujeme jako lg(1/p;), kde lg znamena logaritmus

pri zékladu dva.

Podobny postup jako ten, ktery jsme naznacili vyse, se pouziva pii nékterych
typech komprimace textu. Podle frekvence vyskytu slov ¢i frazi se vybuduje
bindrni strom, na jehoz koncovych uzlech jsou umisténa slova ¢i fraze tak,
aby soucet frekvenci koncovych uzli levé ¢asti byl zhruba stejny jako soucet
frekvenci koncovych uzli v pravé ¢asti (oba soucty tedy aproximuji hodnotu
1/2). Rekurzivné se pak pokracuje i pii dalsich vétvenich. Takto vytvofenym
kédam se fikd Huffmanovy.

Hodnoty p; jsme volili jako pravdépodobnosti vyskytu symbolu a;, tedy p; =
Pr(a;). Pro dalsi avahy u¢inime zjednodusujici piedpoklad, Ze sled symboli
abecedy A neni kontextové zéavisly. To je samoziejmé piedpoklad, ktery ve
vétsiné aplikaci splnén nebude, nicméné bez néj by se nésledujici Gvahy nes-
mirné komplikovaly. Tyto tvahy pfitom vedou k silné teorii, ktera se zpétné
vyuziva i tak, Ze se poradi vysilanych symbolt na urcitém dostatecné velkém
tiseku permutuje, takze jejich poradi se skutecné pak jako kontextové nezavislé
jevi.
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Jinymi slovy, budeme predpokladat, Ze pro slovo a;, ... a;, € A* mame

Pr(ai, ...a;,) =Pr(a;,) ... Pr(ai,) = pi, ... pi, = Hpi]..

7 kontextové nezavislosti vyplyva, ze z predchoziho toku symbolt nelze odvodit
obsah nésledujici. Proto se mira informace obsazen4 ve dvou za sebou nésledu-
jicich tisecich rovna souctu informacniho obsahii jednotlivych tsekt. Dostavame

1
—=lg .
i, [

I(ail"'aik) :I(ai1)+"'+1(aik) :Zlg

Slovo ,entropie‘ je pouzivano v mnoha riznych vyznamech. Obecné znamené
absenci néjakého radu, ktery by umoznil rozliSovat mezi jednotlivymi souc¢astmi
systému. Etymologicky ,.entropicky* znamené ,,dovniti obraceny*, coz vzniklo
jako snaha popsat v termodynamice tu ¢ast energie systému, kterou nelze
pouzit pro vykonani prace. V nasi situaci se absenci fdadu mozna ponékud
prekvapivé mini mala odlinost frekvenci symboli. Jde o pojem definovany, kde
vést ivahy o vhodnosti volby slova mé jen omezeny vyznam. Poznamenejme
vSak, Ze jazyk, ve kterém by vSechna slova méla stejnou frekvenci, by byl pro
zvladnuti skutecné velmi obtizny.

Stanoveni frekvenci p; vyZaduje n&jaky tok dat symboli abecedy A. Mluvime
o informacnim zdroji A — formalné ho lze napiiklad popsat jako nekonec¢nou
posloupnost symbola abecedy A, pficemz frekvence p; vyjadfuji limitni hod-
noty pocitané z kone¢nych pocatecnich tsekt. Entropii informaéniho zdroje A
se pak rozumi prumérné informac¢ni hodnota symboli abecedy A. PouZivame
oznaleni H(A), takze plati

HA) =S piT() =3 pi 1g<;>.

Pro nas avodni piiklad vychéazi entropie 3-2/4+3/8+4/16+5/32+2-6/64 =
79/32. Pokud by vSech osm poveli mélo stejnou frekvenci, dostali bychom
entropii vyssi, a to 8:3/8 = 3. Prva souvislost s entropickou funkci H se ukazuje
v pfipadé, kdy informaéni zdroj A je binérni (mé tedy pouze dva symboly).
Pokud p = py, tak pp = 1 —p a H(A) = plgp~' + (1 —p)lg(1 —p)~" = H(p).
Tato souvislost vSak nebude tou hlavni, k té dospéjeme teprve tvahami o
spolehlivosti kanalu.

Entropii informa¢niho zdroje mtZzeme neformélné chapat jako primérnou sdél-
nost znaku abecedy A, coZ napiiklad znamena, Ze pii prevodu do optimalizo-
vaného binarniho zapisu je na zaznam zpravy délky k potfeba k - H(A) bitt
(ve skute¢nosti to bude o néco vice diky necelym hodnotdm). Na informacni
obsah symbolu se téz miizeme divat jako na miru prekvapeni, Ze se ve zpraveé
symbol objevil (tak jako pes Hafik bude spiSe piekvapen, Ze si ma nékoho vzit
nez ze ma dat pokoj). Entropii tedy muzeme také chapat jako pramérnou miru
prekvapeni.

Predpokladejme nyni, Ze informacni zdroj A prochazi néjakou transformaci
(obvykle se mluvi o prichodu kanélem), po jejimz provedeni se méni na infor-
macni zdroj . Symboly A necht se vyskytuji s frekvencemi p; a synboly B s



Samoopravné kody Teorie informace

frekvencemi ¢;. Pfedpokladame, Ze kanal méni symbol na symbol, a to tak, Ze
i-ty vstupni symbol a; pfejde na j-ty vystupni symbol b; s pravdépodobnosti
pij- Pocet vstupnich symboli bud roven n a pocet vystupnich symboli at je
m. Z pravdépodobnosti p;; vytvoime matici P = (p;;) rozmért n x m. Vidime,
Ze plati

(P15 )P = (q15- -, Gm)-

Formalné vzato miZeme transformaci A — B povazovat za reversibilni, tedy
uvazovat opacny priichod kanalem. Pravdépodobnost piechodu b; na a; oz-
nacime ¢;;. Hodnoty p;; a ¢;; jsou vlastné podminéné pravdépodobnosti Pr(b;|a;)
a Pr(a;|b;). Ze vztahu

Pr(a;) Pr(bjla;) = Pr(ai, b;) = Pr(b;) Pr(a;|b;)

.. . bi
vyplyVva pipi; = q;jq;i, takze qj; = ;pij
J

Uvazme nyni informaéni obsah zjisténi pii pfijeti symbolu b;, Ze byl vysldn
symbol a;. Frekvence jsou v takto ziZeném pifpadé rovny g;1,...,q;,, takZze
relativni informacni obsah I(a;|bj) je roven lg(1/g;;). Mizeme ho povazovat
za miru prekvapeni, kdyz se dozvime, Ze byl vyslan symbol a;. Pokud by obé
abecedy splyvaly a informad¢ni kanal byl pouze identickym opakovanim, tak
bude ¢j; =1 a gj; = 0 pro ¢ # j. V takovém piipadé je piekvapeni pii pii-
jeti shodného symbolu nulové, zatimco pfi piijeti odlisného symbolu (k ¢emuz
nemize dojit) by bylo piekvapeni nekoneéné velké. Pokud zname pouze infor-
madni zdroj B, je pro nas informace odpovidajici zjisténi vyslaného symbolu
a; nedostupna. Vazeny pramér H(A|b;) informacnich obsahii I(a;|b;) je tedy
roven primérnému ztracenému informacénimu obsahu pfi pifjmu symbolu b;, a
vazeny pramér H(A|B) pfes viechna b; udava primérnou ztratu informac¢niho
obsahu na jeden symbol. Mame

H(Alb)) Zq]zlg ,aHA\B qu (Alb)) :Z%’Z%’ilgql7
’L ] 7) Jt

Pramérny informacni obsah jednoho symbolu z A je rovna H(A), takze
I(A,B) = H(A) — H(A|B)

udéva prumérny informacni obsah pfijatého symbolu. Je ovSem otazka, zda
tento obsah lze skutecné efektivné zpiistupnit. Uk4dZeme na jednom konkrétnim
pripadu kanélu, Ze pomoci samoopravnych koédi to mozné je.

Typem kanalu, ktery budeme uvazovat, je nejjednodussi netrivialni pfipad, a
to takzvany bindrni symetricky kandl, zkrdcené BSC, ve kterém se vysilaji i
prijimaji dva symboly, pfi¢emz k chybé dochézi s pravdépodobnosti p = p1s =
po1. Pfedpokladame, Ze oba vysilané symboly jsou stejné frekventované, tedy
p1=p2 =1/2. Mame p1; =pp=1-pa

GoH(7 7, )-G b

takze g1 = @ =1/2, o =qa1 =paq1 =q=1—p
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Vidime, Ze H(A|B) = 2(1/2)(plg(1/p) + (1 — p)1g(1/(1 — p))) = H(p). Déle
H(A) = 2(1/2)H(1/2) = 1, takze I(A,B) = 1 — H(p). Hodnota C(p) =
1 — H(p) se nazyva kapacita kandlu. Pravdépodobnosti p se Tika chybovost
kanalu.

Nyni uvedeme (hlavni) Shannonovu vétu, zvanou téz Zakladni véta teorie in-
formaci. Pfipomenme, Ze informaénim pomérem (nosnosti) binarniho kodu C
délky n, ktery mé k kodovych slov, rozumime hodnotu a(C) = (Igk)/n. Deko-
dovanim metodou nejblizsiho slova rozumime algoritmus, ve kterém pfijatému
slovu v prifradime kdédové slovo u, které ma nejmensi Hammingovu vzdéalenost
d(u,v), a to jen tehdy, pokud takové kodové slovo u existuje.

Véta 1.1. At je din BSC kandl s chybovosti p, kde 0 < p < 1/2. Pak pro
vSechna € > 0 a 6 > 0 existuje ng > 1, Ze pro kazZdé n > ng existuje bindrni
kod C délky n takovy, Ze 1 —H(p) > a(C) > 1—H(p) —¢, ve kterém dekddovdnt
metodou nejblizsiho kédového slova selhdvd s pravdépodobnosti mensi nez d.

Ndstin dikazu. Podrobny a pfesny diikaz uvedeme v zavéru kapitoly. Zde je
cilem sezndmeni s jeho hlavnimi myslenkami. P¥itom se nebudeme vyjadfovat
vzdy formalné zcela pfesné. UkdZeme, Ze naSemu pozadavku vyhovi kazdy kod
C, ktery je vybran dostatetné ndhodné a ktery ma pro néjaké R < 1 — H(p)
piesné 2" slov. Je tedy R = a(C). Pfitom R volime pii zadaném ¢ tak, aby
existovalo néjaké v > 0, ze 1 — H(p) —¢ < R < 1 — H(p) — . Nahodnost
C znamenad, ze kodovych slov v kouli o poloméru j je relativné stejné jako v
celém kodu. Cili predpokladame, ze

onkt n
we o dwo) <1 =5 (1),
1<j
pro vSechna j, kterd jsou dostatetné mala. Na pravé strané rovnosti nemusi
byt samoziejmé celé ¢islo; ve skutecnosti nejde o rovnost, ale o prumérny pocet
kodovych slov. Nahodnost C' zarucuje, ze opakované ndhodné volby koule o

poloméru j davaji tento primérny pocet.

Pro dostatecné velka n 1ze predpokladat, ze chyb pfi pfenosu je asi pn. Pres-
néji to vymezuje zakon velkych ¢isel, ze kterého, jak niZze uvidime, vyplyne,
Ze prijaté slovo v se od vyslaného w lisi natolik malo, Ze lze predpokladat,
ze d(u,v) je v blizkosti pn. Hodnotu blizkou pn budeme volit jako polomér
koule, kterou pouzijeme pro dekdédovani. Problém miiZze nastat v tom, Ze by
vedle u existovalo jesté néjaké u’ € C, které by také lezelo ve vzdalenosti mélo
odlisné od pn, ptipadné ve vzdalenosti mensi. UkéZzeme, Ze z pravdépodobnos-
tniho hlediska tomu tak neni. Vtip je v tom, Ze existenci v mame zarucenou
pienosem, ale existence u' uZ je zaleZitosti ndhodnou, na kterou lze pouZit
predpoklad o ndhodném charakteru kédu C'. V kouli o poloméru pn najdeme
primeérné kédovych slov

R R
2" n\ _ oW 2" _ 5n(-H@)-R) < 9y,
2" i)~ 2n -

i<pn
Uvedenéa nerovnost plyne z Lemmatu 77. Vidime, Ze s rostoucim n se pravdépodob-
nost vyskytu jakéhokoliv slova v kouli poloméru pn blizi nule. Proto se blizi

nule i pravdépodobnost existence kodového slova v’ # u. O
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Jako fakt nyni uvedeme takzvany Slaby zakon velkych ¢isel. Ten se dokazuje
v teorii pravdépodobnosti. Je zaloZzen na pradavné zkuSenosti z oblasti haz-
ardnich her, ze pfi dostate¢ném poctu opakovani hodu se dosahuje stejného
stabilnfho primérného chovani. Da se s jistou nadsazkou také rici, ze teorie
pravdépodobnosti byla vybudovana pravé tak, aby v ni tento zakon platil.
Proto neni nutné na jeho diukaz formalné odkazovat.

Véta 1.2. At x1,x2,... je posloupnost, jejiz cleny nabyvaji ndhodné redl-
nijch hodnot ai,as, ..., am, a to s pravdépodobnostmi p1,...,pm. PoloZme =
Y- pjaj. Pak pro kazdé € > 0 je

> 6) =0.

n
i 1
lim Pr | |— E Ti— W
n—00 n
i=1
Poznamenejme, Ze ¢lentim z; (jednotlivym ,tahim“) se v teorii pravdépodob-
nosti ¥ika ndhodné proménné.

Pii prenosu pomoci BSC s chybovosti p odpovidaji proménné x; Gspésnosti
prenosu i-tého symbolu. Nedoslo-li k chybé, polozime x; = 0, naopak pii chybé
bude z; = 1. Je-li u = uy ... u, vyslané slovo a v = v; ... v, slovo pfijaté, tak
> x; = d(u,v). Podle Véty 1.2 je

lim Pr(|d(u,v) —pn| > ne) = 0.

n—oo
Podminku |d(u,v) — pn| < ne miZzeme také zapsat jako v € M(u,¢e), kde
M(u,e) = {x € F§; n(p —¢) < d(u,z) < n(p+¢)}. Zékon velkych ¢isel tedy
tika, ze pro libovolné € > 0 lze pro stanovené § > 0 najit ng tak, ze pro kazdé
n > ng je v € M(u,e) s pravdépodobnosti vétsi nez 1 — §. Tato skuteénost
dopliiuje nastin dikazu Véty 1.1 a niZe ji jesté nékolikrat vyuzijeme.

Pravdépodobnost, ze u = uj...u, je preneseno jako v = vy ...v, lze také
vyjadiit jako p?(1 — p)"~?, kde d = d(u,v). Pfedokladame 0 < p < 1/2, takze
tato pravdépodobnost s rostouci vzdalenosti od u klesa. Prvek v € M (u, ) ma
nejmensi moznou vzdalenost od u rovnou n(p — €), a proto pravdépodobnost
transformace u na v € M(u, €) je shora omezena hodnotou

ne
pP=e)(1 — pyni=pte) — yrp(1 — pyn(i=p) <1pp> )

Protoze p"(1—p)™(1=P) = gnplepon(-p)le(l=p) — 9=nH{®) tak mizeme vyslovit

Lemma 1.3. Pri prenosu BSC kandlem s chybovosti 0 < p < 1/2 wvaZme
bindrni slova w a v délky n > 1. At 0 < e < 1. Je-li u slovo vyslané a v €
M (u,€), tak pravdépodobnost toho, Ze v bude slovo prijaté, je shora omezena
hodnotou 2" ®)((1 — p) /p)"e.

Kapacita kanalu je ostrym pfedélem pro nosnost (informa¢ni pomér) a(C')
kédu C'. Podle Shannonovy véty 1.1 lze konstruoovat libovolné spolehlivé kody
pokud pripustime, aby nosnost byla mensi nez kapacita kanélu. Pfitom neni
potfeba vymyslet néjaké chytré strategie dekb6dovani — vysta¢ime s dekédovanim
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pomoci nejbliz&iho slova. Smyslem obracené Shannonovy véty 1.5 bude naopak
dokazat, Ze pti pouziti libovolné metody dekédovani nemiZzeme dosahnout us-
pokojivé spolehlivosti pfenosu, pokud nosnost koédu prevysi kapacitu kanalu.
Tato skutecnost odpovida pozorovanim o ztraté informace, ukdZeme navic, Ze
pro dostatecné velka n je kvalita prenosu ,libovolné Spatna*.

Spolehlivost dekédovéani se vzdy vztahuje k ngjakému algoritmu, ktery z pii-
jatého slova vytvari slovo kodové. Tento algoritmus musi byt efektivné dos-
tupny, pro nase ucely vSak stac¢i, abychom si uvédomili, Ze musi realizovat
néjaké zobrazeni D : Fy — C, kde n je délka binarniho kédu C. Spolehlivosti
dekddovdni D se rozumi priumérnd pravdépodobnost, ze D(v) = u, kde (u,v)
probiha vSechny mozné dvojice odpovidajici vyslanému a pfijatému slovu. Je
to ovSem prumér vazeny, kde vaha dvojice (u,v) je dana pravdépodobnosti, Ze
v bude slovo piijaté. Tato pravdépodobnost zavisi na chybovosti kanalu p (a uz
jsme se ji vySe zabyvali). Spolehlivosti kédu C pak budeme rozumét maximalni
spolehlivost pocitanou pfes vSechna zobrazeni D : Fy — C. Zduraznéme, ze
spolehlivost se pocita vidy relativné vici dané chybovosti.

P1i dikazu Véty 1.5 se bude hodit nasledujici elementarni pozorovani.

Lemma 1.4. Jestlize jev A nastdvd s pravdépodobnosti a a jev B s pravdépodob-
nosti b, tak jev AN B nastdvd s pravdépodobnosti alespori a +b — 1.

Diikaz. Ozna¢me x pravdépodobnost jevu ANB. Potom a — x je pravdépodob-
nost jevu A\ B. Ta je < pravdépodobnost doplitkového jevu B’ takze a —x <
1-—0. O

Véta 1.5. At~ a p jsou redlnd cisla, kterd spliuji 0 <y <1 a0 <p<1/2.
Uvazujme BSC' chybovosti p. Pro kazdé R > 1 — H(p) existuge celé ¢islo ng, Ze
kazdy bindrni kod délky n > no, ktery spliuje a(C) > R, md spolehlivost < ~y.

Diikaz. Budeme postupovat sporem, tedy budeme predpokladat, Ze existuje
1 > ~v > 0 takové, Ze pro libovolné velka n lze nalézt kod C a zobrazeni
D : F} — C tak, aby pramérna (vazena) pravdépodobnost toho, ze pro dvojici
(u,v) vyslaného a prijatého slova plati D(v) = u, byla > .

Podle Zékona velkych &isel pro kazdé € > 0 plati, Ze pro dostatetné velka n je
v € M (u,e) s pravdépodobnosti > 1—v/2. Podle Lemmatu 1.4 je pravdépodob-
nost soubéhu jevi D(v) = u a v € M(u,¢) alesponn v+ (1 —v/2) — 1 = v/2.
Tedy

Pr(ve D' (u) N M(u,e)) >~/2.

Podle Lemmatu 1.3 je uvedené pravdépodobnost pro jedno konkrétni v € C'
shora omezena hodnotou

o—nH(p) (1_?7> ‘Dfl(u) ﬂM(u,€)\-
p

Soucet téchto hodnot pocitany pifes vSsechna u € C je tedy hornim odha-
dem Pr (v € D™u) N M(u,e)). Ozna¢me k potet kodovych slov kodu C a
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v&imnéme si, ze mnoziny D~!(u), kde u probiha C, jsou po dvou disjunktni.
Dokézali jsme, Ze

2”>Z|D ﬁMUE)}z%YQ"H(p) (161)) .

ueC

Uvahu dovedeme ke sporu tim, ze ukdZeme, ze pii dostateéné malém e > 0
a pii dostateéné velkém n je prava strana vétsi nez 2". Podle predpokladu o
a(C) jelgk > Rna R>1— H(p). Logaritmus pravé strany je tedy roven

1
Rn +nH(p) + lg —I—nelgi =n <R+H(p)+a—:lgp+lg7> .
P 1—-p n 72
Plati R+ H(p) > 1. Hodnoty lg(p/(1 — p)) a lg(y/2) jsou zaporné, ale kon-
stantni. Vhodnou volbou € a n 1ze proto ucinit odpovidajici ¢leny natolik malé,
aby cely vyraz mél hodnotu pfesahujici n. O

Zbyva uvést iplny dikaz Shannonovy véty.

Diikaz Veéty 1.1. Budeme pracovat s hodnotou p = n(p+n), kde n > 0 nebude
zéviset na n, ale pouze na ¢ > 0. Jeho volbu upfesnime az v zavéreéné casti
dikazu..

Hleddme binarni kéd C délky n, ktery mé k kodovych slov tak, aby bylo
(lgk)/n < 1— H(p) a aby metoda volby nejblizsiho kodového slova chybovala
s libovolné malou pfedem uréenou pravdépodobnosti § > 0.

Vyslané kddové slovo budeme opét znacit u, zatimco v bude oznacovat slovo pfi-
jaté. Prostor jevii, k némuz se vztahuji nami zkoumané a odhadované pravdépodob-
nosti, je tedy prostor vsech moznych dvojic (u,v). Pfipad, kdy se v octne
mimo v Hammingové vzdalenosti vétsi nez p, budeme povazovat bez blizsiho
zkouméni za pripad netspésného dekdédovani. Pravdépodobnost nespravného
dekodovani Ize tedy shora odhadnout jako

Pr (d(u,v) > p) +Pr((C\ {u}) N S(v,p) #0).

Druhou z uvedenych pravdépodobnosti pievedeme na zkouméani, zda dané v’ €
C se nachazi v blizkosti néjakého prijatého slova v a je pfitom rizné od w.
Probiha-li v/ cely kod C, miZeme soucet viech takovych pravdépodobnosti s
jistou zkratkovitosti zapsat jako

EPr (v, v <,0)

w'#u

Touto sumou muzeme nahradit pravy séitanec ve vyse uvedeném odhadu. Pfi
nahrazovéani jde o horni odhad, nebot v nékteré kouli se mohou vyskytovat dvé
rizna u'.

Jiz jsme dokazali, ze ze Zakona velkych ¢isel 1.2, plyne, ze v € M(u,n) pro
dostatecné velka n s libovolné velkou pravdépodobnosti. Pro kazdé uvazované
n 1ze tedy najit ng tak, ze pro n > ng je Pr(d(u,v) > p) < d/2.
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Abychom vhodné vyjadrili ), 2 PT (d(u',v) < p), rozsiFime jevovy prostor na
trojice (u,u',v), kde u,u’ € C, u je vyslané slovo a v je pfijaté slovo. P¥iznivym
jevem je ten, kdy v’ # u a d(u’,v) < p. Hledana pravdépodobnost je pak rovna
k-nasobku pravdépodobnosti pfiznivého jevu (pfipomenme, Ze k udava velikost
kodu C).

Uvazme chybovy vektor e = v — u a polozme w = «' — u. Mame d(v',v) < p
pravé kdyz d(w,e) < p. Misto jevového prostoru daného trojicemi (u,u’,v)
miizeme tedy vySetifovat jevovy prostor trojic (u,w,e), kde u € C, w € u+ C,
a piiznivym jevem je w # 0 a d(w,e) < p. Vaha jevového podprostoru s
pevnym e je dana pravdépodobnosti chyby pfesné v nenulovych pozicich e, ¢ili
je rovna plel(1 — p)*~lel. Pocet priznivych jevii je roven hodnoté

pelep) = [{(w) € Cx G u gl a |( —u)— e < p}|,

takze pravdépodobnost pifznivého jevu pro dané e je rovna uc(e, p)/k%. Pro
dikaz potiebujeme vyjadieni k-nasobku souhrnné pravdépodobnosti pfiznivého
jevu, a tou, jak vidime, je

% > = p) uce, p).

eclFy

Pro dokonéeni ditkazu potfebujeme ovéfit, ze pro kazdé dostecné velké n ex-
istuje binarni kod C' s dostate¢né velkou nosnosti a(C'), pro ktery je uvedené
hodnota mensi nez §/2. Vtip dukazu spo¢iva v tom, Ze se kod C' nekonstru-
uje explicitné, ale celd hodnota se pocita tak, jako by C = {uy,...,ux} bylo
proménnym parametrem. Pokud pramér pies vSechna C' pfi vhodné zvoleném
k vyjde < §/2, musi samoziejmé néjaké hledané C' existovat (a je jich dokonce
naprosta vétsina).

Pro tcely vypocétu je vyhodné kéd C neuvazovat jako k-bodovou mnozinu,
ale jako usporadanou posloupnost k rtznych prvkia. Vsech kodua délky k je
2™ /(2™ — k)!. Pokud pro né&jaké pevné vektory u # u' délky n, pozadujeme,
aby platilo u; = w a uj = v/, kde 1 < i < j < k, tak je pocet takovych kodu
roven zlomku, kde v ¢itateli je pocet vSech kédu a ve jmenovateli je hodnota
27(2™ — 1). Stejny pocet je kodi, kde uj = u a u; = v/, takze pokud chceme,
aby platilo {u;,u;} = {u, '}, musime do jmenovatele dosadit (2; ). Chceme-li
pouze, aby u,u’ € C, tak je Citatel tfeba vynéasobit poftem dvojic {i,j}, tedy
hodnotou (g)

Kazda dvojice {u,u'} C F se proto vyskytuje pravé o kodech C, kde

9™ k(k — 1)
27— k)l2n(2n — 1)

g =

Hodnotu ). pc(e, p) mizeme tedy pocitat pres viechny dvojice (u,u’) z F,
které spliuji v’ —u € S(e, p) a u # u'. Takovych dvojic je presné 2"(V (k, [p]) —
1) < (@' = DV(k[p]) < (2" = D26, takde S pcle,p) < o2 —

1)2nH (/n) " Podstatné je, Ze na pravé strané nefiguruje vektor e. Pramérna
hodnota vyrazu % Zeng plel(1 = p)"~leluc (e, p) pocitana pres viechny kody je
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tedy shora omezena hodnotou

k(k — 1)

1 n n n € n—ije
Em@ — 1)2nH(e/n) Zp\ (1 —p)n—lel.

eclkFy

Zavéreéna suma je sumou pravdépodobnosti pres vSechny piipady, kterych
miuZze nabyvat chybovy vektor e, a proto je rovna jedné. Ziskany odhad lze
tedy zjednodusit na

k= Lont(p/n) _ pon(irn -1

27’l

Pro dané k a p existuje tedy alespon jeden kod C' o k kdédovych slovech, pro
ktery

Z Pr (d(v/,v) < p) < fe2rH (ptn) =1

u’' #u

Abychom dikaz dokondili, vylozime nyni nejprve, Ze staci ovéfit, Ze pro kazdé
e > 0 existuji @ < 0 a n > 0 takové, Zze pro kazdé dostatecné velké n lze najit
celé k tak, ze pro R = (Igk)/n plati

1-H(p)—e<R<1-H(p) aR-—14+H(p+n) <a

Podminka vlevo je jen zopakovanim podminky na nosnost kédu ze znéni Véty 1.1.
Podminka vpravo zarucuje, ze

k2n(H(p+77)—1 _ 2Rn2n(H(p+7])—1 < gan
se s rostoucim n blizi nule a je tedy od nékterého n mensi nez 6/2.

Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze p+n < 1/2ae < 1— H(p).
Hodnotu 7 volime natolik malou, aby bylo H(p)+¢/3 > H(p+n). Dale budeme
predpokladat, Ze je n > 3/e. Potom je n(e/3) > 1, takze existuje celé h pro
které plati

n(l—H(p) —e) <h<n(l—H(p) —2¢/3).

Polozme k = 2". Vidime, 7e h = nR, takze podminka vlevo splnéna je. Splnéni
druhé podminky plyne z h/n <1 — H(p) — 2¢/3, nebot dostavame

R—14+H(p+n)<Hp+n) —H(p) —2/3<e/3—-2/3=—¢/3.



