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1 MNOHOROZMERNE NORMALNI ROZDELENI

1. Necht X ~ N,(0,X).

(a) Vyjadrete E||X||> pomoci prvki matice .
(b) Necht ¥ m4 vlastn{ ¢isla pouze 0 nebo 1. Jaké je rozdéleni ||X||??
Navod: Vyuzijte spektrdlni rozklad 3.

2. Necht ndhodny vektor (ii

) ma 2-rozmérné normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou

1 U X
a rozptylovou matici ( T) Naleznéte linearni transformaci (V) =B (Y) takovou, ze U
p

a V' jsou nezavislé.

2 KONVERGENCE POSLOUPNOSTI NAHODNYCH VELICIN

1. Necht X, X, ... jsou nezévislé veliciny s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1]. Definujme Y,, =
min{ Xy, ..., X, }. Ukazte, ze pro n — oo plati (a) Y, 2o, (b) Y, 5o

2. Nechf X je néjaké néhodns velicina a X, = X (1 + 1/n). Ukaite, ze X, = X.
3. Nechf X ~ N(0,1) a X, = (—1)".X. Ukaite, ze X, = X, ale neplat{ X,, = X.

4. Necht pro kazdé n € N je X,, ndhodn4 veli¢ina s normalnim rozdélenim N(u, 02), kde o,, > 0.
Déle predpokladejte, ze o, — 0.
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(a) Dokazte, ze pokud o > 0, potom X, A N(u,o?).
(b) Dokazte, ze pokud o = 0, potom X, 2 ., kde 9, je Diracova mira v bodé p.

5. Necht X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny a necht X,, ma alternativni rozdéleni Alt(1/n), tj.
P(X,=1)=1/naP(X,=0)=1—1/n. Ukaite, ze X, - 0, ale neplati X, =% 0.

6. Necht X,, md exponencidln{ rozdélen{ se stiedni hodnotou 1/n. Ukazte, ze X, 5o.

7. Necht X,, mé diskrétn{ rovhomérné rozdéleni na 1,2,... ,n. Necht Y, = X, /n. Ukazte, 7e
{Y,.} konverguje v distribuci k rovnomérnému rozdélenf na [0, 1].

8. Necht {X,} je posloupnost ndhodnych velicin takovych, Ze X, mé geometrické rozdélent
s parametrem A/n. Definujme Y,, = 1/n - X,,. VySetfete konvergenci v distribuci veli¢in {Y,,}
pro n — oo.

9. Uvazujte posloupnost ndhodnych velicin { X, }, kde X,, ma distribuéni funkci

1—(1—-4H)", >0,
Fa(a) :{ ( 0 " xx<_0.

Vysetiete konvergenci v distribuci veli¢in {X,,}.

10. Uvazujte posloupnost nahodnych velic¢in X,, ~ Bi(n, A\/n). Vysetiete konvergenci v distribuci
posloupnosti {X,,} pro n — oc.

11. Necht X,, méa distribuc¢ni funkci

n(z—1)

e
z>1,

Fo(z) = [pIe=s >

a F,(z) =0 prox < 1.

(a) Vysetiete konvergenci v distribuci {X,,}.
(b) Vysetiete konvergenci v pravdépodobnosti { X, }.

12. Nech Xy, X5, ... tvoria ndhodny vyber z rozdelenia N(0, 1). VySetrite konvergenciu postup-
nosti {X,,} v zmysle

(a) skoro iste,
(b) v pravdepodobnosti,
(c) v distribucii.

13. Necht X, X5,... je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s parametrem 1.

(a) Naleznéte rozdéleni M, = 1I£11<Il X;. O jaké rozdéleni se jedna?

(b) Vyttete konvergenci {M,,} v Igravdépodobnosti pro n — oo.

(c) Vysetiete konvergenci v distribuci n® - M,, pro n — oo pro a € (0, 1].
)

(d) Necht U,, = max X;. Rozhodnéte, jak se chovd {U,} pro n — oo. Déle vysetiete konver-

genci v distribuci posloupnosti velic¢in {U,, —logn}.
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14. Nech (X1, X5)T je ndhodny vektor s rozdelenim Ny ((8) ; ((1) 2))

(a) N4jdite rozdelenie ndhodného vektoru (X, —X;)T.

(b) Ukézte, Ze obe margindlne rozdelenia vektorov (X7, X5)T a (X7, —X;)T sd identické.

(c) Z vysledkov v castiach (a) a (b) usid'te, ze z konvergencie Y, Y aZ, 5 Z neplynie
(Yo, Za)T 2 (v, 2)T.

(d) Mozeme povedat nieco viac ak v ¢asti (c¢) navySe predpokladdme nezévislost ndhodnych
velicin Y,, a Z,, pre kazdé n?

3 VLASTNOSTI A ASYMPTOTICKE ROZDELENI ODHADU

1. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po()\), A > 0. Podrobné dokazte,

ze
(X, — A
lim P(ua/g < Vi =) < ul_m) —1-a,

n—oo \/X_n

kde X,, = % > Xi a ug je f-kvantil normovaného normalniho rozdéleni.
2. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z geometrického rozdéleni, tj.
PXi=k)=p(1-p)F, k=01.2,...

(a) Najdéte odhad T, parametru p metodou maximélni vérohodnosti. Provéite jeho konzis-
tenci a odvod'te asymptotické rozdéleni. Umite rozhodnout i o nestrannosti?

)
(¢) Rozhodnéte, zda V,, = £ 31" | I{X; = 0} je nestranny a konzistentni odhad parametru p.
(d) Jaké je presné rozdéleni nV,,? Jaké je asymptotické rozdéleni V,,7
)

1
Rozhodnéte, zda W,, = L N +n
n+ )i X

3. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p € (0,1).

je konzistentni odhad parametru p.

(a) Uvazujte odhad rozptylu Var X; = p(1 — p) ve tvaru U, = X,(1 — X,,). Vysetiete jeho
nestrannost, konzistenci a odvod'te asymptotické rozdéleni.

(b) Rozhodnéte, zda je odhad V,, = X;(1 — X,,) nestranny a konzistentni odhad parametru
p(1—=p).

(c) Uvazujte vybérovy rozptyl S2. Rozepiste si, jak se S? lisi od U, pro tento pifpad alterna-
tivniho rozdéleni.

4. Necht X je diskrétni ndhodné veli¢ina s useknutym Poissonovym rozdélenim, tj.

1\

P(Xlzk):e)\_ly7

k=1,2,3,...

(—1)%X je nestranny odhad parametru 6y = 1 —e™.
A

(a) Dokazte, ze T'(X) =1+
1+ (—=1)% je jediny nestranny odhad parametru fx =1 — e,

(b) Dokazte, ze T(X) =

3
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(c) Zamyslete se nad uzitecnosti tohoto odhadu.

5. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z binomického rozdéleni Bi(m, p), p € (0, 1).

(a) Ukazte, ze p, = ﬁ > i X; je nestranny odhad parametru p.
b) Ukazte, ze neexistuje nestranny odhad parametru 6y = I S—
( ) ZLe, Z X ] y p X \/m

6. Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po()\), A > 0. Uvazujte parametr
Ox = P(Xl = 0) =e N

(a) Rozhodnéte, zda je odhad 0, = e Xn nestranny a konzistentni odhad parametru 6. Pokud
neni nestranny, spocitejte jeho vychyleni.

(b) Rozhodnéte, zda je odhad 6, = * =30 I{X; = 0} nestranny a konzistentni odhad para-
metru 6x. Pokud nenl nestranny, spocitejte jeho vychyleni.

(c) Porovnejte odhady 9 a 6 na zakladé jejich sttednich ¢tvercovych chyb.

(d) Porovnejte odhady Gn a Qn na zakladé jejich asymptotickych rozptylu.

7. Méjme nédhodny vybér X3, ..., X, z exponencidlniho rozdéleni Exp(\), A > 0.

(a) Rozhodnéte, zda /\ Z”—X je nestranny a konzistentni odhad parametru .

(b) Rozhodnéte, zda 0, = L 3" . X; je nestranny a konzistentni odhad parametru 0x = 5.

(¢) Uvazujte odhad 7T, = n-min;<;<, X;. Rozhodnéte, zda se jednd o nestranny a konzistentni
odhad 6y = %

ap

L'(p)

8. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéln{ s hustotou f(x) = P~ te™ [z > 0], pre

a >0 ap > 0. Uvazujte odhady

-~

Ay —

‘><|

SQ Z/)\TL: oo

n n

Dokazte konzistenci téchto odhadu, a odvodte sdruzené asymptotické rozdélen{ vektoru (a,, ﬁn)T

Navod: Vyuzijte véty ze skript o sdruzené asymptotické normalité (Yn, Sﬁ)T a dale pak toho,
2

Ze pro gama rozdélend plati EX, = 2, Var (X;) = %, V3= —— a7y = — + 3.

a a D

VP
9. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni R(0,60), kde 6 > 0.

(a) Rozhodnéte, zda U, = 2 X, je nestranny a konzistentni odhad parametru 6. Pokud nenf,
spoctéte jeho vychyleni.

(b) Spoctéte stiedni ¢tvercovou chybu odhadu U,.

(c¢) Rozhodnéte, zda T,, = max;<;<, X; je nestranny a konzistentni odhad parametru ¢. Pokud
neni nestranny, spocitejte jeho vychyleni.

(d) Spoctéte stiedni étvercovou chybu odhadu 75,.

(e) Najdete asymptotlcke rozdéleni n(7,, — 0).

(f) Kterému z odhadu 0,., 0, byste dali prednost?
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10. Méjme nédhodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni

Ne 2@ 1€ (6, 00),
Jxlw) = {0, jinak,

kde 6 € R je neznamy parametr a A > 0 je zndma konstanta.

(a) Rozhodnéte, zda gn = minj<;<, X; je nestranny a konzistentni odhad parametru J. Pokud
neni, spoctéte jeho vychyleni.

(b) Spoctéte stiedni ¢tvercovou chybu odhadu Sn.

(c) Rozhodnéte, zda odhad 5n = maxj<;<, X; je konzistentni odhad parametru 9.

(d) Rozhodnéte, zda odhad X, = % >, Xi je nestranny a konzistentni odhad parametru 4.

11. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni R(a —b/2,a + b/2) s hustotou

1 a—Y<zr<a+?
fle)=9 b 2 2’
0, jinak,

kde a < b. Oznacme X (1) = min;<j<, X; a X(,) = max;<j<, X;.

(a) Rozhodnéte, zda @, = m je nestranny a konzistentni odhad parametru a. Pokud

neni, spoctéte jeho vychyleni.

(b) Spoctéte stiedni ¢tvercovou chybu odhadu a,.

(c) Rozhodnéte, zda /l;n = X(») — X(1) je nestranny a konzistentni odhad parametru b. Pokud
neni, spoctéte jeho vychyleni.

(d) Spoctéte stiedni ¢tvercovou chybu odhadu Dy

Ndvod: Uvédomte si, Ze ndahodny vyber Xy, ..., X, muzeme ,vyrobit“ pomoci linedrni trans-
formace jako X; = a—i—b(Y; — %) i=1,...,n, kde Yy, ...,Y, je nahodny vybér z rovnomérného
rozdéleni R(0,1). SdruZend hustota ndhodného vektoru (Y1), Yn)) pak je

fovay o) s 92) = n(n — 1) (y2 — y1)" > {0 <y < yp < 1}.

12. Necht (X1,Y1)T, ..., (X,,Y,)T je ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni s reguldrn{ va-
rian¢éni matici. Dokazte, ze odhad
S (G- X) (5T
VI (X = X)? S (Y - )
Cov (X1,Y7)

je konzistentnim odhadem korela¢niho koeficientu p = e Gy Var ()
ar 1 ar 1

4 INTERVALOVE ODHADY

1. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p € (0, 1).

(a) Najdéte asymptotické rozdéleni X, a pomoci tohoto rozdéleni sestavte oboustranny (a
pravostranny) interval spolehlivosti pro p.

5
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(b) Najdéte asymptotické rozdéleni arcsin( X n) a pomoci tohoto rozdéleni sestavte obou-
stranny (a levostranny) interval spolehlivosti pro p.

2. Méjme ndhodny vybér Xy, ..., X,, z exponencialniho rozdéleni s hustotou
Ne Mz € (0,00),
€T =
fx(@) {O, jinak,
kde A > 0.

(a) Najdéte asymptotické rozdéleni vybérového praméru X,, a pomoci néj zkonstruujte inter-
valovy odhad pro parametr \.

L a pomoci

(b) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu parametru A daného predpisem Xn =5

tohoto rozdéleni sestavte intervalovy odhad pro parametr .
¢) Najdéte transformaci, kters stabilizuje asymptoticky rozptyl ndhodné veli¢iny = a pomoci
(c) Naj : je asymp ¥ rozpty Y5 ap

této transformace sestavte intervalovy odhad pro parametr .

3. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z geometrického rozdéleni, tj.

P(X,=k)=p(1—p)F k=0,1,2,...

~ 1 , y o
(a) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu p, = —— a na zakladé tohoto rozdéleni od-

n

vod'te klasicky asymptoticky interval spolehlivosti pro p.

(b) Najdéte asymptotické rozdeleni odhadu p, = +>" I{X; = 0} a na zdkladé tohoto
rozdéleni odvod'te klasicky asymptoticky interval spolehlivosti pro p.

(c) Porovnejte intervaly z (a) a (b). Ktery vam piijde vhodnéjsi?

4. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s parametrem Ax > 0 a
Y1, ..., Y, jendhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s parametrem Ay > 0. Predpokladejte,
ze oba nahodné vybéry jsou na sobé nezavislé.

Y, . , A
(a) S vyuzitim asymptotického rozdéleni —~ sestavte oboustranny intervalovy odhad pro )\—X
n Y
(b) Najdéte asymptotické rozdéleni ndhodné veliciny log (7—) a vyuzijte této znalosti ke

A
konstrukei oboustranného intervalového odhadu pro )\—X

Y
5. Necht (X1,Y1)7,...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér z dvourozmérného normdlniho rozdélent
s regularni varianéni matici a korelaé¢nim koeficientem p. Oznacme
~ > it (Xi = X)) (Vi = V)

Prn =
VI (X = X)L (Y - )

odhad korelacniho koeficientu. Potom se dd pomoci A-metody dokazat, ze

Vi (Bn = p) S N(0, (1= p)?).
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(a) Pro parametr p sestavte klasicky asymptoticky intervalovy odhad.

(b) Pro parametr p naleznéte spolehlivostni mnozinu B,,.

(c) Najdeéte transformaci, ktera stabilizuje asymptoticky rozptyl odhadu korelacniho koefici-
entu p, a pomoci této transformace sestavte intervalovy odhad pro parametr p.

6. Méjme ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni s hustotou

Ne 2@ 1€ (6, 00),
Jx(w) = {0, jinak,

kde § € R je neznamy parametr a A > 0 je zndma konstanta.

(a) Oveéite, ze Z, = minj<;<, X; — 0 je pivotalni statistika.
(b) Pomoci Z, najdéte oboustranny intervalovy odhad pro parametr 0.

7. Necht f; a f; jsou hustoty rozdéleni ndhodnych velicin W, a W, pro které plati EW; = p;,
VarW; = ¢, pro p; € R zndmé a o; > 0 znamé, i = 1, 2. Uvazujte smés téchto hustot

f(@;0) = 0f1(x) + (1 = 0) fa(x)

pro 6 € (0,1) nezndmé. Mame k dispozici ndhodny vybér Xy, ..., X, pozorovani z rozdéleni
daného hustotou f.

a) Najdeéte odhad @\n parametru 6 pomoci metody momentu. VysSetfete jeho nestrannost
J y y J
(pripadné vychyleni) a konzistenci.
b) Spoctéte stredni ¢tvercovou chybu 6,,.
y
c) Najdéte asymptotické rozdéleni ,, a z néj odvod'te intervalovy odhad parametru 6.
J y d y

8. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér s hustotou f(z;b) = xb~?exp(—x?/2b*)I[z > 0] pro
b>0.

(a) Naleznéte odhad b, parametru b momentovou metodou.
(b) Naleznéte asymptotické rozdéleni b, a na jeho zakladé sestrojte klasicky asymptoticky
intervalovy odhad b.

5 EMPIRICKE ODHADY

1. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni Exp(\), A > 0. Nasim cilem je
odhadnout hodnotu distribuéni funkce v néjakém daném bodé v, tj. Ox = 1 —e™*Y. Uvazujte
nasledujici dva odhady

n

~ ~

~ 1 ~ 1
0, =— Y I{X; < 0,=1—e ™Y  kde A\, =—.

- ; {Xi<y) va
Ktery z odhadu se Vam zda vhodnéjsi a proc?

2. V nasledujici tabulce jsou zachyceny porodni hmotnosti chlapcu (narozenych v daném roce
v daném regionu).



PRIKLADY KE CVICENT Z MATEMATICKE STATISTIKY 1

ZIMNi SEMESTR 2018

Hmotnost [kg]

(1.5,2.0]

(2.0,2.5]

(2.5,3.0]

(3.0,3.5]

(3.5,4.0]

(4.0,4.5]

(4.5,5.0]

(5.0,5.5]

2

Pocet

4

101

769

1904

1651

369

37

3

4838

(a) Bodové i intervalové odhadnéte o kolik je vétsi pravdépodobnost, ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 4kg (véetné) nez pravdépodobnost ze se narodi chlapec s hmotnosti do
3kg (vcetne).

(b) Bodoveé i intervalové odhadnéte, kolikrat je vétsi pravdépodobnost, Ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 4kg (véetné) nez pravdépodobnost Ze se narodi chlapec s hmotnosti do
3kg (vcetne).

(c) Bodoveé i intervalové odhadnéte, o kolik je vétsi pravdépodobnost, Ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 3kg (véetné) nez pravdépodobnost Ze se narodi chlapec s hmotnosti vétsi
nez 4kg.

(d) Bodoveé i intervalové odhadnéte, kolikrat je vétsi pravdépodobnost, Ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 3kg (véetné) nez pravdépodobnost ze se narodi chlapec s hmotnosti vétsi
nez 4kg.

3. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér.

(a) Najdéte asymptotické rozdélen{ tietiho centrdlnfho momentu i3 = 2 37" | (X, — X,)%.

(b) Na zakladé znalosti z (a) sestavte intervalovy odhad pro us.

(c¢) Najdéte asymptotické rozdéleni tietiho centralniho momentu ji3 za predpokladu, ze X; mé
normaln{ rozdéleni N(u,o?).

Ndvod. Vsimnéte si, Ze v (a) muzete bez 1ijmy na obecnosti predpoklidat, Ze EX; = 0.

4. Nechf Xi,..., X, je ndhodny vybér z normdlnfho rozdéleni N(u, o?).

1 %3
(a) Najdéte asymptotické rozdéleni empirického odhadu sikmosti 73 = (1" = (X Xn)) 373
n ?:1(Xi_yn)2

(b) Zkuste promyslet, jak by se informace z (a) dala vyuzit k testovani normality (t]. testovani,
ze ndhodny vybér pochazi z normélniho rozdéleni).

Ndvod. Vimnéte si, Ze v (a) miZete bez dijmy na obecnosti predpoklddat, Ze p =0 a 0% = 1.

5. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdélen{ se spojitou distribuéni funkei Fx. Necht ux ()
je p-kvantilem rozdéleni Fx a u,(«) je empiricky (vybérovy) a-kvantil.

(a) Pro a = 0.25, 8 = 0.30 a n = 100 spoctéte (priblizné) pravdépodobnost P(@,(a) >

ux (5))
(b) Jakd bude pravdépodobnost z (a) pro n = 10007

6. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribu¢ni funkci Fx. Oznacme m
median rozdéleni F'y. Najdéte nejvétsi mozné prirozené ¢islo by a nejmensi mozné prirozené
¢islo ko takové, ze

P(Xuy >m) <5, P(Xy) <) < 5.

Ukazte, ze (X (k1)> X (kQ)) je intervalovy odhad pro m se spolehlivosti alespon 1 — a.
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6 VYSLEDKY

Tato ¢ast je netdplnd a muze obsahovat preklepy. Budeme radi, kdyz nas na pripadné chyby upo-
zornite.

1.

2.

2.-6.

10.
11.

12.

13.

14.

MNOHOROZMERNE NORMALNI ROZDELENT

(a) E[IX][]? =01, Var X; = trX, kde (X) je stopa matice X.

(b) Jsou-li Ay, ..., \, vlastni ¢isla 3, pak dostaneme ||X||? = Y7 | N Z2, kde Z4,. .., Z, jsou
nezdvislé N(0,1). Jsou-li \; pouze 0 nebo 1, pak ||X]|[* ~ x?, kde 7 je potet nenulovych
vlastnich ¢isel a tedy r = h(X).

Napiitklad U=X+Y aV =X -Y.

KONVERGENCE NAHODNYCH VELICIN

. Vyuzijeme, ze pro distribuéni funkci minima plati Fy, (z) = 1 — (1 — F(z))". Konvergence se

pak oveéri z definice.
Ovéri se z definice prislusné konvergence.
Oveéri se z definice. Je potreba vyjadrit si distribu¢ni funkci diskrétniho rovnomérného rozdéleni.

Geometrické rozdéleni: Y,, konverguje k exponencidlnimu rozdéleni s parametrem . Ovéii se
podobné jako v 7.

Konverguje k Exp(1).
Binomické rozdéleni konverguje k Poissonovu.
Konverguje v distribuci i v pravdépodobnosti k 1.

Posloupnost konverguje v distribuci k N(0, 1), v pravdépodobnosti ani s.j. nekonverguje.

(a) M,, ~ Exp(n). (b) M, Lo. (¢) n*M,, = 0 pro a € (0,1) a pro nM,, ~ Exp(1).
(d) pro n — oo U, roste nade vsechny meze. U,, — logn — W, kde W mé tzv. Gumbelovo
rozdélen{ s distribu¢ni funkei F(z) = e=¢ . Tudiz pro n velké U, ~ logn + W.

o o ., (1 -1
a) Normadalni rozdéleni s varianéni matici .

) -1 1
b) V obou piipadech maji marginaly N(0,1).

¢) Znédme-li pouze marginélni rozdéleni, nejsme schopni Fici nic o sdruzeném rozdéleni.

d) Pro nezavislé slozky konvergence po slozkéach implikuje konvergenci sdruzeného rozdéleni.
Je to vidét napi. z tvaru sdruzené distribuc¢ni funkce pro nezavislé slozky.

(
(
(
(
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VLASTNOSTI ODHADU
1. plyne z CLV a Cramér-Slutského véty

2. geom. rozdéleni:

(a) T,, = 1/(1 + X,,), je konzistentnf,

V(T —p) 2 N(0,p2(1 - p)),

(b) U, je nestranny, neni konzistentni,
(¢) V, je nestranny i konzistetni,
(d) nV,, mé binomické rozdéleni Bi(n, p); asymptoticky

Vi(Va = p) 2 N(O,p(1 = p))
(e) W, je konzistentni

3. alternativni rozdéleni

(a) neni nestranny, je konzistentni

V(U —p(1 = p)) 3 N0, p(1 — p)(1 — 2p)?),

pricemz pro p = 1/2 méme /n(U,, — p(1 — p)) Lo,
(b) je nestranny, neni konzistentni

4. useknuté Poissonovo: (a) K vypoctu se vyuziji vztahy e* + e —2 = (1 —e (e} — 1) =
0o 2k
2 Zk:l %
(b) Je-li T nestranny, pak musi platit 7'(z) = 0 pro x liché a T'(x) = 2 pro x sudé. Tudiz
odhad z (a) je jediny mozny
5. Bi(m,p): (b) ma-li byt T'(X,...,X,) nestranny odhad 6, pak musi byt ET(Xy,...,X,) =

\/% pro viechna p € (0,1). To ale nemuZze nastat, protoze na levé strané je polynom v p
pll=p

stupné n - m.
6. (a) konzistentni, neni nestranny, (b) konzistentni a nestranny,

7. (a) je konzistentni ale neni nestranny, (b) je nestranny a konzistentni, c¢) je nestranny, ale
neni konzistentni (pro kazdé n ma T, ~ Exp(})).

lGe) = O 5 l0)¥)

kde V=DXDT, pricemz

8. Gama rozdéleni:

9. rovn. rozdélen:

10
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(a) U, je nestranny i konzistentni,
(b) MSE(U,) = £,
(c) T, je konzistentni, neni nestranny a ET}, = 0.5, tedy vychylent je n+19,
_ __ np? 02 20?
<d) MSE ( ) T (n+1)2(n+2) + (n+1)2 7 (n+1)(n+2)
(e) konverguje v distribuci k ndhodné veli¢iné s distribuéni funkei F(x) = e*/%1[z < 0]+1-1[z >

0], coz je veli¢ina, kterd ma stejné rozdéleni jako —Z, kde Z ~ Exp(1/0).

10. Posunuté Exp rozdéleni:

(a) on je konzistentnl’, ale nenf nestranny — jeho vychyleni je 1/(n\)

(b) MSE( n) = 22>\2

(c) neni konzistentni, zjevné max X; roste nade vsechny meze

(d) nenf ani nestranny ani konzistentni odhad ¢ (je to nestranny a konzistentni odhad §+1/X)

INTERVALOVE ODHADY

(a) vVn(X, —p) 2 N(0, p(1 — p) a odtud klasicky asymptoticky interval spolehlivosti je

(X, = M2 R 1= K X+ 2 R, 0= K

pripadné interval zalozeny na spolehlivostni mnoziné je tvaru

X + 1 a/2 Up— a/2 Yn(l _Yn) u%—a/2
1+ 1 a/2 1+ a/2 n n

Pravostranny interval:
Ul —o

vn

(b) Jde o transformaci stabilizujici rozptyl, tedy

— 1
. X - . 2ON(0. =
vn (arcsm \/ arcsin \/ﬁ> — N(O, 4)

a odtud oboustranny intervalovy odhad je

— Ul—q —«
(sin2 (arcsin X, — 21\/5/2> sin? (arcsm\/ n+ Y- /2>).

Levostranny intervalovy odhad je

.92 . 7 _ Ul—a
(sm <arcsm \/ An Zﬁ) ,OO)

(—00, X, + —=

2. Exp

11
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Klasicky toticky interval: ; ;
(a) Klasicky asymptoticky interva (Xn (1+u1\_/%/2), Xn<1_u1\_/%/2>),
Ul —a/2

u «@
. , . , . 1— 7 1+ 1-a/2
Interval zalozeny na spolehlivostni mnoziné: = — ,

Xn ’ Xn

1—a/2 1+ul a/2
(b) Klasicky asymptoticky interval: ( y‘/ﬁ , X‘f ),

Interval zalozeny na spolehlivostni mnoziné: | — e /2) — ( : )),
X, (1

(1 Ul—a/2
T /n ~~/n

<C> ( 1ul—a/2 R 1ul—a/2 )
Xnew (Z72) " Knexo (=72
3. geometrické rozdéleni

(a)
Vi(pn —p) 2 N0, p*(1 — p))

a odtud intervalovy odhad p je

N Ul—a/2 . — . Ul—a/2 . =
n — ——F— Pn 1 — Pn,Pn + —F—DPn 1 pn)
( Vi Vi
- D
Vn(pn —p) = N(0,p(1 - p))

- Ul—a/2 /= N~ Ul—a/2 /= -
(pn - / pn<1 - pn)apn + / pn(l - pn))

NG

7. smés dvou hustot:

(a) 6, = Zn=£2 je nestranny a konzistentn{

H1—H2
(b) MSED, = Varf, = -2 kde Var Xy = 60F + (1 — 0)0F + (1 — ) (11 — p2)*.

(c) (b, —0) 3 N(O, ¢ VarX1 ), intervalovy odhad

(t1—p2)?

) Ul—a/2 7“ — M2 2 (:ul - 771 2 (7n - MZ)(IMl - 771)
0, o7 + o5+ )
NG (b —p2)® ' (1 — p2)® (1 — p12)?
) by = f X, (b) v/n(b, — b) 2 N(0, =252), intervalovy odhad b je
2 Ul—a/23 4
e LT Gy |
+ vn T

EMPIRICKE ODHADY

1. Vhodnéjsi je én, protoze podil asymptotickych rozptylu je

- g
avar(«zn) e L
avar(f,) (Ay)

12
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2.(a) bodovy odhad 0.735, intervalovy odhad (0.722,0.747)
(b) bodovy odhad 5.07, intervalovy odhad (4.767,5.368)

(c)
3. (a) v/ (fis — ps) = N(0,v%), kde v? = jig — 3 — 6 juo f1a + 9 i3
(¢) vrfis 2 N(0,60°)

4. (a) (%), kde k, = na, pokud na je celé ¢islo, a k, = [na] + 1 jinak. Pro n = 100
vychdzi 0.115. (b) 2-10~*
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