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JEDNOVYBEROVE TESTY: T-TEST, KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV
TEST
27.11.2018

UVODN{ NASTAVENI.

— Zinternetové stranky www.karlin.mff.cuni.cz/"hudecova/education/ sistahnéte data Iq.txt
a muzete si stahnout i zdrojovy kod k dnesnimu cviceni cviceni9.R.

— Oftevtete si program R Studio.

— Zmeénte si pracovni adresai pomoci Session —Set working directory —Choose directory nebo
napiste piimo
setwd ("H:/nmsa331")

— Vy¢istéte si pracovisté od starych objektu, které zustaly ulozeny:
rm(1ist=1s())

— Nactete si data Hosi.txt. Pro jistotu se podivejte na prvnich nékolik fadku (prikaz head) a ujistéte
se, ze se Vam data dobfe nacetla. Muzete zavolat i summary.

— Do proménné alpha is ulozte testovaci hladinu 0.05, na které budeme provadét vétsinu dnesnich
test.

JEDNOVYBEROVY T-TEST

1. Opét se budeme zabyvat porodni hmotnosti, ale tentokrat budeme pracovat pouze s (ndhodnym)
podvybérem o rozsahu n = 100 pozorovani.

set.seed(27112018);
hmot100 <- sample(Hosi$por.hmot, 100)

Abychom meéli vSichni stejny podvybeér, zvolili jsme si pevné nastaveni generatoru pseudo-
nahodnych c¢isel pomoci set.seed. Ulozte si do n rozsah vybéru hmot100.

2. Na internetové strance CSU se v zasadé uvadi, ze je prumérnd porodni hmotnost novorozenych
chlapct rovna 3,3 kg. Ovérte, zda jsou naSe data v souladu s timto tvrzenim.

(a) Zformulujte vhodny pravdépodobnostni model a pokuste se graficky posoudit, zda je
vhodny pro nase data.

(b) Zformulujte nulovou a alternativni hypotézu.

(c) Provedte test pomoci funkce t.test.
t.test (hmot100,mu=3300)
Spolecné si fekneme, co jednotlivé ¢asti vystupu znamenaji.

(d) Rozhodnéte o zamitnuti/nezamitnuti nulové hypotézy. Zformulujte zéver.

3. Nyni si jednotlivé ¢édsti z vystupu funkce t.test spocitame ,ruéné“. Jak vime, testova statistika
ma tvar o
X —
T = Jnan_Ho
Sn

a ma za nulové hypotézy t,_; rozdéleni. Spocteme ji tedy nasledovné:


https://www.czso.cz/csu/czso/prumerny-novorozenec-vazi-33-kilogramu
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10.

(tstat=sqrt(n)*(mean(hmot100)-3300)/sd (hmot100))
a klasickym zpusobem testovani bychom jeji absolutni hodnotu porovnali s kritickou hodnotou
qt(1 - alpha/2, df=n-1))

Jaky zaveér dostavame z tohoto porovnani?

My ale mame ve vystupu p-hodnotu, ktera nam udava pravdépodobnost, s jakou bychom za
nulové hypotézy dostali jesté ,méné priznivy* vysledek nez je hodnota nasi testové statistiky.
Spocitame ji tedy takto:

2x(1-pt (abs(tstat), df=n-1))
Konecné, intervalovy odhad p spocitame

mean (hmot100)-qt (1 - alpha/2, df=n-1)/sqrt(n)*sd(hmot100)
mean (hmot100)+qt (1 - alpha/2, df=n-1)/sqrt(n)*sd(hmot100)

Vzpomerite si na dualitu mezi intervalovym odhadem a testem hypotézy (viz prednaska).
Nékdy se nam muze hodit umét pristupovat k jednotlivym polozkam vysledku funkce t.test.

tt=t.test (hmot100,mu=3300)
names (tt)

tt$stat

tt$p.val

Zkuste si takto nechat vypsat interval spolehlivosti pro p a podivejte se, jakou test uvazuje
alternativu.

Nechejte si vypsat interval spolehlivosti s pravdépodobnosti pokryti 0,99. Ve funkce t.test na-
stavte conf.level = 0.99. Pouze na zakladé tohoto intervalu rozhodnéte o zamitnuti/nezamitnuti
nulové hypotézy na testovaci hladiné 0, 01.

Podobné jako v bodé 2. otestujte, zda je pravdivé tvrzeni, ze je stfedni porodni hmotnost
chlapct nizsi nez 3,5 kg.

— Zformulujte nulovou a alternativni hypotézu a fadné interpretujte vysledek.
— Vsimnéte si, jaky intervalovy odhad nam nyni R nabizi.

Jak bychom ruc¢né spocitali p-hodnotu z 67

Ve 3. jsme konstruovali interval spolehlivosti na zakladé t-rozdéleni uvedené T statistiky.
Jaké je jeji limitni rozdéleni pro n — 0o? Spoctéte asymptoticky intervalovy odhad p zkon-
struovany na zakladé tohoto limitniho rozdéleni. Porovnejte oba intervaly. Ktery z nich je
Sirsi?

Spocitejte také p-hodnotu prislusného asymptotického testu. Jaky model zde staci predpo-
kladat? A na zakladé kterého rozdéleni se doporucuje pocitat p-hodnotu (resp. kritickou
hodnotu)?

Doposud jsme k testovani pouzivali jenom c¢éast dat, a to proto, abychom mohli provést
nésledujici porovnani: Provedte jesté jednou testy z 2. a 6. pro celd data a porovnejte je
s vysledkem pro nas podvybér. Co pozorujeme? Co z toho vyplyva pro praxi?
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KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

10.

11.

12.

Nactéte si data lq.txt, kterd se tykaji hodnot IQ a zndmek na ZS ndhodné vybranych zéku.
Prohlédnéte si data a proménné, které mame k dispozici.

Bude nés zajimat IQ zaku, proto si hodnoty ulozte do proménné IQ a do n si uloZte rozsah
vybéru.

IQ = Ig$iq;
n = length(IQ)

Jakymi popisnymi statistikami byste popsali data? Jaké obrazky ilustruji rozdéleni dat?

Na wikipedii se uvadi, ze IQ ma v populaci normalni rozdéleni se stredni hodnotou 100 a
smérodatnou odchylkou 15. Zajimé nés, zda nase data podporuji nebo vyvraceji toto tvrzeni.

(a) Jaky model predpoklddame pro nase data? Formulujte nulovou a alternativni hypotézu,
kterou budeme testovat.

(b) Provedeme Kolmogoroviv-Smirnovuv test
ks.test(IQ, y="pnorm", mean=100, sd=15)

(c) Jaky je nas zéver?

13. 7 piednasky vime, Ze testové statistika ma tvar K, = sup, |Fj,(z) — Fy(z)|, ale pro vypocet

se pouziva

1—1
n

1<i<n \ n 1<i<n n

K = max (i - FO(X@))> , K, = max (FO(X@)) - ) . K,=max(K],K,).

Oveérime tedy, ze R pocita opravdu tuto testovou statistiku:

FO <- function(x) pnorm(x, mean=100, sd=15)
IQ.sorted=sort(IQ)

Knplus <- max((1:n)/n - FO(IQ.sorted))
Knminus <- max(FO0(IQ.sorted) - (0:(n-1))/n)
(Kn <- max(Knplus, Knminus))

Za nulové hypotézy mé /nkK,, asymptoticky rozdéleni s distribu¢ni funkef

o0

Gly) =1-2) (—1)kle 2"
k=1
Pomoci konecné aproximace této distribuéni funkce muzeme p-hodnotu testu spocist

G <- function(y){
k <- 1:10000; # aproximace nekonecne sumy
1 = 2xsum((-1) " (k+1) *exp (-2*k~2*y~2))

+

1 - G(sqrt(n)*Kn)


https://cs.wikipedia.org/wiki/IQ
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Kdybychom chtéli znat kritickou hodnotu, tak vlastné hleddme c takové, ze P(y/nK, > c¢) =
a, tj. G(c¢) = 1 —y. To musime vyfesit numericky:

fce <- function(x) G(x) - (1 - alfa)
(krit <- uniroot(fce, c(0.1,10))$root)
sqrt (n) *Kn

14. Celou situaci si graficky znazornime. Vzpomente si na odvozeni tzv. pasu spolehlivosti pro
distribuc¢ni funkci, které jste méli na prednasce.

empir.df <- ecdf(IQ);
plot(empir.df, ylab="", main="Porovnani distribucnich funkci",do.points=F)

# pas spolehlivosti

xgrid <- seq(min(IQ)-10, max(IQ)+10, length=10000);

dolni.pas <- pmax(empir.df (xgrid)-krit/sqrt(n),0)

horni.pas <- pmin(empir.df(xgrid)+krit/sqrt(n),1)

polygon(c(xgrid, rev(xgrid)), c(horni.pas, rev(dolni.pas)), col = "gray90", border="gray70",lty=2)

plot(empir.df, verticals=FALSE, add=T, lwd=2,do.points=FALSE)
lines(xgrid, FO(xgrid), col="blue", lwd=2); # graf F_0

# Bod nejvetsiho rozdilu
kO <- which.max(FO(IQ.sorted) - (0:(n-1))/n);
abline(v=IQ.sorted[k0], col="red");

legend ("bottomright", col=c("black", "grey70", "blue"), lty=c(1,2,1),
legend=c("empiricka d.f.", "pas spolehlivosti", "d.f. za nulove hypotezy"))

15. Pripomente si, ze Kolmogorovuv-Smirnovuv test predpoklada, ze je Fj specifikovana tuplné,
véetné hodnot vSech parametru. V piipadé, ze tomu tak neni (pokud bychom parametry
odhadovali z dat), tak ndm K-S test nedavé spravnou p-hodnotu (rozdéleni testové statistiky
za nulové hypotézy je jiné). Ukdzeme si to na malé simulaci, kdy budeme generovat data
z N(100, 15%) a budeme provadét K-S test jednak se zadanymi parametry a jednak s parametry
odhadnutymi z dat.

nopak <- 10000

pval.zname <- numeric(nopak)
pval.nezname <- numeric(nopak)
n<-100

for(i in 1:nopak){
Y <- rnorm(n, mean=100, sd=15);
pval.zname[i] <- ks.test(Y, y="pnorm", mean=100, sd=15)$p.value;
pval.nezname[i] <- ks.test(Y, y="pnorm", mean=mean(Y), sd=sd(Y))$p.value;

}

mean (pval.zname <= 0.05)
mean (pval.nezname <= 0.05)
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Posledni dvé hodnoty ndam odhaduji hladinu testu (méla by byt 0,05). Vidime, ze dostavame
dvé velmi rozlicné hodnoty. Co lze tedy tici o K-S testu v ptipadé, ze bychom ho Spatné
pouzivali s parametry odhadnutymi z dat?

16. Dalsim dulezitym predpokladem K-S testu je spojité rozdéleni dat. Pomoci nasledujici simu-
lace se podivame na skute¢nou hladinu testu, pouzijeme-li nespravné K-S test (s distribucni
funkei G) pro test shody s binomickym rozdélenim Bi(N, p) na zékladé dat o rozsahu n.

nopak=10000
pval=numeric (nopak)
n=100

N=10
p=1/3
FO=function(x) pbinom(x, size=N, prob=p)

set.seed(123)

for(i in 1:nopak){
X = rbinom(n,size=N,prob=p)
xi=unique(c(x,0:N))
Kn=max (abs (ecdf (x) (x1)-FO0(x1i)))
pval[i]=1-G(sqrt(n)*Kn)

}

mean (pval<=0.05)

— Co lze na zakladé predchozi simulace tici o K-S testu, pouzijeme-li jej pro Fp s diskrétnim
rozdélenim?

— Zkuste v predchozi simulaci zvysit N postupné na 100 a 2000 a poté naopak snizit na 5 a
1. Co sledujeme?

— Zamyslete se, jaké je rozdéleni testové statistiky /n kK, pro data s alternativnim rozdélenim
pro ptipad, kdy Fy odpovida alternativnimu rozdéleni s parametrem p.

— Zkuste v predchozi simulaci pocitat p-hodnotu pomoci funkce ks.test:
pval[i]=ks.test (x,pbinom,size=N,prob=p)$p.val}
Dostavame stejny vysledek?

SIMULACE

16. Provedeme simulace z rovnomérného a exponencidlniho rozdéleni a budeme zkoumat skuteénou
hladinu testu pii pouziti asymptotického testu (tj. pfi pouziti t-testu na nenormalni data).

n=100

opak=1000
p.rovn=numeric (opak)
p.exp=numeric (opak)

for(i in 1:opak){
x1=runif (n)
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p.rovn[i]=t.test(xl,mu=1/2)%p.val

x2=rexp(n,rate=1)
p.explil=t.test(x2,mu=1)$p.val
+

mean (p.rovn<=0.05)
mean (p.exp<=0.05)

Zkuste zménit pocet pozorovani n (zmensit a zveétsit). Pro jaké n je rozumné pouzit asympto-
ticky test?

17. Podobné simulace provedeme za alternativy a budeme sledovat silu testu.

n=100

opak=1000
p.rovn=numeric (opak)
p.exp=numeric (opak)

for(i in 1:opak){
x1=runif(n,0,1.2)
p.rovn[i]=t.test(x1l,mu=1/2)3%p.val

x2=rexp(n,rate=1.2)
p.expl[il=t.test(x2,mu=1)$p.val
}

mean (p.rovn<=0.05)
mean (p.exp<=0.05)

Vyzkousejte ménit parametry rozdéleni a sledovat, jak se méni sila, pokud se od nulové
hypotézy vzdalujeme. Podobné, nechejte parametry rozdéleni fixni a sledujte, jak se méni
sila, pokud zvySujeme pocet pozorovani. Uciite néjaky obecny zavér z tohoto zkoumani.

SAMOSTATNA PRACE

1. Po dnesnim cvicend byste méli umét odpovédét na néasledujici otazky:

— Mizeme pouzit Kolmogoruv-Smirnovuv test na otestovani, zda se hmotnost chlapcu #di
normalnim rozdélenim?

— Muzeme pouzit Kolmogoruv-Smirnovuv test k otestovani, zda se vék matky fidi Gama
rozdélenim s parametry p =25 aa =17

— Muzeme pouzit Kolmogoruv-Smirnovuv test k otestovani, zda se pocet studentu, ktefi
skutecné dorazi na cviceni z Matematické statistiky, fidi binomickym rozdélenim s para-
metry n =20 a p =0.97

2. Lze na zékladé dat uvedenych v souboru lg.txt tvrdit, Zze prumérna znamka zaku v sedmé
trideé je horsi nez 1,57
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— Jaky model lze predpokladat pro tato data? Ovéite vhodnym obrazkem.
— Zformulujte nulovou a alternativni hypotézu.
— Proved'te test a interpretujte vysledek.

3. Na predndsce jste kromé pédsu spolehlivosti uvazovali i interval spolehlivosti pro F(x) pro
dané pevné x. Zkuste si vytvorit podobny obrazek jako jsme méli ve 14, ale kromé péasu
spolehlivosti vykreslete i intervaly spolehlivosti. Ktery pas je sirsi? Proc¢?



