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Vlastnosti odhad̊u

24.10.2019

1. Necht’ X1, . . . , Xn tvoř́ı náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem λ > 0.

(a) Rozhodněte, zda je Un = 1
n

∑n
i=1 I[Xi > 1] nestranný odhad e−λ.

(b) Rozhodněte, zda je Tn = 1/Xn nestranný odhad λ. Pokud neńı, spoč́ıtejte jeho vychýleńı.
Návod: Využijte, že

∑n
i=1Xi má rozděleńı s hustotou gn(y) = λnyn−1e−λy/(n−1)!I[y ≥ 0].

(c) Necht’ Y1, . . . , Yn jsou nezávislé na X1, . . . , Xn, a tvoř́ı náhodný výběr z exponenciálńıho
rozděleńı s parametrem µ > 0. Rozhodněte, zda je Wn = Xn/Y n konzistentńı odhad µ/λ
a odvod’te asymptotické rozděleńı Wn.

(d) Je Wn nestranný odhad µ/λ?

2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Poissonova rozděleńı s parametrem λ > 0.

(a) Uvažujte odhady λ tvaru Un = Xn a Tn = S2
n. Vyšetřete jejich nestrannost a konzistenci.

(b) Uvažujte odhad Vn = 1
2
(X1 +Xn). Vyšetřete jeho nestrannost a konzistenci.

(c) Uvažujte odhad Wn = 1
n−1

∑n
i=1Xi. Vyšetřete jeho nestrannost a konzistenci.

(d) Spočtěte středńı čtvercovou chybu odhad̊u Un a Wn a porovnejte.

(e) Který z odhad̊u Un, Tn, Vn,Wn byste sṕı̌se doporučili a proč?
Využijte toho, že pro Poissonovo rozděleńı je E(X1 − λ)4 = λ+ 3λ2.

(f) Pro n = 1 najděte nestranný odhad parametru θX = e−2λ. Zamyslete se nad jeho užiteč-
nost́ı.

3. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı s parametrem p ∈ (0, 1).

(a) Rozhodněte, zda je Tn = Xn(1 −Xn) nestranný a konzistentńı odhad rozptylu p(1 − p).
Pokud neńı, spočtěte jeho vychýleńı.

(b) Uvědomte si, jaký je vztah mezi Tn a výběrovým rozptylem S2
n pro alternativńı rozděleńı.

(c) Ukažte, že neexistuje nestranný odhad parametru θX = 1
p
.

4. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0. Uvažujte odhady S2
n =

1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2 a σ2

n = 1
n

∑n
i=1(Xi −Xn)2.

(a) Spočtěte středńı čtvercovou chybu S2
n.

(b) Spočtěte středńı čtvercovou chybu σ2
n a porovnejte s (a).

(c) Rozhodněte, zda Sn =
√
S2
n je konzistentńı a nestranný odhad parametru θX = σ. Pokud

neńı nestranný, spoč́ıtejte jeho vychýleńı.
Návod: Pro výpočet vychýleńı využijte toho, že znáte rozděleńı (n − 1)S2

n/σ
2 a že hustota

χ2
k rozděleńı je fk(x) =

1

2k/2Γ(k/2)
xk/2−1e−x/2I[x ≥ 0].

5. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozděleńı R(0, θ), kde θ > 0.

(a) Rozhodněte, zda θ̃n = 2Xn je nestranný a konzistentńı odhad parametru θ.

(b) Spočtěte středńı čtvercovou chybu odhadu θ̃n.

(c) Rozhodněte, zda θ̂n = max1≤i≤nXi je nestranný a konzistentńı odhad parametru θ.

(d) Spočtěte středńı čtvercovou chybu odhadu θ̂n.

(e) Kterému z odhad̊u θ̂n, θ̃n byste dali přednost?
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Opakováńı z přednášky

Necht’ X = (X1, . . . ,Xn) je náhodný výběr z rozděleńı FX ∈ F , kde θX = t(FX) je nějaký parametr

tohoto rozděleńı. Necht’ θ̂n = Tn(X) je odhad θX . Pak θ̂n může mı́t následuj́ıćı vlastnosti:

− θ̂n je nestranný, pokud Eθ̂n = θX pro všechna FX ∈ F ,

− θ̂n je konzistentńı, pokud θ̂n
P→ θX pro n→∞ pro všechna FX ∈ F .

Č́ıselně nás může zaj́ımat

− vychýleńı E(θ̂n − θX),

− středńı čtvercová chyba

MSE(θ̂n) = E(θ̂n − θX)2 = Var θ̂n +
(
E(θ̂n − θX)

)2
,

− rozptyl asymptotického rozděleńı, tj. σ2 takové, že plat́ı
√
n(θ̂n− θX)

D→ N(0, σ2) pro n→∞.

Jensenova nerovnost. Necht’ X je náhodná veličina s hodnotami v intervalu I, tj. P(X ∈ I) =
1. Necht’ g je konvexńı funkce taková, že existuje Eg(X). Pak

Eg(X) ≥ g(EX)

a rovnost nastává právě tehdy, když je g(x) = ax + b pro x ∈ I, nebo když je X rovno konstantě
skoro jistě.

Delta věta (obecná verze). Necht’ {Tn} splňuje
√
n(Tn−µ)

D→ Nk(0,Σ) pro nějaké µ ∈ Rk

a Σ ∈ Rk×k pozitivně semi-definitńı, a necht’ g = (g1, . . . , gm)T : Rk → Rm má spojitý Jakobián

Dg(x) =


∂g1
∂x1

. . . ∂g1
∂xk

∂g2
∂x1

. . . ∂g2
∂xk

. . . . . . . . .
∂gm
∂x1

. . . ∂gm
∂xk


na nějakém okoĺı bodu x = µ. Pak

√
n (g(Tn)− g(µ))

D→ Nm(0, (Dg(µ))Σ(Dg(µ))T), n→∞.

Centrálńı limitńı věta (CLV): Necht’ {Xn} je náhodný výběr z rozděleńı se středńı hodnotou
µ a konečnou rozptylovou matićı Σ. Pak plat́ı

√
n(Xn − µ)

D→ N(0,Σ), n→∞.
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