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PRIKLADY K PROCVICENT
7 MATEMATICKE STATISTIKY 1

Posledni uprava 9. listopadu 2017- oprava zadani prikladu 22.

1 KONVERGENCE POSLOUPNOSTI NAHODNYCH VELICIN

1. Necht X, X5 ... jsou nezavislé veliciny s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1]. Definujme Y,, =
min{Xi,..., X, }. Ukazte, ze pro n — oo plati (a) Y, 2 0, (b) Y, 5 0.

2. Necht X je ngjakd ndhodnd velicina a X,, = X (1 + 1/n). Ukazte, ze X, 5 X
3. Nech{ X ~N(0,1) a X, = (—1)"X. Ukaitte, 7e X, = X ale neplat{ X,, = X.

4. Necht X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny a necht X,, ma alternativni rozdéleni Alt(1/n), tj.
P(X,=1)=1/naP(X,=0)=1-1/n. Ukazte, ze X, it 0, ale neplati X,, =% 0.

5. Necht X,, md exponencialni rozdélen{ se stiedni hodnotou 1/n. Ukazte, ze X, £o.

6. Necht {X,} je posloupnost ndhodnych veli¢in takovych, Ze X, mé geometrické rozdélent
s parametrem A/n. Definujme Y,, = 1/n - X,,. VySetfete konvergenci v distribuci veli¢in {Y,,}
pro n — oo.

7. Uvazujte posloupnost ndhodnych velicin {X,,}, kde X,, ma distribu¢ni funkci

1—(1—-4H)", >0,
Fale) = { ( 0 R xx<_0.

Vysetiete konvergenci v distribuci veli¢in {X,,}.

8. Uvazujte posloupnost nahodnych veli¢in X,, ~ Bi(n, A/n). Vysetiete konvergenci v distribuci
posloupnosti {X,,} pro n — oc.

9. Necht X,, mé distribuéni funkeci

n(z—1)

e
z>1,

Fu(z) = [EpIe=t >

a F,(z) =0 prox < 1.
(a) Vysetfete konvergenci v distribuci {X,,}.

(b) Vysetfete konvergenci v pravdépodobnosti { X, }.

10. Nech Xy, X, ... tvoria ndhodny vyber z rozdelenia N(0, 1). VySetrite konvergenciu postup-
nosti { X, } v zmysle

(a) skoro iste,
(b) v pravdepodobnosti,
(c) v distribucii.
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11. Nech (X1, X5)T je ndhodny vektor s rozdelenim Ny ((8) ; ((1) 2))

(a) Néjdite rozdelenie ndhodného vektoru (X, —X;)T.

(b) Ukazte, Ze obe marginalne rozdelenia vektorov (X, Xo)T a (X1, —X;)T sd identické.

(c) Z vysledkov v castiach (a) a (b) ustud'te, ze z konvergencie Y, Y aZ, 5 Z neplynie
(Yo, Za)T 5 (Y, 2)T.

(d) Moézeme povedat nieco viac ak v ¢asti (c) navySe predpokladdme nezévislost ndhodnych
velicin Y,, a Z,, pre kazdé n?

12. Necht pro kazdé n € N je X,, ndhodn4 veli¢ina s normalnim rozdélenim N(u, 02), kde o, > 0.
Déle predpokladejte, ze o, — o.

(a) Dokazte, ze pokud o > 0, potom X, A N(u,o?).
(b) Dokazte, ze pokud o = 0, potom X, 2 d,, kde 9, je Diracova mira v bodé p.

2  VLASTNOSTI A ASYMPTOTICKE ROZDELENI ODHADU

13. Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po(\), A > 0. Podrobné dokazte,

ze V(T )
VX

kde X, = % Yo Xi a ug je f-kvantil normovaného normalntho rozdéleni.

lim P(Ua/z < < Ula/2> =1-aq
n—o0

14. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z geometrického rozdéleni, tj.
P(X;=k)=p(—p)F k=0,1,2,...

(a) Najdéte odhad T, parametru p metodou maximélni vérohodnosti. Provéite jeho konzis-
tenci a odvod'te asymptotické rozdéleni. Umite rozhodnout i o nestrannosti?

)

) Rozhodnéte, zda V,, = £ 3" | I{X; = 0} je nestranny a konzistentni odhad parametru p.
(d) Jaké je presné rozdéleni nV,,? Jaké je asymptotické rozdéleni V,,?

)

1
Rozhodnéte, zda W,, = #
n+i Xi

15. Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p € (0, 1).

je konzistentni odhad parametru p.

(a) Uvazujte odhad rozptylu Var X; = p(1 — p) ve tvaru U, = X,(1 — X,,). VySetiete jeho
nestrannost, konzistenci a odvodte asymptotické rozdéleni.

(b) Rozhodnéte, zda je odhad V;, = X;(1 — X,,) nestranny a konzistentni odhad parametru
p(1 —p).

(c) Uvazujte vybérovy rozptyl S2. Rozepiste si, jak se S2 li§f od U,, pro tento ptipad alterna-
tivniho rozdéleni.
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16. Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s useknutym Poissonovym rozdélenim, tj.

1 A=A

P(X1=k) = ;5 " k=123,...

(a) Dokazte, 7ze T(X) =1+ (—1)% je nestranny odhad parametru x =1 — e~
(b) Dokazte, ze T(X) =1+ (—1)% je jediny nestranny odhad parametru fx =1 — e
(c) Zamyslete se nad uzitecnosti tohoto odhadu.

17. Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z binomického rozdéleni Bi(m, p), p € (0,1).

(a) Ukazte, ze p, = ﬁ > i, X; je nestranny odhad parametru p.
1

(b) Ukazte, ze neexistuje nestranny odhad parametru 6y = T

18. Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po()\), A > 0. Uvazujte parametr

Ox =P(X; =0)=e¢"

(a) Rozhodnéte, zda je odhad §n = e Xn nestranny a konzistentni odhad parametru 6. Pokud
neni nestranny, spocitejte jeho vychyleni.

(b) Rozhodnéte, zda je odhad 0, = L5 I{X; = 0} nestranny a konzistentn{ odhad para-
metru fx. Pokud neni nestranny, spocitejte jeho vychyleni.

(c) Porovnejte odhady 0, a 0, na ziklads jejich strednich ¢tvercovych chyb.

(d) Porovnejte odhady §n a §n na zakladé jejich asymptotickych rozptylu.

19. Méjme nahodny vybér X, ..., X, z exponencidlniho rozdéleni Exp(\), A > 0.

(a) Rozhodnéte, zda Xn = ZnLX je nestranny a konzistentni odhad parametru .
=17

(b) Rozhodnéte, zda b, = L3  X; je nestranny a konzistentni odhad parametru 0y = 1.

20. Méjme ndhodny vybér X, ..., X, z rovnomérného rozdéleni na [0,6], kde § > 0. Uvazujte
odhad 6 ve tvaru T,, = max;<;<, X;. Najdéte asymptotické rozdéleni n(T,, — 6).
Ndvod: Konvergenci v distribuci vySetrujte na zdkladé jeji definice.

21. Méjme nahodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni
Ae @70 g e (6, 00),

Jxlw) = {0, jinak,

kded e Ra A > 0.

(a) Rozhodnéte, zda ES\n = min;<;<, X; je nestranny a konzistentni odhad parametru ¢. Pokud
neni, spoctéte jeho Vychylerili.i

(b) Spoctéte stiedni ¢tvercovou chybu odhadu Sn.

(c) Rozhodnéte, zda odhad gn = maxj<;<, X; je konzistentni odhad parametru 9.

(d) Rozhodnéte, zda odhad X, = % >, Xi je nestranny a konzistentni odhad parametru 4.

22. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni s hustotou
1 b b
f({L‘): E, a—5<zr<a+ sy,
0, jinak,
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kde a < b. Oznacme X (1) = min;<;<, X; a X(,) = maxj<j<, X;.

(a) Rozhodnéte, zda a, = % je nestranny a konzistentni odhad parametru a. Pokud

neni, spoctéte jeho vychyleni.
(b) Spoctéte stiedni ¢tvercovou chybu odhadu @,.
(c) Rozhodnéte, zda /b\n = X(n) — X(1) je nestranny a konzistentni odhad parametru b. Pokud
neni, spoctéte jeho vychyleni.
(d) Spoctéte sttedni ¢tvercovou chybu odhadu Dy
Nadvod. Uvédomte si, Ze ndhodny vyber X1, ..., X,, muZeme ,vyrobit“ pomoct linedrni trans-
formace jako X; = a—l—b(Yi — %) i=1,....n, kde Yy, ..., Y, je nahodny vybér z rovnomérného
rozdéleni R(0,1). SdruZend hustota nahodného vektoru (Y1), Y(n)) pak je

fovay o) s 2) = n(n — 1) (y2 — y1)" 2 {0 <y < yp < 1}.

23. Necht (X1,Y1)7,...,(X,,Y,)T" je ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni s regularni va-
rian¢ni matici. Dokazte, ze odhad

ﬁn _ Z?:l (Xz - yn) (Yz - Yn)
VI (X = X2 T (Y - V)2

Cov (X1,Y7)
\/Var (X1) Var (Y1)~

je konzistentnim odhadem korela¢niho koeficientu p =

3 INTERVALOVE ODHADY

24. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p € (0,1).

a) Najdéte asymptotické rozdéleni X,, a pomoci tohoto rozdéleni sestavte oboustranny (a
Najdéte asymptotické déleni X tohot del tavte oboust v
pravostranny) interval spolehlivosti pro p.

(b) Najdéte asymptotické rozdéleni arcsin( X n) a pomoci tohoto rozdéleni sestavte obou-
stranny (a levostranny) interval spolehlivosti pro p.

25. Mé¢jme nahodny vybér Xy, ..., X, z exponencidlniho rozdéleni s hustotou
Ne= 2z € (0,00),
€Tr) =
fx(@) {O, jinak,
kde A > 0.

(a) Najdéte asymptotické rozdéleni vybérového priméru X,, a pomoci néj zkonstruujte inter-
valovy odhad pro parametr .

b) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu parametru A daného piedpisem \,, = =— a pomoci

( j ymp p predp = ap
tohoto rozdéleni sestavte intervalovy odhad pro parametr .

¢) Najdéte transformaci, kterd stabilizuje asymptoticky rozptyl ndhodné veli¢iny = a pomoci

(c) Naj : je asymp ¥ rozpty Y 5 ap
této transformace sestavte intervalovy odhad pro parametr .

26. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z geometrického rozdéleni, tj.
PXi=k)=p(1—pF,  k=01,2,...
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N 1 ) )
(a) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu p, = —— a na zakladé tohoto rozdéleni od-

n

vod'te klasicky asymptoticky interval spolehlivosti pro p.
(b) Najdéte asymptotické rozdeleni odhadu p, = +>°" I{X; = 0} a na zdkladé tohoto
rozdéleni odvod'te klasicky asymptoticky interval spolehlivosti pro p.

(c) Porovnejte intervaly z (a) a (b). Ktery vam piijde vhodnéjsi?

27. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s parametrem Ay > 0 a
Y1, ..., Y, jendhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s parametrem Ay > 0. Predpokladejte,
ze oba nahodné vybéry jsou na sobé nezavislé.

Y, . , A
(a) S vyuzitim asymptotického rozdéleni —~ sestavte oboustranny intervalovy odhad pro )\—X
n Y
(b) Najdéte asymptotické rozdéleni ndhodné veliciny log (7—) a vyuzijte této znalosti ke

A
konstrukei oboustranného intervalového odhadu pro )\—X

Y
28. Necht (X1,Y7)T,...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér z dvourozmérného normélniho rozdéleni
s regularni variancni matici a korelacnim koeficientem p. Oznacme
- > i (X = X0) (Vi = Y)

Pn = — —
NOD S HED SN O

odhad korelacniho koeficientu. Potom se d4 pomoci A-metody dokazat, ze

Vi (Pn = p) S N(0, (1= p)?).

(a) Pro parametr p sestavte klasicky asymptoticky intervalovy odhad.

(b) Pro parametr p naleznéte spolehlivostni mnozinu B,,.

(c) Najdete transformaci, ktera stabilizuje asymptoticky rozptyl odhadu korelacniho koefici-
entu p, a pomoci této transformace sestavte intervalovy odhad pro parametr p.

29. Méjme ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni s hustotou

AeM#=9) 1 € (4, 00),
fx(@) = {0, jinak,

kde 0 € R je neznamy parametr a A > 0 je znaméa konstanta.

O v~ ~ Z <i< )_’ 5 /] z ]
] P ’ Z ] ] ’ ] ’ ]] ] 5

4  EMPIRICKE ODHADY

30. Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni Exp(\), A > 0. Nasim cilem je
odhadnout hodnotu distribuéni funkce v néjakém daném bodé vy, tj. 0x = 1 — e *¥. Uvazujte
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nasledujici dva odhady

n

-1 . < ~ 1

0, =—Y I{X; < 0, =1—e ™Y  kde A\, =—.
- ; {Xi <y} ra
Ktery z odhadu se Vam zda vhodnéjsi a proc?

31. V nésledujici tabulce jsou zachyceny porodni hmotnosti chlapcu (narozenych v daném roce
v daném regionu).

Hmotnost [kg] | (1.5,2.0] (2.0,2.5] (2.5,3.0] (3.0,3.5] (3.5,40] (40,45 (4.5,5.0] (5.0,5.5] | >

Pocet 4 101 769 1904 1651 369 37 3 4838

(a) Bodové i intervalové odhadnéte o kolik je vétsi pravdépodobnost, ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 4kg (véetné) nez pravdépodobnost ze se narodi chlapec s hmotnosti do
3kg (vcetne).

(b) Bodové i intervalové odhadnéte, kolikrat je vétsi pravdépodobnost, ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 4kg (véetné) nez pravdépodobnost ze se narodi chlapec s hmotnosti do
3kg (véetne).

(c) Bodové i intervalové odhadnéte, o kolik je vétsi pravdépodobnost, ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 3kg (véetné) nez pravdépodobnost ze se narodi chlapec s hmotnosti vétsi
nez 4kg.

(d) Bodové i intervalové odhadnéte, kolikrat je vétsi pravdépodobnost, ze se narodi chlapec
s hmotnosti do 3kg (véetné) nez pravdépodobnost ze se narodi chlapec s hmotnosti vétsi
nez 4 kg.

32. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér.

(a) Najdéte asymptotické rozdélen{ tietiho centrdlntho momentu i3 = 2 37" | (X, — X,)%.

(b) Na zékladé znalosti z (a) sestavte intervalovy odhad pro ps.

(¢) Najdéte asymptotické rozdéleni tietiho centralniho momentu ji3 za predpokladu, ze X; mé
normalni rozdéleni N(u,o?).

Ndvod. Viimnéte si, Ze v (a) muzete bez ijmy na obecnosti predpoklddat, Ze EX; = 0.

33. Necht X3,..., X, je ndhodny vybér z normédlniho rozdéleni N(u, o?).
1

(a) Najdéte asymptotické rozdélen{ empirického odhadu sikmosti 73 = ( R — )3 3.
n Yt (Xi—=Xn)?

(b) Zkuste promyslet, jak by se informace z (a) dala vyuzit k testovani normality (tj. testovani,
ze ndhodny vybér pochazi z normélniho rozdéleni).

(Xi—Xn)®

Ndvod. Vsimnéte si, Ze v (a) miZete bez dgmy na obecnosti predpoklddat, Ze =0 a 0% = 1.

34. Necht X,..., X, je ndhodny vybér z rozdélen{ se spojitou distribuéni funkei Fx. Necht ux ()
je p-kvantilem rozdéleni Fx a u,(«) je empiricky (vybérovy) a-kvantil.
(a) Pro a = 0.25, 8 = 0.30 a n = 100 spoctéte (priblizné) pravdépodobnost P (@, (a) >

ux (5))
(b) Jakd bude pravdépodobnost z (a) pro n = 10007
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35. Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribuéni funkci Fy. Oznac¢me m
median rozdéleni Fy. Najdéte nejvétsi mozné prirozené ¢islo k; a nejmensi mozné prirozené
¢islo ko takové, ze

P(X(kl) > T7l) <<

% P(Xuy <m)<§.

Ukazte, ze (X(kl), X (kz)) je intervalovy odhad pro m se spolehlivosti alespon 1 — a.



