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1. V holičstv́ı pracuj́ı tři holiči. Každý z nich obsuhuje jednoho zákazńıka v pr̊uměru 10 minut.
Do holičstv́ı přicháźı v pr̊uměru 12 zákazńık̊u za hodinu. V př́ıpadě, že žádný z holič̊u neńı
volný, zákazńıci čekaj́ı v jedné společné frontě, přičemž zákazńık, který by se musel do fronty
zařadit jako čtvrtý, odcháźı neobsloužen. Předpokládejme, že doby mezi př́ıchody zákazńık̊u
i doby obsluhy jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım. Označme jako
Xt počet zákazńık̊u v holičstv́ı v čase t.

(a) Určete matici intenzit řetězce {Xt, t ≥ 0}.
(b) Nalezněte stacionárńı rozděleńı počtu zákazńık̊u v holičstv́ı.

(c) Určete středńı počet zákazńık̊u ve frontě v ustáleném režimu, pravděpodobnost, že
př́ıchoźı zákazńık nebude muset čekat ve frontě, a pravděpodobnost, že zákazńık odejde
neobsloužen.

2. Uvažujme nekonečně velké parkovǐstě, na které přij́ıžděj́ı auta podle Poissonova procesu tak,
že za jednu hodinu přijedou v pr̊uměru čtyři auta. Doby parkováńı jednotlivých aut jsou
nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım se středńı hodnotou 30 minut. Určete
stacionárńı rozděleńı počtu parkuj́ıćıch aut na tomto parkovǐsti a středńı počet zaparkovaných
aut.

3. Na letǐsti uvažujeme pět přepážek pro odbaveńı cestuj́ıćıch. Předpokládejme, že př́ıchody
cestuj́ıćıch tvoř́ı Poisson̊uv proces. Pokud jsou všechny přepážky obsazené, řad́ı se cestuj́ıćı
do jedné fronty, která může být libovolně dlouhá. Doby odbaveńı jsou nezávislé a stejně
rozdělené náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım. Nalezněte limitńı rozděleńı počtu
cestuj́ıćıch v systému (u přepážek a ve frontě celkem), pokud cestuj́ıćı přicházej́ı v pr̊uměru
každou minutu a doba odbaveńı trvá pr̊uměrně tři minuty.

4. Uvažujte systém hromadné obsluhy M/M/c pro c ∈ N s nekonečnou frontou a necht’ Xt

je počet zákazńık̊u v systému v čase t. Napǐste matici intenzit tohoto řetězce a s využit́ım
výsledk̊u pro obecný proces množeńı a zániku rozhodněte, kdy existuje stacionárńı rozděleńı,
a př́ıpadně napǐste jeho tvar.

5. Ve firmě je N poč́ıtač̊u, o které se stará r < N správc̊u. U každého poč́ıtače může doj́ıt
k problému, přičemž výskyt problému nezáviśı na předchoźım stavu poč́ıtače ani na stavu
ostatńıch poč́ıtač̊u. V př́ıpadě výskytu problému je okamžitě povolán jeden správce na jeho
řešeńı. Pokud jsou všichni správci zaměstnáni, poč́ıtač nepracuje a čeká na vyřešeńı problému.
Předpokládá se, že na jednom poč́ıtači pracuje jen jeden správce a že správci pracuj́ı nezávisle.
U každého poč́ıtače jsou doby mezi výskyty problémů nezávislé náhodné veličiny s expo-
nenciálńım rozděleńım s intenzitou λ > 0 a doby řešeńı problémů správci jsou nezávislé
náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s intenzitou µ > 0. Necht’ Xt je počet poč́ıtač̊u,
které v čase t nepracuj́ı (tj. jsou opravovány nebo čekaj́ı na opravu).

(a) Určete matici intenzit řetězce {Xt, t ≥ 0}.
(b) Nalezněte stacionárńı rozděleńı řetězce.
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Obecný proces množeńı a zániku s konečnou množinou stav̊u. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je
HMŘ s množinou stav̊u S = {0, . . . , n} a matićı intenzit

Q =



−λ0 λ0 0 0 0 . . . 0

µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 0 . . . 0

0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 . . . 0
...

...
...

...
...

. . . . . .

0 0 0 . . . µn−1 −(λn−1 + µn−1) λn−1
0 0 0 0 0 µn −µn


,

kde λi > 0, µj > 0, i = 0, . . . , n− 1, j = 1, . . . , n. Pak existuje stacionárńı rozděleńı {Xt, t ≥ 0} a
je tvaru

πk = π0

k∏
i=1

λi−1
µi

=
λ0λ1 · · ·λk−1
µ1µ2 · · ·µk︸ ︷︷ ︸

ρk

π0 = ρkπ0 =
ρk∑n
j=0 ρj

, k = 0, 1, . . . , n.

Obecný proces množeńı a zániku. Uvažujme HMŘ {Xt, t ≥ 0} s množinou stav̊u S = N0 a
matićı intenzit

Q =


−λ0 λ0 0 0 0 . . .

µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 0 . . .

0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 . . .

0 0 µ3 −(λ3 + µ3) λ3 . . .
...

...
...

. . . . . .

 ,

kde λi > 0 a µj > 0, i ∈ N0, j ∈ N. Potom je vnořený řetězec nerozložitelný. Jeho stavy jsou trvalé
právě tehdy, když

∞∑
k=1

µ1µ2 . . . µk
λ1λ2 . . . λk

=
∞∑
k=1

σk =∞.

Za této podmı́nky pak existuje invariantńı mı́ra {Xt, t ≥ 0} tvaru

ηk = η0

k∏
i=1

λi−1
µi

=
λ0λ1 . . . λk−1
µ1µ2 . . . µk

η0 = ρkη0, k ∈ N.

Stacionárńı rozděleńı existuje právě tehdy, když
∑∞

k=1 ρk <∞. Za této podmı́nky a pokud bereme
ρ0 = 1, je stacionárńı rozděleńı tvaru

πk =
ρk∑∞
j=0 ρj

, k ∈ N0.

Systém hromadné obsluhy M/M/c je systém, ve kterém pracuje c stanic obsluhy. Doby
mezi př́ıchody jednotlivých zákazńık̊u jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım
s intenzitou λ > 0 (tj. př́ıchody zákazńık̊u tvoř́ı Poisson̊ulv proces s intenzitou λ). Pokud kapacita
obsluhy neńı dostačuj́ıćı, zákazńıci vytvářej́ı frontu. Doby obsluhy jednotlivých zákazńık̊u jsou
nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s intenzitou µ > 0. Po ukončeńı obsluhy
zákazńıci ze systému odcházej́ı. Xt je počet zákazńık̊u v systému v čase t.
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