NMSA202 (PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA) LETN{ SEMESTR 2018/2019

VYSLEDKY PRIKLADU ZE CVICENI
POSLEDNI ZMENA 19. KVETNA 2019

CVICENT 1: KLASICKA PRAVDEPODOBNOST

1. karty s vracenim

31-30-29
(a) “5—

(b) 32

2048

323
(c) 1096

karty bez vraceni

v 1(4)(28)
() “

2381
(©) 35060

2. sekretarka:

(a) 1—1/241/31— -4 (=1)"1/n! =37 (-D)F /Kl =157 (—1)%/k!
() 1=> (-1)F/kl - 1—et=1-1/e pron —

3. Maxwell-Boltzman
(a) P(4p)=(;) (1—2)""- (%)k prok=0,1,...,7aP(Ay) =0prok >r
(b) P(C) =00 (=1)*() (=5) pror >naP(C)=0pror <n

n

(c) Nee ™ /Kl pro k =0,1,2,...

—k

4. Bose-Einstein
(a) ("*"") moznostf

T rlnr—2-k)l(n—1)

(b) P(Ak):( rk pro k=0,1,...,raP(A;y) =0prok >r

(" =K+ r-1)
r—1)lr!
(c¢) P(C) = (n+7(“—1§!)(r—n)! pror>naP(C)=0pror<n
Ak

(d) Ei_qijSE;I.I)TO k= 0,1,...

5. narozeniny: P(A,) =1 — [, (1-55);n>41

CVICENT 2: NEZAVISLOST, PODMINENA PRAVDEPODOBNOST, UPLNA
PRAVDEPODOBNOST, BAYESUV VZOREC

1. pouze pokud P(A) = 0 nebo P(B) =0
2. 2 kostky: a) 2/5, b) jsou zavislé, c¢) 6/11
3. 2 kostky: Jsou po dvou nezdvislé. Nejsou nezavislé, protoze P(AN BN C) # P(A)P(B)P(C)



NMSA202 (PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA) LETN{ SEMESTR 2018/2019

4. dlouhé vlasy: a)0.31 b) 24/31 = 0.7741935

5. Mince
(a) P(odmeéna) = 2/5, a proto je pravdépodobnéjsi, ze odménu nedostaneme
52(2" -1
(b) P(n minci|neni odména) = % pron=12 ...,

P(n minci| odména) =5 (3)" pron =1,2,...
6. K—-F—=C
(a) Cyril 25/91 ( Karel 36/91, Franta 30/91)

91 (5\*"
(b)%(é) prok=1,2,... al/6prok=0
7. (a) b/(a+0b), (b) b/(a+b)

8. lovei: 3/29,8/29,18/29

9. tfi truhly: 2/3

CVICENT 3: NAHODNA VELICINA — DISKRETNI ROZDELENT{

1. mince:
(a) X nabyva hodnot 0,1,2 s pravdépodobnostmi P(X = 0) = 1/4, P(X = 1) = 2/3 a
P(X =2)=1/12
(b) Px(B)=1/4-80(B)+2/3-01(B) 4+ 1/12-05(B); F je po ¢astech konstantni, mé skoky v
bodech 0,1 a 2 o velikostech 1/4,2/3 a 1/12.
(¢) EX = 5/6, var X = 11/36
(d) Y =100X, EY =100-5/6, varY = 100? - 11/36

2. X je ndhodna velic¢ina, Y neni

3. (a) alternativni rozdéleni s parametrem p, Px = pd; + (1 — p)do,
(b) EX =p, var X = p(1 —p)
4. test:

(a) P(X =k) = (7)(1/9)*(3/4)"* prok=0,...,n
binomické rozdéleni s parametry n a 1/4, tj. Bi(n, 1/4)

(b) EX =n/4,

(c) varX =3n/16

(d) a

(e) EX = n/k var X = n(k —1)/k?, rozptyl je maximaln{ pro k = 2
5. stanice:

(a) EX = A

(b) var X =\

6. loterie: geometrické rozdéleni P(X = k) = (1 —p)*p pro k =0,1,2,..., EX = (1 —p)/p

2
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CVICENI 4: NAHODNA VELICINA — SPOJITE ROZDELEN{

1.(&) PX(B> = me(—l,l) 1/26[1’ = %)‘(B N (_17 1))7

0 r < —1,
Fx(x) = xT“ z € (=1,1)
1 z>1

) P(X =0) =0, P(X € [-1/2,1/3)) = 5/12
(¢c) EX =0, var X =1/3,
(d) medidn F~1(1/2) =0

) distribuéni funkce

0, y <0,
FY(y): \/gv Ofyfla
1, y>1,

hustota fy(y) = 1/[2\/y] pro y € (0,1) a fy(y) = 0 jinak

plyne po rozepsani pomoci distribuéni funkce
f) F~'(u) = —5log(1 — u), medidn F~1(1/2) = 5log2
Y =5+3X, EY =20, varY =925, rozdéleni:

0 y <0,
fY(y) - {%e_(y_5)/15’ y > ()

(f) EY =1/3,varY =4/45
(g) EZ =72
2.(a) ¢=1/5, jde o exponencidlni rozdéleni s parametrem A = 1/5
(b) F(z)=1—e* prox >0a F(z) =0 pro z <0,
(c) EX =5
(d) var X =25
)
)
)

3.(a) nutné a > 1, potom ¢ =a — 1,
EX =(a—1)/(a—2) proa>2aEX = oo (tj. neexistuje) pro a € (1, 2]
(b) a € R libovolné, ¢ = 1/7, EX neexistuje (integrél je neurcity vyraz)

4. EX =0,varX =1, EeX"/4 = /2

5. distribuéni funkce:

0, y < -1,
Fy(y) = ¢ 1/2 + arcsiny/m, —1<y <1,
1, y>1

a hustota fy(y) = 1/(my/1 —4?) proy € (—1,1) a fy(y) =0 jinak. EY =0
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CVICENI 5: NAHODNE VEKTORY
1. deti:
(a) sdruzené rozdéleni

xX\Y| o 1 2
0l 0 0 1/8
1| 0 1/4 1/8
211/8 1/4 0
3/1/8 0 0
Marginalni rozdéleni Y je Bi(2,1/2) a X je Bi(3,1/2).

(b) Jsou zavislé. cov (X,Y) = —1, pxy = —\/g.

2. testy:

(a) c=1
(b) fx(z)=x+1/2proz € (0,1) a fx(x) =0 jinak;
fr(y) =y +1/2proy € (0,1) a fy(y) =0 jinak.
(c) Veliciny X a Y jsou zavislé. cov (X,Y) = —1/144, pxy = —1/11
(d) P(X>Y)=1/2
() EZ=0,varZ =1/6
(f) EW =2(e—1)
(g) distribu¢ni funkce

B %min(z, 1) min(y, 1)[min(x, 1) + min(y, 1)], =,y > 0,
Fley) = {0 jinak.
3.(a) ) 1
Pixry(Ax B) = xa(1) - 5A((=1,=1/2) N B) + x4(0) - 5A ((=1/2,1) N B)
a tedy

Poer(Ax B) = [ fla.dvlaiing),
AxB
kde v je ¢itaci mira, A Lebesgueova mira a f je R-N derivace

r=1y€(-1,-1/2),
r=0,y € (-1/2,1),
jinak.

flx,y) =

O NI NI

(b) Jsou zdvislé.
4. soucastky:

(a) obé soucastky maji exponencidlni rozdéleni: fx(z) =e™* prox > 0 a fx(x) = 0 jinak,
fr(y) = 1/2¢7%2 pro y > 0 a fy(y) = 0 jinak. Doby Zivotnosti jsou nezavislé a tedy
cov (X,Y) =0.

(b) P(X>Y)=1/3
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5. samicka:

(a) P(X = k) = (A\p)*e™/k!, k = 0,1,... tj. potet narozenych jedinci ma Poissonovo
rozdéleni Po(Ap) a tedy EX = Ap.

T N € ey ) L
(b) P(N =n|X = k) = o

=P pron=~Fk,k+1,....
(c) Veliciny jsou zavislé.
6. (a) cov(X,Y) =0, veli¢iny jsou zavislé. (b) pxz = 1.

7. jsou zavislé, cov (X,Y) = 1/36

CVICENI 6: NAHODNE VEKTORY 11
1. soucet dvou nezavislych:

(a) EZ =2/\, var Z = 2/)?, hustota Z: g(z) = N2ze™**, 2 > 0 a g(z) = 0 jinak.
(b) EZ =1, var Z = 1/6, hustota Z:

z z € (0,1),
g(z)=¢2—2 z€][1,2],
0 jinak

2.(a) hustota Z (napf. véta o rozdéleni souctu)

22 z€(0,1),
9(2) =qz2(2-2) z€lL2]
0 jinak.

(b) EZ = 7/6, var Z = 5/36
(c) vektor (Z,W)" m4 spojité rozdéleni s hustotou

h(z,w):{z/2 —z<w<2—z,z2—2<w<z,

0 jinak.
(d) hustota W:
1—|w we(-1,1),
h pu—
w(w) {O jinak.
EW =0, variV =1/6
(e) EU=1
(£) pzw =0

3. Minimum a maximum

(a) Fy(u) = [F(w)]", fu(u) =n[F(u)]"" f(u),
(b) Fy(v)=1=[1=F@)]" fr(v) =n[l = F@)]""f(v),
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4. skola:
(a) Z =X +Y mé Poissonovo rozdéleni s parametrem \ + i,
(b) rozdéleni poctu divek X za podminky Z = n je binomické s parametry n a ﬁ

5. (a) hustota Z

422 —1
1/2,1
g(z -
(2) 52 z € (1,2),
0 jinak
(b) hustota W
Inw w e (1,2],
h(w)=4¢2In2—Inw w e (2,4),
0 jinak.

6. (a) Po(nA), (b) tzv. gama rozdéleni s hustotou g(z) = (n’\_nl)!z”_le_sz(z > 0).

CVICENI 7: BORELOVA A CATELLIHO VETA
1. kostka: (a) 1 (b) 0 (c) 1,

2.0

3.(a) 0
(b) 0
(c) 1
(d) 0

4. viz dalsf cvicéeni

CVICENI 8: LiMITNi VETY 1.

1.(a) plati X, L0 pro vSechna a > 0,
(b) pro a > 1 plati i konvergence k 0 s.j., pro a € (0, 1] neplati X,, — 0 s.j. (vyuziji se B-C
zakony )

2. (a) dukaz plyne piimo z definice a rozdéleni U, (b) vyuziji se B-C zdkony
3. (a) plyne okamzité ze SZVC, (b) disledek Cebysevovy nerovnosti

4. (a) plyne okamzité ze SZVC, (b) n > 5 - 10*
Vysvétleni k bodu (b): Jestlize nezname p (typicky jej chceme pravé pomoci relativni ¢etnosti
odhadnout), chceme mit pro n ,univerzalni mez“, kterd na p nezavisi. Proto vyuzijeme, ze

pro p € (0,1) je p(1 —p) < 1/4.

5. ano, plati (X, — %EYI Y p_i k%) — 0. Tj. pro n — oo se X, chova asymptoticky s.j. jako
EY:/(g+1)-nd
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6. plati X, — 0 s.j.

7. Je nutné vyuzit, ze plati

> P(IXi| > n) <E|X1|<ZP X, > n) + 1.

n=1 n=1

Potom jiz vSe plyne z Borelovy véty. Uvedené tvrzeni viz skripta Dupac¢, Huskova Lemma
4.7., dokaze se pomoci ,hornich a dolnich Riemanovskych“ sum pro dany integral.

8. mneplati, protoze E|X;| = oo

CVICENI 8: LiMITNI VETY II.

1.(a) 20(2) — 1 = 0.954,
(b) U, ~ N(nu,nc?), X, ~ N(u,o?/n), Z, ~N(0,1),
(¢) n>22.

2. hody minci: P(3°,% X; > 60) = 3°,% (") 54 = 0.018 pouziti CLV: P X, > 60) =
1— ®(2) = 0.023.

3. vecirek — feSeni pomoci CLV

(a) 0.159

(b) alespon 513 chlebicku

(c) nejvyse 96 hostu

(d) CLV: t > 25.8, Cebysev t > 100

4. mince: (a) Cebysev n > 50000, (b) CLV n > 9604,
5. pojistovna:

(a) ocekdvany zisk je 400 000 K¢,

(b) pravdépodobnost ztraty je 0.056,

)
(c) s pravdépodobnosti 0.9 bude zisk vyssi nez 77 302 K¢
(d) alespon 2199 klientu

6. méli bychom zakoupit alesponi 75 zarovek

CVICENI 9: BODOVY ODHAD.

1.(a) A, = X,,, je to nestranny i konzistentni odhad X,
(b) X, ~
(¢) An je nestranny a neni konzistentni, A, neni nestranny (je asymptoticky nestranny) a je
konzistentni
(d) W, je nestranny a konzistentni odhad e~

Névod: Definujeme Y; = I[X; = 0] jsou iid z alternativniho rozdéleni s parametrem py.
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(e)

(h)

2.(a)

V,, nenf nestranny, ale je asymptoticky nestranny odhad e=*
Navod: Konzistence plyne ze SZVC a spojitosti fukce e™™. Nestrannost se vysetiuje pomoci
znalosti rozdéleni S, = Y | X, které je Po(n)). Pak dostaneme

EV,, = exp{—nA(1 —e V"))

Vysetienim limity pak EV,, — ™ pro n — oo.
U, je nestranny i konzistentni odhad py
~ log(1-1 , = . L,
Névod: U,, = exp {an g(ll “)} a odtud pomoci SZVC plyne konzistence. Vypocet EU,, se

n

provede opét z rozdéleni S, jako EU, = E (1 — %)S" =...=ecN

Pro vybér nejlepsiho modelu je dale mozné spocitat jejich rozptyly a zvolit ten s nejmensim
rozptylem. Na zdkladé tohoto kritéria bychom volili bud V,, nebo U,,. U,, je navic nestranny,
proto bychom doporucili pro odhad U,,.

A = 62/30 = 2.067, pro p mame t¥i mozné odhady 7y = (29/30)%2 = 0.122 nebo py =
%2/39 = (.127 nebo py = 5/30 = 0.167

obéma metodami vychazi p, = X,

(b) je konzistentni, neni nestranny, —=7), je nestranny

3. b,

= %Z?:l X2, jde o nestranny a konzistentni odhad b

Navod: Jednd se o normalni rozdéleni.

CVICENI 10: Bopovy ODHAD II.

1. exp. rozdéleni

(b)

je konzistentni (SZVC a véta o spojité transformaci)
neni nestranny, ET,, = 25\, V,, = ”T_lTn je nestranny a konzistentni odhad A
212 2
n-\ A
, varV, = .
(n—1)%(n—2) n—2

V,, ma lepsi rozptyl, je navic nestranny, tudiz je lepsi nez T,,

varl, =

T, = X, — 1, je nestranny i konzistentn{
Vn = minlgign Xz je MLE odhad
je konzistentni (vysetii se z definice a pomoci Cantelliho véty)

neni nestranny EV,, = a + %, W,=V,— % je nestranny a konzistentni
varl, = %, var W, =varV, = n—12 Nejlepsi odhad je W,.
n
T, = =————
ooy log X;

je konzistentni (plyne ze SZVC pro nahodné veliciny Y; = log X;;),
neni nestranny — pro vySetfeni nestrannosti si muzeme vsimnout, ze log X; ma Exp(f) a
tedy muzeme vyuzit vysledky z piikladu 1(c)
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X
(c) U, = =—— Je to konzistentni odhad. O nestrannosti neumime na zdkladé nasich znalost{

n
rozhodnout (lze napf. vyuzit Jensenovu nerovnost pro stiedni hodnotu konvexni funkce, z

které plyne, ze odhad neni nestranny).
(d) plati py = P(X; >2) =1— F(2) = 27+ coz mlizeme odhadnout pomoci nasledujicich
tii konzistentnich odhadu

~ _ - _ . ?7 I Xz > 2
P2 = 2 (Tn+1)7 b2 = 2 (Un+1)7 P2 = Z =L 7[1 ]

4.(a) momentovy odhad T}, = 2X,, — 1, je nestranny a konzistentn{
(b) MLE odhad Un = Inaxj<i<n Xz
(c) je konzistentni, neni nestranny, protoze EU,, = M — Zf\i;l (ﬁ)n, ale je asymptoticky

nestranny, protoze Zﬁ;l (M)n — 0 pro n — oo,

odhad V,, = maxj<j<,, X; + Zf\i;l (ﬁ)n by byl nestranny a konzistentni

CVICENI 11: INTERVALOVY ODHAD

1. 1Q

(a) Model: Xj,..., X, tvorf ndhodny vybeér z N(u, 0?), kde 02 > 0 je nezndmé.
Presny intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — «

- tho1(1—a/2) - tho1(1—a/2

Xn_Snn 1( O_// )7Xn+Snn 1( a/
Vn Vn

Tento interval prekryje nezndmou hodnotu p s pravdépodobnosti 1 — a.. Pro 95% spoleh-

livost dostavame (108,24;111,51).
(b) jestlize 1 — « roste, interval je $irsi; jestlize n roste, interval se zuzuje

(c) Model: Xi,...,X, tvori ndhodny vybér z rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem
0 < var X; < oo.
Assymptoticky int. odhad o spolehlivosti 1 — «

(Xn - Snul—oz/2/\/ﬁ7 Xn + Snul—a/Q/\/ﬁ)

Ciselné pro 95% spolehlivost dostdvame (108,37;111, 38).
(e) dolni 95% intervalové odhady (108, 61; co) (pfesny pro normalni model), (108.52, co) (asympto-
ticky pro Ly model)
2. Goly:

(a) Asympt. intervalovy odhad se spolehlivosti 95%: (2,77;3,07) (rozptyl odhadnut S2) nebo
(2,76;3,08) (rozptyl odhnadnut X,,)

(b) provedeme piislusnou transformaci na meze z (a) a dostaneme (0, 046;0,063)

(c) vezmeme piislusné veli¢iny s alternativnim rozdélenim a dostaneme (0,025; 0,073)

3. posta
(a) na zdkladé CLV a Sluckého véty (rozptyl odhadnut jako 1/barX?) dostaneme (0,756;2,208)

9
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(b) transformaci (a) dostaneme (0,453;1,323)
(c) prislusnou transformaci (b) dostaneme (0,596; 0,929)

4. Model: 1Q divek X, ..., X, tvoii ndhodny vybér z N(u;,0?), kde 02 > 0 je neznamé. 1Q
chlapca Y, ..., Y, tvoif ndhodny vybér z N(us, 0?) (zde specidlné m = n) Oba vybéry jsou
vzajemné nezavislé.

Pak presny intervalovy odhad p; — o se spolehlivosti 1 — «a je

(Xn Vo = ST 0 U - tsma(1 — a/2), X — Vo + S*/1 0+ 1/m - tima(1 — a/2)>

kde S*2 = —L—((n — 1)S% + (m — 1)5%), ¢éiselné (—0,239; 6, 559).

m+n—2

5.(a) vyuzijeme CLV a vztah mezi stfedni hodnotou a rozptylem a v tomto rozdéleni a dostaneme
(0,414; 0, 475)
(b) transformaci (a) dostaneme (0,620;0,713)

6.(a) z CLV analogicky jako v 2(c) (0,257;0,443)
(b) n > 8740

10



