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NAHODNE VEKTORY I.
21.3.2019 A 22.3.2019

1. Predpokladejme, ze pravdépodobnost narozeni dcery je stejna jako pravdépodobnost naro-
zeni syna. Nahodnd velicina X udava pocet dcer v ndhodné vybrané rodiné se tremi détmi,
velicina Y udava pocet starsich bratru nejmladsiho ditéte v téze rodineé.

(a) Odvodte sdruzené rozdélenf ndhodného vektoru (X,Y)" i obé marginaln{ rozdélen.
(b) Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezdavislé a urcete jejich kovarianci a korelaci.

2. Nahodny vektor (X,Y) T udéva procentudlni ispésnost ndhodné vybraného studentu v testu
z matematiky (X) a z fyziky (V). Na zakladé zkusenosti Ize predpokladat, ze (X,Y)" m4
spojité rozdéleni charakterizované sdruzenou hustotu

f(x,y):{ c(a:(—)l—y) pro0<z<l1 O0<y<l,

Urcete konstantu ¢ > 0.

Urcete marginalni rozdéleni velicin X a Y.

Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezdvislé a urcete jejich kovarianci a korelaci.
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Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student dosdhne lepsiho vysledku z mate-
matiky nez z fyziky?

(e) Urcete sttedni hodnotu a rozptyl veliciny Z = X — Y.

(f) Spoctéte stiedni hodnoty veliciny W, kde W = exp(X + V).

(g) Zapiste distribuéni funkci F'(z,y) ndhodného vektoru (X, Y)T.
3. Necht (92, F,P) = ((O, 1),B(0,1), )\), kde A je Lebesgueova mira. Na tomto prostoru mame

definovéany nahodné veli¢iny X a Y jako X(w) = I(w < 1/4) a Y (w) = 2w — 1.

(a) Uréete rozdéleni ndhodného vektoru (X, Y)T.

(b) Rozhodnéte, zda jsou veli¢iny X a Y nezavislé.
4. Dvojice soucastek méa dobu zivotnosti popsanou sdruzenou hustotou

Fny) = { %e“’é‘yﬁ prox >0, y > 0,

(a) Jaké je rozdéleni dob zivotnosti jednotlivych soucastek? Jsou tyto doby nezéavislé? Jaka

je jejich kovariance?

jinak.

(b) S jakou pravdépodobnosti prvni souc¢astka prezije druhou?
5. Samicka hmyzu naklade N vajicek, kde N je ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim
Po(A), A > 0. Pravdépodobnost, Ze se z vajicka vylihne zivy jedinec je p € (0, 1).
(a) Jaka je pravdépodobnost, ze se vylihne pravé k zivych jedincu? Jaky je ocekavany pocet
zivych jedincu?
(b) Jaké je rozdéleni N, jestlize vime, ze se vylihlo prévé k zivych jedincu?
(c) Jsou veliciny udédvajici pocet nakladenych vajicek a pocet narozenych jedincu nezévislé?
6. Nahodn4 velicina X m4a rovnomeérné rozdéleni na intervalu (—1,1).
(a) Ozna¢me Y = X?2. Spoctéte kovarianci velicin X a Y. Jsou X a Y nezdvislé?
(b) Ozna¢me Z = 2X + 1. Spoctéte koeficient korelace pxz.
7. Ndhodny vektor (X,Y)" md rovnomérné rozdéleni na mnozine M = {(z,y): =z € [0,1], y €
[0,1], y > x}. Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezavislé a spoctéte jejich kovarianci.
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MARGINALNT ROZDELENT:  Uvazujme ndhodny vektor (X,Y) T se dvéma slozkami a s rozdélenim
Pixy) na (R? B(R?)). Margindln{ rozdélenf ndhodné veli¢iny X je

Px(B) = Pxy)(BxR)=P(X € B,Y €R).

(a) Jestlize ma (X,Y)" spojité rozdéleni s hustotou f(z,y), pak X i Y maji spojité rozdéleni a
marginalni hustotu veliciny X spocteme jako

fk@%=/mf@wﬂy

(b) Jestlize ma (X,Y)" diskrétni rozdéleni a nabyvd pouze hodnot (x;,y;), pak X i Y majf
diskrétni rozdéleni a marginalni rozdéleni veliciny X spocteme jako

P(X =u;) = Z P(X =Y =y,).

NEZAVISLOST: Nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé, pokud pro libovolné mnoziny B,C €
B(R) plati
P(XeBYe(C)=P(X eB)P(Y €C).

(a) Jestlize ma (X,Y)T spojité rozdéleni s hustotou f, X méa margindlnf hustotu fx a Y m4
hustotu fy, pak jsou veliciny X, Y nezavislé pravé tehdy, kdyz

F(a.y) = fx(@)fy (y) pro s.v. (z,y) € B

(b) Jestlize ma (X,Y)" diskrétn{ rozdéleni a nabyva pouze hodnot (z;,y;), pak jsou veliciny X,V
nezavislé prave tehdy, kdyz

P(X =x;,Y =y;) =P(X =x;)P(Y =y;) pro viechna z;,y;.
KOVARIANCE A KORELACE: Necht EX? < oo, EY? < oo. Kovariance cov (X,Y’) ndhodnych
velicin X, Y je definovana jako
cov(X,)Y)=E(X-EX)(Y-EY)=E(XY)— (EX)(EY).
Koeficient korelace cor(X,Y) = pxy je definovén jako
cov (X,Y)
PXy = ,
Vvar X VvarY

je-li var X,varY > 0. Plati vzdy —1 < pxy < 1.

VZTAHY PRO STREDNI HODNOTU A ROZPTYL LINEARNI KOMBINACE: Necht a,b € R. Pak
E(aX +bY)=aEX +bEY, var(aX +bY) = a’var X + b?var (Y) + 2abcov (X,Y)

za predpokladu, ze momenty na pravych strandch existuji.



