
NMSA202 (Pravděpodobnost a matematická statistika) Letńı semestr 2018/2019

Limitńı věty II.

25.4. a 26.4. 2019

1. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım N(µ, σ2).

(a) Určete, s jakou pravděpodobnost́ı lež́ı X1 v intervalu (µ− 2σ, µ+ 2σ).

(b) Jaké je rozděleńı veličin Un =
∑n

i=1Xi, Xn = 1
n

∑n
i=1Xi a Zn =

√
nXn−µ

σ
?

(c) Necht’ µ = 1 a σ2 = 4. Jak velké n je třeba zvolit, abychom měli zaručeno, že Xn bude
kladné č́ıslo s pravděpodobnost́ı alespoň 0.99?

2. Jaká je pravděpodobnost, že při 100 hodech symetrickou minćı padne rub v́ıce než 60 krát?
Vyjádřete tuto pravděpodobnost přesně i pomoćı CLV.

3. Pořádáte narozeninový več́ırek pro 100 host̊u. Lze předpokládat, že počet chleb́ıčk̊u, které
sńı náhodně vybraný host, je náhodná veličina se středńı hodnotou 5 a rozptylem 1 a že
jednotliv́ı hosté konzumuj́ı nezávisle na sobě.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı sńı hosté méně než 490 chleb́ıčk̊u?

(b) Kolik muśıte objednat chleb́ıčk̊u, aby jich byl nedostatek (hosté by měli ještě hlad) s prav-
děpodobnost́ı menš́ı než 0.1?

(c) Kolik host̊u může přij́ıt na oslavu, jestliže chcete mı́t jistotu, že objednaných 500 chleb́ıčk̊u
bude stačit s pravděpodobnost́ı větš́ı než 95 %?

(d) Označme jako C celkový počet chleb́ıčk̊u, které sńı pozvaných 100 host̊u. Nalezněte t > 0
takové, aby platilo

P(−t < C − 500 < t) ≥ 0.99.

Řešte pomoćı CLV i pomoćı Čebyševovy nerovnosti a výsledky porovnejte.

4. Necht’ νn znač́ı relativńı četnost ĺıc̊u v n hodech minćı (mince je symetrická a hody provád́ıme
nezávisle). Zjistěte, kolik muśıme provést hod̊u, aby pravděpodobnost jevu

[
|νn−1/2| ≤ 0.01

]
byla alespoň 0.95? Řešte pomoćı Čebyševovy nerovnosti i pomoćı CLV a výsledky porovnejte.

5. Pojǐst’ovna má pojǐstěno 1 000 osob stejného věku. Pravděpodobnost úmrt́ı v daném roce
je u každého pojǐstěného 0,01. Pojǐstěnci plat́ı ročńı pojistné 1 200 Kč a v př́ıpadě úmrt́ı je
oprávněné osobě vyplaceno 80 000 Kč.

(a) Jaký je v daném roce očekávaný zisk (resp. ztráta) pojǐst’ovny?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že pojǐst’ovna utrṕı v daném roce ztrátu?

(c) Jaký zisk je ředitěl pojǐstovny schopen garantovat představenstvu s pravděpodobnost́ı
90 %?

(d) Kolik by musela mı́t pojǐst’ovna klient̊u (při stávaj́ıćım nastaveńı výše plateb), aby s prav-
děpodobnost́ı alespoň 99 % vydělala v́ıce než 10 000 Kč ročně?

6. Životnost jedné žárovky má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 10 hodin. Jakmile
se jedna žárovka porouchá, nahrad́ıme ji ihned daľśı. Kolik máme zakoupit žárovek, abychom
měli jistotu, že budeme moci sv́ıtit alespoň 600 hodin s pravděpodobnost́ı alespoň 95%?
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Normálńı rozděleńı. Normálńı rozděleńı N(µ, σ2) je spojité rozděleńı s hustotou

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R,

kde µ ∈ R a σ2 > 0 jsou parametry. Je-li µ = 0 a σ2 = 1, tj. f(x) = 1√
2π

exp{−x2/2}, pak se toto

rozděleńı nazývá normované normálńı rozděleńı a znač́ı se N(0, 1).
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− Je-li X ∼ N(µ, σ2), pak EX = µ a varX = σ2.

Dále aX + b ∼ N(aµ+ b, a2σ2) pro všechna a, b ∈ R, a 6= 0. Speciálně,
X − µ
σ

∼ N(0, 1).

− Jsou-li X, Y nezávislé normálně rozdělené a a, b ∈ R, pak aX + bY má normálńı rozděleńı
(s př́ıslušnými parametry).

− Distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1) se znač́ı jako Φ, tj. Φ(x) =
∫ x
−∞

1√
2π

exp{−t2/2}dt. Tento
určitý integrál je možné spoč́ıtat jen numericky, a proto hodnoty funkce Φ nalezneme v ta-
bulkách (nebo dostaneme pomoćı vhodného softwaru). Ze symetrie plat́ı

Φ(x) + Φ(−x) = 1 pro všechna x ∈ R.
− Hodnoty Φ−1(α) = qα (tzv. kvantily N(0, 1)) jsou také uvedeny v tabulkách a plat́ı qα = −q1−α.

Centrálńı limitńı věta (CLV): Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin s 0 < varX1 <∞. Pak

P

(∑n
k=1Xk − nEX1√

n varX1

≤ x

)
n→∞−→ Φ(x), x ∈ R,

neboli ekvivalentně

P

(√
n · Xn − EX1√

varX1

≤ x

)
n→∞−→ Φ(x), x ∈ R,

kde Φ je distribučńı funkci normálńıho rozděleńı N(0, 1).
Zkráceně ṕı̌seme

Zn :=

∑n
k=1Xk − nEX1√

nvarX1

=
√
n · Xn − EX1√

varX1

asympt.∼ N(0, 1)

a ř́ıkáme, že Zn má asymptoticky normálńı rozděleńı N(0, 1). CLV nám tedy ř́ıká, že distribučńı
funkce veličiny Zn se při n → ∞ bĺıž́ı k Φ, tedy {Zn} konverguj́ı v distribuci k náhodné veličině
s N(0, 1) rozděleńım. Pro n dost velké tedy lze uvažovat

P (Zn ≤ x)
.
= Φ(x).
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