NMSA202 (PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA) LETN{ SEMESTR 2018/2019

LiMIiTNI VETY II.
25.4. A 26.4. 2019

1. Necht X1, X5,... jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s normélnim rozdélenim N(u, o?).

(a) Urcete, s jakou pravdépodobnosti lezi X; v intervalu (u — 20, u + 20).

(b) Jaké je rozdéleni velicin U, = 31| Xi, X, = 230 | X, a Z, = \/na2t? B

(c) Necht p =1 a 0 = 4. Jak velké n je tieba zvolit, abychom méli zaruceno, ze X, bude
kladné ¢islo s pravdépodobnosti alespon 0.997

2. Jaka je pravdépodobnost, ze pii 100 hodech symetrickou minci padne rub vice nez 60 krat?
Vyjadrete tuto pravdépodobnost piesné i pomoci CLV.

3. Poradate narozeninovy vecirek pro 100 hostu. Lze predpoklddat, ze pocet chlebicku, které
sni ndhodné vybrany host, je nahodna velicina se stiedni hodnotou 5 a rozptylem 1 a ze
jednotlivi hosté konzumuji nezavisle na sobé.

(a) S jakou pravdépodobnosti sni hosté méné nez 490 chlebicku?

(b) Kolik musite objednat chlebicku, aby jich byl nedostatek (hosté by méli jesté hlad) s prav-
dépodobnosti mensi nez 0.17

(¢) Kolik hostu muze pfijit na oslavu, jestlize chcete mit jistotu, ze objednanych 500 chlebicku
bude stacit s pravdépodobnosti vétsi nez 95 %?

(d) Oznacme jako C' celkovy pocet chlebicku, které sni pozvanych 100 hostu. Naleznéte ¢ > 0
takové, aby platilo

P(—t < C — 500 < t) > 0.99.

Reste pomoci CLV i pomoci Cebysevovy nerovnosti a vysledky porovnejte.

4. Necht v, znaéf relativni ¢etnost lici v n hodech minci (mince je symetrickd a hody provddime
nezdvisle). Zjistéte, kolik musfme provést hod, aby pravdépodobnost jevu [|v,—1/2] < 0.01]
byla alesponi 0.95? Reste pomoci Cebysevovy nerovnosti i pomoci CLV a visledky porovnejte.

5. Pojistovna méa pojisténo 1000 osob stejného véku. Pravdépodobnost tmrti v daném roce
je u kazdého pojisténého 0,01. Pojisténci plati roéni pojistné 1200 K¢ a v pripadé umrti je
opravnéné osobé vyplaceno 80000 K.

(a) Jaky je v daném roce ocekdvany zisk (resp. ztréta) pojistovny?

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze pojistovna utrpi v daném roce ztratu?

(c) Jaky zisk je feditél pojistovny schopen garantovat predstavenstvu s pravdépodobnosti
90 %7

(d) Kolik by musela mit pojisfovna klientu (pii stdvajicim nastaveni vyse plateb), aby s prav-
dépodobnosti alespon 99 % vydélala vice nez 10 000 K¢ rocné?

6. Zivotnost jedné zdrovky mé exponencidlni rozdéleni se stiedni hodnotou 10 hodin. Jakmile
se jedna zarovka poroucha, nahradime ji ihned dalsi. Kolik mame zakoupit zarovek, abychom
meli jistotu, ze budeme moci svitit alespon 600 hodin s pravdépodobnosti alespon 95%7
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NORMALNT ROZDELENf. Normaln{ rozdéleni N(u, 0?) je spojité rozdéleni s hustotou

Fla) = — exp{—M}, v €R,

202

kde i € R a 02 > 0 jsou parametry. Je-li p =0 a 0% =1, tj. f(x) = #exp{—ﬁ/?}, pak se toto
rozdéleni nazyvd normované normélni rozdéleni a znaé¢i se N(0, 1).

@
(=}

— N(0,2) l'\
- = N(0,2) ,‘ .
S| = No2y |l

0.4

0.2

0.0

u -4
— Je-li X ~ N(u,0?), pak EX = p avar X = o2

X —
Dale aX + b ~ N(au + b,a*c?) pro viechna a,b € R, a # 0. Specidlng, o

~ N(0,1).

— Jsou-li X,Y nezavislé normalné rozdélené a a,b € R, pak aX + bY ma normalni rozdéleni
(s prislusnymi parametry).

— Distribuéni funkce rozdéleni N(0, 1) se znaci jako @, tj. ®(x) = [7_ —= exp{—¢*/2}dt. Tento
urcity integrél je mozné spocitat jen numericky, a proto hodnoty funkce ® nalezneme v ta-
bulkéich (nebo dostaneme pomoci vhodného softwaru). Ze symetrie plati

®(z) + ¢(—x) =1 pro vechna x € R.
— Hodnoty ®~!(a) = ¢, (tzv. kvantily N(0,1)) jsou také uvedeny v tabulkdch a plati g, = —q1_q-

CENTRALNI LIMITN VETA (CLV): Necht {X,} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in s 0 < var X; < oo. Pak

" X, —nEX oo
P(Zk_ln\far)?l ! gx) 22 d(z), zeR,

neboli ekvivalentné

X, —EX n—00
P(\/ﬁ-”VTXllggL) 2 d(z), zeR,
kde @ je distribuéni funkci normalniho rozdéleni N(0, 1).
Zkracené piseme
_ ZZ=1 X —nEXy —Jn- X, —EXy asympt. N(0, 1)

Vnvar X; Vvar Xp

a fikdme, ze Z, ma asymptoticky normalni rozdéleni N(0, 1). CLV néam tedy fikd, ze distribuéni
funkce veli¢iny Z,, se pti n — oo blizi k @, tedy {Z,,} konverguji v distribuci k ndhodné veli¢iné
s N(0, 1) rozdélenim. Pro n dost velké tedy lze uvazovat

P(Z, <x)=®(x).
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