NMSA202 (PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA) LETN{ SEMESTR 2017/2018

NAHODNA VELICINA — SPOJITE ROZDELENT
15.3.2018 A 19.3.2018

1. Doba ¢ekani na vlak (v minutdch) ma rozdéleni s hustotou

0, z < 0.

(a) Urcete konstantu ¢ > 0, tak aby f byla hustota. Jak se toto rozdéleni nazyva?

(b) Urcete distribu¢ni funkci F' a naértnéte ji. Pripomente zdkladni vlastnosti distribuéni
funkce.

(c) Jaka je stfedni doba ¢ekani na vlak?

(d) Spoctéte rozptyl doby ¢ekani na vlak.

(e) Jaka je pravdépodobnost, ze budeme na vlak ¢ekat vice nez 15 minut? Jaka je pravde-
podobnost, ze budeme ¢ekat presné 15 minut? Jaka je pravdépodobnost, ze doba ¢ekani
bude v intervalu [5,20] min?

(f) Vyjadrete kvantilovou funkci F'~! a nacrtnéte ji. Urcete medidn X.

(g) Béhem ¢ekani na vlak si prohlizite internet na mobilu, pficemz Vam za to V&S operétor
uctuje pripojovaci poplatek 5 Ké a pak spojitou sazbu 3Ké/min. Ndhodnd veli¢ina Y
udavé, kolik penéz takto utratite. Spoctéte rozdéleni Y, stfedni hodnotu Y a rozptyl Y.

2. Polomér koule md ndhodnou délku R s rovnomérnym rozdélenim na [0, al, a > 0.
(a) Pripomente si zakladni charakteristiky veliciny R (znéte z prednasky).

(b) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl objemu koule.
3. Necht m4 ndhodn4 veli¢ina X rovnomérné rozdéleni na intervalu [—1, 1].

(a) Jsou jevy [X? > 1] a [X > 0] nezdvislé? Urcete P(X? > 1|X > 0).

(b) Urcete rozdéleni (distribuéni funkei a hustotu) veliciny Y = X2

(c) Spocitejte stredni hodnotu a rozptyl veli¢iny Y.

4. Oveérte, ze rozdéleni z prikladu 1 je ,bez paméti®, tj. plati

P(X >z+y|X >y)=P(X >=z), pro vsechna z,y > 0.

5. Necht md X rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 2x]. Urcete rozdélen{ a stredni hodnotu
veli¢iny Y = sin X.

6. Uvazujme funkce
(a) f(z) =caz ™ proxz>1a f(x)=0 jinak,

(b) g(z) = Tc_a)z z €R.

Pro které konstanty a, ¢ je f (resp. ¢g) hustota? Urcete stiedni hodnotu odpovidajici rozdéleni
s touto hustotou.
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SPOJITE ROZDELENf Necht pro ndhodnou velicinu X s distribuéni funkei F existuje funkce
f > 0 takova, ze F(x f f(t)dt (distribuéni funkce F' je absolutné spojitd). Pak fikdme, zZe
X ma spojité rozdelenl Funkce f se nazyvéa hustota.

Vlastnosti.

— Spojitda nahodné velicina nabyva nespocetné mnoha hodnot z néjakého podintervalu R.
(Rozdéleni Px je absolutné spojité vzhledem k Lebesgueové mife.)

— Rozdéleni veliciny X je charakterizovano hustotou f > 0. Pro kazdou B € B je pak
Specidlneé:

P(XGB):/Bf(m)dx
(a) 1=P(X eR)= [T f(z

(b) distribuéni funkce F' je SpOJlta na R a lze ji spocitat jako
F(z)=P(X <x)= / f(t)de

(¢) pro libovolné a € R je P(X f{a} t)dt =0,
(d) je-li a < b, pak

b
Pla< X < b) = F(b) — F(a) = / Ft)dt
— Stfedni hodnota X se spocte jako

EX:/ xf(r)dr (existuje-li).

Stfedni hodnota veliciny Y = h(X) se spocte jako Eh(X f h(z) f(x)dz (existuje-li).
— Kvantilova funkce F~': (0,1) — R je definovdna Jako

FYu) = inf{x : F(z) > u}.

Pro spojité rozdéleni s rostouci F' je F~! inverzni funkce k F. Medidn veliciny X je takovd
hodnota #, ze P(X < ) = P(X > 2) = 1/2, tj. spocteme jej jako & = F~(1/2).

— Rozdéleni ndhodné veli¢iny Y = h(X): Distribuéni funkei ¥ spocitdme z definice jako G(y) =
P(Y <y) =P(h(X) < y). Dale ekvivalentné upravime nerovnost [h(X) < y] a dostaneme tak
vyjadireni G pomoci distribuéni funkce F veliciny X . Hustotu Y pak ziskame jako g = G'.

GAMA FUNKCE. Prfi vypoctech se nékdy hodi pouzivat tzv. gama funkci, ktera je pro p > 0 definovana
jako

L(p) :/ P le % d.
0

Plati
— I'(p+1) = pI'(p). Speciélng, je-li n € N, pak I'(n) = (n — 1)1,
~ T(1/2) = v,

— pro libovolné a > 0 plati
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