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LiMITNI VETY 1.
12.4. A 16.4. 2018

1. Nekone¢neé krat hodime symetrickou Sestisténnou kostkou. Urcete, s jakou pravdépodobnosti

(a) padne Sestka v nekonecné mnoha hodech,
(b) padne Sestka ve vSech az na kone¢né mnoho hodu,
(c¢) padne nekonecné krat 100 Sestek za sebou.

2. Necht X, X,... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s expo-
nencialnim rozdélenim s parametrem A\ = 1. Urcete, s jakou pravdépodobnosti

a) pro nekoneéné mnoho ¢ nastane jev A; = [X; > In?],

Xz‘ Z In Z],
(d) pro nekone¢né mnoho i nastane jev A; = [X; > Ini].

( [
(b) pro nekoneéné mnoho i nastane jev A; = [X; > In?],
(¢) pro nekoneéné mnoho i nastane jev A; = |

[

3. Necht {X,}>2, je posloupnost nezavislych ndhodnych velicin, pro které P(X,, = 0) = 1 —
1/n*aP(X,=1)=1/n% kde a > 0.
(a) Zjistéte, zda X,, konverguje k 0 v pravdépodobnosti.
(b) Zjistéte, pro kterd a konverguje X, k 0 skoro jisté.
4. Uvazujme posloupnost nezavislych nahodnych pokusi, z nichz kazdy skonéi ispéchem s prav-
dépodobnosti p € (0,1) a netispéchem s pravdépodobnosti 1 — p.
(a) Dokazte, ze relativni ¢etnosti ispéchu v n pokusech v, konverguji k p s.j. pro n — oc.

(b) Pomoci Cebysevovy nerovnosti uréete, kolik musime provést pokusi, aby s pravdépodob-
nosti alespon 95 % nebyla odchylka v, od p vétsi nez 0.01.

5. Uvazujme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velic¢in { X }22 ; s kone¢nym
rozptylem. Definujme veliciny Y, = k23X, k = 1,2, . ... Plati pro posloupnost {Yi}32, silny
zakon velkych ¢isel?

6. Uvazujme posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in { X} }¢2, takovych, ze

1
P(Xy =k") =P(X; = —k*) = 5

kde A < % je néjakd konstanta. Plati pro posloupnost { X}, silny zdkon velkych cisel?

7. Necht X, jsou nezdvislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny. Ukazte, Ze

(a) je-li E|X;| = oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane nekone¢né mnoho jevu [| X,,| > n].

(b) je-li E|X;| < oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane nejvyse konectné mnoho jevu
[1Xa] = n].

8. Necht (£2,4,P) je pravdépodobnostni prostor takovy, ze Q@ = [0,1], A = B[0,1] a P je
Lebesgueova mira na [0, 1]. Definujme jevy A, jako A,, = [0, 1/n]. Urcete P(limsup,,_, ., An).
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DEFINICE. Necht Ay, Ay, ... je posloupnost ndhodnych jevii. Oznacme

limsup A,, = ﬁ [j Ap, liminf A,, = G ﬁ Ap.

n—00
n—oo n=1k=n n=1k=n

Jev limsup,,_,., A, znamena, ze nastalo nekonecné mnoho jevu A,, jev liminf, , A, znamen4,
ze nastanou vsechny A,, az na kone¢né mnoho.

Priklad: Necht Q = {0, 1} a uvazujme posloupnost jeva {0}, {1},{0}, {1}, {0}, {1}, ..., pak jejich
lim sup je {0,1} a jejich liminf je 0.

BOREL-CANTELLIHO 0-1 ZAKONY:
— (Cantelli) Je-li {A,} posloupnost jevu takovych, ze >~ P(4,) < oo, pak

P(limsup A,,) = 0.

n—oQ

— (Borel) Necht je {A,} posloupnost nezavislych jevu. Pak

P(limsup A4,) = 0, je-li Z P(A,) < oo,

n—00
n=1

n—oo

P(limsup A,) = 1, je-li Z P(A,) = cc.
n=1

KONVERGENCE NAHODNYCH VELICIN Necht X, X5,... a X jsou ndhodné veli¢iny definované
na stejném pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P). Rekneme, ze X,, konverguje k X skoro jisté

. s.J. . ..
pro n — oo, znacime X,, — X, jestlize
n—oo

Plw: lim X,(v) = X(w)) = 1.

n—oo
Rekneme, ze X,, konverguje k X v pravdépodobnosti pro n — oo, znacime X, Lyx , jestlize
n—o0
pro kazdé € > 0
lim P(w: | X, (w) — X(w)| >¢) =0.

n—oo

SILNY ZAKON VELKYCH CISEL:
— (SZVC pro nestejné rozdélené veli¢iny) Necht {X,} je posloupnost nezévislych velicin

V Xn —_ —_— S.17.
takovych, Ze 5~ < o0, Pak (X, — EX,) <% 0.

n2 n—o00

— (SZVC pro stejné rozdélené veli¢iny) Nechf {X,} je posloupnost nezavislych stejné
rozdélenych veli¢in. Pak

X, 2y ppro néjaké p e R «—  E|X;| < .
n—oo
V takovém ptipadé u = EX;.

CEBYSEVOVA NEROVNOST: Je-li X € Ly, pak
Var X

e2

P(IX —EX|>¢) < pro vSechna € > 0.



