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1. V hospodé jsme zakoupili n piv a zaznamenali jsme objem natocené¢ho piva s cilem zjistit, zda
je skutecna sttedni hodnota natoc¢ené¢ho piva rovna 0,5 1. Ozna¢me namétené hodnoty jako
Xi,...,X,. Lze predpokladat, ze se jedna o nahodny vybér z rozdéleni se stfedni hodnotou
u a rozptylem o2 € (0, 00).

(a) Necht a € (0,1) je malé a necht o2 je znamé. Zduvodnéte, ze pak pro n — oo plati
7n — U
o

X, —
P (_ul—a/2 <+n < ul—a/2> =P (\/EM < Ul—a/2> —1—aq,
o

kde u1_q/2 = ®71(1—/2) je kvantil N(0, 1) na hladiné 1 — /2. Na zdkladé tohoto vztahu
zkonstruujte intervalovy odhad pro p s asymptotickou spolehlivosti 1 — a.

(b) Prozkoumejte, na cem a jak zavisi délka intervalového odhadu z (a).

(c) Pomoci Sluckého véty odvod'te intervalovy odhad pro p, je-li 0 neznamé.

(d) Pro n = 10 jsme dostali X9 = 0,480, Syo = 0,019. Zkonstruujte intervalovy odhad se

spolehlivosti 95 % pro stfedni hodnotu natoceného piva. Prekryva tento interval hodnotu
0,57

2. Pocet vstielenych golu v jednom fotbalovém zapase se 7idi Poissonovym rozdélenim s ne-
znamym parametrem A > 0. Pro data z roku 2008 méame k dispozici 306 zapasu, kde bylo
vstteleno v pruméru 2,92 géli a vybérovy rozptyl vysel (1,64)2. Zkonstruujte intervalovy
odhad se spolehlivosti 95% pro A. Rozhodnéte na zdkladé tohoto intervalu, zda jsou nase
data v souladu s tvrzenim, ze je sttedni pocet vstielenych gélu v jednom zapase roven 3.

MOMENTOVA VYTVORUJICI FUNKCE, MEZE PRO
PRAVDEPODOBNOST

3. Necht X m4 binomické rozdéleni Bi(n,p), kde p € (0, 1).

(a) Spoc¢téte momentovou vytvorujici funkei X.
(b) Pomoci (a) urcete stiedni hodnotu a rozptyl X.

Uvazujte dale p = 1/2.

(¢) Zapiste, jakou mez ném pro P(X > 3n) ddvd Markovova nerovnost pro k =1 a k = 2.
(d) Pomoci Chernoffovy meze ukazte, ze plati

3
P(X > Zn)< efn/4[3log(3/2)fl}.
(X 2 3n) <
Névod: Vyuzijte, ze pro x > 0 plati log(1 + z) < z.
e) Vyjadiete P(X > 3n) piiblizné pomoci centralni limitni véty.
(€) Vyj i y
4. Necht X mé Poissonovo rozdéleni s parametrem A\ > 0.

(a) Spoctéte momentovou vytvorujici funkei.
(b) Pomoci (a) urcete stiedni hodnotu a rozptyl X.
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OPAKOVANI Z PREDNASKY

INTERVALOVY ODHAD Necht a € (0,1) je dané (malé) a necht Xi,..., X, je ndhodny vybér
z rozdéleni, které zavisi na neznamém parametru § €C R. Intervalovy odhad 6 se spolehlivosti
1 — a je interval s ndhodnymi mezemi [D, H], kde D = D(Xy,...,X,) a H = H(Xy,...,X,) jsou
funkce ndhodného vybéru, jejichz predpis nezavisi na 6 (a ani na jiném nezndmém parametru) a
které splnuji
Po(D <0< H)>1—a« provsechna § € O.

Rikéme, ze interval [D, H| pokryje 0 s pravdépodobnosti alespon 1 — a.

Nékdy je obtizné nalézt presny intervalovy odhad a spokojime se s asymptotickym intervalovym
odhadem, ktery uvedenou podminku spliuje pro n — oo.

KONSTRUKCE INTERVALOVYCH ODHADU: Neexistuje jednoznaény ndvod, jak sestrojit interva-

lovy odhad, ale ve vétsiné pripadu vychazime z nasledujicich tvrzeni:

— Centrdlnd limitni véta: Necht {X,} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych
veliéin s 0 < Var X; < oo. Pak

X,—EX| p
CZn =2 BN, 1).
\/ﬁ \/Vaer ( )

— Sluckého véta: Necht { X, }, {Yn},{Z,} jsou posloupnosti ndhodnych velicin takovych, ze X, 2
N(0,1), Y, Lca Zy R d, kde ¢,d € R jsou realné konstanty. Pak Y, - X,, + Z, Y N(d, ).
T, —0
Specidlng, jestlize {7} pro néjaké a # 0 spliuje \/ﬁg R N(0,1) a V,, L a, pak
a

V(T = 0)

D
N(0,1).
Vn _)(7)

MOMENTOVA VYTVORUJICf FUNKCE ndhodné veliciny X je definovéna jako
Yy (t) = Ee*

pro vSechna t € R, pro které ma vyraz na pravé strané smysl. Jestlize je ¢ x konetnd na néjakém

okoli nuly, pak plati EX* = ¢{(0).

MARKOVOVA NEROVNOST. Necht X > 0 je ndhodné veli¢ina, a > 0 je libovolné a k € N. Pak
Xk:

E

CHERNOFFOVA MEZ. Necht X je ndhodné veli¢ina a a € R, pak plat{

t
P(X >a)< ¢Xf ), pro vsechna t > 0
ea
a tedy .
P(X >a) < infd}XT().
t>0 et



