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Definice 1

Rekneme, Ze (A, +,—.0, . -) je algebra nad K, pokud

(A, +,—-,0,+) je vektorovy prostor nad K, (A, +,—,-,0) je
okruh, a navic plati, ze (@ sa)-b=a- (¢ b) =a - (a-b)
provéechnaa,be Aaa € K.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 1

Rekneme, Ze (A, +,—.0, . -) je algebra nad K, pokud

(A, +,—-,0,+) je vektorovy prostor nad K, (A, +,—,-,0) je
okruh, a navic plati, Ze (¢ sa)-b=a- (¢ s b) =a - (a-b)
pro vSechna a,b € Aa «a € K. Algebra nad K se nazyva
komutativni, pokud je jeji okruhové nasobeni -
komutativni.



Tvrzeni 2

Necht A je algebra nad K. PoloZme A. = Ax K

a definujme vektorové operace na A. obvyklym zptusobem
(tj. po sloZkach) a dale nasobeni prvku A. pomoci vzorce

(a,x)(b,B) = (ab+ab+ Ba,aB) proa,be A a,p K.
Pak A. je algebra s jednotkou (0, 1) a A Ize identifikovat

S jeji podalgebrou A x {0}. Je-li A komutativni, je A. téZ
komutativni.



Necht A, B jsou algebry nad K. (Algebrovy)
homomorfismus @ : A — B je zobrazeni, které je
homomorfismem mezi pfisluSnymi vektorovymi prostory
(tj. je linearni) a zaroven je homomorfismem mezi
prislusnymi okruhy (tj. je multiplikativni, neboli

®(ab) = d(a)@(b)).



Necht A, B jsou algebry nad K. (Algebrovy)
homomorfismus @ : A — B je zobrazeni, které je
homomorfismem mezi pfisluSnymi vektorovymi prostory
(tj. je linearni) a zaroven je homomorfismem mezi
prislusnymi okruhy (tj. je multiplikativni, neboli

®(ab) = P(a)d(b)).

@ nazyvame (algebraickym) izomorfismem algeber A a B,
pokud @ je bijekce.



Fakt 3

Necht A je algebra, B je algebra s jednotkou e

a®: A— B je homomorfismus. Pak ®: A. — B,

@ (x, 1) = ®(x) + Ae je homomorfismus rozsitujici @.



Fakt 3

Necht A je algebra, B je algebra s jednotkou e

a®: A— B je homomorfismus. Pak ®: A. — B,

@ (x, 1) = ®(x) + Ae je homomorfismus rozsitujici @.

Tvrzeni 4

Necht A je algebra s jednotkou e a B je podalgebra A
neobsahujici e. Pak C = B + span{e} je podalgebra A
a zobrazeni ®: B, — C, ®(x,A) = x + Ae je
izomorfismus.



Definice 5

Dvaoijici (A, ||-||) nazyvame normovana algebra, pokud A je
algebra, (A, ||-||) je normovany linearni prostor, a pro
kazdé a, b € A plati, ze ||ab|| < |al|||b||. Je-li metrika
generovana |-|| uplna, pak (A, ||-||) se nazyva Banachovou
algebrou.



Tvrzeni 6

Necht (A, |-||) je normovana algebra. Nasobeni prvku A je
lipschitzovské na omezenych mnoZinach (a tedy spojité)
jakoZto zobrazeni z A x A do A.
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Tvrzeni 6

Necht (A, ||-||) je normovana algebra. Nasobeni prvku A je
lipschitzovské na omezenych mnoZinach (a tedy spojité)
jakoZto zobrazeni z A x A do A.

Duasledek 7
Necht' A je normovana algebra a B je podalgebra A. Pak
B je téZ podalgebra A.

Dasledek 8

Pro kaZzdou normovanou algebru A existuje jeji zdplneni,
lj. Banachova algebra takova, Ze A je jeji husta
podalgebra. Toto rozsifeni je uréeno jednoznacné az na
izometrii. Ma-li algebra A jednotku e, pak e je i jednotkou
v zuplnéeni A.



Tvrzeni 9

Necht' (A, ||-||) je normovana algebra. Definujeme-Ii na A.
normu predpisem ||(a, )|, = [|a|l + |o| (4. A. = A®1K),
pak A. s touto normou je normovana algebra. Je-li (A, |-|)
Banachova algebra, je i A. s vyse uvedenou normou
Banachova algebra.



Definice 10

Necht A a B jsou normované algebrya @: A — B je
(algebrovy) homomorfismus. Rikame, Ze @ je
izomorfismus normovanych algeber A a B (nebo jen
izomorfismus), pokud @ je homeomorfismus A na B;
fikame, ze @ je izomorfismus A do B (nebo jen
izomorfismus do), pokud @ je izomorfismus A na Rng @.



Véta 11

Necht' A je normovana algebra. Pro kaZzdé a € A
definujme levou translaci L,: A — A pfedpisem

Lo(x) = ax. Pak L, € £(A) a zobrazeni |: A — £(A),
I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s ||/|| < 1.
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Véta 11

Necht' A je normovana algebra. Pro kaZzdé a € A
definujme levou translaci L,: A — A pfedpisem

Lo(x) = ax. Pak L, € £(A) a zobrazeni |: A — £(A),
I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s ||/|| < 1.
Ma-Ii A jednotku e, pak | je izomorfismus do a I(e) = Id.
Piati-li | e| = 1 nebo ||x?| = ||x||? pro kazdé x € A (napr.
je-li A podalgebra {.,(I")), pak | je izometrie do.

Dusledek 12

Necht (A, |-||) je netrividlni normovana algebra s
jednotkou. Pak na A existuje ekvivalentni norma |||-|||
takova, Ze (A, ||||l|) je normovana algebra a ||| e||| = 1.



Pripomenme, Ze v okruhu s jednotkou (staci dokonce v
monoidu) plati, Ze pokud x ma levy a pravy inverzni
prvek, pak jsou si tyto rovny (a je to tedy inverzni prvek
k x). Specialné, inverzni prvky k invertovatelnym prvkdm
jsou jednoznacné uceny. Dale invertovatelné prvky tvori
grupu, 1j. jsou-li x, y € Ainvertovatelné, paki xy je
invertovatelny a (xy)~' = y~'x~'. Tuto grupu
invertovatelnych prvk( budeme znacit A*.



Pripomenme, Ze v okruhu s jednotkou (staci dokonce v
monoidu) plati, Ze pokud x ma levy a pravy inverzni
prvek, pak jsou si tyto rovny (a je to tedy inverzni prvek
k x). Specialné, inverzni prvky k invertovatelnym prvkdm
jsou jednoznacné uceny. Dale invertovatelné prvky tvori
grupu, 1j. jsou-li x, y € Ainvertovatelné, paki xy je
invertovatelny a (xy)~' = y~'x~'. Tuto grupu
invertovatelnych prvk( budeme znacit A*.

Fakt 13
Necht' A je algebra s jednotkou a B je jeji podalgebra

obsahujici e. Pak B* ¢ A* N B.



Fakt 14

Necht' A, B jsou pologrupy, @ : A — B je homomorfismus
na a necht’ A je navic monoid s jednotkou e. Pak B je
monoid s jednotkou ®(e) a je-li x € A invertovatelny, pak
@(x) je invertovatelny a ®(x)~' = ®&(x~ ). Je-li navic ®
bijekce, pak @ | o< je izomorfismus grup A* a B*.



Lemma 15
Necht A je normovana algebra s jednotkou a x € A. Je-li
fada Y72, x" konvergentni, pak Y 72, x" = (e — x)~.
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Lemma 16
Necht' A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x € Ua, pak fada ) ;. , x" konverguje
absolutné, a tedy > o2, x" = (e — x)™".



Lemma 15

Necht A je normovana algebra s jednotkou a x € A. Je-li

fada Y72, x" konvergentni, pak Y 72, x" = (e — x)~.

Lemma 16

Necht' A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x € Ua, pak fada ) ;. , x" konverguje
absolutné, a tedy > o2, x" = (e — x)™".

(b) Necht x € A* anecht h e A je takové, Ze || h|| < L.
Pak x + h € A*. Pokud navic ||h|| < m pak
[+ W~ = x4+ x| < 21Xl



Definice 17

Necht G je grupa a 7 je topologie na G. Rekneme, Ze
(G, 1) je topologicka grupa, pokud jsou grupové operace
(. ndsobeni -: Gx G— Gainverze ~': G — G) spojité.



Definice 17

Necht G je grupa a 7 je topologie na G. Rekneme, Ze
(G, 1) je topologicka grupa, pokud jsou grupové operace
(. ndsobeni -: Gx G— Gainverze ~': G — G) spojité.

Veéta 18
Necht' A je Banachova algebra s jednotkou. Pak A* je
oteviena podmnoZzina A a je to topologicka grupa.



Tvrzeni 19
Necht’' A je Banachova algebra s jednotkou a B je jeji
uzavrena podalgebra obsahujici e. Pak (0sgB*)NA* =0 a

B* = U {C C B; C je komponenta A* N B protinajici B*} .



2. Spektralni teorie



2. Spektralni teorie

Definice 20
Necht A je algebra s jednotkou. Pro x € A definujeme
rezolventni mnozinu prvku x jako

p(x) ={1 €eK; Ae—x € A*}
a spektrum prvku x jako

o(x) =K\ p(x).



2. Spektralni teorie

Definice 20
Necht A je algebra s jednotkou. Pro x € A definujeme
rezolventni mnozinu prvku x jako

p(x) ={1 €eK; Ae—x € A*}
a spektrum prvku x jako
o(x) =K\ p(x).

Nema-li A jednotku, pak pro x € A definujeme vySe
uvedené pojmy vzhledem k algebre A..



Definice 21
Prvek x grupoidu se nazyva idempotentni, pokud x? = x.



Tvrzeni 22
Necht' A, B jsou algebry a @ : A — B je algebraicky
izomorfismus. Pak o (®(x)) = o(x) pro kaZzdé x € A.



Lemma 23

Necht M je monoid a x, y € M. Jsou-li alespor dva
zZ prvkd x, y, Xy a yx invertovatelné, pak jsou
invertovatelné vsechny ctyfri.



Tvrzeni 24
Necht’ A je algebra nad K.

(a) Je-li A netrivialni, pak o(0) = {0}.
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Tvrzeni 24
Necht’ A je algebra nad K.

(a) Je-li A netrivialni, pak o(0) = {0}.

(b) Ma-li A jednotku, pak o(ae + Bx) = o« + Bo(X) pro
kazdé x e Aauw,p € K.

(c) Je-lixe A,ne N alea(x), pak A" € o(x").

(d) Je-lix € A*, pak A € o(x), pravé kdyz > € a(x7").

(e) Jsou-lix,y € A, pak mnoZiny o(xy) ao(yx) se lisi
nejvyse o prvek 0. Je-li navic x € A*, pak
o(xy) = o(yx).

(f) Je-liz € A%, pak o(x) = o(zxz~") pro kazdé x € A.



Tvrzeni 25

Necht X, Y jsou normované linearni prostory, T € £(X)
aS: X — Y je linearni izomorfismus. Pak pro operator
SoToS'e&(Y)plati, Z2e 6(So T o S ") = o(T)
a0,(SoToS)=0,(T).



Fakt 26
Necht’ A je algebra a B je ideal v A. Pak B je ideal i v A..



Tvrzeni 27
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jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdé x € A.



Tvrzeni 27
Necht’ A je algebra.

(a) Pro kazde x € A je 0 € 0a,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (Xx) = oa(x) U {0} pro kazde
x € A.



Tvrzeni 27

Necht’ A je algebra.

(a) Pro kazde x € A je 0 € 0a,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (Xx) = oa(x) U {0} pro kazde
x € A.

(c) Necht A ma jednotku e, B je podalgebra A
neobsahujici e a C = B + span{e}. Pak
oc(X) = og,(X) pro kazdé x € B.



Tvrzeni 27

Necht’ A je algebra.

(a) Pro kazde x € A je 0 € 0a,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (Xx) = oa(x) U {0} pro kazde
x € A.

(c) Necht A ma jednotku e, B je podalgebra A
neobsahujici e a C = B + span{e}. Pak
oc(X) = og,(X) pro kazdé x € B.

(d) Necht B je podalgebra A a x € B. Pokud B ma
jednotku, ktera neni jednotkou v A, pak
oa(x) C og(x) U {0}, v ostanich pripadech je
oa(X) C oB(X).



Tvrzeni 27

Necht’ A je algebra.

(a) Pro kazde x € A je 0 € 0a,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (Xx) = oa(x) U {0} pro kazde
x € A.

(c) Necht A ma jednotku e, B je podalgebra A
neobsahujici e a C = B + span{e}. Pak
oc(X) = og,(X) pro kazdé x € B.

(d) Necht B je podalgebra A a x € B. Pokud B ma
jednotku, ktera neni jednotkou v A, pak
oa(x) C og(x) U {0}, v ostanich pripadech je
oa(X) C op(X).

(e) Je-li B viastni ideal v A, pak og,(X) = oa(X) pro kazdé
X € B.



Tvrzeni 28

Necht' A, B jsou algebry, @ : A — B je homomorfismus
ax € A. Ma-li A jednotku e a @(e) neni jednotkou v B,
pak og(®(x)) C oa(x) U {0}, v ostatnich pripadech je
0B(P(X)) C 0a(X).



Definice 29
Necht A je algebra. Pro x € A definujeme spektralni
polomér prvku x jako

r(x) = sup{|A| € [0, 400); A € 0(X)}.



Véta 30
Necht’ A je Banachova algebra a x € A. Pak p(x) je
otevrena, o (x) je kompaktni a

r(x) < inf J[[x"[| = lim /|[x"].
neN n—o00
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Véta 30
Necht’ A je Banachova algebra a x € A. Pak p(x) je
otevrena, o (x) je kompaktni a

r(x) < inf J[[x"[| = lim /|[x"].
neN n—o00

Lemma 31
Necht {a,} je posloupnost realnych Cisel.

(a) Pokud apm+n < am + an pro vsechnam,n € N, pak

lim 2 = inf & < +o00.
n—o00 neN 1

(b) Pokud {a,} je nezaporna a apm+n, < aman pro véechna
m,ne N, pak lim Ya, = inliI Ja, € R.
n—oo ne



Véta 32

Necht’' A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji
uzavrena podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(@) dps(x) C dpa(x) a

ps(x) = | J{C C K: C je komponenta pa(x)

protinajici pg(x)}.
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Véta 32

Necht’' A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji

uzavrena podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(@) dps(x) C dpa(x) a

ps(x) = | J{C C K: C je komponenta pa(x)
protinajici pg(x)}.
(b) Je-li C komponenta pa(x), pak bud’ C C og(x), nebo
C Nog(x) = @. Dale je dop(Xx) C doa(x).
(c) Je-li pa(x) souvisla, pak og(x) = oa(x).
(d) Ma-li og(x) prazdny vnitrek, pak og(x) = oa(x).



Definice 33

Necht Y je normovany lineérni prostor nad K, 2 C K,
f: 2 — Yaae $2. Jestlize existuje limita

lim "0="@ ¢y, pak tuto limitu nazyvame derivaci

X—a

zobrazeni f v bodé a a znacime ji f'(a).
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Definice 33

Necht Y je normovany lineérni prostor nad K, 2 C K,
f: 2 — Yaae $2. Jestlize existuje limita

lim "0="@ ¢y, pak tuto limitu nazyvame derivaci

X—a

zobrazeni f v bodé a a znacime ji f'(a).

Fakt 34
Necht' Y je normovany linearni prostor nad K, 2 C K,
f: 2 — Y aae 2. Pokud existuje f'(a), pak pro kazdé

¢ €Y je(pof)(a)=¢(f(a).
Fakt 35

Necht' Y je normovany linearni prostor nad K, 2 C K,
f: 2 — Y aae 2. Existuje-li f'(a), pak f je spojité
v bodé a.



Definice 36
Necht A je algebra nad K s jednotkou. Na p(x)
definujeme rezolventu (téZ rezolventni zobrazeni) prvku x

predpisem

R.(A) = (le—x)"", A€ p(x).
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Definice 36
Necht A je algebra nad K s jednotkou. Na p(x)
definujeme rezolventu (téz rezolventni zobrazeni) prvku x

predpisem
R.«(A) = (Xe—x)"", A e px).

Neméa-li A jednotku, pak definujeme rezolventu vzhledem
k algebre A..

Tvrzeni 37
Necht' A je Banachova algebra a x € A. Pak zobrazeni
A — Ry(A) ma derivaci v kazdém bodé mnoZiny p(x).



Definice 38

Necht Y je komplexni normovany linearni prostor, 2 C C
je oteviend a f: £2 — Y. Rekneme, Ze f je holomorfni

na £2, jestlize pro kazdé z € 2 existuje f'(2).



Definice 38

Necht Y je komplexni normovany linearni prostor, 2 C C
je oteviend a f: £2 — Y. Rekneme, Ze f je holomorfni

na £2, jestlize pro kazdé z € 2 existuje f'(2).

Véta 39 (Liouvilleova véta)

Necht'Y je komplexni normovany linearni prostor
af: C — Y je holomorfni na C. Je-li f omezené, pak je
konstantni.



Véta 40

Necht' A je komplexni Banachova algebra a x € A.
(a) Rezolventni zobrazeni Ry je holomorfni na p(x).
(b) Je-li A netrivialni, pak o (x) # 0.

(c) r(x) = |nf JIxn| = lim Jx| (tzv.

Beur//nguv—Gelfanduv vzorec)



Véta 40

Necht' A je komplexni Banachova algebra a x € A.
(a) Rezolventni zobrazeni Ry je holomorfni na p(x).
(b) Je-li A netrivialni, pak o (x) # 0.

(c) r(x) = |nf JIxn| = lim Jx| (tzv.

Beur//nguv—Gelfanduv vzorec)

Dusledek 41

Je-li A komplexni Banachova algebra, x e AaA € C,

|A| > r(x), pak fada Y0, % konverguje absolutné. Ma-li
tedy A jednotku, pak R ()L) AP LY



Véta 42 (S. Mazur (1938), I. M. Gelfand (1941))
Necht A je netrivialni komplexni Banachova algebra

s jednotkou. Pokud A* = A\ {0}, pak A je izomorfni C.
Pokud navic ||e|| = 1, pak A je izometricky izomorfni C.



3. Holomorfni kalkulus



3. Holomorfni kalkulus

Necht A je Banachova algebra nad K s jednotkou

a x € A. Déle necht ¥ je néjaka algebra funkci
definovanych na podmnoziné K, ktera obsahuje
polynomy. Funkénim kalkulem pro x budeme rozumét
néjaky homomorfismus @ : ¥ — Atakovy, ze (1) = e,
@(Ild) = x, a ktery je navic spojity, pfipadné sekvencialné
spoijity, v néjakych vhodnych topologiich na ¥ a A.



Véta 43

Necht A je komplexni algebra s jednotkou a x € A. Necht
21, 2> C C jsou oteviena okoli o (x) a necht

®;: H(2;) — A je algebrovy homomorfismus takovy, Ze
®i(1) = e, ®i(Id) = x a &; je sekvencialné spojity

Z topologie lokalné stejnomerné konvergence na H($2))
do néjaké Hausdorffovy topologie Tt na A, i = 1, 2. Jsou-li
fie H(2)), i = 1,2 takové, Ze f; = f, na 21 N §2», pak
P1(f) = Pa(h).



Necht X je komplexni Banachuv prostor, y: [a, b] — C
cestaa f: (y) — X spojité zobrazeni. Integral f podél y
definujeme predpisem

/ f = / Y (OF (1) dA(D).
y [a,b]



Necht X je komplexni Banachuv prostor, y: [a, b] — C
cestaa f: (y) — X spojité zobrazeni. Integral f podél y
definujeme predpisem

/ f = [ Y (OF (1) dA(D).
y [a,b]

Integral podél fetézce I' = y; + --- + y, v C ze spoijitého
zobrazeni f: (I') — X definujeme predpisem

/f: fhot | 1.
r V1 Yn



Lemma 44

Necht' I je retézec v C, X je komplexni Banachiv
prostor, f: (I'Y — X je spojité a ¢ € X*. Pak

¢(f1" f) = Jroof.



Je-li 2 c C oteviena a K C £2 kompaktni, pak fekneme,
Zze cykl I" obiha K v £2, pokud (I') € 2\ K, indr z = 1
proze Kaindprz=0proze C\ £2.



Véta 45

Necht 2 c C je oteviena, X je komplexni Banachuv
prostor a f: 2 — X je holomorfni. Jsou-Ii I'y, I, dva cykly
v 2 takove, Zeindr,(z) = indr,(2) pro kazdé z € C \ 2,

pak [ f= [



Véta 45

Necht 2 c C je oteviena, X je komplexni Banachuv
prostor a f: 2 — X je holomorfni. Jsou-Ii I'y, I, dva cykly
v 2 takove, Zeindr,(z) = indr,(2) pro kazdé z € C \ 2,

pak [ f= [

Definice 46

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou
axe A Jelife H), kde 2 c C je oteviené okoli o(x),
pak definujeme

1 1 _
f(x) = gi/FfRX = gifrf(a)(ae—x) ' da,

kde I je libovolny cykl obihajici o (x) v £2.



Lemma 47

Necht' (82, ) je prostor s Uuplnou mirou, A je Banachova
algebraaf € Ly(u,A). Pak pro kaZzdé x € A a kaZdou
meritelnou E C 2 plati, Ze

x(/Efd,u) :/Exf(t)du(t) a (/Efd,u)x:/Ef(t)xd,u(t).



Fakt 48
Necht G je grupa. Komutuji-li spolu u, v € G, pak spolu
komutuji i prvky u, v, u=', v=1.



Fakt 48
Necht G je grupa. Komutuji-li spolu u, v € G, pak spolu
komutuji i prvky u, v, u=', v=1.

Lemma 49
Necht A je algebra s jednotkou, x € A a u,v € p(x).
(@) Rx(n)Ax(v) = Rx(v)Rx().

(b) Ry() — Rx(v) = (v — )Ry () Ry (v) (tzv. rezolventni
identita).



Véta 50 (holomorfni kalkulus)

Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A,
2 C C je oteviené okolio(x) a f € H($2). Zobrazeni
@: H(2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 46, ma nasledujici
viastnosti:
(a) Na prostoru H($2) uvaZujme topologii lokalné stejnomérné
konvergence. Pak @ je spojity algebrovy homomorfismus,
pro ktery navic ®(1) = e a &(Id) = x.



Véta 50 (holomorfni kalkulus)

Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A,

2 C C je oteviené okolio(x) a f € H($2). Zobrazeni

@: H(2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 46, ma nasledujici

viastnosti:

(a) Na prostoru H($2) uvaZujme topologii lokalné stejnomérné
konvergence. Pak @ je spojity algebrovy homomorfismus,
pro ktery navic ®(1) = e a &(Id) = x.

(b) f(x) € AX, pravé kdyz f(1) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom
piipadé je f(x)~" = 1(x).



Véta 50 (holomorfni kalkulus)

Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A,

2 C C je oteviené okolio(x) a f € H($2). Zobrazeni

@: H(2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 46, ma nasledujici

viastnosti:

(a) Na prostoru H($2) uvaZujme topologii lokalné stejnomérné
konvergence. Pak @ je spojity algebrovy homomorfismus,
pro ktery navic ®(1) = e a &(Id) = x.

(b) f(x) € AX, pravé kdyz f(1) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom
piipadé je f(x)~" = 1(x).

(c) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).



Véta 50 (holomorfni kalkulus)

Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A,

2 C C je oteviené okolio(x) a f € H($2). Zobrazeni

@: H(2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 46, ma nasledujici

viastnosti:

(a) Na prostoru H($2) uvaZujme topologii lokalné stejnomérné
konvergence. Pak @ je spojity algebrovy homomorfismus,
pro ktery navic ®(1) = e a &(Id) = x.

(b) f(x) € AX, pravé kdyz f(1) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom
piipadé je f(x)~" = 1(x).

(c) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

(d) Pokud g € H(£21), kde §21 je oteviené okoli f(o(x)), pak
(g0 H(x) = g(f(x)).



Véta 50 (holomorfni kalkulus)

Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A,

2 C C je oteviené okolio(x) a f € H($2). Zobrazeni

@: H(2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 46, ma nasledujici

viastnosti:

(a) Na prostoru H($2) uvaZujme topologii lokalné stejnomérné
konvergence. Pak @ je spojity algebrovy homomorfismus,
pro ktery navic ®(1) = e a &(Id) = x.

(b) f(x) € AX, pravé kdyz f(1) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom
piipadé je f(x)~" = 1(x).

(c) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

(d) Pokud g € H(£21), kde §21 je oteviené okoli f(o(x)), pak
(g0 H(x) = g(f(x)).

(e) Pokudy € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).



Véta 50 (holomorfni kalkulus)

Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A,
2 C C je oteviené okolio(x) a f € H($2). Zobrazeni

@: H(2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 46, ma nasledujici
viastnosti:

(a) Na prostoru H($2) uvaZujme topologii lokalné stejnomérné
konvergence. Pak @ je spojity algebrovy homomorfismus,
pro ktery navic ®(1) = e a &(Id) = x.

(b) f(x) € AX, pravé kdyz f(1) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom
piipadé je f(x)~" = 1(x).

(c) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

(d) Pokud g € H(£21), kde §21 je oteviené okoli f(o(x)), pak
(g0 H(x) = g(f(x)).

(e) Pokudy € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).

(f) Je-li B komplexni Banachova algebra a ®: A — B spojity
homomorfismus takovy, Ze ©(e) je jednotka v B, pak
f(O(x)) = O(f(x)). Specialné, je-li z € A*, pak
f(zxz™") = zf(x)z7".



4. Multiplikativni linearni funkcionaly



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 51

Necht A je algebra nad K. Homomorfismus ¢: A — K
nazyvame multiplikativnim linearnim funkcionalem (tedy
¢ je linearni a p(xy) = ¢(x)@(y) pro véechna x, y € A).



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 51

Necht A je algebra nad K. Homomorfismus ¢: A — K
nazyvame multiplikativnim linearnim funkcionalem (tedy
¢ je linearni a p(xy) = ¢(x)@(y) pro véechna x, y € A).
Mnozinu vSech nenulovych multiplikativnich linearnich
funkcionall na A znaCime A(A).



Tvrzeni 52
Necht' A je algebra nad K. Pak A(A) je linearné nezavisla
mnoZzina.



Tvrzeni 53

Necht A je algebra. KaZdy multiplikativni linearni
funkcional ¢ na A ma jednoznacné rozsireni § € A(A.)
dané vzorcem ¢(x, 1) = ¢(x) + A

a A(A) =1{@; ¢ € A(A) U{0}}.



Tvrzeni 54
Necht A je algebra a ¢ € A(A). Pro kazdé x € A je
¢(x) € 0(x), atedy |p(x)| = r(x).



Tvrzeni 54
Necht A je algebra a ¢ € A(A). Pro kazdé x € A je
¢(x) € 0(x), atedy |p(x)| = r(x).

Dusledek 55

Necht' A je Banachova algebra. Pak A(A) C Ba~
(specialné, kaZdy multiplikativni linearni funkcional na A
je automaticky spojity). Pokud A ma jednotku, pak

loll > 157 pro kaZdé ¢ € A(A). Speciéiné, je-li | e] =1,
pak A(A) C Sax.



Definice 56

Necht A je algebra. Maximalnim idealem v A nazveme
takovy vlastni ideal v A, ktery je maximalni vzhledem
k usporadani vSech vlastnich ideall v A inkluzi.



Definice 56

Necht A je algebra. Maximalnim idealem v A nazveme
takovy vlastni ideal v A, ktery je maximalni vzhledem
k usporadani vSech vlastnich ideall v A inkluzi.

Tvrzeni 57
Necht A je algebra s jednotkou. Pak kaZzdy viastni ideal
v A je obsazen v néjakém maximalnim idealu v A.



Definice 56

Necht A je algebra. Maximalnim idealem v A nazveme
takovy vlastni ideal v A, ktery je maximalni vzhledem
k usporadani vSech vlastnich ideall v A inkluzi.

Tvrzeni 57
Necht A je algebra s jednotkou. Pak kaZzdy viastni ideal
v A je obsazen v néjakém maximalnim idealu v A.

Tvrzeni 58

Necht' A je Banachova algebra s jednotkou. Je-li | viastni
idedl v A, je i | viastni ideél v A. Tedy kaZdy maximalini
ideal v A je uzavreny.



Lemma 59
Necht A je komutativni algebra s jednotkou a x € A neni
invertovatelny. Pak hlavni ideal xA je vlastni.



Véta 60
Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra

s jednotkou a | je vlastni ideal v A. Pak existuje ¢ € A(A)
takovy, Ze ¢ |, = 0.



Véta 60

Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra

s jednotkou a | je vlastni ideal v A. Pak existuje ¢ € A(A)
takovy, Ze ¢ I = 0.

Dlsledek 61
Je-li A netrivialni komplexni komutativni Banachova
algebra s jednotkou, pak A(A) # @.



Véta 60

Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra

s jednotkou a | je vlastni ideal v A. Pak existuje ¢ € A(A)
takovy, Ze ¢ I = 0.

Dusledek 61

Je-li A netrivialni komplexni komutativni Banachova
algebra s jednotkou, pak A(A) # @.

Dusledek 62

Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra

s jednotkou. Pak zobrazeni @ : ¢ — Ker ¢ je bijekce mezi
A(A) a mnozinou véech maximalnich idealu v A.



Veta 63

Necht’ A je Banachova algebra

aM = A(A) U {0} C (Ba+, w*) je mnoZina vsech
linearnich multiplikativnich funkcionalt na A. Pak M je
kompakini, A(A) je lokalne kompakini a ma-li A jednotku,
pak A(A) je kompaktni. Neni-li A(A) kompaktni, pak M je
Alexandrovova kompaktifikace A(A).



Veta 63

Necht’ A je Banachova algebra

aM = A(A) U {0} C (Ba+, w*) je mnoZina vsech
linearnich multiplikativnich funkcionalt na A. Pak M je
kompakini, A(A) je lokalne kompakini a ma-li A jednotku,
pak A(A) je kompaktni. Neni-li A(A) kompaktni, pak M je
Alexandrovova kompaktifikace A(A).

Zobrazeni ®: M — A(A.), kde ®(¢) = ¢ je jednoznacné
rozsifeni ¢ na prvek A(A.), je homeomorfismus.



Necht X, Y jsou vektorové prostorya T: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky dualni
zobrazeni T#: Y* — X* predpisem T#f(x) = f(Tx) pro
feYfaxelX.



Necht X, Y jsou vektorové prostorya T: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky dualni
zobrazeni T#: Y* — X* predpisem T#f(x) = f(Tx) pro
feYfaxelX.

Lemma 64

Necht X, Y jsou vektorové prostorya T: X — Y je
linearni bijekce. Pak T* je bijekce a (T*)~ = (T~")*.



Necht X, Y jsou vektorové prostorya T: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky dualni
zobrazeni T#: Y* — X* predpisem T#f(x) = f(Tx) pro
feYfaxelX.

Lemma 64
Necht X, Y jsou vektorové prostorya T: X — Y je
linearni bijekce. Pak T* je bijekce a (T*)~ = (T~")*.

Tvrzeni 65

Necht' A, B jsou Banachovy algebry a®: A — B je
algebraicky izomorfismus. Pak zobrazeni W = ®*} 55, je
homeomorfismus A(B) na A(A).



Tvrzeni 66

Necht' S, T jsou topologické prostory ah: S — T je
spojité a na. Pak @: C,(T) — Cy,(S), @(f) =fohje
izometricky izomorfismus Banachovy algebry C,(T) do
Banachovy algebry C,(S).



Tvrzeni 66

Necht' S, T jsou topologické prostory ah: S — T je
spojité a na. Pak @: C,(T) — Cy,(S), @(f) =fohje
izometricky izomorfismus Banachovy algebry C,(T) do
Banachovy algebry C,(S). Jsou-li S a T lokalné
kompaktni Hausdorffovy prostory a h je homeomorfismus,
pak @ | c,(ty je izometricky izomorfismus Banachovych
algeber Co(T) a Cyo(S).



Véta 67
Necht K, L jsou lokalné kompaktni Hausdorffovy

topologické prostory. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) Banachovy algebry Co(K) a Co(L) jsou izometricky
izomorfni.

(il) Algebry Co(K) a Co(L) jsou algebraicky izomorfni.
(i) Prostory K a L jsou homeomorfni.



Definice 68

Komutativni algebra A se nazyva polojednoducha, pokud
A(A) oddéluje body A, tj. pokud
({Kerg: ¢ € A(A)} ={0}.



Definice 68

Komutativni algebra A se nazyva polojednoducha, pokud
A(A) oddéluje body A, tj. pokud

N{Kerg; ¢ € A(A)} = {0}.

Véta 69

Necht A, B jsou Banachovy algebry a B je komutativni a
polojednoducha. Pak kaZzdy homomorfismus z A do B je
automaticky spojity. Téz kazdé sdruzené linearni
multiplikativni zobrazeni z A do B je automaticky spojité.



Definice 68

Komutativni algebra A se nazyva polojednoducha, pokud
A(A) oddéluje body A, tj. pokud

Ni{Kerg; ¢ € A(A)} = {0}.

Véta 69

Necht A, B jsou Banachovy algebry a B je komutativni a
polojednoducha. Pak kaZzdy homomorfismus z A do B je
automaticky spojity. Téz kazdé sdruzené linearni
multiplikativni zobrazeni z A do B je automaticky spojité.

Dasledek 70

Necht' A je komutativni polojednoducha algebra. Pak
vsechny normy na A, ve kterych je A Banachova algebra,
jsou ekvivalentni.



5. Gelfandova transformace



5. Gelfandova transformace

Definice 71

Necht A je Banachova algebra nad K. Pro x € A
definujeme X: A(A) — K predpisem X(¢) = ¢(x), 1.

X = &x [ aa)- Funkci x fikdme Gelfandova transformace
prvku x.



5. Gelfandova transformace

Definice 71

Necht A je Banachova algebra nad K. Pro x € A
definujeme X: A(A) — K predpisem X(¢) = ¢(x), 1.

X = &x [ aa)- Funkci x fikdme Gelfandova transformace
prvku x.

Véta 72
Necht A je komplexni komutativni Banachova algebra a

x € A. Ma-li A jednotku, pak Rng X = o(x). Nema-Ili A
jednotku, pak o(x) \ {0} C RngXx C o(x).



5. Gelfandova transformace

Definice 71

Necht A je Banachova algebra nad K. Pro x € A
definujeme X: A(A) — K predpisem X(¢) = ¢(x), 1.

X = &x [ aa)- Funkci x fikdme Gelfandova transformace
prvku x.

Véta 72

Necht A je komplexni komutativni Banachova algebra a
x € A. Ma-li A jednotku, pak Rng X = o(x). Nema-Ili A
jednotku, pak o(x) \ {0} C RngXx C o(x).

Dusledek 73
Necht A je komplexni komutativni Banachova algebra a
x € A. Pak || X|lcyacay = r(x).



Definice 74
Necht A je Banachova algebra. Zobrazeni
I': A— Cy(A(A)), I'(x) = X nazyvame Gelfandovou

transformaci algebry A.



Definice 74
Necht A je Banachova algebra. Zobrazeni

I': A— Cy(A(A)), I'(x) = X nazyvame Gelfandovou
transformaci algebry A.

Tvrzeni 75
Necht’ A je Banachova algebra a I" je jeji Gelfandova
transformace. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) I' je spojity homomorfismus a ||| < 1.



Definice 74
Necht A je Banachova algebra. Zobrazeni

I': A— Cy(A(A)), I'(x) = X nazyvame Gelfandovou
transformaci algebry A.

Tvrzeni 75
Necht’ A je Banachova algebra a I" je jeji Gelfandova
transformace. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) I' je spojity homomorfismus a ||| < 1.
(b) Podalgebra I'(A) C Co(A(A)) oddéluje body A(A).



Definice 74
Necht A je Banachova algebra. Zobrazeni

I': A— Cy(A(A)), I'(x) = X nazyvame Gelfandovou
transformaci algebry A.

Tvrzeni 75

Necht’ A je Banachova algebra a I" je jeji Gelfandova

transformace. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) I' je spojity homomorfismus a ||| < 1.

(b) Podalgebra I'(A) C Co(A(A)) oddéluje body A(A).

(c) I je prosta, prave kdyz A(A) oddéluje body A, tj.
pravé tehdy, pokud A je komutativni a
polojednoducha.



Véta 76
Necht A je komplexni komutativni Banachova algebra a
I" je jeji Gelfandova transformace. Pak plati nasledujici

tvrzeni:

(a) I je izomorfismus do, pravé kdyz existuje K > 0
takové, Ze ||x2|| > K||x||? pro kazdé x € A.

(b) I' je izometrie do pravé tehdy, kdyZ ||x?| = || x||? pro
kazdé x € A.



Definice 77

Necht A je grupoid a M C A. Pak mnozina M¢ = {a € A;
ax = xa pro kazdé x € M}, tj. mnozina vSech prvka A
komutujicich s kazdym prvkem M, se nazyva komutant
mnoziny M.



Definice 77

Necht A je grupoid a M C A. Pak mnozina M¢ = {a € A;
ax = xa pro kazdé x € M}, tj. mnozina vSech prvka A
komutujicich s kazdym prvkem M, se nazyva komutant
mnoziny M.

Tvrzeni 78

Necht’ A je grupoid a M C A. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) M c (M°)e.
(b) MnozZina M N M¢ komutuje.
(c) Pokud komutuje M, pak komutuje téZz (M°)c.



Tvrzeni 79
Necht A je algebra a M C A. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Me je podalgebra A.
(b) Ma-Ii A jednotku, pak e € M°.
(c) Je-li A normovana, pak M¢ je uzavrena.



Tvrzeni 79
Necht A je algebra a M C A. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Me je podalgebra A.
(b) Ma-Ii A jednotku, pak e € M°.
(c) Je-li A normovana, pak M¢ je uzavrena.

Tvrzeni 80

Necht’ A je algebra s jednotkou e a necht M C A
komutuje. Pak B = (M) je komutativni algebra

s jednotkou e, M C B a B* = A* N B. Tedy pro kazdé
x € B plati, Ze oa(x) = og(x).



Véta 81

Necht A je komplexni Banachova algebra a x, y € A spolu
komutuji. Pak plati nasledujici:

(@) o(x+y) Cox)+a(y) ao(xy) Ca(x)a(y).

(b) rix+y) =r(x) +r(y) ar(xy) < r(x)r(y).



6. B*-algebry



6. B*-algebry

Véta 82

Necht Hy, H, jsou Hilbertovy prostory a T € £(H;, H>).
Pak existuje jednoznacné urceny operator T* € £(Ho, H;)
takovy, Ze pro kazdé y € H, a x € H; plati

(TX, Y i, = (X, T*Y)n,.



6. B*-algebry

Véta 82

Necht Hy, H, jsou Hilbertovy prostory a T € £(H;, H>).
Pak existuje jednoznacné urceny operator T* € £(Ho, H;)
takovy, Ze pro kazdé y € H, a x € H; plati

(TX.Y)He = (X. T"Y )1y

Daéle plati, Ze T* = ;' o T* o b, kde |: H — Hj=1,2
jsou prislusné sdruzené linearni izometrie
z Léwigovy-Fréchetovy-Rieszovy veéty.



6. B*-algebry

Véta 82

Necht Hy, H, jsou Hilbertovy prostory a T € £(H;, H>).
Pak existuje jednoznacné urceny operator T* € £(Ho, H;)
takovy, Ze pro kazdé y € H, a x € H; plati

(TX. YIp = (X, T"Y)hy.
Daéle plati, Ze T* = ;' o T* o b, kde |: H — Hj=1,2
jsou prislusné sdruzené linearni izometrie
z Léwigovy-Fréchetovy-Rieszovy veéty.
Definice 83

Operator T* z predchazejici véty nazyvame hilbertovsky
adjungovanym operatorem k T.



Véta 84
Necht H;, H,, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(a) Je-liT e £(Hy, Ho), je T** =(T*)* =T.



Véta 84
Necht H;, H,, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(@) Je-liT e £(Hy,Ho), je T** = (T*)* =T.
(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linearni izometrie
f(H1 R Hg) na ;ﬁ(HQ, H1)



Véta 84
Necht H;, H,, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(@) Je-liT e £(Hy,Ho), je T** = (T*)* =T.
(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linearni izometrie
i(H1 R Hg) na :ﬁ(HQ, H1)

(c) Necht T € £(H,,H,) a Se £(Ho, H3). Pak
(SoT)* = T* 0 S*. Dale (Idk)* = Idh,.



Véta 84
Necht H;, H,, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(@) Je-liT e £(Hy,Ho), je T** = (T*)* =T.

(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linearni izometrie
i(H1 R Hg) na :ﬁ(HQ, H1)

(c) Necht T € £(H,,H,) a Se £(Ho, H3). Pak
(SoT)* =T*oS*. Dale (Idy,)* = ldy,.

(d) Necht' T € £(H;, Ho). Pak
IT* o Tl =TT =T



Véta 84
Necht H;, H,, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(@) Je-liT e £(Hy,Ho), je T** = (T*)* =T.

(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linearni izometrie
i(H1 R Hg) na :ﬁ(HQ, H1)

(C) Necht T e ;E(H1, Hg) aSe :ﬁ(HQ, H3) Pak
(SoT)* =T*oS*. Dale (Idy,)* = ldy,.

(d) Necht' T € £(H;, Ho). Pak
IT o Tl =TT =TI

(e) T* je izomorfismus, pravé kdyz T je izomorfismus.



Véta 84
Necht H;, H,, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(@) Je-liT e £(Hy, Hy), je T** = (T")* =T.

(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linearni izometrie
i(H1 R Hg) na :ﬁ(HQ, H1)

(c) Necht T € £(H,,H,) a Se £(Ho, H3). Pak
(SoT)* =T*oS*. Dale (Idy,)* = ldy,.

(d) Necht' T € £(H;, H>). Pak
IT o Tl =TT =TI

(e) T* je izomorfismus, prave kdyZ T je izomorfismus.

(f) T* je kompaktni, pravé kdyZ T je kompakini.



Definice 85
Necht A je algebra nad K. Zobrazeni *: A — A se nazyva
algebrové involuce, pokud ma nasledujici vlastnosti:

o (X+y) =x*+y* prokazdé x,y € A,

e (Ax)* = Ax* prokazdé x e Aal €K,

* (xy)* = y*x* prokazdé x,y € A,

® (x*)* = x pro kazdé x € A (tj. zobrazeni * je
involuce).



Definice 85
Necht A je algebra nad K. Zobrazeni *: A — A se nazyva
algebrové involuce, pokud ma nasledujici vlastnosti:

o (X+y) =x*+y* prokazdé x,y € A,

e (Ax)* = Ax* prokazdé x e Aal €K,

* (xy)* = y*x* prokazdé x,y € A,

® (x*)* = x pro kazdé x € A (tj. zobrazeni * je
involuce).

Algebre, na které je definovana algebrova involuce,
budeme fikat algebra s involuci.



Fakt 86
Necht A je algebra s involuci. Pak (a,a)* = (a*,a) pro
(a,a) € A. je algebrova involuce na A. rozsifujici involuci

Z A.



Fakt 86

Necht A je algebra s involuci. Pak (a,a)* = (a*,a) pro
(a,a) € A. je algebrova involuce na A. rozsifujici involuci
ZA.

Tvrzeni 87
Necht A je algebra s involuci a x € A. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li e leva nebo prava jednotka v A, pak e je
jednotka a e* = e.



Fakt 86

Necht A je algebra s involuci. Pak (a,a)* = (a*,a) pro
(a,a) € A. je algebrova involuce na A. rozsifujici involuci
ZA.

Tvrzeni 87

Necht A je algebra s involuci a x € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li e leva nebo prava jednotka v A, pak e je
jednotka a e* = e.

(b) Necht' A ma jednotku. Pak x* € A* prave tehdy, kdyz
x € AX. V tomto pripadé pak (x*)~' = (x~")*.



Fakt 86

Necht A je algebra s involuci. Pak (a,a)* = (a*,a) pro
(a,a) € A. je algebrova involuce na A. rozsifujici involuci
ZA.

Tvrzeni 87

Necht A je algebra s involuci a x € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li e leva nebo prava jednotka v A, pak e je
jednotka a e* = e.

(b) Necht' A ma jednotku. Pak x* € A* prave tehdy, kdyz
x € AX. V tomto pripadé pak (x*)~' = (x~")*.

(c) A € o(x) pravé tehdy, kdyZ A € o(x*). Tedy
r(x*) = r(x).



Tvrzeni 88
Necht A je komutativni polojednoducha Banachova
algebra. Pak kazda algebrova involuce na A je spojita.



Definice 89
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.



Definice 89
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 90

Necht A je algebra s involuci a x,y € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripadé
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungovane.



Definice 89
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 90
Necht A je algebra s involuci a x,y € A. Pak plati
nasledujici tvrzeni:
(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripadé
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungovane.
(b) Je-li x samoadjungovany, pak je samoadjungovany
iprvek tx prot € R.



Definice 89
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 90

Necht A je algebra s involuci a x,y € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripadé
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungovane.

(b) Je-li x samoadjungovany, pak je samoadjungovany
iprvek tx prot € R.

(c) Je-li A komplexni, pak existuji jednoznacné urcené
samoadjungované prvky u, v € A takove, Ze
X = U+ iv. Pro né pak plati, Ze x* = u—iv.



Definice 89
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 90

Necht A je algebra s involuci a x,y € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripadé
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungovane.

(b) Je-li x samoadjungovany, pak je samoadjungovany
iprvek tx prot € R.

(c) Je-li A komplexni, pak existuji jednoznacné urcené
samoadjungované prvky u, v € A takove, Ze
X = U+ iv. Pro né pak plati, Ze x* = u—iv.

(d) Jsou-li x, y samoadjungované a komutuji spolu, pak
Xy je samoadjungovany.



Definice 89
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 90

Necht A je algebra s involuci a x,y € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripadé
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungovane.

(b) Je-li x samoadjungovany, pak je samoadjungovany
iprvek tx prot € R.

(c) Je-li A komplexni, pak existuji jednoznacné urcené
samoadjungované prvky u, v € A takove, Ze
X = U+ iv. Pro né pak plati, Ze x* = u—iv.

(d) Jsou-li x, y samoadjungované a komutuji spolu, pak
Xy je samoadjungovany.

(e) Je-li x samoadjungovany, pak yxy* je
samoadjungovany.



Definice 91
Banachova algebra A s involuci se nazyva B*-algebra,
pokud pro kazdé x € A je

2
Ix* X[ = [1x]1*.



Definice 91
Banachova algebra A s involuci se nazyva B*-algebra,
pokud pro kazdé x € A je

2
Ix* X[ = [1x]1*.

Lemma 92
Necht' A je normovana algebra s involuci. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Ix*x|l > |x|2 pro kazdé x € A.

(ii) lxx*|l = |x|I? pro kaZdé x € A.
(iil) [Ix*x| = [|x||2 pro kaZdé x € A.
(iv) ||xx*|| = |Ix||? pro kaZdé x € A.

Ve vSech pripadech je pak || x*|| = || x| pro kazdé x € A.



Tvrzeni 93

Necht A je B*-algebra bez jednotky. Pak na A. s involuci
z Faktu 86 existuje norma |||-||| rozsifujici ptivodni normu
na A (a ekvivalentni normé z Tvrzeni 9) takova, Ze A. je
B*-algebra.



Definice 94
Necht A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
—1 *
X' =x*.



Definice 94
Necht A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
X = x*.

® Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.



Definice 94
Necht A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
X = x*.

® Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.

Fakt 95
Necht A je algebra nad K s involuci a x, y € A.



Definice 94
Necht A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
X = x*.

® Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.

Fakt 95
Necht A je algebra nad K s involuci a x, y € A.

(a) Ma-li A jednotku a jsou-li x, y unitarni, pak xy je
unitarni.



Definice 94
Necht A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
X = x*.

® Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.

Fakt 95
Necht A je algebra nad K s involuci a x, y € A.

(a) Ma-li A jednotku a jsou-li x, y unitarni, pak xy je
unitarni.
(b) Je-li x normalni, pak x" je normalni pro kazdé n € N.



Definice 94
Necht A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
X = x*.

® Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.

Fakt 95
Necht A je algebra nad K s involuci a x, y € A.

(a) Ma-li A jednotku a jsou-li x, y unitarni, pak xy je
unitarni.

(b) Je-li x normalni, pak x" je normalni pro kazdé n € N.

(c) Ma-li A jednotku a je-li x normalni a y unitarni, pak
yxy* je normaini.



Definice 94
Necht A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
X = x*.

® Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.

Fakt 95
Necht A je algebra nad K s involuci a x, y € A.

(a) Ma-li A jednotku a jsou-li x, y unitarni, pak xy je
unitarni.

(b) Je-li x normalni, pak x" je normalni pro kazdé n € N.

(c) Ma-li A jednotku a je-li x normalni a y unitarni, pak
yxy* je normaini.

(d) Ma-li A jednotku a je-li x normalini a > € K, pak
Ae — x je normalni.



Veta 96
Necht A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak | x"|| = ||x||" pro kaZdé n € N
a pro A komplexni je r(x) = || x||.



Veta 96
Necht A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak | x"|| = ||x||" pro kaZdé n € N
a pro A komplexni je r(x) = || x||.
(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = || x||2.



Veta 96
Necht A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak | x"|| = ||x||" pro kaZdé n € N
a pro A komplexni je r(x) = || x||.

(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = || x||2.

(c) Ma-li A jednotku a x je unitarni, pak o (x) C {A € K;
|A| = 1}. Je-li navic A netrivialni, pak || x| = 1.



Veta 96
Necht A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak | x"|| = ||x||" pro kaZdé n € N
a pro A komplexni je r(x) = || x||.

(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = || x||2.

(c) Ma-li A jednotku a x je unitarni, pak o (x) C {A € K;
|A| = 1}. Je-li navic A netrivialni, pak || x| = 1.

(d) Je-li x samoadjungovany, pak o(x) C R.



Dusledek 97
Necht A je netrivialni komplexni komutativni B*-algebra.

Pak A(A) # 0.



Dusledek 97
Necht A je netrivialni komplexni komutativni B*-algebra.

Pak A(A) # 0.

Dusledek 98
Necht A je komplexni algebra s involuci. Pak na A
existuje nejvyse jedna norma, se kterou A je B*-algebra.



Definice 99
Necht A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy
homomorfismus @: A — B nazyvame *-homomorfismus,

pokud zachovava operaci *, tj. @(x*) = &(x)* pro kazdé
X € A.



Definice 99

Necht A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy
homomorfismus @: A — B nazyvame *-homomorfismus,
pokud zachovava operaci *, tj. @(x*) = &(x)* pro kazdé
X € A.

Dasledek 100

Necht’' A je komplexni B*-algebra. Pak kaZdy
multiplikativni linearni funkcional na A je
*-homomorfismus.



Definice 99

Necht A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy
homomorfismus @: A — B nazyvame *-homomorfismus,
pokud zachovava operaci *, tj. @(x*) = &(x)* pro kazdé
X € A.

Dasledek 100

Necht’' A je komplexni B*-algebra. Pak kaZdy
multiplikativni linearni funkcional na A je
*-homomorfismus.

Dasledek 101

Necht' A, B jsou komplexni B*-algebry a ®: A — B je
*-homomorfismus. Pak @ je automaticky spojity a navic
] <1.



Dusledek 102

Necht A je komplexni B*-algebra a B je jeji
B*-podalgebra. Pokud A a B maji spolecnou jednotku,
pak B = A* N B.



Dusledek 102

Necht A je komplexni B*-algebra a B je jeji
B*-podalgebra. Pokud A a B maji spolecnou jednotku,
pak B* = A* N B. Dale necht x € B. Pokud B ma
jednotku, ktera neni jednotkou v A, pak

oa(x) = og(x) U {0}, v ostatnich pfipadech je

oa(X) = og(X).



Véta 103 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943))

Necht' A je komplexni komutativni B*-algebra. Pak

Gelfandova transformace je izometricky * -izomorfismus A
na Cy(A(A)).



Duasledek 104
Komplexni komutativni B*-algebra A ma jednotku, pravé

kdyz A(A) je kompaktni.



Duasledek 104
Komplexni komutativni B*-algebra A ma jednotku, pravé

kdyz A(A) je kompaktni.

Duasledek 105
Necht A a B jsou komplexni komutativni B*-algebry. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) A a B jsou izometricky *-izomorfni.
(i) A a B jsou algebraicky izomorfni.
(iii) Prostory A(A) a A(B) jsou homeomorfni.



Véta 106 (. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943),
|. Kaplansky (1953))

KazZdou komplexni B*-algebru Ize izometrickym
*-izomorfismem vnof¥it do £(H) pro vhodny komplexni
Hilberttv prostor H.



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky

B*-algeber




7. Spojity kalkulus pro normalni prvky

B*-algeber

Tvrzeni 107

Necht’ A je normovana algebra nad K, 2 C K,

f,g: 2 - Aat e 2. Pokud existuji f'(t) a g'(t), pak
(fg)'(t) = f'(Ha(®) + f(HG'(D).



Necht A je (redlnd) Banachova algebra s jednotkou
a x € A. Pak definujeme



Véta 108
Necht’ A je Banachova algebra nad K s jednotkou e
axeaA.
(a) Pokudy € A komutuje s x, pak
expxexpy = exp(x + y).



Véta 108
Necht’ A je Banachova algebra nad K s jednotkou e
axeaA.

(a) Pokudy € A komutuje s x, pak
expxexpy = exp(x + y).
(b) expx € A* a(expx)™' = exp(—x).



Véta 108
Necht’ A je Banachova algebra nad K s jednotkou e
axeA.
(a) Pokudy € A komutuje s x, pak
expxexpy = exp(x + y).
(b) expx € A* a(expx)™' = exp(—x).
(c) ProA € K poloZme f(1) = exp(Ax). Pak
f'(A) = exp(Ax)x pro kazdé A € K.



Véta 108
Necht’ A je Banachova algebra nad K s jednotkou e
axeA.
(a) Pokudy € A komutuje s x, pak
expxexpy = exp(x + y).
(b) expx € A* a(expx)™' = exp(—x).
(c) ProA € K poloZme f(1) = exp(Ax). Pak
f'(A) = exp(Ax)x pro kazdé A € K.
(d) Je-li A algebra se spojitou involuci, pak
(exp x)* = exp x*.



Véta 108
Necht’ A je Banachova algebra nad K s jednotkou e
axeaA.
(a) Pokudy € A komutuje s x, pak
expxexpy = exp(x + y).
(b) expx € A* a(expx)™' = exp(—x).
(c) ProA € K poloZme f(1) = exp(Ax). Pak
f'(A) = exp(Ax)x pro kazdé A € K.
(d) Je-li A algebra se spojitou involuci, pak
(exp x)* = exp x*.
(e) Je-li A komplexni algebra se spojitou involuci a x je
samoadjungovany, pak exp(ix) je unitarni.



Véta 109 (Bent Fuglede (1950), Calvin R.
Putnam (1951))

Necht A je komplexni B*-algebra, x € A, anecht a,b € A
Jjsou normaini a plati, Ze ax = xb. Pak a*x = xb*.



Definice 110
Necht A je algebra a M C A. Algebrovym obalem M
nazveme mnozinu

algM = (){B > M: B je podalgebra A}.



Definice 110
Necht A je algebra a M C A. Algebrovym obalem M

nazveme mnozinu

algM = (){B > M: B je podalgebra A}.

Tvrzeni 111
Necht’' A je algebra a M C A. Pak

algM = span{xiXz--- Xp; X1,...,Xp € M,n e N}.



Definice 112
Necht A je normovana algebra a M C A. Pak definujeme
uzavreny algebrovy obal M jako

algM = ("){B > M: B je uzaviena podalgebra A}.



Definice 112
Necht A je normovana algebra a M C A. Pak definujeme
uzavreny algebrovy obal M jako

algM = ("){B > M: B je uzaviena podalgebra A}.

Tvrzeni 113
Necht’' A je normovana algebra a M C A. Pak

algM = alg M.




Fakt 114

Necht' A, B jsou algebry a M C A. Pak kaZdy algebrovy
homomorfismus @ : alg M — B je jednoznacné urcen
svymi hodnotami na M.



Fakt 114

Necht' A, B jsou algebry a M C A. Pak kaZdy algebrovy
homomorfismus @ : alg M — B je jednoznacné urcen
svymi hodnotami na M. Jsou-li A, B normované algebry,
pak kazdy spojity algebrovy homomorfismus

@: algM — B je jednoznadné uréen svymi hodnotami
na M.



Tvrzeni 115

Necht’' A je B*-algebra a necht M C A komutuje a je
uzaviend na involuci. Pak alg M je komutativni
B*-podalgebra A.



Véta 116

Necht’ A je algebra nad K s jednotkou a x € A. Necht
2, C K je uzavrena a 21 C 2. Necht @;: C(£2;)) — A je
algebrovy homomorfismus takovy, Ze ®;(1) = e,

@;(ld) = x, v komplexnim pfipadé navic ®;(ld) = ®.(Id),
a necht @; je sekvencialné spojity z topologie lokalné
stejnomérné konvergence na C(S2;) do néjaké
Hausdorffovy topologie t na A, i = 1,2. Pak

D1(f 1 @,) = Po(f) pro kaZdou f € C(£2).



Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou a x € Aje
normalni. Polozme B = %{e, x, x*}. Pak mizeme
definovat

f(x) =I5 " (f o I's(X)). (1)



Véta 117 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je
normaini a f € C(o(x)). Zobrazeni ®: C(o(x)) — A, kde
@(g) = g(x) je definovano vzorcem (1), ma nasledujici
vlastnosti:
(a) @ je izometricky *-izomorfismus C(o (X))
na B = alg{e, x, x*}, pro ktery navic ®(1) = e
ao(ld) = x.



Véta 117 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je
normaini a f € C(o(x)). Zobrazeni ®: C(o(x)) — A, kde
@(g) = g(x) je definovano vzorcem (1), ma nasledujici
vlastnosti:
(a) @ je izometricky *-izomorfismus C(o (X))
na B = alg{e, x, x*}, pro ktery navic ®(1) = e
ao(ld) = x.
(b) Pokudw: C(a(x)) — A je *-homomorfismus, pro
kteryw(1) = ea¥(ld) = x, pak ¥ = .



Véta 117 (spojity kalkulus)

Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je

normaini a f € C(o(x)). Zobrazeni ®: C(o(x)) — A, kde

@(g) = g(x) je definovano vzorcem (1), ma nasledujici

vlastnosti:

(a) @ je izometricky *-izomorfismus C(o (X))
na B = alg{e, x, x*}, pro ktery navic ®(1) = e
ao(ld) = x.

(b) Pokudw: C(a(x)) — A je *-homomorfismus, pro
kteryw(1) = ea¥(ld) = x, pak ¥ = .

(c) f(x) € A%, pravé kdyz f(A) # 0 pro kazdé A € o(x).
V tom pfipadé je f(x)™" = 1(x).



Véta 117 (spojity kalkulus)

Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je

normaini a f € C(o(x)). Zobrazeni ®: C(o(x)) — A, kde

@(g) = g(x) je definovano vzorcem (1), ma nasledujici

vlastnosti:

(a) @ je izometricky *-izomorfismus C(o (X))
na B = alg{e, x, x*}, pro ktery navic ®(1) = e
ao(ld) = x.

(b) Pokudw: C(a(x)) — A je *-homomorfismus, pro
kteryw(1) = ea¥(ld) = x, pak ¥ = .

(c) f(x) € A%, pravé kdyz f(A) # 0 pro kazdé A € o(x).
V tom pfipadé je f(x)™" = 1(x).

(d) f(x) je normaini, je samoadjungovany pravé tehdy,
kdyZ f je realna, a je unitarni pravé tehdy, kdyZz
[fl =1.



Véta 117 (spojity kalkulus)

Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je

normaini a f € C(o(x)). Zobrazeni ®: C(o(x)) — A, kde

@(g) = g(x) je definovano vzorcem (1), ma nasledujici

vlastnosti:

(a) @ je izometricky *-izomorfismus C(o (X))
na B = alg{e, x, x*}, pro ktery navic ®(1) = e
ao(ld) = x.

(b) Pokudw: C(a(x)) — A je *-homomorfismus, pro
kteryw(1) = ea¥(ld) = x, pak ¥ = .

(c) f(x) € A%, pravé kdyz f(A) # 0 pro kazdé A € o(x).
V tom pfipadé je f(x)™" = 1(x).

(d) f(x) je normaini, je samoadjungovany pravé tehdy,
kdyZz f je realna, a je unitarni pravé tehdy, kdyz
[fl =1.

(e) o(f(x)) = f(o(x)) (véta o obrazu spektra).



(f) Je-li C c A komutativni B*-podalgebra obsahuijici e
a x, pak I'z'(fo I'c(x)) = f(x).



(f) Je-li C c A komutativni B*-podalgebra obsahuijici e
a x, pak I'z'(fo I'c(x)) = f(x).

(9) Pokud g € C(f(a(x))), pak (g o N(x) = g(f(x)).



(f) Je-li C c A komutativni B*-podalgebra obsahuijici e
a x, pak I'z'(fo I'c(x)) = f(x).

(9) Pokud g € C(f((x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

(h) Je-lig € H(£2), kde 2 C C je oteviené okoli o (x),
pak @(g o)) = ¥(9), kde ¥ je holomorfni kalkulus
z Véty 50.



(f) Je-li C c A komutativni B*-podalgebra obsahuijici e
a x, pak I'z'(fo I'c(x)) = f(x).

(9) Pokud g € C(f(0(x))), pak (g o (x) = g(f(x)).

(h) Je-lig € H(£2), kde 2 C C je oteviené okoli o (x),
pak @(g o)) = ¥(9), kde ¥ je holomorfni kalkulus
z Véty 50.

(i) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).



(f) Je-li C c A komutativni B*-podalgebra obsahuijici e
a x, pak I'z'(fo I'c(x)) = f(x).

(9) Pokud g € C(f((x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

(h) Je-lig € H(£2), kde 2 C C je oteviené okoli o (x),
pak @(g o)) = ¥(9), kde ¥ je holomorfni kalkulus
z Véty 50.

(i) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).

(j) Je-li D komplexni B*-algebraa ®: A— D je
*-homomorfismus takovy, Zze ®(e) je jednotka v D,
pak f(©(x)) = O(f(x)). Specialné, je-li u € A unitarni,
pak f(uxu*) = uf(x)u*.



(f) Je-li C c A komutativni B*-podalgebra obsahuijici e
a x, pak I'z'(fo I'c(x)) = f(x).

(9) Pokud g € C(f(o(x))), pak (g = )(X) = g(F(x).

(h) Je-lig € H(£2), kde 2 C C je oteviené okoli o (x),
pak @(g o)) = ¥(9), kde ¥ je holomorfni kalkulus
z Véty 50.

(i) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).

(j) Je-li D komplexni B*-algebraa ®: A— D je
*-homomorfismus takovy, Zze ®(e) je jednotka v D,
pak f(©(x)) = O(f(x)). Specialné, je-li u € A unitarni,
pak f(uxu*) = uf(x)u*.

(k) Je-li 0 € o(x) a f(0) = 0, pak f(x) € alg{x, x*}.



(f) Je-li C c A komutativni B*-podalgebra obsahuijici e
a x, pak I'z'(fo I'c(x)) = f(x).
(9) Pokud g € C(f(o(x))), pak (g = )(X) = g(F(x).
(h) Je-lig € H(£2), kde 2 C C je oteviené okoli o (x),
pak @(g o)) = ¥(9), kde ¥ je holomorfni kalkulus
z Véty 50.
(i) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).
(j) Je-li D komplexni B*-algebraa ®: A— D je
*-homomorfismus takovy, Zze ®(e) je jednotka v D,
pak f(©(x)) = O(f(x)). Specialné, je-li u € A unitarni,
pak f(uxu*) = uf(x)u*.
(k) Je-li 0 € o(x) a f(0) = 0, pak f(x) € alg{x, x*}.
Nema-li A jednotku, provedeme celou konstrukci v A..
Pokud pro f € C(o(x)) plati, Ze f(0) = 0, pak f(x) € A.



Véta 119
Necht A je komplexni B*-algebra a x € A.

(a) Prvek x je samoadjungovany, pravé kdyZ je normalni
ao(x) C R.



Véta 119
Necht A je komplexni B*-algebra a x € A.

(a) Prvek x je samoadjungovany, pravé kdyZ je normalni
ao(x) C R.

(b) Ma-li A jednotku, pak x je unitarni, pravé kdyz je
normalni aoc(x) C {1 € C; |A| = 1}.



8. Nezaporné prvky B*-algeber



8. Nezaporné prvky B*-algeber

Definice 120

Necht A je algebra s involucia x € A je
samoadjungovany. Rekneme, Ze x je nezaporny, pokud
o(x) C [0, +00).



8. Nezaporné prvky B*-algeber

Definice 120

Necht A je algebra s involucia x € A je
samoadjungovany. Rekneme, Ze x je nezaporny, pokud
o(x) C [0, +00).

Fakt 121
Prvek x komplexni B*-algebry je nezaporny, pravé kdyz
je normalni a o (x) C [0, +00).



8. Nezaporné prvky B*-algeber

Definice 120

Necht A je algebra s involucia x € A je
samoadjungovany. Rekneme, Ze x je nezaporny, pokud
o(x) C [0, +00).

Fakt 121
Prvek x komplexni B*-algebry je nezaporny, pravé kdyz
je normalni a o (x) C [0, +00).

Tvrzeni 122

Necht A je algebra s involuci a x, y € A jsou nezaporné.
(a) Je-lit> 0, pak tx je nezaporny.

(b) Je-li A komplexni B*-algebra, pak x + y je nezaporny.

(c) Je-li A komplexni Banachova algebra a x a y spolu
komutuji, pak xy je nezaporny.



Fakt 123
Necht' A je komplexni B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x nezaporny, pak |x| = x.

(b) Je-li x samoadjungovany, pak |x|?> = x?.

(c) Je-li x nezdporny, pak (v/x)? = x. NaV/'c VX je
jediné nezaporné y € A takové, Ze y? = x.

(d) Je-li x samoadjungovany, pak ~/'x? = |x|.



Tvrzeni 124

Necht' A je komplexni B* -algebra. Pak pro kaZdy
samoadjungovany prvek x € A existuje prave jedna
dvojice nezdpornych prvki x+, x~ € A takova, Ze
x=xT—x"ax xt=x"x"=0.Navic x* + x~ = |x]|.



Tvrzeni 124

Necht' A je komplexni B* -algebra. Pak pro kaZdy
samoadjungovany prvek x € A existuje prave jedna
dvojice nezdpornych prvki x+, x~ € A takova, Ze
x=xT—x"ax xt=x"x"=0.Navic x* + x~ = |x]|.

Véta 125 (l. Kaplansky (1953))

Necht A je komplexni B*-algebra a x € A. Pak x*x i xx*
jsou nezaporné.



Véta 126 (polarni rozklad)

Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou a x € A je
invertovatelny. Pak existuji unitarni u € A a nezaporny
a € Atak, Ze x = ua. Tento rozklad je urceny
jednoznacneé.



Il. Spoijité linearni operatory na Hilbertovych

prostorech

1. Zakladni vlastnosti




Il. Spoijité linearni operatory na Hilbertovych

prostorech

1. Zakladni vlastnosti

Véta 127

Jsou-li Hy, H> Hilbertovy prostory a T € £(H;, H>), pak
plati, Ze

(a) KerT* = (Rng T)*+,

(b) KerT = (Rng T*)*,

(c) Rng T = (Ker T*)*,

(d) Rng T* = (Ker T)*..



Definice 128
Necht X, Y a Z jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni

B: X x Y — Z se nazyva bilinearni, pokud je linearni

v prvni i ve druhé souradnici, tj. zobrazeni x — B(x, y) je
linearni pro kazdé y € Y a y — B(x, y) je linearni pro
kazdé x € X.



Definice 128

Necht X, Y a Z jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni
B: X x Y — Z se nazyva bilinearni, pokud je linearni

v prvni i ve druhé souradnici, tj. zobrazeni x — B(x, y) je
linearni pro kazdé y € Y a y — B(x, y) je linearni pro
kazdé x € X. Zobrazeni B se nazyva seskvilinearni,
pokud je linearni v prvni soufadnici a sdruzené linearni ve
druhé souradnici.



Definice 128

Necht X, Y a Z jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni
B: X x Y — Z se nazyva bilinearni, pokud je linearni

v prvni i ve druhé souradnici, tj. zobrazeni x — B(x, y) je
linearni pro kazdé y € Y a y — B(x, y) je linearni pro
kazdé x € X. Zobrazeni B se nazyva seskvilinearni,
pokud je linearni v prvni soufadnici a sdruzené linearni ve
druhé souradnici. V pfipade, ze Z = K, se B nazyva
bilinearni, resp. seskvilinearni forma.



Tvrzeni 129 (polarizacni vzorec)

Necht X, Y jsou vektorové prostory nad K a

S: X x X — Y je seskvilinearni zobrazeni. Pak pro
vsechna x,y € X plati, Ze

1
S(x,y) + S(y.x) = E(S(X + Y. x+y)—Sx—y.x—y)).



Tvrzeni 129 (polarizacni vzorec)

Necht X, Y jsou vektorové prostory nad K a

S: X x X — Y je seskvilinearni zobrazeni. Pak pro
vsechna x,y € X plati, Ze

1
S(x,y) + S(y.x) = E(S(X + Y. x+y)—Sx—y.x—y)).

Je-liK = C, pak pro véechna x,y € X plati, Ze

1
S(x,y) = Z(S(x—i—y,x +yY)—-Sx—y.x—y)+
+ iS(x + iy, x + iy) — iS(x — iy, x — iy)).



Véta 130

Necht X je prostor se skalarnim soucinema T: X — X je
linearni operator. Necht dale plati alespon jedna

z nasledujicich podminek:

e X je komplexni.
e X je Hilbertuv a T je spojity a samoadjungovany.
Jestlize (Tx,x) = 0 pro kazdé x € X, pak T = 0.



Véta 130

Necht X je prostor se skalarnim soucinema T: X — X je
linearni operator. Necht dale plati alespon jedna

z nasledujicich podminek:

e X je komplexni.

e X je Hilbertuv a T je spojity a samoadjungovany.
Jestlize (Tx,x) = 0 pro kazdé x € X, pak T = 0.
Dasledek 131
Necht X je prostor se skalarnim soucinem

aS, T: X — X jsou linearni operatory. Necht dale plati
alespori jedna z nasledujicich podminek:

e X je komplexni.
e X je Hilbertuv a S, T jsou spojité
a samoadjungovane.
Pokud (Sx, x) = (Tx, x) pro kaZzdé x € X, pak S = T.



Definice 132
Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory

aB: XxY — Zjebilinearni, resp. seskvilinearni
zobrazeni. Rekneme, Ze B je omezené, pokud
SUPyep, yesy II1B(X, ¥)|l < +00. V tom pripadé klademe
IBIl = SUPxesy.yesy II1BX. Y.



Definice 132

Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory
aB: XxY — Zjebilinearni, resp. seskvilinearni
zobrazeni. Rekneme, Ze B je omezené, pokud
SUPyep, yesy II1B(X, ¥)|l < +00. V tom pripadé klademe

IBIl = SUPxepy.yes, | BOX Y-

Tvrzeni 133

Necht H je Hilbertuv prostor. Je-li S omezena
seskvilinearni forma na H, pak existuje jednoznacné
urCeny T € £(H) takovy, Ze S(x,y) = (Tx, y) pro
vsechna x,y € H. Navic plati, Ze | T|| = ||S||.



Fakt 134
Necht H;, H» jsou Hilbertovy prostory a T € £(H;, Ha).

PakKerT*o T =KerT.



Véta 135
Necht H je Hilbertav prostor a T € £(H). Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je normalni.
(i) (T*x, T*y) = (Tx, Ty) pro kaZdé x,y € H.
(iii)y | T*x|| = || Tx|| pro kazdé x € H.



Definice 136

Necht X je normovany linearni prostor nad K
aTe£X).CisloxekK nazyvame pribliznym vlastnim
Cislem operatoru T, pokud existuje posloupnost {x,} C Sx
takova, ze (A — T)x, — 0.



Definice 136

Necht X je normovany linearni prostor nad K
aTe£X).CisloxekK nazyvame pribliznym vlastnim
Cislem operatoru T, pokud existuje posloupnost {x,} C Sx
takova, ze (Al — T)x, — 0. Mnozina v§ech pfibliznych
vlastnich Cisel operatoru T se nazyva priblizné bodové
spekirum operatoru T a znaci se o,,(T).



Definice 136

Necht X je normovany linearni prostor nad K

a T e £(X). Cislo A € K nazyvame pfibliznym vlastnim
Cislem operatoru T, pokud existuje posloupnost {x,} C Sx
takova, ze (Al — T)x, — 0. Mnozina v§ech pfibliznych
vlastnich Cisel operatoru T se nazyva priblizné bodové
spekirum operatoru T a znaci se o,,(T).

Fakt 137

Necht X je normovany linearni prostor nad K

aT e £(X). Pak A € K je pribliZznym viastnim Cislem T,
pravé kdyZ Al — T neni izomorfismus do.



Definice 136

Necht X je normovany linearni prostor nad K

a T e £(X). Cislo A € K nazyvame pfibliznym vlastnim
Cislem operatoru T, pokud existuje posloupnost {x,} C Sx
takova, ze (Al — T)x, — 0. Mnozina v§ech pfibliznych
vlastnich Cisel operatoru T se nazyva priblizné bodové
spekirum operatoru T a znaci se o,,(T).

Fakt 137

Necht X je normovany linearni prostor nad K

aT e £(X). Pak A € K je pribliZznym viastnim Cislem T,
pravé kdyZ Al — T neni izomorfismus do.

Tvrzeni 138

Necht X, Y jsou normované linearni prostory, T € £(X)
aS: X — Y je linearni izomorfismus. Pak pro operator
SoToS " e X(Y)plati, Ze 6,5(So T o S = 0, (T).



Definice 139

Necht X je prostor se skalarnim sou¢inema T € £(X).
Mnozina Ny = {{Tx, x); x € Sx} se nazyva numericky
range operatoru T.



Fakt 140

Necht X je normovany linearni prostor takovy, Ze

dim Xg # 1 (4. X je bud’ komplexni, nebo realny dimenze
ruzné od 1). Pak Sx je kfivkové souvisla.



Tvrzeni 141
Necht X je prostor se skalarnim soucinem nad K

aT e £(X).
(@) Nyi+pT = o + BNr pro libovolnd o, B € K.



Tvrzeni 141
Necht X je prostor se skalarnim soucinem nad K

aT e £(X).
(@) Nyi+pT = o + BNr pro libovolnd o, B € K.
(b) Mnozina Nt je kfivkové souvisla.



Tvrzeni 141
Necht X je prostor se skalarnim soucinem nad K

aT e £(X).

(@) Nyi+pT = o+ BN7 prolibovolnd o, B € K.
(b) Mnozina Nt je kfivkové souvisla.

(c) op(T) C Nr C Bg(0,|TI).



Tvrzeni 141
Necht X je prostor se skalarnim soucinem nad K
arl e £(X).
(@) Nyi+pT = o+ BN7 prolibovolnd o, B € K.
(b) Mnozina Nt je kfivkové souvisla.
(c) op(T) C Nr C Bg(0,|TI).
(d) oup(T) C Nr. Je-li X Hilberttiv, pak
o(T)\ oyp(T) C Ny, atedyo(T) C Nr.



Véta 142
Necht' H je Hilbertiv prostor a T € £(H) je normalni. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) KerT =KerT*.



Véta 142
Necht H je Hilbertav prostor a T € £(H) je normalni. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) KerT =KerT~.
(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.



Véta 142
Necht H je Hilbertav prostor a T € £(H) je normalni. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) KerT =KerT~.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertovatelny prave tehdy, kdyz existuje ¢ > 0
tak, Ze | Tx|| > c|| x| pro kazdé x € H.



Véta 142

Necht H je Hilbertav prostor a T € £(H) je normalni. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) KerT =KerT~.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertovatelny prave tehdy, kdyz existuje ¢ > 0
tak, Ze || Tx|| > c||x|| pro kazdé x € H.

(d) o(T) = 0yp(T).



Véta 142

Necht H je Hilbertav prostor a T € £(H) je normalni. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) KerT =KerT~.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertovatelny prave tehdy, kdyz existuje ¢ > 0
tak, Ze || Tx|| > c||x|| pro kazdé x € H.

(d) o(T) = 0yp(T).

(e) A € 0,(T) praveé tehdy, kdyz X € o,(T*). Viastni
prostor T prislusny viastnimu cislu A je shodny

s vlastnim prostorem T* pfislusnym vlastnimu
Cislu A.



Véta 142

Necht' H je Hilbertiv prostor a T € £(H) je normalni. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) KerT =KerT~.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertovatelny prave tehdy, kdyz existuje ¢ > 0
tak, Ze | Tx|| > c|| x| pro kazdé x € H.

(d) o(T) = ou(T).

(e) A € 0,(T) praveé tehdy, kdyz X € o,(T*). Viastni
prostor T prislusny viastnimu cislu A je shodny
s vlastnim prostorem T* pfislusnym vlastnimu
cislu A.

(f) Pokud A+, Ao jsou rdzna viastni Cisla T, pak
Ker(A1/—T) L Ker(A2l—T).



Véta 143

Necht H je Hilbertav prostora T € £(H). Pak T je
samoadjungovany, pravé kdyz (Tx, y) = (x, Ty) pro
kazdé x,y € H.
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(@) (Tx,x) € R pro kazdé x € H.



Véta 143

Necht H je Hilbertav prostora T € £(H). Pak T je
samoadjungovany, pravé kdyz (Tx, y) = (x, Ty) pro
kazdé x,y € H. Pro T samoadjungovany plati nasledujici
tvrzeni:

(@) (Tx,x) € R pro kazdé x € H.

(b) Nt c R. Je-li H netrivialni a oznacime-li mr = inf Nr,
Mz = sup Nr, pak || T|| = max{|mr|, |Mr|}
a{mr,Mzs} C o(T) C [mr, M1], a tedy Cislo || T|| nebo
—|IT| lezivo(T).



Véta 143

Necht H je Hilbertav prostora T € £(H). Pak T je

samoadjungovany, pravé kdyz (Tx, y) = (x, Ty) pro

kazdé x,y € H. Pro T samoadjungovany plati nasledujici
tvrzeni:

(@) (Tx,x) € R pro kazdé x € H.

(b) Nt c R. Je-li H netrivialni a oznacime-li mr = inf Nr,
Mz = sup Nr, pak || T|| = max{|mr|, |Mr|}
a{mr,Mzs} C o(T) C [mr, M1], a tedy Cislo || T|| nebo
—|IT| lezivo(T).

(c) r(T) =sup{|Al: A € N} = | T].



Tvrzeni 144
Necht H je komplexni Hilbertiv prostora T € £(H). Pak
T je samoadjungovany, pravé kdyz Ny C R.



Tvrzeni 144
Necht H je komplexni Hilbertiv prostora T € £(H). Pak
T je samoadjungovany, pravé kdyz Ny C R.

Dusledek 145

Necht' H je Hilbertiv prostora T € £(H). Je-li T
samoadjungovany, pak o(T) C [0, +00), prave kdyZz
(Tx, x) = 0 pro kazdé x € H. Je-li H komplexni, pak T je
nezaporny (prvek algebry £(H)), pravé kdyz (Tx, x) > 0
pro kazde x € H.



Véta 146

Necht' H je Hilbertuv prostor a P € £(H) je projekce. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) P je samoadjungovana.
(i) P je normalni.

(iii) P je ortogonalni.
(iv) P je nezaporna.



Véta 146
Necht' H je Hilbertuv prostor a P € £(H) je projekce. Pak

nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) P je samoadjungovana.

(i) P je normalni.

(iii) P je ortogonalni.

(iv) P je nezaporna.

Lemma 147
Necht' H je Hilbertiv prostor, S, T € £(H) a S je
samoadjungovany. Pak Rng S L Rng T pravé tehdy, kdyz

ST =0.



Definice 148

Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory. Operator

T € £(H,, H>) se nazyva unitarni, pokud T* o T = Iy,
aToT* =y, neboli T7' = T*.



Definice 148

Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory. Operator

T € £(H,, H>) se nazyva unitarni, pokud T* o T = Iy,
aToT* =y, neboli T7' = T*.

Véta 149

Necht' H;, H» jsou Hilbertovy prostory a T € £(H;, Ha).
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je unitarni.
(i) Tjenaa(Tx,Ty) = (x,y) pro kaZdé x,y € H.
(iii)y T je izometrie na.



Lemma 150

Necht H;, H» jsou Hilbertovy prostory a T € £(H;, Ha).
Necht'Y je uzavieny podprostor H, takovy, ZeRngT C Y
aSe £(H,,Y) je definovany jako Sx = Tx pro x € H;.
Pak S* = T* }y.



Véta 151
Necht H je Hilbertuv prostor. Pak KX (H) = ¥ (H).



Definice 152
Necht A je mnozinaa f: A— A je zobrazeni. Mnozina

B C A se nazyva invariantni vaci f, pokud f(B) C B, {j.
ftg: B— B.



Fakt 153

Necht H je Hilbertav prostor, T € £(H) aM C H je

mnoZina vlastnich vektord T (ne nutné vsech).

(a) Je-li Y C H invariantni vici T, pak Y+ je invariantni
vaci T*.

(b) span M je invariantni viaci T.

(c) Je-li T normaini, pak span M i (span M)* jsou
invariantni vaci T i T*.

(d) Necht'Y c H je uzavieny podprostor invariantni vuci
TiT*. Pak(Ty)* =T*y.Je-litedy T
samoadjungovany, resp. normaini, pak T 'y € £(Y)
je samoadjungovany, resp. normailni.



Véta 154 (spektralni rozklad normalniho kompaktniho operatoru;
D. Hilbert (1904), Erhard Schmidt (1907))
Necht H je Hilbertuv prostor a T € K (H). Déle pfedpokladejme, Ze

® T je samoadjungovany, nebo

* H je komplexni a T je normaini.
Pak existuje ortonormalni baze B prostoru H tvofena viastnimi vektory T.
Vektord z B pfislusnych nenulovym viastnim islum T je spocetné mnoho,
a sefadime-li je libovolné do prosté posloupnosti {en}ﬁ:1, N € Ng U {0}, pak
{en} je ortonormaini baze Rng T a pro kaZzdé x € H je

N
Tx =) An(x.en)en.
n=1

kde A, je viastni Cislo pfislusné viastnimu vektoru ep.




Véta 154 (spektralni rozklad normalniho kompaktniho operatoru;
D. Hilbert (1904), Erhard Schmidt (1907))
Necht H je Hilbertuv prostor a T € K (H). Déle pfedpokladejme, Ze

® T je samoadjungovany, nebo

* H je komplexni a T je normaini.
Pak existuje ortonormalni baze B prostoru H tvofena viastnimi vektory T.
Vektoru z B pfislusnych nenulovym vlastnim ¢islim T je spocetné mnoho,
a sefadime-li je libovolné do prosté posloupnosti {en}ﬁ:1, N € Ng U {0}, pak
{en} je ortonormalni baze Rng T a pro kaZdé x € H je

N
Tx = Z An(X, en>en,
n=1

kde A, je viastni Cislo pfislusné viastnimu vektoru ep.
Je-li {(AntM_ . M e N U {oo} prostd posloupnost véech viastnich Sisel T a Py

=17
je ortogoﬁé/n/’ projekce na Ker(Apl — T), pak
M

I=Y P
n=1

kde fada konverguje bodové bezpodminecné (tj. x = Z,’L Pnx
bezpodminecné pro kazdé x € H) a

M
T= Z AnPn,
n=1

kde fada konverguje bezpodminec¢né v prostoru £(H).




Véta 155 (reprezentace kompaktniho operatoru;
E. Schmidt (1907))

Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory a T € K (H;, Ha).
Pak existuji N € Ny U {oo}, posloupnost kladnych Cisel
{An}N_, a ortonormalini systémy {u,}N_, C H; a

{va}N_, C H. takové, Ze pro kazdé x € H je

N
TX =) An(X. Up) V.

n=1



Véta 155 (reprezentace kompaktniho operatoru;

E. Schmidt (1907))

Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory a T € K (H;, Ha).
Pak existuji N € Ny U {oo}, posloupnost kladnych Cisel
{An}N_, a ortonormalini systémy {u,}N_, C H; a

{va}N_, C H. takové, Ze pro kazdé x € H je

N

Tx = an(x, Un) V.
n=1
Dale {A2}N__ je posloupnost véech nenulovych viastnich
Cisel operatoru T* o T, pficemz pro kazdé A > 0 je pocCet
prvki mnoZiny {n € N; A2 = A} roven
dimKer(Al — T* o T). Tedy posloupnost {A,}N_, je urcena
jednoznacné az na permutaci a je-li N = oo, pak A, — 0.



2. Omezeny borelovsky kalkulus



2. Omezeny borelovsky kalkulus

Definice 156
Necht X, Y jsou normované linearni prostory. Na
prostoru £(X, Y) definujeme nasledujici lokalné konvexni
topologie:
e silna operatorova topologie tsor je generovana
systémem pseudonorem {p,(T) = || Tx||; x € X},



2. Omezeny borelovsky kalkulus

Definice 156
Necht X, Y jsou normované linearni prostory. Na
prostoru £(X, Y) definujeme nasledujici lokalné konvexni
topologie:
e silna operatorova topologie tsor je generovana
systémem pseudonorem {p,(T) = || Tx||; x € X},
e slaba operatorova topologie twor j€ generovana
systémem pseudonorem {p, ¢(T) = |f(Tx)|;
xe X, feY*}.



2. Omezeny borelovsky kalkulus

Definice 156
Necht X, Y jsou normované linearni prostory. Na
prostoru £(X, Y) definujeme nasledujici lokalné konvexni
topologie:
e silna operatorova topologie tsor je generovana
systémem pseudonorem {p,(T) = || Tx||; x € X},

e slaba operatorova topologie twor j€ generovana
systémem pseudonorem {p, ¢(T) = |f(Tx)|;
xe X, feY*}.

Symbolem Bf,(X) budeme znacit mnozinu vSech
omezenych borelovskych funkci na topologickém
prostoru X.



Definice 157

Necht X je Banachlv prostornad K a T € £(X).
Rekneme, e zobrazeni ¥ : Bfy(a(T)) — £(X) je
borelovsky funkéni kalkulus pro T, pokud ¥ je algebrovy
homomorfismus, ¥ (1) = [, ¥(Id) = T aje-li

{f,} C Bfy(c(T)) omezena posloupnost konvergujici
bodové k f € Bfy(a(T)), pak ¥(f,) — ¥(f) v topologii twor-.



Necht A je algebra nad K s jednotkou, 7 je Hausdorffova
topologie na A, x,y € Aa F C K je uzavrena.
Homomorfismu & : Bf,(F) — A budeme fikat borelovsky
kalkulus na F pro t a dvojici (x, y), pokud @(1) = e,
o(ld) = x, &(Id) = y a W(f,) - ¥(f) kdykoli

{f,} C Bfy(F) je omezenda posloupnost konvergujici
bodové k f € Bf,(F).



Necht A je algebra nad K s jednotkou, 7 je Hausdorffova
topologie na A, x,y € Aa F C K je uzavrena.
Homomorfismu & : Bf,(F) — A budeme fikat borelovsky
kalkulus na F pro t a dvojici (x, y), pokud @(1) = e,
o(ld) = x, &(Id) = y a W(f,) - ¥(f) kdykoli

{f,} C Bfy(F) je omezenda posloupnost konvergujici
bodové k f € Bf,(F).

Véta 158

Necht' A je Banachova algebra nad K s jednotkou, t je
néjaka Hausdorffova topologie na A (neostre) slabsi nez
normova a x, y € A. Pfedpokladejme, Ze existuje
borelovsky kalkulus ¥ na néjaké uzaviené F C K pro t a
dvojici (x, y). Pak existuje borelovsky kalkulus ® na o (x)
pro t a dvojici (x, y). Je-li dale ¥, néjaky borelovsky
kalkulus na Fy pro t a dvojici (x, y), pak ¥1(f) = @(f ' s(x))
pro kazdou f € Bf,(Fy).



Lemma 159
Necht H je Hilbertuv prostor a {x,}5°, C H. Jestlize
X, — X € H slabé a || x,|| — ||x|, pak x, — x (v normé).



Necht H je komplexni Hilbertav prostora T € £(H) je
normalni operator. Pro pevna x, y € H vezméme funkci
¢x,y: C(o(T)) — C definovanou predpisem

exy(H) = (f(T)x,y).



Necht H je komplexni Hilbertav prostora T € £(H) je
normalni operator. Pro pevna x, y € H vezméme funkci
¢x,y: C(o(T)) — C definovanou predpisem

exy(H) = (f(T)x,y).

Existuje regularni borelovska komplexni mira ., na
o(T) takova, Ze pro kazdé f € C(o (7)) je

90x,y(f) = / fdﬂx,y
a(T)

a[lpxyll = llexyll < IIxIHyI-



Necht H je komplexni Hilbertav prostora T € £(H) je
normalni operator. Pro pevna x, y € H vezméme funkci
¢x,y: C(o(T)) — C definovanou predpisem

exy(H) = (f(T)x,y).

Existuje regularni borelovska komplexni mira ., na
o(T) takova, Ze pro kazdé f € C(o (7)) je

90x,y(f) = / fdﬂx,y
a(T)

a eyl = lexyll = IxIHyI-
Pro f € Bfy,(c(T)) existuje jednoznacné urCeny operator
f(T) € £(H) takovy, Ze pro kazdé x,y € H je

(H(T)x.y) = / fdin,. @)

a(T)

Navic [f(T)] < [flle-



Véta 160

Necht H je komplexni Hilberttv prostor, T € £(H) je normalni
operator a f € Bfy,(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(a(T)) — £(H), kde
®(g) = g(T) je definovano vyse, je borelovsky funkcni kalkulus pro
T, ktery ma nasledujici viastnosti:

(a) @ je*-homomorfismus a oznalime-li ¥ spojity kalkulus pro T
z Véty 117, pak @ | co(1y) = ¥. Je-li H netrividini, pak || @| = 1.



Véta 160

Necht H je komplexni Hilberttv prostor, T € £(H) je normalni
operator a f € Bfy,(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(a(T)) — £(H), kde
®(g) = g(T) je definovano vyse, je borelovsky funkcni kalkulus pro
T, ktery ma nasledujici viastnosti:

(a) @ je*-homomorfismus a oznalime-li ¥ spojity kalkulus pro T
z Véty 117, pak @ | co(1y) = ¥. Je-li H netrividini, pak || @| = 1.

(b) Je-li {f,} € Bf,(o(T)) omezena posloupnost konvergujici
bodove k f, pak ®(f,) — &(f) v topologii tsor.-
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(c) Pokud W je borelovsky funkéni kalkulus pro T, ktery je navic
*-homomorfismus, pak ¥(g) = ®(g) pro kazdou g € Bf,(a(T)).
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Necht H je komplexni Hilberttv prostor, T € £(H) je normalni
operator a f € Bfy,(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(a(T)) — £(H), kde
®(g) = g(T) je definovano vyse, je borelovsky funkcni kalkulus pro
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(c) Pokud W je borelovsky funkéni kalkulus pro T, ktery je navic
*-homomorfismus, pak ¥(g) = ®(g) pro kazdou g € Bf,(a(T)).

(d) f(T) je normalni. Je-li f realna, pak f(T) je samoadjungovany.
Je-li |fl =1, pak f(T) je unitarni.
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Necht H je komplexni Hilberttv prostor, T € £(H) je normalni
operator a f € Bfy,(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(a(T)) — £(H), kde
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(c) Pokud W je borelovsky funkéni kalkulus pro T, ktery je navic
*-homomorfismus, pak ¥(g) = ®(g) pro kazdou g € Bf,(a(T)).

(d) f(T) je normalni. Je-li f realna, pak f(T) je samoadjungovany.
Je-li |fl =1, pak f(T) je unitarni.

(e) a(f(T)) C f(a(T)).



Véta 160

Necht H je komplexni Hilberttv prostor, T € £(H) je normalni
operator a f € Bfy,(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(a(T)) — £(H), kde
®(g) = g(T) je definovano vyse, je borelovsky funkcni kalkulus pro
T, ktery ma nasledujici viastnosti:

(a) @ je*-homomorfismus a oznalime-li ¥ spojity kalkulus pro T
z Véty 117, pak @ | co(1y) = ¥. Je-li H netrividini, pak || @| = 1.

(b) Je-li {f,} € Bf,(o(T)) omezena posloupnost konvergujici
bodove k f, pak ®(f,) — &(f) v topologii tsor.-

(c) Pokud W je borelovsky funkéni kalkulus pro T, ktery je navic
*-homomorfismus, pak ¥(g) = ®(g) pro kazdou g € Bf,(a(T)).

(d) f(T) je normalni. Je-li f realna, pak f(T) je samoadjungovany.
Je-li |fl =1, pak f(T) je unitarni.

(e) a(f(T)) C f(a(T)).
(f) Pokud g € Bfy(Rngf), pak (g f)(T) = g(f(T)).



Véta 160

Necht H je komplexni Hilberttv prostor, T € £(H) je normalni
operator a f € Bfy,(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(a(T)) — £(H), kde
®(g) = g(T) je definovano vyse, je borelovsky funkcni kalkulus pro
T, ktery ma nasledujici viastnosti:

(a) @ je*-homomorfismus a oznalime-li ¥ spojity kalkulus pro T
z Véty 117, pak @ | co(1y) = ¥. Je-li H netrividini, pak || @| = 1.

(b) Je-li {f,} € Bf,(o(T)) omezena posloupnost konvergujici
bodove k f, pak ®(f,) — &(f) v topologii tsor.-

(c) Pokud W je borelovsky funkéni kalkulus pro T, ktery je navic
*-homomorfismus, pak ¥(g) = ®(g) pro kazdou g € Bf,(a(T)).

(d) f(T) je normalni. Je-li f realna, pak f(T) je samoadjungovany.
Je-li |fl =1, pak f(T) je unitarni.

(€) o(f(T)) C f(a(T)).
(f) Pokud g € Bfy(Rngf), pak (g f)(T) = g(f(T)).
(9) Pokud S € £(H) komutuje s T, pak S komutuje i s f(T).



Véta 160

Necht H je komplexni Hilberttv prostor, T € £(H) je normalni
operator a f € Bfy,(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(a(T)) — £(H), kde
®(g) = g(T) je definovano vyse, je borelovsky funkcni kalkulus pro
T, ktery ma nasledujici viastnosti:

(a) @ je*-homomorfismus a oznalime-li ¥ spojity kalkulus pro T
z Véty 117, pak @ | co(1y) = ¥. Je-li H netrividini, pak || @| = 1.

(b) Je-li {f,} € Bf,(o(T)) omezena posloupnost konvergujici
bodove k f, pak ®(f,) — &(f) v topologii tsor.-

(c) Pokud W je borelovsky funkéni kalkulus pro T, ktery je navic
*-homomorfismus, pak ¥(g) = ®(g) pro kazdou g € Bf,(a(T)).

(d) f(T) je normalni. Je-li f realna, pak f(T) je samoadjungovany.
Je-li |fl =1, pak f(T) je unitarni.

) o(f(T)) € Flo(T)).

) Pokud g € Bfy(Rngf), pak (g )(T) = g(f(T)).

) Pokud S € £(H) komutuje s T, pak S komutuje i s f(T).
) Je-li U € £(H) unitarni, pak f(UTU*) = Uf(T)U*.



3. Polarni rozklad



3. Polarni rozklad

Véta 161 (polarni rozklad)

Necht H je komplexni Hilbertiv prostora T € £(H). Pak
T je normailni, prave kdyz existuji unitarni U € £(H)

a nezaporny A € £(H) tak, Ze T = UA = AU. Tento
rozklad je urcen jednoznacne, prave kdyz T je prosty.



3. Polarni rozklad

Véta 161 (polarni rozklad)

Necht H je komplexni Hilbertiv prostora T € £(H). Pak
T je normailni, prave kdyz existuji unitarni U € £(H)

a nezaporny A € £(H) tak, Ze T = UA = AU. Tento
rozklad je urcen jednoznacne, prave kdyz T je prosty.

Dusledek 162

Necht H je komplexni Hilbertiv prostora T € £(H). Pak
T je normalni, pravé kdyz existuje unitarni U € £(H)
takovy, Ze T* = UT = TU.



Véta 163

Necht Hy, H, jsou komplexni Hilbertovy prostory

a T e £(Hy, H>). Pak existuje pravé jedna dvojice
operatori A € £(Hy) a U € £(Rng A,Rng T) takova, Ze
T =UoA, Aje nezaporny a U je unitarni. Je-li T
izomorfismus, pak A je automorfismus H;.




Tvrzeni 164
Necht' T € £(C"). Pak existuji unitarni U € £(C")
a nezaporny A € £(C") tak, Zze T = UA.



4. Spektralni rozklad operatoru




4. Spektralni rozklad operatoru

Definice 165

Necht & je o-algebra a X je topologicky vektorovy
prostor. Zobrazeni u: 8§ — X se nazyva vektorova mira,
pokud w(\Upe; An) = Yoy (As) pro kazdou posloupnost
{An}°2 , po dvou disjunktnich mnozin z §.



4. Spektralni rozklad operatoru

Definice 165

Necht & je o-algebra a X je topologicky vektorovy
prostor. Zobrazeni u: 8§ — X se nazyva vektorova mira,
pokud w(\Upe; An) = Yoy (As) pro kazdou posloupnost
{An}°2, po dvou disjunktnich mnozin z §.

Fakt 166

Necht X, Y jsou topologické vektorové prostory,
w: 8 — X je vektorova miraa T: X — Y je spojité
linearni zobrazeni. Pak T o . je téZ vektorova mira.



Tvrzeni 167
Necht X, Y jsou normované linearni prostory nad K, § je
o-algebraau: 8 — (£(X,Y), twor) je vektorova mira.
Pak pro kazdé x € X af € Y* je funkce ux¢: 8 — K dana
predpisem

px,f(A) = F(u(A)X)

komplexni mira na 8. Zobrazeni B: (X, f) — s je
bilinearni zobrazeni z X x Y* do normovaného linearniho
prostoru komplexnich mér na 8. Je-li navic X Banachuv,
pak supaes |t (A)|| < +oo a B je omezené.



Véta 168 (B. J. Pettis (1938))

Necht' X je normovany linearni prostora p: 8§ — (X, w)
je vektorova mira. Pak u je i vektorova mira jakoZto
zobrazeni do (X, ||-|)-



Véta 168 (B. J. Pettis (1938))

Necht' X je normovany linearni prostora p: 8§ — (X, w)
je vektorova mira. Pak u je i vektorova mira jakoZto
zobrazeni do (X, ||-|)-

Duasledek 169

Necht X, Y jsou normované linearni prostory, § je
o-algebraap: 8 — (£(X,Y), twor) je vektorova mira.
Pak 1 je i vektorova mira jakoZto zobrazeni do
(L(X,Y), tso1)-



Symbolem Bs(X) budeme znacit o-algebru borelovskych
podmnozin topologického prostoru X.



Symbolem Bs(X) budeme znacit o-algebru borelovskych
podmnozin topologického prostoru X.

Definice 170

Necht X je Banachuv prostor nad K. Rozkladem identity
na X rozumime vektorovou miru E: Bs(K) — (£(X), tsor)
s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) E(A) je projekce pro kazdou borelovskou A C K.
(i) E(K) = 1.
(i) E(AN B) = E(A)E(B) pro libovolné borelovské
A B CK.



Symbolem Bs(X) budeme znacit o-algebru borelovskych
podmnozin topologického prostoru X.

Definice 170
Necht X je Banachuv prostor nad K. Rozkladem identity
na X rozumime vektorovou miru E: Bs(K) — (£(X), tsor)
s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) E(A) je projekce pro kazdou borelovskou A C K.

(i) E(K) = 1.

(i) E(AN B) = E(A)E(B) pro libovolné borelovské

A, B Cc K.

Je-li X Hilberttiv a vSechny projekce E(A) jsou
ortogonalni, pak se E nazyva ortogonalni rozklad identity
na X.



Fakt 171

Necht X je Banachuv prostor nad K a E je rozklad

identity na X.

(a) Projekce E(A) a E(B) pro A, B € Bs(K) spolu
komutuji.



Fakt 171

Necht X je Banachuv prostor nad K a E je rozklad

identity na X.

(a) Projekce E(A) a E(B) pro A, B € Bs(K) spolu
komutuji.

(b) Pro A, B € Bs(K), BC AjeRng E(B) C Rng E(A)
aKer E(B) D Ker E(A).



Fakt 171

Necht X je Banachuv prostor nad K a E je rozklad

identity na X.

(a) Projekce E(A) a E(B) pro A, B € Bs(K) spolu
komutuji.

(b) Pro A, B € Bs(K), BC AjeRng E(B) C Rng E(A)
aKer E(B) D Ker E(A).

(c) Pro{A,} C Bs(K) je

nei Ker E(An) C Ker E(UpZ; An)-



Fakt 171

Necht X je Banachuv prostor nad K a E je rozklad

identity na X.

(a) Projekce E(A) a E(B) pro A, B € Bs(K) spolu
komutuji.

(b) Pro A, B € Bs(K), BC AjeRng E(B) C Rng E(A)
aKer E(B) D Ker E(A).

(c) Pro{A,} C Bs(K) je
Mooy Ker E(An) C Ker E(IU7Z; An)-

(d) Pro kazdé x € X af € X* je Ex ¢ regularni borelovska
komplexni mira na K.



Fakt 171

Necht X je Banachuv prostor nad K a E je rozklad

identity na X.

(a) Projekce E(A) a E(B) pro A, B € Bs(K) spolu
komutuji.

(b) Pro A, B € Bs(K), BC AjeRng E(B) C Rng E(A)
aKer E(B) D Ker E(A).

(c) Pro{A,} C Bs(K) je
Mooy Ker E(An) C Ker E(IU7Z; An)-

(d) Pro kazdé x € X af € X* je Ex ¢ regularni borelovska
komplexni mira na K.
Necht dale X je Hilbertuv a E je ortogonalni.

(e) Jsou-li A, B € Bs(K) disjunktni, pak
Rng E(A) L Rng E(B).



Fakt 171

Necht X je Banachuv prostor nad K a E je rozklad

identity na X.

(a) Projekce E(A) a E(B) pro A, B € Bs(K) spolu
komutuji.

(b) Pro A, B € Bs(K), BC AjeRng E(B) C Rng E(A)
aKer E(B) D Ker E(A).

(c) Pro{A,} C Bs(K) je
Mooy Ker E(An) C Ker E(IU7Z; An)-

(d) Pro kazdé x € X af € X* je Ex ¢ regularni borelovska
komplexni mira na K.
Necht dale X je Hilbertuv a E je ortogonalni.

(e) Jsou-li A, B € Bs(K) disjunktni, pak
Rng E(A) L Rng E(B).

(f) Pro kazdé x € X je Ex x konecna regularni
borelovska nezaporna mira naK a || Ey || = || x||2.



Lemma 172
Necht X je Banachuv prostor nad K a E: Bs(K) — £(X)
ma nasledujici vlastnosti:

(i) E(A) je projekce pro kaZdou borelovskou A C K.
(i) E(K) = 1.
(i) E(AN B) = E(A)E(B) pro libovolné borelovské
A B cCK.

(iv) Provsechnax € X af e X* je Exs: Bs(K) — K,
E, (A) = f(E(A)x) borelovska komplexni mira na K.

Pak E je rozklad identity na X.



Lemma 172
Necht X je Banachuv prostor nad K a E: Bs(K) — £(X)

ma nasledujici vlastnosti:
(i) E(A) je projekce pro kaZdou borelovskou A C K.
(i) E(K) = 1.
(i) E(AN B) = E(A)E(B) pro libovolné borelovské
A B CK.
(iv) Provsechnax € X af e X* je Exs: Bs(K) — K,
E, (A) = f(E(A)x) borelovska komplexni mira na K.
Pak E je rozklad identity na X.
Je-li X komplexni Hilbertuv prostor, pak staci misto (iv)
predpokladat, Ze pro kazdé x € X je Ex x: Bs(K) — C,
E, x(A) = (E(A)x, x) konecna borelovska mira na C.



Tvrzeni 173

Necht' X, Y jsou Banachovy prostory nad K, E je rozklad
identity na X a S: X — Y je linearni izomorfismus. Pak
F: A~ So E(A) oS, Ac Bs(K) je rozklad identity na Y.



Tvrzeni 173

Necht' X, Y jsou Banachovy prostory nad K, E je rozklad
identity na X a S: X — Y je linearni izomorfismus. Pak
F: A~ So E(A) oS, Ac Bs(K) je rozklad identity na Y.
Jsou-li navic X, Y Hilbertovy, S izometrie (a tedy unitarni)
a E ortogonalni, pak i F je ortogonaini.



Definice 174
Necht X je Banachuv prostor nad K a T € £(X).
Rekneme, Ze E je rozklad identity vzhledem
k operatoru T, pokud E je rozklad identity na X takovy, ze
pro kazdou borelovskou A C K plati:

(i) projekce E(A) komutuje s T,

(i) definujeme-li T4 = T ['rng £(4), PaK o (Ta) C A.



Tvrzeni 175
Necht X je Banachuv prostor nad K, T € £(X) a E je
rozklad identity vzhledem k T.

(@) a(Ta) C a(T) pro kaZdou borelovskou A C K.



Tvrzeni 175
Necht X je Banachuv prostor nad K, T € £(X) a E je
rozklad identity vzhledem k T.

(@) a(Ta) C a(T) pro kaZdou borelovskou A C K.
(b) V komplexnim pfipadé je E(a(T)) = |.



Tvrzeni 175
Necht X je Banachuv prostor nad K, T € £(X) a E je
rozklad identity vzhledem k T.

(@) a(Ta) C a(T) pro kaZdou borelovskou A C K.

(b) V komplexnim pfipadé je E(a(T)) = |.

(c) Je-li E(o(T)) = I (specialné je-li X komplexni), pak
pro kazdou (relativne€) otevienou neprazdnou
Gco(T)jeEG) #O.



Tvrzeni 175
Necht X je Banachuv prostor nad K, T € £(X) a E je
rozklad identity vzhledem k T.

(@) a(Ta) C a(T) pro kaZdou borelovskou A C K.

(b) V komplexnim pfipadé je E(a(T)) = |.

(c) Je-li E(o(T)) = I (specialné je-li X komplexni), pak
pro kaZdou (relativné) otevienou neprazdnou
Gco(T)jeEG) #O.

(d) Pro kazde A € K je Ker(Al— T) C Rng E({A}).
Specialné, je-li A viastni Cislo T, pak E({A}) # 0.



Lemma 176

Necht X, Y jsou normované linearni prostory, T € £(X),
Z C X je podprostor invariantni va¢i T anecht S: X — Y
je linearni izomorfismus. Pak S(Z2) je invariantni vaci
U=SoToS ¢ L(Y)ao(Ulswz) =0(T!z).



Lemma 176

Necht X, Y jsou normované linearni prostory, T € £(X),
Z C X je podprostor invariantni va¢i T anecht S: X — Y
je linearni izomorfismus. Pak S(Z2) je invariantni vaci
U=SoToS ¢ L(Y)ao(Ulswz) =0(T!z).

Tvrzeni 177

Necht' X, Y jsou Banachovy prostory nad K, T € £(X)
aS: X — Y jelinearni izomorfismus. Je-li E rozklad
identity vzhledem k T, pak F: A+ So E(A)o S,

A € Bs(K) je rozklad identity vzhledem k operatoru
U=SoToS 1 e&(Y).



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

¢(Tx) = /(T) AdEy 4(A).

Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

¢(Tx) = /(T) AdEy 4(A).

Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:
(@) E(A) = ¥(xane(T)) Pro kazdou borelovskou A C K.



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

o (Tx) = / AdEx 4 (R).
o(T)
Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:

(@) E(A) = ¥(xane(T)) Pro kazdou borelovskou A C K.
(b) Pro kazdou f € Bfy,(o(T)) apro kazdé x € X a¢ € X* je

oW (fHx) = /(T) fdEy,g.



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

o (Tx) = /(T)AdEX’d,(A).

Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:
(@) E(A) = ¥(xane(T)) Pro kazdou borelovskou A C K.
(b) Pro kazdou f € Bfy,(o(T)) apro kazdé x € X a¢ € X* je

S (HX) = / (4B

(c) Prokazdé A € K je E({A}) projekce na Ker(Al—T).



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

o (Tx) = / AdEx 4 (R).
o(T)
Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:

(@) E(A) = ¥(xane(T)) Pro kazdou borelovskou A C K.
(b) Pro kazdou f € Bfy,(o(T)) apro kazdé x € X a¢ € X* je

S (HX) = / (4B

(c) Pro kazdé A € K je E({\A}) projekce na Ker(Al—T).
(d) A € op(T) pravé tehdy, kdyZz E({A}) # 0.



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

o (Tx) = /(T)AdEX’d,(A).

Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:
(@) E(A) = ¥(xane(T)) Pro kazdou borelovskou A C K.
(b) Pro kazdou f € Bfy,(o(T)) apro kazdé x € X a¢ € X* je

S (HX) = / (4B

(c) Pro kazdé A € K je E({\A}) projekce na Ker(Al—T).
(d) A € op(T) pravé tehdy, kdyZz E({A}) # 0.
(e) Je-li X komplexni a A izolovany bod o(T), pak A € o,(T).



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

o (Tx) = /(T)AdEX’d,(A).

Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:
(@) E(A) = ¥(xane(T)) Pro kazdou borelovskou A C K.
(b) Pro kazdou f € Bfy,(o(T)) apro kazdé x € X a¢ € X* je

S (HX) = / (4B

(c) Pro kazdé A € K je E({\A}) projekce na Ker(Al—T).

(d) A € op(T) pravé tehdy, kdyZz E({A}) # 0.

(e) Je-li X komplexni a A izolovany bod o(T), pak A € o,(T).
(f)

Je-li X Hilbertiv a W je *-homomorfismus, pak E je ortogonaini.



Véta 178

Necht' X je Banachtyv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro
T € £(X), pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé
xeXagpeX*je

o (Tx) = /(T)AdEX’d,(A).

Tento rozklad ma nasledujici vlastnosti:
(@) E(A) = ¥(xane(T)) Pro kazdou borelovskou A C K.
(b) Pro kazdou f € Bfy,(o(T)) apro kazdé x € X a¢ € X* je

oW (fHx) = /(T) fdEy,g.

(c) Pro kazdé A € K je E({\A}) projekce na Ker(Al—T).
(d) A € op(T) pravé tehdy, kdyZz E({A}) # 0.
(e) Je-li X komplexni a A izolovany bod o(T), pak A € o,(T).

(f) Je-li X Hilbertuv a ¥ je *-homomorfismus, pak E je ortogonaini.
Na druhou stranu, je-li E je rozklad identity na X takovy, Ze E(K) = | pro
néjakou kompaktni K C K, pak existuje jednoznacné uréené zobrazeni
¥ Bfy,(K) — £(X) takové, Ze plati (b). Toto ¥ je borelovsky funkéni kalkulus
pro T = w(ld), E je rozklad identity vzhledem k T a plati (a)—(e). Je-li navic
X komplexni Hilbertav prostor a E je ortogondini, pak ¥ je *-homomorfismus
a T je normalni.



Dusledek 179

Necht H je komplexni Hilbertiv prostora T € £(H) je
normalni operator. Pak existuje prave jeden ortogonalni
rozklad identity E na H takovy, Ze existuje kompaktni

K c C obsahujicia(T), E(K) = | a pro kaZzdé x € H je

(Tx, X) = /K AdE, x(M).

Tento rozklad je dan vzorcem E(A) = ya(T). Je to
ortogonalni rozklad identity vzhledem k T. Pro kaZdou
f € Bfy(o(T)) a pro kazdé x,y € H je

(H(T)x.y) = / fdE,,.

o(T)

Dale plati (c), (d), (e) z Vety 178.



Definice 180

Necht (S, 8), (T, 7) jsou méfitelné prostory, X je
topologicky vektorovy prostor, i: 8 — X je vektorova
miraa f: S — T je méfitelné zobrazeni. Zobrazeni
f(u): T — X definované vzorcem f(u)(A) = u(f~'(A))
pro A € T se nazyva obrazem vektorové miry .



Definice 180

Necht (S, 8), (T, 7) jsou méfitelné prostory, X je
topologicky vektorovy prostor, i: 8 — X je vektorova
miraa f: S — T je méfitelné zobrazeni. Zobrazeni
f(u): T — X definované vzorcem f(u)(A) = u(f~'(A))
pro A € T se nazyva obrazem vektorové miry .

Tvrzeni 181

Necht X je Banachuv prostor nad K, E je rozklad identity
vzhledem k T € £(X) takovy, Ze E(K) = | pro néjakou
kompakini K C K, a f € Bf,(K). Pak f(E) je rozklad
identity vzhledem k f(T) = w(f), kde ¥ je borelovsky
funkcni kalkulus pro T z Véty 178.
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