Funkcionalni analyza

Michal Johanis
Jifi Spurny

2025/5/9






Obsah

[Kapitola 1. Banachovy a Hilbertovy prostory| 1
1. Zakladni vlastnosti 1
2. Rady v normovanych linedrnich prostorech| 8
[3. Linearni operatory a funkcionaly| 12
4.  Konecnérozmérné prostory| 18
[5.  Operace s normovanymi linearnimi prostory, projekce a doplnky| 20
[6.  Hilbertovy prostory| 24
[Kapitola 2. Hahnova-Banachova véta a dualital 35
L. Hahnova-Banachova vetal 35
2. Reprezentace dualu 39
(3. Druhy dual a reflexivital 50
[Kapitola 3.  Uplnost v Banachovych prostorech 55
[Kapitola 4. Linearni operatory| 59
(1. Dualni operatory| 59
2. Kompaktni operatory| 61
3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich operatorul 65
[Kapitola 5. Konvoluce tfunkci a Fourierova transformace| 71
L. Konvoluce funkeil 71
2. Fourier ransform 79
[Kapitola 6.  Topologické vektorove prostory| 87
L. Zakladni vlastnostil 87
2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost| 92
[3.  Totalni omezenost a kompaktnost] 95
4. Linearni zobrazenil 96
[5.  Konecnérozmérné prostory| 98
6.  Lokaln€ konvexni prostory| 100
/. Oddelovaci véty| 108
8.  Souciny prostoru, kvocienty, projekce a doplnkyl| 110
[9.  Slabé topologie a polary| 112
09.1. Slabé topologie] 112
9.2. Polary| 117
[Kapitola 7. Teorie distribuci| 123
[I.___Slabé derivacel 124
[2.__Prostor testovacich funkci a distribuce 126
[3.  Operace s distribucemi 130
4. Prostor distribuci| 133
. Nosic¢ distribucel 134
6.  Schwartzuv prostor| 136

[/.  Temperované distribuce] 140

iii



iv OBSAH

[Kapitola 8.  Bochneruav integrall 145
L.___Meritelna zobrazenil 145
[2.  Bochneruv integrall 149
[3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory| 155

[Kapitola 9.  Hlubsi vlastnosti lokalne konvexnich topologii, slaba kompaktnost| 157
(1. Kompaktni konvexni mnoziny| 157
2. Svazy vektorovych topologiil 161
3. Topologie w;]| 164
4 Slaba kompaktnost| 166

[Kapitola 10. Banachovy algebry]| 169
L.___Zakladni vlastnostil 169
[2.  Spektralni teorie| 176
13._Holomortni kalkulus| 183
4. Multplikativni linearni funkcionaly| 189
[5. _ Gelfandova transformacel 195
6. B*-algebry 198
[7. Spojity kalkulus pro normalnf prvky B*-algeber] 205
8.  Nezaporné prvky B*-algeber| 210

[Kapitola 11.  Spojité linearni operatory na Hilbertovych prostorech| 213
L. Zakladni vlastnostil 213
2. Omezeny borelovsky kalkulus| 223
3. Polarni rozklad| 227
. Spektralni rozklad normalniho operatorul 229

[Kapitola 12.  Nespojité linearni operatory| 239
(1. Uzavrené operatory| 239
2. Spektrum| 244
[3.  Adjungované operatory v Hilbertovych prostorech| 245
4.  Symetrické a samoadjungované operatory v Hilbertovych prostorech| 248
[5.  Cayleyova transformace] 253
[6.  Integral vzhledem k ortogonalnimu rozkladu identity| 256
(/. Spektralni rozklad samoadjungovaného operatoru| 263
[8.  Spektralni rozklad normalniho operatoru| 265
9. Friedrichsova vetal 271

[Kapitola 13.  Zaklady harmonické analyzy na komutativnich grupach| 271
[I.  Komutativni topologicke grupy a Haarova mira 271
2. Konvoluce a Banachova algebra L ( (2 )| 276
3. Vztah A(L, a dudlni grupy| 280
4. Fourierova transformacel 281
5. Dualni topologicka grupa) 283
6. Banachova algebra M(G)| 291
[/. Fourierova-Stieltjesova transformace] 297
8. Pozitivne definitni funkce a Bochnerova vetal 299
9. Veta o mverzl 304
10. Plancherelova vétal 308
11.  Pontrjaginova dualital 311
12. Dusledky Pontrjaginovy duality| 312

[Kapitola 14.  Doplnky| 315

(1. Komplexifikace]| 315




OBSAH

[2. Prostory se skalarnim soucinem|

(3. Hahnova-Banachova vétal
3.1.  Banachova limital

Slabe topologie

Bochneruv integrall

Banachovy algebry|

Prostor multiplikativnich linearnich funkcionali na L ([0, 1])|

Rozklad 1dentity|

BRI E
—

Slaba kompaktnost|

[Kapitola 15.

Dodatek|

(1. Funkce vice proménnych|

2. Metrické prostory|

[3. Topologické prostory|

[3.1. Z.akladni pojymy|

[3.2. Oddélovaci axiomy|

[3.3. Generovani topologii]

3.4. Kompaktni a lokaln€ kompaktni prostory|
3.5. Cechova-Stoneova kompaktifikace]

[3.6. Souvislé prostory|

B/ Metrizovatelnost

[3.8. Borelovské mnoziny a funkce|

4.  Teorie miry|

“.1. Nezaporné miry|
“4.2. Regularita meér]
“4.3. NosiC miry|

4.4, Komplexni miry|
“.5. Radonovy miry|

[Literatural

315
317
317
318
320
320
320
322
323

329
329
329
333
333
335
336
336
339
339
340
342
342
343
344
346
347
351

361






Kapitola 1

Banachovy a Hilbertovy prostory

Zékladni strukturou, se kterou se pracuje ve funkciondlni analyze, je koncept normovaného linearniho
prostoru (Definice[l)), ktery svazuje dohromady algebraicky koncept vektorového prostoru s topologickym
konceptem metrického prostoru. Normovany linedrni prostor je definovan tak, aby vznikl vektorovy prostor
s metrikou, vzhledem k niZ jsou vektorové operace dobfe provdzany s metrickou strukturou, zejména pak
vyjdou vektorové operace spojité vzhledem k piislusné metrice (Tvrzeni [2). Tato struktura je pak zastfesu-
jicim ramcem jak pro klasické konecn€rozmérné prostory R”, C”, tak pro nekonecnérozmérné prostory
posloupnosti a funkei (Piiklady ). SlouZzi tak velmi Casto jako zakladni kontext pro praci s nekone¢néroz-
mérnymi objekty. V fadé situaci je pak klicova tplnost uvazovaného metrického prostoru. Tento pozadavek
vede k definici Banachova prostoru (Definice [3)).

1. Zakladni vlastnosti

Budeme pracovat s vektorovymi prostory vyhradné nad télesy R a C. Pokud nebude feceno jinak, budou
tvrzeni platit jak pro redlné, tak pro komplexni prostory. Bude-li tfeba pouZité téleso oznacit, pouZijeme
symbol Kﬂ, tj. K znaci bud’ téleso R, nebo téleso C. Jesté jinak a formalnéji: Pred kazdym tvrzenim
obsahujicim symbol K si lze predstavit vétu ,,Necht’ K € {R, C}.*. JestliZze se v definici nebo tvrzeni objevi
vice vektorovych prostord, pak budeme automaticky predpokladat, Ze jsou vSechny nad stejnym télesem,
pokud nebude feceno jinak.

Je-1li X komplexni vektorovy prostor, pak jej 1ze chdpat také jako redlny vektorovy prostor (operaci
ndsobeni skaldrem ziZime pouze na R). Tuto ,;redlnou verzi‘ budeme oznacovat Xg.

DEFINICE 1. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkci ||-||: X — [0, +00) nazyvame normou na X,
pokud

(1) ||x|| = O pravé tehdy, kdyz x = 0,
(i) [lx + y I < [lx[l + |y [l pro vSechna x, y € X,
(iii) ||ax|| = || - ||x|| pro vSechna x € X a«x € K.

Dvojici (X, ||-||) nazyvame normovanym linedrnim prostorem.
Vlastnost (ii) se nazyva trojiihelnikovd nerovnost. Snadno z ni odvodime ndsledujici verzi:

[l =1l < flx =yl
pro viechna x,y € X. Indukef t€Z obdrzime |>7_; x;|| < Y7_;llxi|| pro libovolnd xy,...,x, € X a
n € N.
TVRZENI 2. Necht’ (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nad K.

(a) Funkce p(x,y) = ||x — y| pro x,y € X je translacné invariantni metrika na X .
(b) Norma je l—lipschitzovsktﬂ (a tedy spojitd) funkce na X .
(c) Zobrazeni +: X x X — X a-: K x X — X jsou spojitd.

Vsimnéme si, Ze tvrzeni (c) 1ze chdpat jako vétu o aritmetice limit pro posloupnosti v normovanych
linedrnich prostorech.

17 némeckého der Korper, tj. téleso.
ZRudolf Otto Sigismund Lipschitz



2 KAPITOLA 1. BANACHOVY A HILBERTOVY PROSTORY

DUKAZ. (a) Funkce p: X x X — [0, +00) je transla¢né invariantni metrika, nebot’

p(x,y)=|lx =yl =1y —x| = p,x),
px,2)=llx=zl=llx=y+y—zll <llx=yl+ |y —zll = p(x,y) + p(y.2) a
px+z,y+2)=llx+z-Q@+|=[x—yl=pk.y)

pro libovolnd x, y, z € X. TéZ snadno vidime, Zze 0 = p(x, y) = ||x — y||, pravé kdyZ x = y.

(b) Mame |||x|| — ||y||| < |lx — y|| = p(x, y) pro libovolnd x, y € X.

(c) Pripomenme, Ze v soucinu metrickych prostort funguje konvergence posloupnosti ,,po souradnicich®.
Chceme tedy ukazat, ze pokud {x,} C X a {y,} C X spliuji x, - x € X ay, - y € X, pak
Xn + Yn — x + y. To je ovSem snadné: ||(x, + yn) — (x + V)| < ||[xn — x|| + ||y» — ¥|| = 0. Podobné,
predpokladejme, Ze {«,} C K a {x,} C X splivjie, > o € Kax, - x € X. Pak |la,x, —ax| =
lanxn — anx + apx —ax|| < |a,lllx, — x|| + oy — a|]|x]| = O.

O

Necht’ X je normovany linearni prostor. Budeme pouzivat nasledujici znacent:

e Uzavienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0 budeme znacit By (x,r), tj. Bxy(x,r) ={y € X;
[x =yl =r}

e Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru > 0 budeme znacit Uy (x,r), tj. Uy (x,r) = {y € X;
[x =yl <r}

e Mnozina By = Bx(0, 1) se nazyva jednotkovd koule v X.

e Mnozina Ux = Uy (0, 1) se nazyvé oteviend jednotkova koule v X.

e Mnozina Sy = {x € X; |x|| = 1} se nazyva jednotkova sféra.

Nebude-li hrozit nedorozuméni, v jakém prostoru se koule bere, budeme zpravidla index X u kouli By (x, r)
a Ux (x, r) vynechdvat.

Necht' X je normovany linearni prostor nad K. Pro A, B C X, x € X a« € K definujeme ¢4 = {ay;
yeAlL, x+A={x+y;ye AyaA+B ={y+2z; y € A,z € B}. Je snadné si rozmyslet, Ze
plati B(x,r) = x + B(0,r) a B(0,r) = rB(0,1) = rByx pro libovolné x € X, r > 0 a analogicky pro
oteviené koule. Déle neni obtizné si rozmyslet, Ze pro kazdé x € X ar > O plati U(x,r) = B(x,r) a
Int B(x,r) = U(x,r).

DEFINICE 3. Banachﬁvﬂ prostor je normovany linedrni prostor, ktery je iplny v metrice dané normou.

PRIKLADY 4.

a) Prostory R” a C” s normami ||x||, = (Z?=1|xi|p)%, p € [1,400), pfipadné ||x||cc = max;—;
pro x = (x1, X2, ..., X,) jsou Banachovy prostory.

b) e Necht' K je kompaktni prostor a C(K) je vektorovy prostor nad K vSech spojitych funkci z K do K.

Na C(K) zavedeme normu predpisem | f ||coc = sup,cg|f(x)| pro f € C(K). Pak (C(K), |||lc0) je

Banachtv prostor. Plati, ze f, %; f, pravé kdyz f, = f. Dikaz tplnosti je stejny jako pro prostor
C([a, b]) znamy z pfednasky z matematické analyzy.

e Prostor vSech konvergentnich posloupnosti ¢ = {(x,,)ff’=1 C K; lim x,, existuje Vlastnf} se supremovou
normou ||(x,)|lcc = sup,ex|X»|je Banachiiv prostor. Dikaz 1ze vést pfimo, nebo lze vyuzit faktu, ze
¢ je linearn¢ izometricky prostoru C(K), kde K = {0} U Uf;l{%} s metrikou zdédénou z R (vizte
Tvrzeni[62[b)).

e Prostorcy = {(xn)ff’:l CcK; limx, = 0} se supremovou normou || (X, )||ec = Sup,.en|*»| je Banachiv
prostor. Je to totiZ uzavieny podprostor Banachova prostoru ¢ (vizte Tvrzeni [5[b)).

e Prostor cog = {(x,,);'l"=1 C K; (x,)52, md pouze kone¢né¢ mnoho nenulovych élenﬁ} se supremovou
normou ||(x,)|lcc = SUP,en|Xn| je normovany linedrni prostor, ktery neni Banachiiv: Posloupnost

{xn 102 prvki coo, kde x, = (1,3....,.,0,0,...), je cauchyovskd, ale nenf konvergentni v cop.

n|xi|

.....

3Stefan Banach



ODDIL 1. ZAKLADNI VLASTNOSTI 3

e Prostor £, = {(xn)flo:1 CK; Y ol |xal? < +OO}, 1 < p <oosnormou |(x,)|, = (Z;:o=1|xn|p)%
je Banachiv prostor. Prostor £+, vSech omezenych posloupnosti v K s normou || (x,)||cc = SUp,en|Xn|
je téZ Banachiv prostor. (Jsou to specidlni pfipady prostorti uvedenych nize.)

e Necht’ (£2,4, ) je prostor s mirou. Potom L,(n) = L,(§2,48, 1) je Banachlv prostor s normou

1 £, = (fol f17 du)l/p prol < p < oo, resp. || f leo = esssup|f| pro p = oo. (Pfipometime, Ze
esssupg = inf{n € R; u({x € £2; g(x) > n}) = 0} pro redlnou funkci g. V piipadg, ze p = oo
navic predpokladdme, Ze © neni identicky nulovd.) Bude-li jasné z kontextu, jakd mira se na prostoru
§2 rozumi, budeme pro prostor L, (i) téZ pouZivat znaceni L, (£2).

e Je-li I" libovolnd neprdzdnd mnoZzinaa 1 < p < oo, pak definujeme prostory £, (I") nisledovné: Necht
2=1I,8=%P)apujearitmetickd mira na I". Pak

) = L) = {5y )ers swp - 3ol 17 < oo
cr
F konetna V€F
pro p <ooa
loo(I') = Loo(p) = {(XV)VEF; Su£|xy| < +OO}-
Y€

v oddﬂu zavedeme pojem zobecnéné fady, ktery ndm umozni preformulovat definici £, (1) analogicky,
jako pro £, (vizte Tvrzeni [34):

() = {(xy)yel"; ley|p < +OO}-
yell
Norma v £,(I") je ddna vzorcem

N =

IGe)yerlly = sup D lxyl” =(Z|xy|1’)

Fcr
F Kkone¢nd yeF ver

pro p < 00, 1esp. |[(xy)yer o = sup,crlxy|. Pro I' = N pak dostdvime, ze £,(N) = £,,.
c¢) Je-li I' libovolna neprazdnd mnoZina, pak prostor

co(IN) = {(Xy)ye[‘ CK; Ve>0je{y erl'; |x,| > ¢} koneéné}

se supremovou normou ||(xy)|lcc = sup,r|xy| je Banachlv prostor. Je to totiZ uzavieny podprostor
prostoru £, (I"). Vskutku, je-li x € £oo(I") \ co(I"), pak existuje ¢ > 0 takové, Ze mnozina A = {y € I';
|xy| > &} je nekoneCnd. Pak pro kazdé y € B(x,5)ay € Aplati,Ze |y, | > |x,| =[x, —y,| = e—5 = 2.
Tedy B(x, %) C Loo(I) \ co(I).

Vsimnéme si téZ, Ze z definice snadno plyne, Ze je-li (x,) € co(I"), pak mnoZina {y € I'; x, # 0} je
spocetnd.

d) Necht' K je kompaktni prostor, pak prostor M (K) regularnich borelovskyclﬂ komplexnich ¢i znamén-
kovych (tj. s hodnotami v R) mér na K s normou ||| = |n|(K) je Banachtliv prostor. Pfipomernime,
Ze nezaporna mira u na K lezi v M(K), pokud je definovana na o-algebfe borelovskych mnozin, je
konec¢na a vnitiné i zevné reguldrni. Znaménkova ¢i komplexni mira leZi v M (K), pokud je definovana
na borelovskych mnozinach a jeji variace |u| lezi v M (K).

<

Necht’ (X, ||-||) je normovany linedrni prostor. Je-li ¥ vektorovy podprostor X, pak (Y, ||-||), kde uvazu-
jeme restrikci normy ||-|| na Y, je zjevné téZ normovany linearni prostor. Néasledujici tvrzeni je specidlnim
pripadem tvrzeni o (metrickych) podprostorech metrickych prostora.

TVRZENI 5. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y jeho podprostor.
(a) Je-li Y Banachitv, pak Y je uzavienyv X.
(b) Je-li X Banachiv, pak Y je Banachiiv, pravé kdyZ Y je uzavieny v X.

4Félix Edouard Justin Emile Borel



4 KAPITOLA 1. BANACHOVY A HILBERTOVY PROSTORY

DEFINICE 6. Necht' P je metricky prostor a p, o jsou metriky na P. Rekneme, Ze metriky p a o jsou

ekvivalentni, pokud x, A x, pravé kdyz x, % x pro kaZdou posloupnost {x,} C P a x € P.Rekneme, 7e
metriky p a o jsou skoro stejné, pokud existuji A, B > 0 takova, Ze Ao (x,y) < p(x,y) < Bo(x, y) pro
vSechna x,y € P.

Zjevné skoro stejné metriky jsou ekvivalentni.

PRIKLAD 7. Metriky p(x, y) = |[x—y|ao(x,y) = arctg|x — y| na R jsou ekvivalentni, ale nikoli skoro
stejné (v§imnéte si, Ze R je v o omezena). Metriky p(x, y) = |x — y|ao(x, y) = |x — y| + arctg|x — y|
na R jsou skoro stejné, nebot’ p(x,y) < o(x,y) < 2p(x, y).

o

TVRZENI 8. Necht’ X je vektorovy prostor, |1, ||:||2 jsou normy na X a p1, pa jsou prislusné metriky.
Pak p1 a ps jsou skoro stejné, pravé kdyZ jsou ekvivalentni.

DUKAZ. = je zfejma.
< Sporem: Predpokladejme, Ze pro kazdé n € N existuji x,,, y, € X spliujici py (X, Yn) > np2(Xn, ¥n),

Xn—Yn

tedy || x, — yull1 > nl|xXn — yYull2. Polozme z, = - Pak p1(2n,0) = ||zl = 1, ale pa(z,,0) =

Iznll2 < + — 0, coZ je spor s ekvivalenci p; a ps.
O

Diky pfedchozimu tvrzeni je nasledujici definice konzistentni s Definici|[6]

DEFINICE 9 (ekvivalentni normy). Necht' X je vektorovy prostor a ||-||1, ||-||2 jsou normy na X . Rekneme,
Ze normy ||-||; a ||-||2 jsou ekvivalentni, pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati A| x|, <
[xlly = Bllxl2.

PRIKLAD 10. Na prostoru £; uvazme normu || X||cc = Sup,ecn|X*»|- Pak normy |-||; a ||:||cc nejsou

ekvivalentni. Polozime-li z,, = (1,...,1,0,0,...), pak ||Zxllcc = 1, ale ||zx]|1 = n.
N ———
n krat
o

PozNAMKA. Ekvivalentni normy na prostoru X zachovévaji konvergenci posloupnosti. Riizné ekvi-

valentni normy tedy mohou mit riizné geometrické vlastnosti (nebot’ se méni tvar jednotkové koule), ale
topologické vlastnosti (tj. vlastnosti zavisejici jen na konvergenci posloupnosti) zlstavaji nezménény.

VETA 11. Na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou vsechny normy ekvivalentni.

Diikaz bychom mohli provést ihned, nicméné my jej odloZime do Véty kde stejnym argumentem
dokadzeme vice véci najednou.

LEMMA 12. Necht’ X je vektorovy prostor, ||-||1 a |||z jsou normy na X, By = Bx,|.|,)» B2 = Bx,|-1»)
aa,b > 0. Pak a||x|l2 < ||x|l1 < bl|x||» pro kazdé x € X, prdavé kdy? aB, C B, C bBj. Specidlné,

I-llv = ll-ll2 pravé tehdy, kdyz By = Bs.

DUKAZ. = Vezméme x € B,. Pak ||x||; < b| x|, < b, tedy x € B(x,|-|,)(0,b) = bB;. Na druhou stranu,
necht’ x € aB;. Pak ||x||; < %||x||1 < éa = 1,tedy x € B;.

< Je-li x € X nenulovy vektor, je ﬁ € B, C bBy,atedy Hﬁ”l < b.Podobné, a=- € aB; C B,

llxM
atedy a H ﬁ H , < 1. Odtud jiz plynou poZadované odhady.
O

TVRZENI 13. Necht’ X je vektorovy prostor, ||-||1 a |-||2 jsou normy na X a By = Bx,|,) B2 =
B(x,|-1)- Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Normy ||-|l1 a ||*||2 jsou ekvivalentni.
(ii) Existuji a,b > 0 takovd, Ze aB; C B, C bB;.
(iii) Zobrazeni 1d : (X, ||-[1) — (X, ||-l2) je homeomorfismus.
(iv) Oteviené mnoZiny v (X, ||-||1) splyvaji s otevienymi mnoZinami v (X, ||-||2).
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DUKAz. Ekvivalence (i) a (ii) plyne z Lemmatu Ekvivalence (i) a (ii1) plyne z Tvrzeni 8| Ekvivalence
(iii) a (iv) plyne z definice homeomorfismu a vlastnosti spojitych zobrazeni.
O

DEFINICE 14. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, e mnoZina M C X je konvexni, pokud pro
kazdé x,y e M ald € [0,1] plati, Ze Ax + (1 —A)y € M.

Necht xi,...,x, € X. Rekneme, 7e x € X je konvexni kombinaci vektorti xq, ..., x, s koeficienty
Moo An € R, jestlizex = Y7 Ajx; aplat, Ze Ay, ..., A, > 0ad /_ A = 1.

Snadno se dokaze indukci, Ze konvexni mnozina M je uzaviend na konvexni kombinace svych prvkd, tj.

M Aixi € M kdykoli xy,...,x, € M, A1,..., A, >0a)d A = 1.
Z vlastnosti normy snadno plyne néasledujici fakt:

FAKT 15. Koule v normovaném linedrnim prostoru jsou konvexni mnoZiny.

Necht' X je vektorovy prostor nad K. Pfipomenime, Ze linedrni obal mnoziny M C X je definovéan jako
(WY D M Y podprostor X }. Budeme jej znaéit span M. Déle pfipomeiime, Ze plati

n
span M = E o X, X1,...,xp EM,0t1,...,a, € K,n e Ny .
i=1

DEFINICE 16. Necht' X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim obalem M nazveme mnoZinu
convM = ({C D M; C C X je konvexni}.

PovSimnéme si, Ze vySe uvedend definice je smysluplnd, nebot’ systém, ktery se pronikd, obsahuje alespon
cely prostor X . Snadno se nahlédne, Ze prinik libovolného systému konvexnich mnoZin je opét konvexni,
a tedy konvexni obal je konvexni mnoZina.

TVRZENI 17. Necht’ X je vektorovy prostora M C X. Pak

n n
conv M = Zkixi; X1, .. Xn €M, Ay, ..., A, > O,Zki =1,neNy.
i=1 i=1
DUKAZ. Oznaéme C = {Y7_  AiXi3 X1..... X € M, A1,..., A, = 0,37 A; = 1,n € N}.Inkluze C CJ]
conv M je zjevnd, nebot’ konvexni mnoZina conv M obsahuje v§echny konvexni kombinace svych prvki. Na
druhou stranu, M C C. Stadi tedy ukazat, Ze C je konvexni, protoZe pak conv M C C dle definice conv M.
Necht x,y € C aa € [0,1]. Pak x = ZLI)L,-x,- pro néjakd xy,...,x, € M, Ay,..., A, > 0,
YA =1laobdobné y =Y 'L, ;v pron&jakd yi, ..., ym € M, p1, ... pm > 0,3 7L i = 1. Pak

n m
ax+ (1 —a)y = Z(xkix,- + Z(l —a)uiy; € C,
i=1 i=1

nebot Y ' odi+ > (l—a)pui=ay i A+(1-a)Y L mi=a+(1—a)=1.
O

DEFINICE 18. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, 7e mnozina M C X je symetrickd, pokud
-M =M.
VSimnéme si, Ze pro symetrii M staci ovéfit —M C M. Ddle si v§Simnéme, Ze koule By a Uy v normo-

vaném linedrnim prostoru X jsou symetrické mnoZiny.

FAKT 19. Necht’ M je symetrickd konvexni podmnoZina normovaného linedrniho prostoru X, kterd
obsahuje U(x,r), resp. B(x,r) pro néjaké x € X. Pak U(0,r) C M, resp. B(0,r) C M.

DUKAZ. Zvolme libovolné y € U(0,r) apoloZzmeu = x + y,v = x — y. Paku,v € U(x,r) C M. Ze
symetrie M plyne —v € M az konvexity M dostdvime y = %(—v +u) € M. Pro B(x,r) je dikaz totozny.
O
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DEFINICE 20. Necht' X je normovany linedrni prostor a M C X . Pak definujeme uzavieny linedrni obal
M jakospan M = (\{Y D M; Y uzavieny podprostor X } a uzavieny konvexni obal M jako conv M =
(V{C D M; C C X je uzaviend konvexni}.

PovSimnéme si, Ze vySe uvedené definice jsou smysluplné, nebot’ v definujicich systémech mnoZzin se
vzdy vyskytuje alespon cely prostor X. Déle je ziejmé, Ze uzavieny linedrni obal je uzavieny podprostor
a uzavieny konvexni obal je uzaviend konvexni mnoZina.

FAKT 21. Necht” X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a C C X je konvexni. Pak Y je
podprostor X a C je konvexni mnoZina.

DUKAZ. Necht x,y € C a A € [0, 1]. Pak existuji posloupnosti {x,} C C, {y,} C C spliujici x, — x,
yn — y. Protoze C je konvexni, pro kazdé n € N plati Ax,, + (1 — A1)y, € C. ProtozZe s¢itani a ndsobeni
skaldrem jsou spojité operace, mame Ax, + (1 —A)y, — Ax + (1 —=1)y,atedy Ax + (1 — 1)y € C. Diikaz
pro podprostor je analogicky.

O

TVRZENI 22. Necht’ X je normovany linedrni prostora M C X. Pak span M = span M aconv M =
conv M.

DUKAZ. Inkluze span M C span M aconv M C conv M plynou z definic a Faktu 21, Pro opa¢né inkluze
si uvédomme, Ze span M je podprostor obsahujici M a conv M je konvexni mnoZina obsahujici M. Tedy
span M C span M aconv M C conv M. ProtoZe span M a conv M jsou uzaviené mnoZiny, dostivime, Ze
span M C span M aconv M C conv M.

O

Poznamenejme, Ze soucet uzavienych mnoZin nemusi byt uzaviend mnoZina. Stac¢i uvazovat A =
{(x.,1) e R?; x > 0} a B = R x {0}. Pak A + B = R x (0, +-00). Dokonce ani soucet uzavienych
podprostort nemusi byt uzavieny, vizte Pfiklad [55] Nicméné plati nésledujici tvrzeni:

TVRZENI 23. Necht’ X je normovany linedrni prostor, F C X je uzaviend a K C X je kompaktni. Pak
F + K je uzavrend. Je-li navic F kompaktni, pak je i F + K kompaktni.

DUKAZ. Necht’ {z,} C F 4+ K je posloupnost konvergujici k néjakému z € X. Pak z,, = x, + y», kde
Xn € Fay, € K prokazdé n € N. ProtoZe K je kompaktni, existuje podposloupnost {y,, } konvergujici
k néjakému y € K. Pak x,,, = Zn, — Yn, — 2 — y dle Tvrzeni[2c). ProtoZe F je uzaviend, jez —y € F.
Tedy z = (z —y) + y € F 4+ K. Odtud plyne, Ze F + K je uzaviena.
Necht’ je nyni navic F kompaktni a {z,} C F + K je libovolna posloupnost. Pak z,, = x, + y,, kde
X, € Fay, € Kprokazdé n € N. Protoze K je kompaktni, existuje podposloupnost {y,, } konvergujici
k néjakému y € K. ProtoZe F je kompaktni, posloupnost {x,, } md podposloupnost {xy, }, kterd konverguje
kn€¢jakému x € F. Tedy 2, = Xn,, + Yn,, = X +y € F + K. Odtud plyne, Ze F + K je kompaktni.
O

VETA 24. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y C X uzavieny podprostor a Z C X konecnéroz-
mérny podprostor. Pak span(Y U Z) je uzavieny.

DUKAZ. Necht’ X je prostor nad K. Nejprve ukdzeme, Ze span{Y U {e}} je uzavieny pro libovolné e € X.
Obecné tvrzeni pak snadno plyne pomoci matematické indukce dle dim Z.

Je-li e € Y, pak neni co dokazovat. Predpokladejme tedy, Zze e ¢ Y. Necht’ {x,} C span(Y U {e}) je
posloupnost konvergujici k x € X. Pak x, = y, + t,e pro néjakd y, € Y a1, € K. Nejdiive ukdZeme,
Ze posloupnost {z,} je omezend. Kdyby tomu tak nebylo, pak by existovala podposloupnost {z,, } splilujici
|tn, | = +o00. Pak ale

| = [l = 0 x| =0,
||

tedy yn, /tn, — —e. Ale y,, /t,, € Y prokazdé k € N aY je uzavfeny, tudiZ e € Y, coZ je spor.

ol |

Ing

Iny
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Posloupnost {#,} je tedy omezend, takZe z ni miiZeme vybrat podposloupnost {t,,, } konvergujici k néja-
kémut € K. Pak y,,, >y =x—teay €Y, nebot Y jeuzavieny. Tedy x = y + te € span{Y U {e}}.
O

DUSLEDEK 25. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Kazdy konecnérozmérny podprostor X je
uzavieny v X.

VETA 26.
(a) Prostory coal,, 1 < p < 0o jsou separabilni.
(b) Prostor Lo je neseparabilni.
(c) Je-li K kompaktni metricky prostor, je prostor C(K) separabilni.
(d) Necht' 2 C R" je lebesgueovskyﬂ méfitelnd a 1 < p < oo. Pak prostor L,(S2, A) je separabilni.

DUKAZ. (a) Necht’ cé% je mnozina vektord z cgg s raciondlnimi souradnicemi (v pfipadé¢ komplexniho
prostoru jsou redlnd 1 imagindrni slozka racionalnf). Pak cg% je spocetnd. Tvrdime, Ze je hustd v ¢y: Vezméme
libovolné x € ¢y a ¢ > 0. Pak existuje n € N takové, Ze |x;| < eproi > n.Proi = 1,...,n nalezneme
raciondlni (pfipadné ,.komplexné raciondlni*) g; tak, aby |x; — ¢;| < €. Polozme y = (q1,...,¢»,0,0,...).
Pak y € cop a ¥ — vl = sup;enli — il <.

Podobné ovéiime, Ze c% jehusta v {, prol < p < oo. Vezméme libovolné x € {, ae > 0.
Pak existuje n € N takové, ze Y oo 41lxil? < 5. Proi = 1,...,n nalezneme raciondlni (pifpadné
,komplexné raciondlni*) ¢; tak, aby |x; — g;| < (%)l/p. PoloZme y = (q1.....¢n.0.0,...). Pak y € cQ
alx—ylI? =30 lx —yil? + 3572, xl? <ngp + 5 =e.

(b) Uvazujme mnozinu A = {y4; A C N} C {.Pakpro A, B C N, A # B plati |y4 — xg| = 1,
nebot’ existuje n € N které lezi pravé v jedné z mnoZin A, B. Tedy « je 1-separovand podmnoZina {,. Tato
mnoZzina je ovSem nespocetna (napt. pomoci Cantorovy diagondlni metody]).

(c) Prostor C(K) je podprostorem prostoru £, (K) vSech omezenych funkci na K. UkaZeme, Ze existuje
spodetnd mnoZina A C Lo (K) takovd, 7e C(K) C #. Odtud plyne separabilita C(K), nebot’ pak C(K) je
(metricky) podprostor separabilniho metrického prostoru s.

Kompakt K je totdlné omezeny, tedy pro kazdé n € N existuje konecny systém B, otevienych kouli
o poloméru % pokryvajici K. Zafixujme n € N a poloZme Dy = By \ Uf:ll B;,kde 8, = {B1, B>, ...}.
Pak D, = {D;, D, ...} je konecny systém disjunktnich mnozin s diametrem nejvyse % pokryvajici K.
Necht' A, je mnoZina funkci konstantnich na prvcich D, s raciondlnimi (resp. ,.komplexné racionalnimi‘)
hodnotami. Pak 4, je spoetnd. Tedy i mnozina A = oo, #4, je spofetnd. Tvrdime, ze C(K) C A.

Necht f € C(K) ae > 0. Pak f je stejnomérné spojitd na K, a tedy existuje 6 > 0 takové, Ze
| f(x) — f(»)| < % kdykoli x,y € K, p(x,y) < &, kde p je metrika prostoru K. Naleznéme n € N
takové, Ze % < 6. Necht’ k € N je takové, ze D, = {Dq, ..., Di}. Bez Gjmy na obecnosti (po eventualnim
precislovani) miZeme predpoklddat, Ze vS§echny mnoZiny D; jsou neprazdné. V kazdé mnozZiné D; zvolime
prvek x; a nalezneme g; raciondlni (piipadné ,.komplexné raciondlni*) tak, aby |g; — f(x;)| < 5. Konecné

413
1

poloZzime g = Zle qi xp,- Pak g € 4. Ddle, je-li x € K libovolné, pak x € D; pro néjaké j. Mame
px.x)) < 2 < 8.atedy [f(x) — g(0)] = | /() = qj] < |f () = fO)l + /() —qjl < 5+ & =e.
Tedy ||/ — glloo < &

(d) Prostor L, ($2) lze pfirozené chdpat jako podprostor L,(IR"), tedy staci ukdzat separabilitu L,(R").
Pro j € N oznatme K; = Br»(0, j). Pak dle (c) existuje spocetnd mnoZina +; spojitych funkci na K;
kterd je hustd v prostoru (C(Kj), ||||cc). RozSifme funkce z +; nulou mimo K; a chdpejme je jako funkce
na celém R”. Ukdzeme, Ze spoCetnd mnoZina Ujoil #; je hustd v prostoru L,(R").

Necht f € L,(R") ae > 0. Podle disledku Luzinovy vétyﬂ, [R, Véta 3.14], je mnoZina C.(R")
spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em hustd v prostoru L,(R"). Tedy existuje g € C.(R") spliiujici
|/ —gll, < 5. Necht j € N je takové, Ze K; obsahuje nosi¢ g. Pak existuje 1 € A; takovd, Ze

>Henri Léon Lebesgue
%Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1891)
7Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin (Hukonait Hukonaesuu Jlysun) (1912)
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g = Allos < 3y Méme g = hllZ = [y, |g = hl? dA < 505 A(K;) = (§)7. Tedy dohromady
1f = hlp < If =glp+ g —hll, <5+5 =
O

Pozdéji uvidime, Ze pro kazdy normovany linearni prostor X existuje jeho ziplnéni, tj. Banachtv prostor
takovy, Zze X je jeho husty podprostor (Véta[2.28).

2. Rady v normovanych linearnich prostorech

Jednou z motivaci ke studiu nekonecnych fad v normovanych linedarnich prostorech je zdkladni ndstroj
pro prici s Hilbertovymi prostory — ortonormdlni systémy a baze (vizte oddil[6). ProtoZe ortonormaln{ baze
v obecném Hilbertové prostoru miiZe byt nespocetnd, je nezbytné zabyvat se i zobecnénymi fadami.

DEFINICE 27. Necht' X je normovany linedrni prostor a {x,} C X. Rekneme, Ze fada > Xn
konverguje k x € X, p(zkud x =limy-eo Zflv:l X». Rada > o2 | Xx je konvergentni, pokud existuje x € X
tak, Ze x = Y .2, x,. Rada je absolutn& konvergentni, pokud > >2 , || x, || < 4o0.

Uvédomme si, Ze v normovanych linedrnich prostorech plati stejnd nutnd podminka konvergence rady
jako pro fady redlnych &isel: je-li Y o | x, konvergentni, pak x, — 0. (Dlkaz je stejny: x, = Y r_; Xk —

Z;ll Xk — 0.)

FAKT 28. Necht’ X je normovany linedrni prostor a’y .-, X je konvergentni fada v X . Pak

o0 o0
D x| =) Nl
n=1 n=1

DUKAZ. Z trojihelnikové nerovnosti plyne HZQ’ZI Xn H < Z,]:’:l [xnll < 30 llxnll pro kazdé N € N. Ze

spojitosti normy (Tvrzeni b)) tedy dostdvame ||} 72, x,|| = limjv_)oo”ZiV:1 Xanl| < gz l1xall.
O

PRIKLAD 29. Vektory e, = (0,...,0,1,0,0,...) v prostorech ¢ a {,, 1 < p < oo, kde pouze n-td
soufadnice je rovna 1, budeme nazyvat kanonické bazové vektory. Pro kazdy vektor x = (x,);2; V co, resp.
¢, plati x = Y 72, xnen, kde konvergenci fady chdpeme v pfislusné normé&. Vskutku, pro x € ¢ médme
Hx — Y h—y XK€k Hoo = [[(0,...,0,Xp41, Xn42, - --)|loo = SUPg>,|Xx| = O z definice limity. Podobné pro

1
x € {, mdme ”x — > k=1 XK€k ”p = [1(0,...,0, Xn+1, Xnt2, .. )lp = (Zl?=n+1|xk|p)p — 0.
o

VETA 30 (Test tplnosti). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak X je Banachiv, prdavé kdy? kaZdd
absolutné konvergentni rada je konvergentni.

DUKAZ. = Necht je fada ) p., xx absolutn& konvergentni. Oznalme s, = Y, _, Xk jeji Castecné soudty.
Pak pro indexy m,n € N, m < n plati

n n
sl = 3 = 3 Il

Z platnosti Bolzanovyﬂ»Cauchyovyﬂ podminky pro fadu > ;= [|x« || tedy dostdvdme platnost Bolzanovy-
Cauchyovy podminky pro posloupnost {s, }. Ta je proto konvergentni, nebot’ X je Banachiv.

< Necht’ {x,} je cauchyovska posloupnost v X. Nejprve ukdzeme, Ze {x,} mé konvergentni podpo-
sloupnost. S vyuZitim cauchyovskosti nalezneme rostouci posloupnost indext {ny } tak, Ze || x; — x,, || < 27%
pro vSechna k,/ € N spliiujici / > ny. Specidln€ plati ||x,,,, — Xn, || < 27 pro kazdé k € N. Rada

8Bernard Bolzano (Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano)
9Augustin-Louis Cauchy
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> e (xn, +1 —Xn,) je tedy absolutn€ konvergentni, takZe existuje z € X takové, ze Y re (Xng = Xn) = 2.
To ale znamena, Ze

o) J
= E (Xngyy — Xn) = lim E (Xnpyy — Xng) = Iim X, — Xp,.

Tedy {x,, } konverguje k x = z + x,,.

Na zavér zvolme & > 0 libovolné. Posloupnost {x,} je cauchyovska, tedy existuje mo € N takové, Ze
|Xn — xm| < € pro vSechna m,n > my. Pak pro v§echna n,k > mg plati ||x, — x,, | < &. Zafixujeme-li
nynin > mg, pak ||x, — x| = liMk—ool|Xn —Xn, || < €. Tedy ||x, —x|| < & prokazdé n > my, coZ znamena,
e X, — X.

O

DEFINICE 31. Necht X je normovany linedrni prostor, I" je mnoZina a {x,},er je kolekce prvki
prostoru X. Symbol Zye Xy nazveme zobecnénou fadou. Ddle ¥ (I") znaci systém vSech kone¢nych
podmnoZin I". Rekneme, Ze zobecnéna fada Zy < Xy konverguje (téZ konverguje bezpodminecné) k x € X
pokud plati, Ze

Ve>0 IFeF(I') YF e F(I'),F' O F: <e

x—Exy

yeF’

Existuje-li takové x € X, fikdme, Ze je zobecnénd fada Zye r Xy (bezpodmine¢né) konvergentni a x
nazyvame jejim souctem. Konverguje-li zobecnén4 fada redlnych Cisel ) |xy ||, pak se zobecnénd fada
> er Xy nazyvd absolutné konvergentni. Pro I' = @ klademe }

yeF|

yer Xy = 0.

Je-li zobecnénd fada konvergentni, pak symbolem Zy < Xy rozumime t€Z jeji soucet (ktery je urCen
jednoznacné, vizte Vétu[33).

DEFINICE 32. Rekneme, 7e zobecnénd fada >
Bolzanovu-Cauchyovu podminku, pokud

yer Xy vV normovaném linedrnim prostoru spliiuje

Ve>0 AF e F(I') VF e F(I'),F'NF =0: <e.

2

yeF’

VETA 33. Necht’ Zye r Xy je zobecnénd fada v normovaném linedrnim prostoru X konvergujici k x.
Pak plati:
(a) Jeji soucet je urcen jednoznacne.
(b) Splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.
(¢) X_yer Xn(y) = X pro kaZdou permutaci (1j. bijekci) w: I' — I
(d) (Ixy 1), e € co(I).
(e) Je-li {y,}o>, C I libovolnd prostd posloupnost takovd, Ze {y € I'; x, # 0} C {yn; n € N}, pak
D onei Xy, = X.
DUKAZ. (a) Necht’ x,y € X, x # y jsou soucty nasi zobecnéné fady. Polozme ¢ = ||x — y| > 0. Pak
dle definice existuji konetné mnoZiny Fy, Fy, C I' splitujici |x — )", ¢ x| < § pro kazdou F € (I"),
F D F,a Hy — ZyeF Xy H < 5 pro kazdou F € ¥ (I'), F D F,. Ddle poloZme F = F,; U F,. Pak
e=lx—yll<|x- ZyenyH + [y - > yeF Xy|| < £+ £ = &, coZ je spor.
(b) Je-li ¢ > 0, pak z definice konvergence existuje F' € ¥ (I") spliujici Hx — Zye g Xy H < £ pro
kazdou H € ¥ (I'"), H D F.Pak pro F' € ¥ (I") disjunktni s F plati

Zx,, Z xy—Zx,, X — Z Xy

yeF’ yeF'UF yeF yeF'UF

+

yeF

cELE
—+-==c
22

(c) Necht 7w: I' — I je permutace. Je-li ¢ > 0, pak z definice konvergence existuje F € F(I")
takovd, ze ”x — 2 yen Xy H < g pro kazdou H € ¥(I'), H D F. Mnozina 7~ !(F) je kone¢na a pro
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F’ D 7 Y(F) kone¢nou plati 7(F') D F, a tedy Hx — 2 eF Xn(y) ” = Hx — D yen(F) Xy ” < e To
znamend, 7€ ) o Xn(y) = X.

(d) Dle (b) zobecnénd fada spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Necht’ ¢ > O anecht’ FF C I je
prislusna kone¢na mnoZzina z Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro toto €. Je-li y ¢ F,pak {y} N F = 0,
atedy ||x,| < e.Toznamend, Ze {y € I'; ||x, || > ¢} C F, tedy specidlné je to mnoZina kone¢na.

(e) Oznatme s, = > g_; Xy,. Necht' & > 0. Pak existuje F € F (I') takov4, Ze | x — > yeH Xy | <e
pro kazdou H € ¥ (I"), H D F. Bez ijmy na obecnosti miZzeme piedpoklddat, ze F' C {y € I'; x,, # 0}
aze F # (. Polozme np = max{n € N; y, € F}. Pakprokazdé n € N,n > ngje{y1,...,yn} DO F,
takze ||x — s, | < e.

O

TVRZENI 34. Necht’ Zy cr Ay je zobecnénd Fada nezdpornych &isel. Pak tato Fada konverguje, prdavé
kdyZ sup{}_ .pay: F € F(I')} < 4o0. Potomplati’ y_ . a, = sup{Y_,cpay: F € F(I)}.

DUKAZ. < Necht' x = sup{})_ cpa,: F € F(I')} € R anecht & > 0. Pak existuje F € (I")
takovd, 7e Y a, > X — ¢. Pro kazdou F’ € F(I') splitujici F' D F tedy mame |x — Y . a,| =
X =D ,eprdy X =) cpay <& Odwdplyne ) ra, = x.

=Je-li)_ . a, = x,pakexistuje H € F(I') takovd, Ze [x— )", oy ay | < 1 prokazdou H' € F (I"),
H' > H.Prokazdou F € F(I') pak mdme Y cpay < Y cyupdy < X+ 1, tedy sup{d . cpay:
F e F(I)} < +oo.

ZaveéreCné tvrzeni pak bylo dokazano v prvni Casti dukazu.

O

TVRZENI 35. Necht’ Zye Xy, Zye r Yy jsou konvergentni zobecnéné rady v normovaném linedrnim
prostoru nad K a necht’ c € K. Pak 3, (Xy +Yy) =D Ler Xy + 2 per Yy @D _yep CXy =C ) e Xy

DUKAZ. Oznatme x = ) Xy ay = ) . y. Necht' & > 0. Pak existuji Fy, F, C F(I") takové,
ze ||x — > yer Xy | < e prokazdou H € F(I'), H D Fy,resp. |y — > yer Vy | < & pro kazdou
H € ¥(I'), H D F,.Prolibovolnou H € #(I'), H > F, U Fyjetedy |x +y = cu(xy + yy)| <

Hx =2 yen Yy ” + Hy = yen Yy H < 2¢e. Podobng, |jcx — >,y Xy ” = |C|H?C =D yem Xy ” < |cle pro
kazdou H € ¥ (I"), H D Fyx.

O

VETA 36. Necht’ X je Banachiiv prostor.

(a) Zobecnénd tada v X je konvergentni prdvé tehdy, kdyZ spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(b) KaZdd absolutné konvergentni zobecnénd rada v X je konvergentni.

(c) Je-li zobecnénd fada ), x, v X konvergentni a A C I, pak je i zobecnénd fada ) ¢ 4 X, konver-
gentni.

DUKAZ. (a) = plyne z Véty [33[b). <= Najdeme mnoZiny Fy C F, C F3 C--- v ¥ (I') tak, Ze

2

yeF’

1
VieN VF e F(),F NF,=0: <.
n

Polozme y, = Zy cF, Xy pron € N. Pak {y,} je cauchyovska posloupnost: Pro dané & > 0 totiZ nalezneme

ZyeFm Xy — Zyan Xy ” =
szeFm\Fn Xy ” < % < % < &. Tedy {yn} konverguje k néjakému x € X. UkdZeme, Ze } . x, = x. Pro
dané & > 0 najdeme n¢ € N tak, Ze ||y,, — x[| < 7 a % < £. Potom pro F € ¥ (I") obsahujici Fy, plati

x—ny x—Zx,, ny—ny Z Xy

y€eF v€Fn, yeF v€Fn, YEF\Fy,

NERVSPAN | . ’ . .
ng € N spliujici e <€ Pak pro libovolnd m > n > ng mame ||y, — yu| =

<8+ ! <
- — E.
2 no

= + = ||x_yn0”+
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Tvrzeni (b) ovéffme pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky a tvrzeni (a). Necht s =} - [lx, || =
sup{zyeFnyH; F € 37(1“)} < oo (Tvrzeni . Pro dané ¢ > 0 najdeme F e F(I') tak, ze
> erllxyll > s — e Pak pro F' € ¥ (I") neprotinajici F plati

Yox =D Inl= Y Inl-Y lyl<s—(—8 ==

yeF’ yeF’ yeFUF’ yeF

Obdobné dokdzeme (c). Pro dané ¢ > 0 najdeme mnozinu F € ¥ (I") spliujici ” Zye Fr Xy ” < & pro
kazdou F' € F(I'), FFNF = @.Pak FN A € F(A) akazdd F’' € ¥ (A) neprotinajici F N A je téZ
disjunktni s F'. Tedy H > eFr Xy H < ¢ a Bolzanova-Cauchyova podminka pro zobecnénou fadu } . 4 Xy je
ovétena.

O

Zobecnéné fady jsou definovédny bez jakékoliv struktury na indexové mnoziné I". Ve specidlnim pfipadé
I' = N mdme na N strukturu uspofddéani, pomoci které jsou definovany ,,obycejné* fady. Nyni se tedy
podivame na vztah fad ) - | x, a zobecnénych fad )", . Xn-

TVRZENI 37.

(a) Necht zobecnénd fada ), . Xn v normovaném linedrnim prostoru X konverguje k x € X. Pak i fada
Y02 | Xn konverguje k x.

(b) Necht’ Fada ) 2| xn v normovaném linedrnim prostoru X konverguje k x € X a necht’ zobecnénd rada
Y nweN Xn spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Pak ), . Xn konverguje k x.

(c) Necht’ {a,} je posloupnost nezdpornych Cisel. Pak zobecnénd Fada ), . an konverguje, prdavé kdy?
konverguje fada > oo | a, (a obé pak maji stejny soucet).

DUKAZ. (a) Necht’ ¢ > 0 je ddno. Pak existuje F € ¥ (N) neprazdna takova, Ze ”x — Y eFr Xn H < & pro
kazdou F' € ¥ (N), F' O F.Polozme ny = max F. Pak pron > ng plati F C F' = {1,...,n}, atedy
lx = >0 xi|| = |x = Xjep xi|| < & To dokazuje, ze Y e | x, = x.

(b) Pro dané ¢ > 0 nalezneme F C N konec¢nou neprdzdnou takovou, Ze H > el Xn H < % pro kazdou
H € ¥ (N) disjunktni s F. Déle nalezneme n, > max F takové, Ze Hx — 30 Xn H < %. Pak pro kazdou
F' e F(N), F' D F plati

no no
X—Z)Cn S'X—an + an—an + an—an =
neF’ n=1 n=1 neF neF’ neF
no
= x—an + Z Xnll + an <§+§+§=8.
n=1 ne{l,...,no}\F neF’\F

To znamend, Ze zobecnénd fada ) _, . X» konverguje k x.

(c) Plati 3% a, = sup,ey Y., a;. Je-li F C N kone&na neprazdnd, pak .y a; < i a;,
atedy Y o2 an = sup{d>_,cr an: F € F(N)}. Zbytek plyne z Tvrzem’
O

DUSLEDEK 38. Necht’ X je normovany linedrni prostor a {x,} C X. Pak zobecnénd fada ), . Xn je
v , o v v v o . v 3
absolutné konvergentni, pravé kdyz fada ), x, je absolutné konvergentni.

DEFINICE 39. Necht {x,} je posloupnost v normovaném linedrnim prostoru X a x € X. Rekneme, e
Y o2 | Xn konverguje bezpodmine&né (k x), pokud konverguje zobecnénd fada Y, .p Xn (kK X).

VETA 40. Necht’ {x,} je posloupnost v normovaném linedrnim prostoru X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) Yoo, Xn konverguje bezpodminecné.
(ii) > 02| Xn(n) konverguje pro kazdou permutaci w: N — N ke stejnému souctu.
cee o0 . v .
(iii) Y .~ | Xx(n) konverguje pro kaZdou permutaci w: N — N.
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DUKAZ. (i)=(ii) Necht x = )", X». Je-li 7 permutace na N, pak dle Véty [33(c) je Y, cn Xm(n) = X.
Diky Tvrzeni a) tedy mame Y 7| Xn(n) = X.

(11)=>(ii1) je zjevna.

(iii)=(1) Podle Tvrzeni b) sta¢i ukdzat, Ze zobecnénd fada ) _, .y X» spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Neni-li tomu tak, pak existuje € > 0 takové, Ze pro kazdou kone¢nou F' C N existuje konecnd
F' ' Cc N, FFnNF = @ takova, Ze ”Zne FrXn H > e. Mzeme tedy indukci zkonstruovat posloupnost
{Fi. 37>, kone¢nych neprazdnych podmnoZin N spliiujici max Fy < min Fy1; a H D e F Xn H > ¢ pro kazdé
k € N. PoloZzme jesté Fy = {0} a Dy = {max Fy_; + 1,...,max Fy} \ Fi pro k € N. Necht' nyni 7 je
permutace N, kterd postupné v rostoucim poradi vyjmenovava prvky mnozin D4, Fy, D,, F5, atd. Pak existuji
rostouci posloupnost {n} C N a posloupnost { px} C Ny tak, Ze n({nk, ng+1,...,n + pk}) = Fy. Pro

kazdé k € N mame || Y0557 xzon| = | X,er, Xn| = & coZ znamend, Ze fada Y 5> | Xx(n) nespliiuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku. To je spor s predpokladem.

O

VETA 41. KaZdd absolutné konvergentni rada v Banachové prostoru je bezpodminecné konvergentni.
Kazdd rada v R je absolutné konvergentni, pravé kdyZ je bezpodminecné konvergentni.

DUKAZ. Prvni tvrzeni plyne z Diisledku [38]a VEty [36(b). V R plyne opacnd implikace z Véty 40 a z Rie-
mannovyEGI véty o prerovnavani neabsolutné konvergentnich fad.
O

PRIKLAD 42. Pro kazdy vektor x = (x,)52, Vv co, resp. £,, 1 < p < oo, plati, Ze fada v jeho
vyjadieni x = > o2, x,e, konverguje dokonce bezpodmine¢ng. Vskutku, m&jme ddno x € co. Je-li
¢ > 0, pak nalezneme no € N takové, Ze |x,| < e pro kazdé n > ngy. Polozme F = {l,...,ng}. Pro
Fre F(N),FF D Fjex—)  cpXnen = (Vn)s>,. kde y, =0pron € F'ay, = x, jinak. Jelikoz
1Ol = SUpyensy 1| < SUPpano Xl < &, plyne odtud, 76 x = ¥, cx; Xnen.

Podobné pro x € £, ae > O nalezneme ny € N takové, Ze Z;’o:no|xn|p < gP.Polozme F = {1,...,np}.
Pro F' e F(N), F' D Fjex —) ,cp Xnen = (Yn)i2,. kde y, =0pron € F'ay, = x, jinak. JelikoZ
Imll? < 3202, 1%al? < €7, plyne odtud, Ze x = 3, .y Xnen.

o

Dle predchoziho pfikladu tedy fada Y -, }len v prostoru ¢y konverguje bezpodminec¢né, ale nikoli

absolutné.

PRIKLAD 43. Pro kazdy vektor x = (xy)yer v{,(I"), 1 < p < oo, plati, Ze x = Zyef xyey, kde
e, = X{y- Vskutku, necht’ ¢ > 0. JelikozZ ||x||? = Zyeplxylp, dle Véty b) existuje konecnd F C I”
takovd, Ze ) cp/|xy|? < €P kdykoli F' € ¥(I'), F' N F = . Je-linyni H € ¥(I'), H D F, pak
X =2 en*yey = (Vy)yer.kde y, =0proy € H a y, = x, jinak. Pro libovolnou F" € ¥ (I") pak je
ZyeF’|yV|p = ZyeF/\H|xV|p < &%, odkud plyne, Ze HX - ZyeH Xy€y ” =&
Okamzitym disledkem je fakt, Ze mnoZina vSech vektorti v £,(I"), které maji jen kone¢né¢ mnoho
nenulovych soufadnic, je hustd v £,(I").
o

3. Linearni operatory a funkcionaly

Z linearni algebry vime, Ze zakladnim nastrojem pfi studiu vektorovych prostort jsou linedrni zobrazeni.
V analyze prirozené pracujeme se zobrazenimi kompatibilnimi s metrickou strukturou, tedy zejména se
zobrazenimi spojitymi. Ve funkciondlni analyze tedy ustfedni roli hraji spojita linearni zobrazeni.

Pfipomenme si, Ze zobrazeni 7: X — Y mezi vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linedrni,
pokud T(x +y) = T(x) + T(y) aT(ax) = aT(x) pro viechnax,y € X aa € K. Dale Ker T = T~1(0)

10Georg Friedrich Bernhard Riemann
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aRng T = T(X) jsou podprostory X, resp. Y. Zobrazeni T je prosté, pravé kdyz Ker T = {0}. Linearni
zobrazeni z X do K se nazyvd linedrni forma na X.
Snadno si 1ze rozmyslet ndsledujici fakt.

FAKT 44. Necht' X, Y jsou vektorové prostory, T: X — Y je linedrni zobrazeni a M C X. Pak
T(—M) =—-T(M)aT(conv M) = convT(M). Specidlné, je-li M symetrickd, pak T (M) je symetrickd,
a je-li M konvexni, pak T (M) je konvexni. Obdobné, je-li N C Y symetrickd, pak T~'(N) je symetrickd,
aje-li N konvexni, pak T~ (N) je konvexn.

TVRZENI 45. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorya T : X — Y je linedrni zobrazeni. Pak
ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je spojité.
(ii) T je spojité v jednom bode.
(iii) T je spojité v 0.
(iv) Existuje C > 0 tak, Ze ||T (x)| < C||x|| pro kaZdé x € X.
(v) T je lipschitzovské.
(vi) T je stejnomérné spojité.
(vii) T(A) je omezend pro kaZdou omezenou A C X.
(viii) T (Bx) je omezend.
(ix) T(U((), 8)) Jje omezend pro néjaké § > 0.

DUKAZ. Zjevné (i)=>(ii).

(ii)=-(iii) Necht’ T je spojité v x € X anecht’ x, — 0. Pak x, + x — x, atedy T(x, + x) — T(x).
Odtud T(xp) =T(xp +x—x)=T(xp +x)—T(x) > T(x) —T(x) =0=T(0).

(iii))=>(iv) Existuje § > 0 takové, Ze |T(»)|| = |T(y) — T(0)|| < 1, kdykoli || y|| = ||y — 0|| < 8. Pak
pro x € X nenulové plati, ze

[lx X 1
1Tl = r(s = <lxIl-
8 x| 8

Nerovnost ve (iv) tedy plati pro C = %

(iv)=(v) Pro libovolnd x,y € X plati |[T(x) — T()|| = ||T(x — y)|| < Cllx — y|, tedy T je
C -lipschitzovské.

(v)=(vi)=() a (iv)=(vil)=>(viil)=>(ix) jsou ziejmé.

(viii)=(iv) Necht’ C > 0 je takové, ze || T(x)|| < C kdykoli x € Bx. Potom pro kazdé x € X \ {0}
plati |7 ()| = x| T (757)] < Cllx]-

(ix)=(viii) Necht’ § > 0 a C > 0 jsou takova, ze ||T(x)|| < C kdykoli x € U(0, §). Pak pro x € By
plati, ze | T(x)|| = 2| T (3x)| < 2£.

O

Zobrazenim spliiujicim (vii) se nékdy fikd omezend. Tedy linedrni zobrazeni je spojité, pravé kdyz je
omezené.

V kontextu funkciondlni analyzy se linedrnim zobrazenim tikd téZ linedrni operdtory a linedrnim formam
linedrni funkciondly. Nas budou predevsim zajimat spojité linearni operatory a spojité linedrni funkcionaly.
Vsimnéme si, Ze je-li T: X — Y spojity linedrni operdtor mezi normovanymi linedrnimi prostory X a Y,
pak Ker 7" je uzavieny podprostor X. Na druhou stranu, Rng 7" nemusi byt uzavieny, vizte Piiklad 47| a téz
Vétu[d.12fe).

Pripomenme, Ze mnoZina vSech linedrnich zobrazeni mezi vektorovymi prostory X a Y tvori vektorovy
prostor s operacemi uvazovanymi bodové. Jsou-li nyni X, ¥ normované linearni prostory, pak soucet
spojitych linedrnich zobrazeni z X do Y je opét spojité linedrni zobrazeni a podobné pro ndsobek skaldrem
(Tvrzeni 2). Tedy mnoZzina vSech spojitych linedrnich zobrazeni z X do Y tvofi vektorovy prostor, ktery
znacime £(X,Y). Déle pro kazdé T € £(X,Y) polozime

1T = sup [[T(x)].

XE€Bx
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Diky Tvrzeni[45]je ||T || kone¢né nezdporné &islo. Nyni si rozmyslime, ze T + || T|| je norma na £(X,Y):
(i) Je-li T # 0, pak existuje x € X, x # 0 takové, ze T'(x) # 0. Tedy T(”i—”) = "x” T(x) # 0, takze
IT] > 0.
(i) Necht' S, T € £(X,Y). Pak ||S + T'|| = sup,cp, (S + T)(x)[| = sup,ep, IS(x) + T(x)| <

SUP ey [ISCO | + sup,cp 1T = S| + [T
(iii) Necht T € Z(X.Y) aa € K. Pak [oT| = sup,ep, |@T)@)| = supyep, la(Tx)] =

Sup,epy ||| T (X)[| = [af - [ T].
Prostor £(X, Y) s vySe uvedenou normou je tedy normovany linedrn{ prostor.
LEMMA 46. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorya T € L(X,Y).
(a) |TQ)I = T llxIl pro kazdé x € X.
(b) Tl = supreyy IT(X)|. Je-li X netrividini, pak tZ | T|| = sup,es, [T (x)|| = supyex\o;
(c) |T|| =inf{C > 0; |T(x)|| < C||x| pro kaZdé x € X}.

DUKAZ. (a) Necht x € X \ {0}. Pak | T(x)| = [lx|l - | T( |x”)|| < ||IT|l]x|l, nebot |x” € By.
(b) Zjevné ||T|| = sup,ep, [IT(X)|| = sup,cy, T (x)]. Na druhou stranu, je-li x € By, pak (1 — %)x €

Uy a | T((1=)x)| = ITCl. Tedy sup,ep, IT ()] = suprep, [T = IT].
Predpokladejme dale, Ze X je netrividlni. Je-li x € X \ {0}, je m € Sy a

IOl _ HT(L) H < sup |T(y)||.
[lxl

x| veSx

1IT®1

N

Tedy sup,ex\ (o} (kaca]] < supes, IT ()| < supyep, [IT(x)|| = [|T]|. Na druhou stranu, je-li x € Bx \ {0},

ix]

pak | 7(x)|| < T Tedy

IT@l 1T

> sup [[T(x)]| = sup [T = [T
xexvioy Xl 7 xeByrvior X1 T xeBy\to x€By

(¢) Oznacme A = {C > 0; ||T(x)| < C| x| prokazdé x € X}. Diky (a) plati |T|| € A a tedy
inf A < ||T||. Dokazme nyni opa¢nou nerovnost. Vezméme libovolné ¢ > 0. Z definice infima najdeme
C e A,C <infA + . Pak

IT] = sup [|[T(x)]| < sup Clx|] =C <infA + .
X€Byx X€Byx

Jelikoz ¢ bylo libovolné, je | T'|| < inf A.
O

PRIKLAD 47. Definujme zobrazeni T : {o — {o piedpisem T(x) (Lxa)Te prox = (x,)32; €
{oo. Snadno nahlédneme, Zze T je linedrni. Ddle || T(x)| = sup,en 2x,,‘ < sup,enlXal = x| pro
kazde x € L. Podle Tvrzeni B3] je tedy T spojité a dle Lemmatu Hc) je IT|| < 1. OznaCme e; =
(1,0,0,0,...) € {. Pak |le1|| = 1 a T (ey) = ey, takze ||T|| = 1.

Tvrdime, Ze Rng T je podprostor £, ktery neni uzavieny. Vskutku, polozme y, = (1,2,3,...,1,0,0,...) €|
loo. Pak T(ys) = (1,3.3.....2,0,0,...). Plati % T(yn) — 2 € Loo, kde z = (£)7o 1,nebot ||z -
T = ” (O,...,O, n}rl, niz,.. ” = n+1 Nicméné z ¢ RngT7. Jinak by existoval prvek u =
(ur)ge, € { takovy, Ze T(u) = z. Pro takovy prvek ale musi nutné platit, Ze ux = k pro kazdé
k € N, coz nenf mozné.

o

FAKT 48. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a {T,} C £(X,Y) je posloupnost operdtorii
konvergujicichk T € £(X,Y) v prostoru £(X,Y). Pak {T,} konverguje k T bodové, tj. pro kazdé x € X
plati T,,(x) — T (x) v prostoru Y .

DUKAZ. Pro libovolné x € X diky Lemmatuf6]plati || 7, (x) =T (x)|| = (T, —T)(x)|| < [T =T ||| x]| =

0.
d
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FAKT 49. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory, S € £(X,Y)a T € £(Y,Z). Pak
1T oS|I <ITIISII

DUKAZ. Pro libovolné x € X plati [T(S() [ = TSI < IT IS llx|l. Tedy |7 o S| < T[S
O

VETA 50. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y je Banachiv prostor. Pak £(X, Y ) je Banachitv
prostor.

DUKAZ. Vezméme libovolnou cauchyovskou posloupnost {7, } v £(X, Y). Pro libovolné pevné x € X plati
| T (x) — T ()|l = (T — Trn)(X)|| < |Tw — T ||||x|| pro vSechna m,n € N. Tedy posloupnost {7}, (x)}
je cauchyovskd v Y a protoze Y je uplny, existuje limita lim, ..o 75, (x), kterou oznac¢ime 7 (x). Mame tak
definované zobrazeni 7: X — Y.

UkaZme, ze T je linearni. Méjme x, y € X. Pak

T(x+y) = lim T,(x +y) = lim (T,(x) + To(»)) = T(x) + T(y)

dle Tvrzem’ Podobng, T (aex) = lim T, (ax) = lim(a7,(x)) = aT(x) pro kazdé x € X aa € K.
Déle pro x € By plati

1Tl = lim | T, (x)|| < (sup || Tu[Dlx[| < sup||Tx|.
n—00 neN neN

Protoze }||T,, | — ||Tm||| < [T, — T,»|| pro kazdé m,n € N, je Ciselna posloupnost {|| 7|} cauchyovska, a
tedy omezend. TudiZ sup,cp, |7 (x)|| < sup,en [Tl < +00,4. T € £(X,Y).

Zbyva dokazat, ze T, — T v normé prostoru £(X,Y). Pro dané ¢ > 0 zvolme no € N takové, Ze
T, — Tl < e prokazdé n,m > ny. Pak pro x € By a pevné n > ny mame

1T2(x) =T ()|l = lim [T, (x) = Tn(x)|| < sup |Tn(x) = Tu(x)|| = sup [T — Tnllllx] <e.
m—00 m=>ng m=>ngo
Tedy |7, — T'|| < ¢ pro libovolné n > ny. Proto 7,, — T.
O

DEFINICE 51. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K. Prostor £ (X, K) zna¢ime X * a nazyvame
jej dudlnim prostorem k prostoru X.

Prvky X* jsou tedy spojité linedrni funkciondly na X. Prostor X* je normovany linedrni prostor s
normou || f'|| = sup,cp, | f(x)|. Uvédomme si, Ze je-li X redlny, pak ze symetrie jednotkové koule plyne,

Ze | £1| = supyep, f(x).
Protoze jak R, tak C jsou tiplné prostory, diisledkem Véty [50|je ndsledujici véta.

VETA 52. Je-li X normovany linedrni prostor, je prostor X * tiplny.

PRIKLAD 53. Necht X = {,,1 < p < oo,nebo X = ¢y, nebo X = c. Pron € N uvaZujme
funkci f,: X — K danou predpisem f,(x) = x, pro x = (xx) € X. Pak je snadno vidét, Ze f,
je linearni forma a | f,(x)| = |x,| < |x|| pro kazdé x € X. Tedy f, € X* a | f| < 1. Protoze
f1((0,...,0,1,0,0,...)) = 1, kde 1 je pouze na n-té soufadnici, je || f|| = 1. Funkciondlim f, budeme
fikat kanonické soufadnicové funkciondly.

o

LEMMA 54. Necht’ X je normovany linedrni prostor a f € X*. Pak pro kazdé x € X plati | f(x)| =

|l £ |l dist(x, Ker f).

DUKAZ. Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze f # 0. Zvolme x € X pevné. Je-li y € Ker f
libovolné, pak [ f(x)| = [f(x — )| < IIfllllx = yl. Tedy [f(x)] < |[f] dist(x,Ker f). Pro diikaz
obracené nerovnosti zvolme 0 < ¢ < | f| libovoln€. Najdéme y € Sx tak, ze | f(¥)| > || f|| — e. Pak

X — ;g;y € Ker 1, a tedy

dist(x, Ker ) <

_( J(x) )H SOl _ 1Sl
o’ DI LAl =&
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Jelikoz bylo ¢ libovolné, je dikaz dokoncen.
O

Nésledujici priklad ukazuje, Ze soucet uzavienych podprostorit nemusi byt uzavieny (srv. Tvrzeni
a poznamka pred).

PRIKLAD 55. Uvazujme prostor £, a jeho nasledujici dva podprostory: ¥ = {x € £5; x5, = 0,n € N}
a Z = span{e,, + nes,—1; n € N}, kde e, jsou kanonické bazové vektory. Pak ¥ = ﬂ;ozl Ker f5,, kde
fn jsou kanonické soufadnicové funkciondly, tedy Y i Z jsou uzaviené podprostory £,. Tvrdime, ze Y + Z
je husty podprostor £,, ktery neni uzavieny.

Prokazdén € N je ey,—1 € Y aey, = (€2, + neypn—1) —neyn—1 € Z + Y. Tedy podprostor Y + Z
obsahuje v§echny kanonické bazové vektory i jejich linedrni kombinace, tudiZ je husty v £, (Pfiklad [29).
Dile si v§imnéme, Ze je-li z € Z, pak Zap—1 = f2n-1(2) = nf2,(2) = nza, pro kazdé n € N. Vskutku,
pro 2 € span{es, +nexn—1: n € Nyjez = Y i_; ¢j(eaj + jeaj1).atedy fo;-1(z) = jcj = jfa;(2) pro
1 <j<kafj_1(z) =0=jfa(z)proj > k.Jetedy fan—1(2) — nf2n(z) = 0 pro vSechna z z husté
podmnoziny Z, a protoze funkce f>,—1 — nf2, je spojita na Z, je nutné nulova na celém Z.

Polozme kone¢né x = (0, 1,0, %, 0, %, .. ) = Z;ozl %ezn. Predpokladejme, Ze x = y + z,kde y € ¥
az € Z.Pakprokazdén € N je % = Xon = Yan + Zon = Zon, atedy z2,—1 = 1. To ovSem nelze, nebot’
z€l, Tedyx ¢Y + Z.

o

Pfipomenime, Ze je-li T linedrni bijekce mezi vektorovymi prostory X a Y, pak inverzni zobrazeni 71
je téz linedrni.

DEFINICE 56. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a T € £(X,Y). Rikdme, Ze T je

e izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud T je bijekce X na Y a inverzni operdtor 7! je

Spojity;

e izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud T je izomorfismus X na Rng 7';

e izometrie X na Y (nebo jen izometrie), pokud 7 je na a |7(x) — T(y)| = ||x — y| pro vSechna
x,y€X;

e izometrie X do Y (nebo jen izometrie do), pokud ||7(x) — T(y)|| = ||x — y|| pro vSechna x,y € X.

Rikdme, 7e prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X na Y;
e izometrické, pokud existuje linedrni izometrie X na Y.
Rikdme, e prostor X je
e izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linedrni izomorfismus X do Y
e izometricky vnofen do Y, pokud existuje linearni izometrie X do Y.

POZNAMKA 57. Uvédomme si, Ze linearni zobrazeni 7: X — Y je izometrie do, praveé kdyz || T (z)|| =
|z|| pro kazdé z € X. Pro libovolnd x, y € X pak totiz mame ||T(x) — T(y)|| = |T(x — y)|| = [lx — »|.

PRIKLAD 58. Prostor ¢ je izomorfni prostoru cq. Definujme zobrazeni T : ¢y — ¢ predpisem
(X1, x2,Xx3...) = (X2 + X1, X3 + X1, X4 + X1,...).

Pak T je dobfe definovano, nebot’ lim(x, 4+ x1) = x1. Snadno je vidét, Ze T je linearni. Pro kazdé n € N
platf [, + x1| < [xal + Pxal < [l + [xllao = 2lxllegs a tedy [ T(0)le = supenXas1 + x1] < 2[xey.
Zobrazeni T je tedy spojité linedrni zobrazeni.

Dile definujme zobrazeni S : ¢ — ¢ pfedpisem

(1, Y2, ¥3,...) = (limy,, y; —lim y,, y, —lim y,,, y3 —lim y,,...).
Pak S je dobfe definovano, nebot’ limg o0 (yx — limy 00 V5) = limg 00 Y& — lim, o0 ¥, = 0. Snadno je
vidét,Ze T oS = Id.a S o T = Id.,. Odtud plyne, Ze T je bijekce a S je linedrni zobrazen{ inverzni k 7.
Pro kazdé k € N plati |yx —lim y,| < |yg| + [lim y,| = [ye| +lim|y,| < |y&| + sup,enlynl = 2[y |
ataké [limy,| < ||ylle < 2|ylle. Tedy |SD)lleo < 2|y ||c, takZe zobrazeni S je spojité.
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Na zavér si jeSté vSimnéme, Ze ¢y je vlastni podprostor ¢, ktery je izomorfni c.
o

PRIKLAD 59. Prostor L; = L(]0, 1]) obsahuje podprostor izometricky prostoru £y, tj. prostor £; je
izometricky vnotfen do L. Vskutku, oznacme f, = n(n + 1))((#,%) € Lypron € N.Pak || /|, = 1.
Definujme zobrazeni T': £; — L, piedpisem T(x) = Y oo | Xn fn Pro x = (x,)32, € {1, kde konvergence
rady je minéna jako bodova konvergence funkci na [0, 1]. Pak zjevné T'(x) je dobfe definovand funkce
na [0, 1], kterd je méfitelnd, nebot’ je bodovou limitou méfitelnych funkci. Podle véty o zamén¢ integralu a
fady pro nezdporné funkce méme

1 1 o0 [ele] 1 00
[0 T()| =/0 > bl :;/0 alfo = 3ol < o0

tedy 7(x) € L; a zaroven vidime, Ze || T(x)||, = ||x|¢,. Zobrazeni T je zjevné linedrni, takze dle
Poznamky [57|je to linearni izometrie do.
o

PRIKLAD 60. Prostor C([0, 1]) obsahuje podprostor izometricky prostoru cy, tj. prostor cg je izometricky
vnoren do C([0, 1]). Vskutku, pro n € N ozname f, funkci, kterd je rovna 0 na [0, 1] \ ( LR ) je

TE=TET]
afinni na (#ﬂ ﬁ) ana (ﬁ, ﬁ) a spliuje fn(ﬁ) = 1. Pak || fullc(0,17) = 1. Definujme zobrazeni
T: ¢y — C([0, 1]) pedpisem T'(x) = > 7| Xn fu Pro x = (x,)32, € co, kde konvergence fady je minéna
jako bodova konvergence funkci na [0, 1]. Necht’ x € c¢q. Pak zjevné f = T(x) je dobfe definovana
funkce na [0, 1], ktera je afinni na kazdém intervalu (n}rl, %) n € N a spliuje f(2n1+1) = Xp. Je tedy
spojitd na (0, 1]. Abychom ukézali spojitost v 0 zprava, v§imnéme si, Ze f(0) = 0 a zvolme ¢ > 0

libovolné. Pak existuje ny € N takové, Ze |x,| < & pro n > ngy. Polozme § = ﬁ Necht’ ¢ € (0,6).

Pak existuje n € N, n > nq takové, Ze t € [ﬁ ﬁ] Tedy | f(¢)] < |xn| < e. Ukazali jsme, Ze
f € C([0, 1]), neboli zobrazeni T vskutku zobrazuje do prostoru C([0, 1]). Dale T je zjevné linearni a
plati |7(x)|lcqo.11) = supsefo.17|T (X)(@)| = sup,en|Xal = lxll¢,, takZe dle Poznamky je to linedrni
izometrie do.

<

PRIKLAD 61. Prostor £(¥,, £,) obsahuje podprostor izometricky prostoru £, a neni tedy separabilni.
Toto vnofeni [ : oo — L ({2, ) je dano predpisem I(y) = Ty, kde Ty (x) = (ynXs);>, pro x € £5.
Vskutku je-li y € £oo, pak pro x € £y je Y oo |vnxal® < Iy 1% x5, tedy T} zobrazuje do £,. Snadno
nahlédneme, Ze T, je linedrni a z pfedchoziho odhadu plyne, Ze je spojité a || 7, || < ||y||. Pro opa¢ny odhad
sta¢i vzit kanonické bazové vektory e, € S¢,, nebot’ ||Ty || > sup, || T} ()| = sup,||ynexn| = sup,|ya| =
|v]|. Linearitu zobrazeni I si lze snadno rozmyslet. Protoze ||I(y)| = ||7y| = |||, je I izometrie do.
Neseparabilita £ ({,, £,) pak plyne z Véty 26(b).
o

TVRZENI{ 62. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory.

(a) T € £(X,Y) je izomorfismus do pravé tehdy, kdy? existuji konstanty Cy, C, > 0 takové, Ze Cy || x|| <
T (x)|| < Cyllx|| pro kazdé x € X.

(b) Je-li X izomorfnis Y a X je Banachiiv, je i Y Banachiiv.

(c) Je-li X Banachuv a T € £(X,Y) je izomorfismus do, pak Rng T je uzavieny v Y.

DUKAZ. (a) = Méme | T (x)|| < ||T|||lx|| pro kazdé x € X.Déle T~!: RngT — X je spojité, plati tedy
pro kazdé y € Rng T nerovnost |7~ (y) || < IT~'[[[[y [ Tudiz ||lx|| = |T-(T )| < ITHIT(x)] pro
kazdé x € X. Bez tijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze X # {0}, atedy |T~!|| > 0. Pozadovan4
nerovnost tak plati s konstantami C; = ﬁ aC, =|T]|.

< Spliwuji-li kladné konstanty Cy, C, pozadované nerovnosti, je 7 spojité a prosté: Je-li T(x) = 0,
pak ||x|| < C%||T(x)|| = 0, tedy Ker T = {0}. Existuje tedy inverzni operdtor 7~': RngT — X, ktery
je linearni. Pro libovolné y € Rng T pak mame |7~ 1(y)| < Ci1||T(T_1(y))|| = Cil||y|| Tedy i T7! je
spojité.
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(b) Necht' T € £(X,Y) je izomorfismus na. Vezméme libovolnou cauchyovskou posloupnost {y,} v Y.
Diky odhadu |77 (y,) — T (ym) |l < 1Tl ve — ym| platnému pro kazdé m,n € N je cauchyovskd
i posloupnost {7~(y,)}. Vzhledem k tomu, Ze X je tplny, konverguje {7 ~!(y,)} k n&jakému x € X. Pak
ovsem ze spojitosti operatoru T plyne y, = T(T"'y,) — T(x), tedy i {y,} je konvergentni. Proto je Y
uplny.

(c) Podle (b) je Rng T Banachiiv prostor. Tedy je uzavieny v Y dle Tvrzeni[5(a).

FAKT 63. Necht' X, Y, Z jsou normované linedrni prostorya T € £(X,Y), S € £(Y, Z).
(a) Jsou-li S, T izomorfismy do, pak S o T je izomorfismus do.
(b) Jsou-li S, T izometrie do, pak S o T je izometrie do.
DUKAZ. (a) Podle Tvrzeni [62(a) existuji konstanty C > 0 a D > 0 takové, Zze C|/x| < ||T(x)| pro

kazdé x € X a D|y|| < ||S(y)| pro kazdé y € Y. Pro kazdé x € X tedy mame CD||x|| < D||T(x)|| <
HS(T(x)) ” =[[SoT)| = IISINIT|Ix]. Podle Tvrzem’a) to znamena, Ze S o T je izomorfismus do.

(b) Pro kazdé x € X mame || S o T'(x)| = HS(T(x)) ” = ||T(x)|| = ||x]| a aplikujeme Poznémku

VETA 64. Necht' X, X aY jsou normované lmearm prostory, X je husty v Xa Y je tiplny. Necht’ ddle
T € £(X,Y). Pak existuje prdvé ]eden operdtor T e é@(X Y) rozSitujici T, tj. T tx = T. Navic plati
||T|| = ||T||. Je-li T izometrie do, pak T]e téz izometrie do.

DUKAZ. Dle Vety n existuje Jednoznacne urcené spojité zobrazeni T:X — Y, které rozsifuje 7.
Ukézeme, Ze T j je linearni. Necht x, y € X. Pak ex1stup posloupnosti {x,}, {y,} v X spliujici x, — x,
Yn —> V. T ] je spojité, tudiz T(xn) — T(x) a T(yn) — T(y) Ze spoptostl scéitani (Tvrzenl plyne, Ze
Xn+Vn —>x+Y. Vyuzueme -1i znovu SpOJltOSt T, mime T(x +y) = lim T(xn +yn) =1mT(x,+y,) =
hrn(T(x,,) + T(yn)) = llm(T(x,,) + T(yn)) = T(x) + T(y), kde posledni rovnost plyne opét z Tvrzem
Podobné pro ¢ € K mame ax, — aox a tedy ?(ax) = lim ?(axn) = lim7T(ax,) = limaT(x,) =
lima/f(xn) = oz/f(x).

Konecng, |[xx|| — lx[| a tedy |T(x)[| = lm|[7(xn)[| = Lm[[7Cxp)|| < Gm[[T|[[lxnll = [I7']]llx]]-
Odtud plyne || T|| < ||IT||. JelikoZ obracena nerovnost plati diky tomu, Ze 7 je rozSitenim 7', mame ||T|| =
|T||. Je-1i T izometrie do, pak pfedchozi vypocet dava, Ze ||T (x)| = lim||T (x,)| = lim||x,| = ||x||, tedy

1 T je izometrie do.
O

4. Konec¢nérozmérné prostory

Zasadnim problémem pfi praci s nekonecnérozmérnymi normovanymi linedrnim prostory je to, Ze uza-
viené omezené mnoZiny obecné nejsou kompaktni. Ve skutecnosti je tato vlastnost pro nekonecnérozmérné
prostory charakteristickd, jak uvidime ve Vété [68]

LEMMA 65 (o skoro kolmici, Frigyes Riesz (1918)). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Je-1i Y
vilastni uzavreny podprostor X, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje x € Sy takové, Ze dist(x,Y) > 1 —e.

DUKAZ. Necht' ¢ > 0 je dano. Zvolme u € X \ Y a oznaCme d = dist(u, Y). ProtoZe Y je uzavieny, je
d>0a mﬁieme nalézt n > 0 tak, aby ﬁ > 1 — e. Ddle existuje v € Y takové, ze ||lu —v|| < d + n.

PoloZzme x = ”u v” Pak x € Sx.Je-li y € Y libovolné, je v + |[u — v||y € Y, a tedy
u—(v+lu—vly d
=yl = |- | N, 4|
[l — o] [ —v]] d+n
Dostdvame tak, Ze dist(x,Y) = infyey||x — y| > m >1—
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POZNAMKA. Neni-li Y uzavieny, nemusi pfedchozi tvrzeni platit: podprostor cgg je husty v ¢q a tedy
pro kazdé x € cq plati dist(x, coo) = 0. Pokud je Y uzavieny, nemusi existovat x € Sy s vlastnosti
dist(x, Y) = 1. To ukdZeme v Piikladu[67}

LEMMA 66. Necht' X je normovany linedrni prostor a f € Sx~. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(i) Existuje x € Sy splriujici | f(x)| = 1.
(ii) Existuje x € Sy splriujici dist(x, Ker f) = 1.
(iii) Existujiu € X \ Ker f av € Ker f takovd, Ze |u — v|| = dist(u, Ker f).
(iv) Pro kaZdé u € X \ Ker f existuje v € Ker f takové, Ze |u — v| = dist(u, Ker f).

DUKAZ. Ekvivalence (i)<>(ii) ihned plyne z Lemmatu [54|a zjevné (iv)=(iii).

(iii)= (ii) PoloZme x = 7= Pak pro kazdé y € Ker f platf
H“ — (v + flu — U”)’)H dist(u, Ker f)
I =yl = . _
llu — vl lu — v
Protoze dist(x, Ker f) < ||x]|| = 1, plati dist(x, Ker f) = 1.
(i)=>(iv) Necht' u € X \ Ker f. Polozme v = u — 23 x. Pak v € Ker f a |lu — v = | 4%x| =

| f(u)| = dist(u, Ker f) dle Lemmatu [54]
O

PRIKLAD 67. Necht Y = {x € co; > ,2; 3 = 0}. UkdZeme, Ze Y je uzavieny podprostor ¢, a Ze
neexistuje x € S, takové, Ze dist(x,Y) = 1. Ddle pro Zadné x € c¢¢ \ Y neexistuje y € Y takové, Ze
|lx — y| = dist(x, Y).

Uvazme funkci f(x) = Y oo Twpro x = (X,)52; € co. Pak ziejmé f je linedrni forma na ¢ a

n=1
Y = Ker f. Déle pro kazdé x € B, mame | f(x)| <> o, % < > e 57 = 1,tedy f je spojity linedrni
funkciondl. Navicprox = (1,...,1,0,0,...) mdme x € B, a f(x) = Zﬁzl % = 1—2%,tedy lfll=1.

k krat
K diikazu tvrzeni nyn{ staci podle Lemmatu [66| ovéfit, Ze neexistuje x € S, s vlastnosti | f(x)| = 1. Ale to
je ihned vidét z pozorovani, Ze pro kazdé x € S, existuje index j € N takovy, Ze |x;| < 1. Pak totiz

VETA 68. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) dim X < oo.

(ii) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2).

(iii) Bx je kompakitni.

(iv) KaZdé linedrni zobrazeni 7 X do néjakého normovaného linedrniho prostoru je spojité.
(v) KaZzdd linedrni forma na X je spojitd.

(vi) KaZdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.

DUKAZ. (i)=(ii) Necht’ {eq,...,e,} je néjakd baze X . Definujeme zobrazeni T : K" — X predpisem

n
(X1,...,Xp) > inei.
i=1

Snadno je vidét, Zze T je linedrni zobrazeni, a diky vlastnostem baze je to bijekce. Protoze ,,projekce*
(x1,...,X,) — X; jsou spojité, ze spojitosti vektorovych operaci plyne spojitost 7.

UkaZzme nynf i spojitost inverze 7~'. MnoZina S = Sn .|,) je kompaktni, nebot’ je uzaviena a omezena
(vizte Vétu[15.2)). ProtoZe T je spojity, je mnoZina 7'(S) také kompaktni. Norma |-||x je spojitd na X, a
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tedy nabyva na 7(S) minima C > 0 (7T (S) neobsahuje 0 diky prostoté T'). Pro libovolné y € X \ {0} je

Ty ' Iyl -1 1
o, € S takze C < HT(IIT l(yy)nz)H ioon odkud [T7H ()2 < &llyllx-

(ii)=>(iii) Je-li T : K" — X izomorfismus, je T ~!(By) uzaviend omezend podmnoZina (K", ||-||»), takze
je kompaktni. Tedy i By = T(T~!(Byx)) je kompaktni.

(iii))=(@) Necht X je nekonecné dimenze. Indukci najdeme posloupnost prvka {x,} v Sx tak, Ze
dist(x,+1, span{xy, ..., X,}) > % pro kazdé n € N: V prvnim kroku najdeme libovolné x; € Sy. Mame-li
X1s...,Xn, je span{xi, ..., x,} vlastni a uzavieny podprostor X (Dusledek [25). Tedy dle Lemmatu
existuje x4+ spliujici dist(x, 41, span{xy,...,x,}) > % Tim je konstrukce dokoncena. Zkonstruovana
posloupnost {x, } pak nema konvergentni podposloupnost, nebot’ jsou vSechny jeji prvky od sebe navzdjem
vzdaleny alespoii o 5. Tedy By neni kompaktni.

(i)=(vi) Necht’ ||-||; a ||-|]|2 jsou normy na X . Zafixujme néjakou bazi {eq, ..., e, } prostoru X. Oznacme
eukleidovskonormu na K” jako ||-||. Necht’ T7: (X, ||-]l1) = (K", ||-]le) a T>: (X, ||I-]l2) = K", |Ille)
jsou izomorfismy jako v dikazu ()= (ii). Pak T, ! o T} = Idx, a tedy Idx: (X, |-]1) — (X, |]2) je
izomorfismus (Fakt[63), tj. normy |-[|; a ||-||2 jsou ekvivalentni dle Tvrzeni [13]

(vi)=(v) Predpokladejme, Ze na (X, ||-||) existuje nespojitd linearni forma f. Pro kazdé x € X poloZime
|xllo = |Ix]| + | f(x)|. Snadno je vidét, Ze ||-||o je norma na X, kterd je ov§em neomezend na By j.|). Tedy
normy ||-|| a ||-|lo nejsou ekvivalentni.

(v)=(i) Neni-li X kone¢nérozmérny, ma nekonecnou algebraickou bazi {e,; y € I'}. Bez Gjmy na
obecnosti 1ze predpoklddat, Ze vSechny vektory e, maji normu 1. Vyberme nekone¢nou spocetnou mnozinu
{yn; n € N} C I" apoloZzme f(e,,) =npron € Na f(e,) =0proy € I' \ {yn; n € N}. Pak f lze
jednoznacné rozsifit na linedrni formu na X, kterd ovSem neni omezend na By.

(i)=(iv) Necht' Y je néjaky normovany linedrni prostora 7 : (X, ||-||) — Y je linedrni zobrazeni. Zvolme
bazi {e;,...,e,} prostoru X auvaZzujme normu ||x|; = H > xie H = > |xi|. Diky tvrzenf (vi) stali
dokazat, ze T: (X, ||-||1) — Y je spojité. To je ale zfejmé z odhadu

Xn:xiT(ei)
i=1

(iv)=>(v) je trivialni.

1T ()] = <> IxllIT (e < max{||T(e)ll..... 1T (eI} D |xil-
i=1 i=1

O

Vsimnéme si, Ze podle predchozi véty jsou vSechny uzaviené omezené mnoziny v kone¢nérozmérném
prostoru X kompaktni. Vskutku, kazda takova mnoZina je uzavienou podmnoZzinou néjaké koule B(0, r),
kterd je kompaktni, nebot’ je to spojity obraz kompaktni koule By pfi zobrazeni x > rx (Tvrzeni[2|(c)).

5. Operace s normovanymi linearnimi prostory, projekce a dopliiky

Stejné jako u kazdé abstraktni matematické struktury, tak i u normovanych linearnich prostord potie-
bujeme znat zakladni operace, které tato struktura pfipousti. V pfipadé normovanych linearnich prostora
studujeme jejich souciny, faktorprostory a algebraické a topologické dopliiky podprostort.

Necht’ X, Y jsou normované linearni prostory nad K. Na kartézském soucinu X x Y = {(x,y);
x € X,y € Y} se zavadi struktura vektorového prostoru nad K tak, Ze operace se provadéji po slozkach.
Identifikujeme-li prostor X, resp. Y s podprostorem {(x,0); x € X}, resp. {(0, y); x € Y}, pak vektorovy
prostor X x Y je direktnim souctem X & Y.

Jsou-li nyni (X, ||-|lx) a (Y, ||-||y) normované linearni prostory nad K a 1 < p < oo, pak funkce

(x, y) = [1Cx, ). kde

1
p P\ p <
1Ge ), = 3 (Xl +1v17) 7 pro p < oo, 0
max{[|x|x. [ylly}  prop = oo

Eukleides (Evxheidng)
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je norma na vektorovém prostoru X x Y: Necht' |-|, znadi piislusnou kanonickou normu na R?. Pak zjevné
1Ge, )l = [(Ixllx. 1y ly) |- Necht (x1, y1) a (x2, y2) jsou prvky X x Y. Pak [[(x1, y1) + (x2, y2)ll, =

IGer4x2. yi+y2)llp = | (121 +x2]lx. ||y1+y2||y)|p.Protoie [x1+x2llx < llxillx+lx2lx allyi+y2lly <
l¥illy + lly2|ly. je snadno vidét z definice |-|,, Ze

(Ilxy + x2[lx. lyr + y2||Y){p < [(lx1llx + llx2llx. Ivally + ||y2||Y)\p =
= |(||X1||X, ||J’1||Y) + (||X2||X» ||J’2||Y)|p-

Z trojihelnikové nerovnosti pro ||, pak dostaneme

[(Ix1llxs Iylly) + (Ixzllxs 120v) [, < [l Ivdly) ], + [(llx 1y2ly) -

Tedy dohromady [|(x1, y1)+ (x2, y2) [, < (X1, y1)llp + | (x2, y2) |- Proa € Ka (x, y) € X xY pak mdme
le(x, ), = Nax,an)ll, = [(laxlx, lleyly)|, = [(lellxlx. lelliyly)], = [lel(lxlx. |yl¥)], =
el [ (¢l 1y )|, = leellGes 9) -

DEFINICE 69. Necht' (X, |-|lx) a (Y, ||ly) jsou normované linedrni prostory a 1 < p < oo. Pak
prostorem X @, Y rozumime normovany linedrn{ prostor (X x Y, ||-||,), kde norma |-, je dand vzorcem ().

Je vidét, Ze prostor X je izometricky podprostoru {(x,0) € X &, Y; x € X} a prostor ¥ je izometricky
podprostoru {(0,y) e X @, Y; y € Y'}.

Protoze ||(x, y)|, = }(||x|| x|l y||y) ‘p a viechny normy na R? jsou ekvivalentni (Véta , plyne odtud
snadno, Ze normy |||, na X x Y jsou ekvivalentni, neboli prostory X &, Y a X @, Y jsou izomorfni pro
libovolnd 1 < p,g < oo (Tvrzeni[13).

Vsimnéme si, Ze metrika indukovand normou X @ Y odpovida soucinové metrice na metrickém
prostoru X x Y. ProtoZe soucin tplnych metrickych prostort je dplny (Véta[I5.6), plyne odtud, Ze jsou-li
X a Y Banachovy prostory, pak i X @ Y je Banachlv prostor. Vzhledem k vySe zminéné ekvivalenci
norem tedy z Tvrzeni b) plyne, Ze jsou-li X a Y Banachovy prostory, paki X @, Y je Banachtiv prostor
pro libovolné 1 < p < oo.

Necht' X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako
xX~y&x—yeY.
Pro x € X pak definujeme X jako tfidu ekvivalence obsahujici x, tedy
x={yeX;y~x}={yeX;y—xe¥Y}=x+Y.
Na mnoZiné
X/Y ={X; x € X}

definujeme operace X +y = x + yaax = ax prox,y € X/Y aa € K. Jako nulovy vektor slouZi prvek
0 = Y. Uvédomme si, e operace jsou dobie definovany, nebot’ nezaleZi na vybéru reprezentanti piislusnych
tiid: Jsou-li totiZ x1, x5, y1, y2 € X takové, Ze X1 = Xp a y; = y»,pak x; —x, € Y ay; — y, € Y. Proto
(x1 4+ y1) — (x2 + y2) = (x1 — x2) + (y1 — y2) € Y, coZ znamend, Ze x; + y; = X» + y». Podobn§,
ax; —ax; = a(x; —x3) € Y, atedy ax; = ax,.

S vy$e zminénymi operacemi tvoii X /Y vektorovy prostor.

DEFINICE 70. Necht' X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak vektorovy prostor X/Y
nazyvame faktorprostorem prostoru X podle Y nebo téZ kvocientem X podle Y. Dale definujeme tzv.
kanonické kvocientové zobrazeni g: X — X /Y piedpisem ¢(x) = X.

Snadno je z definice vidét, Ze kanonické kvocientové zobrazeni je linedrni a na.
Necht’ nyni X je normovany linedrni prostor a ¥ jeho uzavieny podprostor. PoloZime-li

IXlx/y = inf|ly|| = inf|lx 4+ y|| = inf[lx — y|| = dist(x + ¥,0) = dist(x, ),
yex yeyY yeY
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je (X/Y,||-|lx;v) normovany linedrni prostor: Je-li x, y € X a«a € K, mdme

leX|lx/y = ax|lx/y = inf[lax + z|| = inf[lex + az| =
zeY zeY

= inf |a|[|x + z[| = || inf[lx + 2| = |o|[X]lx/¥
zeY z€Y

%+ Fleyy = I Fylery = infllx+y +2ll = _inf_flx+y+ 21+ 2 <
zeY 21,22€Y

< inf — inf inf —
}zrlzey(llx + z1ll + ly + z21) lenglzréY(llx + z1ll + ly + z2l)

21

= inf [[x + z1| + inf [|y + z2] = IX]lx/v + [1V]x/v-
zZ1€Y zZ2€Y

Konecné, pro x € X plati, Ze ||X]||x;,y = dist(x,Y) = 0 pravé tehdy, kdyZz x € Y = Y, tedy pravé kdyz
X = 0. (VSimnéme si, Ze kvili posledni vlastnosti je nutnd uzavienost Y.)

VySe zminéna norma se nazyva kanonickd kvocientovd norma a v kontextu normovanych linearnich
prostort budeme vzdy chapat faktorprostor X /Y jako normovany linearni prostor opatfeny touto normou.

TVRZENI 71. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak kanonické
kvocientové zobrazeni q: X — X /Y je spojity linedrni operdtor, ktery je na a splituje q(Ux) = Uxy.
Je-li Y viastni, pak ||q| = 1.

DUKAZ. Jiz vime, Ze ¢ je linedrni a na. Déle ||q(x)||x/;y = |X|lx;y = infyey||x + y| < ||x|| pro kazdé
x € X, tedy ¢ je spojité. Odtud také dostavame, Ze ¢(Ux) C Ux,y. Obracené, je-li X € Uy y libovolné,
pak 1 > ||X|x/v. a tedy z definice normy existuje y € X spliujici ||y| < 1. Toto y spliiuje g(y) = X.
Odtud plyne Ux,y C q(Ux) a dohromady dostdvdme ¢(Ux) = Uy,y. Konecné, je-1i Y vlastni, pak je X/Y
netrividlni a sup, ¢y, . [|1z[| = 1. Aplikaci Lemmatu @b) tak dostaneme ||¢|| = 1.

O

VETA 72. Necht’ X je Banachiiv prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak X /Y je téZ Banachiiv
prostor.

DUKAZ. Ukéazeme, Ze jsou splnény predpoklady Véty Necht Y9, X, je absolutné konvergentni fada
v X/Y. Z definice normy najdeme prvky y, € X, splijici ||y,|| < [|Xu] + 55 pro kazdé n € N. Pak
> o2 | ¥ je absolutné konvergentni fada v X, a tedy je konvergentni (Véta . Ze spojitosti kanonického
kvocientového zobrazeni g dostavame ¢ (D ,—; Vn) = Yone1 4(Vn) = Yopet In = Domey *n» tedy Fada
> o2 | Xu je konvergentni.

O

DEFINICE 73. Necht' X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho podprostory. Rikdme, 7e X je direktnim
(téZ algebraickym) souctem A a B (zna¢ime X = A® B)pokud ANB = {0} aX = A+ B = span(4AU B).
Je-1i A podprostor X, pak kazdy podprostor B C X splilujici A @& B = X se nazyva algebraicky doplnék A
v X.

Piipometime, Ze X = A & B, pravé kdyz pro kazdé x € X existuji jednoznacné uréené vektory x4 € A
axp € B spliujici x = x4 + xp.

DEFINICE 74. Necht' X je mnoZina. Zobrazeni P: X — X se nazyva projekce, pokud P2 = P o P =
P.

FAKT 75. Necht' X je mnoZina.
(a) Je-li P: X — X projekce, pak P ['rng p = Idrng p-
(b) Je-liY C X a P: X — Y zobrazeni spliiujici P |y = Idy, pak P je projekce X na'Y .
DUKAZ. (a) Pro y € Rng P existuje x € X spliiujici y = P(x),atedy P(y) = P(P(x)) = P(x) = y.

(b)Prox € X je P(x) € Y,atedy P(P(x)) = P |y(P(x)) = P(x).
O
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Zasadni vyznam maji projekce linedrni (tj. projekce, které jsou zdroven linedrnimi zobrazenimi). Necht’
X je vektorovy prostor nad K. Je-li X = A & B, pak muZeme definovat zobrazeni P4: X — X a
Pg: X — X pomoci Pg(x) = x4 € Aa Pg(x) = xp € B,kde x = x4 + xp je vySe zminény jednoznalny
rozklad. Pak P4 i Pp jsou linedrni projekce: Necht’ x,y € X ax = x4 + X, y = V4 + yp jsou piislusné
rozklady. Pak x + y = (x4 + xB) + (4 + yB) = (x4 + y4) + (xp + yp). JelikoZ x4 + y4 € A a
xp + yp € B, z jednoznacnosti rozkladu plyne P4(x + y) = x4 + y4 = P4(x) + P4(y)a Pg(x + y) =
xg+yp = Pp(x)+ Pp(y). Podobné, pro @ € K mame ax = (x4 +xp) = axq +axp. ProtoZe axy € A
aaxg € B,z jednoznaCnosti rozkladu plyne P4(ax) = axy = aP4(x) a Pp(ax) = axp = aPp(x).
Konecné, P4(P4(x)) = P4a(xq) = x4 = P4(x),nebot x4 = x4+ 0 je jednoznacny rozklad x4. Analogicky
dostaneme, Ze i Pp je projekce.

Projekce P4 a Pp nazyvame projekce pfisluSné rozkladu X = A & B. Vzhledem k ndsledujicimu tvrzeni
se téZ projekce P4 nazyva projekce na A rovnobéznd s B (a analogicky pro projekci Pp).

TVRZENI 76. Necht’ X je vektorovy prostor. Jsou-li P4, Pg projekce prislusné rozkladu X = A & B,
pak P4 + Pgp = Idx, Rng P4 = A, Ker P4 = B, Rng P = B a Ker Pg = A. Na druhou stranu, je-li P
linedrni projekce v X, pak X = A ® B, kde A =Rng P, B=KerP a P = Py4.

DUKAZ. Je (P4 + Pg)(x) = P4(x) + Pp(x) = x4 + xp = x. Déle zjevné plati Rng P4 C A. Na druhou
stranu, je-li x € A, pak x = x4 + 0 je jednoznacny rozklad a tedy P4(x) = x a Pp(x) = 0. To znamena, Ze
Rng P4 = A a A C Ker Pg. Konecné, je-li Pg(x) = 0, pak x = x4 4+ 0, atedy x € A. Ostatni dvé rovnosti
se dokdzou analogicky.

Necht nyni P: X — X je linedrni projekce. Pak pro kazdé x € X plati x = P(x) + (x — P(x)),
kde P(x) e RngP ax — P(x) e KerP,atedy A+ B = X.Je-lix € AN B, pak x = P(y) pro néjaké
y € X azaroven 0 = P(x) = Po P(y) = P(y) = x,tj. AN B = {0}. Proto X = A & B. Z rozkladu
x = P(x)+ (x — P(x)) je pak ihned vidét, Ze P = Py.

O

VETA 77. Necht’ X je vektorovy prostor a Y jeho podprostor.

(a) Prostor Y md algebraicky doplnék v X.
(b) Je-li A algebraicky doplnék Y v X, je A algebraicky izomorfni s XY (pomoci kanonického kvociento-
vého zobrazeni); specidlné dim(A) = dim(X/Y).

DUKAZ. (a) Necht B C Y je baze Y. Pak B lze doplnit na bazi celého prostoru, existuje tedy linedrné
nezavisld mnoZina C C X \ B takova, Ze B U C je baze X. Polozme Z = span C. Pak je ihned vidét, Ze
X =Y + Z.Pokud by Y N Z obsahoval nenulovy prvek x, pak x je netrividlni linearni kombinaci prvki B
a zaroven netrivialni linearni kombinaci prvka C. To je spor s jednoznacnosti vyjadieni pomoci linearni
kombinace prvki B U C.

(b) Necht' ¢: X — X /Y je kanonické kvocientové zobrazeni. Ukazme, Ze q |4 je algebraicky izomor-
fismus A na X /Y. Ovéfme nejprve prostotu: Je-li ¢ P4(a) = g(a) =a = 0 pronéjaké a € A, paka € Y,
atedy a = 0. K diikazu surjektivity vezméme X € X/Y arozloZme x = xy + x4, kde xy € Y axy € A.
Pak x — x4 = xy € Y, atedy q [ 4(x4) = q(x4) = g(x) = X.

O

DEFINICE 78. Je-li X vektorovy prostor a Y jeho podprostor, pak kodimenzi Y v X (zna¢ime codim Y")
rozumime dimenzi libovolného algebraického dopliiku Y (coZ je rovno dimenzi X/Y).

DEFINICE 79. Je-li X normovany linedrni prostora X = A @ B, pak fikdme, Ze X je topologickym
souctem A a B, pokud jsou pfislusné projekce P4 a Pp spojité. Tento fakt znacime X = A @, B. Je-1i 4
podprostor X, pak kazdy podprostor B C X spliujici A &, B = X se nazyva topologicky doplnék A v X.
Ma-li A topologicky doplnék, pak fikdme, Ze je komplementovany (v X).

POZNAMKA. ProtoZe Pgp = Id — P4 (Tvrzeni[76), k tomu, aby platilo X = A &, B, stali spojitost jen
jedné z projekci (druhd je pak spojitd automaticky). Diky Tvrzeni [76|je tedy podprostor A komplementovany
v X, pravé kdyz existuje spojitd linearni projekce z X na A.
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Vsimnéme si také, Ze pro nenulovou spojitou linedrni projekci P v normovaném linedrnim prostoru X
vzdy plati, ze | P|| > 1, nebot existuje x € X takovy, ze y = P(x) # 0, a protoze P(y) = P(x) = y, je

[P ()l =Ygt =1

VETA 80. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y, Z C X jeho podprostory.
(a) Je-li X =Y & Z, jsouY a Z uzavrené.
(b) Je-li X Banachitva X =Y @ Z, kde Y a Z jsou uzaviené, je X =Y @, Z.

DUKAZ. (a) Y = Ker Pz a Z = Ker Py (Tvrzeni[76), jejich uzavienost tedy plyne ze spojitosti projekci
Py a Pz. (b) bude dokdzdno pozdéji, konkrétné na str.
O

Diky predchozi vété a Vété|//| vidime, Ze neuzaviené podprostory maji algebraicky, ale nemaji topolo-
gicky doplnék (tj. nejsou komplementované).

VETA 81. Necht' X je normovany linedrni prostor a 'Y, Z jsou jeho podprostory splitujici X =Y @ Z.
Pak X =Y &, Z, pravé kdyZ zobrazeniT: X — Y &1 Z, T(x) = (PY (x), Pz (x)) Jje izomorfismus.

DUKAZ. = Je-li (y,2) €Y &1 Z,pak T(y + z2) = (¥, 2), tedy T je na. Déle pro kazdé x € X mame
Ixl = 1Py (x) + Pzl < [Py ()] + | Pz = [[(Py (x), Pz()) 1 = T lx <
< (I1Pyll + 1Pzl lIx1,
tedy 7 je izomorfismus dle Tvrzeni [62]a).
< Prokazdé x € X plati | Py (x)|| < |Py(X)|| + [|Pz(X) || = IT(x)|l1 < |T|l|lx]|, coz znamena, Ze
Py je spojita projekce.
O

6. Hilbertovy prostory

Vyznacnou tfidou normovanych linedrnich prostora jsou ty, jejichZ norma je generovdna skalarnim
sou¢inem. Skalarni soucin je struktura, kterd ,linearnim‘ zptisobem definuje kolmost vektord v prostoru
a v disledku generuje strukturu normovaného linedrniho prostoru (Definice [82]a[92). V prostorech se skalar-
nim sou¢inem pak plati zakladni geometrické poucky, na které jsme zvykli z eukleidovské roviny (Tvrzeni[88).
Nekonecnérozmérné prostory se skalarnim soucinem jsou tak nekonecnérozmérnou variantou klasickych
eukleidovskych prostorti (R”, ||-|2) a (C”, ||-||2). Kli¢ovym rysem uplnych prostort se skaldarnim soucinem,
tzv. Hilbertovych prostort (Definice [84), je moZnost vyjadfit jejich prvky pomoci rozvoje do ortonormaln{

baze (Dusledek [116)).

DEFINICE 82. Skalarnim soucinem na vektorovém prostoru X nad K rozumime funkci (-,-): XxX — K
s nésledujicimi vlastnostmi:
(i) funkce x — (x, y) je linearni pro kazdé y € X,
(i) (x,y) = (y,x) prokazdé x,y € X,
(iii) (x,x) > 0 pro kazdé x € X,
(iv) (x,x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0.

Dvojici (X, (-, -)) nazgvame prostor se skalarnim soucinem.

Uvédomme si, Ze z (i) a (ii) plyne, Ze (0, y) = (y,0) = 0 pro kazdé y € X. Ddle si uvédomme, Ze ve
druhé proménné je skalarni soucin ,,sdruzen¢ linearni®, tj. (x,ay + fz) = @(x, y) + B{x, z) pro libovolna
x,y,z € X,a,p € K. Vredlném pripadé je to tedy bilinearni forma na X .

TVRZENI 83 (Cauchyova-Schwarzova nerovnostEI). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak

(i) [{x, )| < V>, x)/(y, y) prokaZdé x,y € X.

(ii) Funkce |x|| = +/{(x,x) pro x € X je normana X.
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DUKAzZ. K dikazu (i) zvolme x, y € X. Pokud y = 0, nerovnost zfejmé plati. Pfedpoklddejme tedy, Ze
y # 0,4. (y,y) > 0. Pak je funkce

t— (x—ty,x —ty), teR,
kvadraticky polynom nezdporny na R, protoZe
0= (x—ty,x—ty) = (x,x) —t{y,x) —t{x, y) +2(y.y) = (x,x) =t ((x,9) + (x.»)) +*(y, y) =
= t%(y,y) — 2t Re(x, y) + (x, x).
Tento polynom tedy musi mit nekladny diskriminant, tj. 4(Re{x, y))? — 4(x, x)(y, y) < 0. Dostdvame tak

[Re(x, )| = vV (x, X}V (¥, »)
pro kazdou dvojici x, y € X.

M¢jme nyni opét dany vektory x, y € X a vezméme « € C z jednotkové kruznice spliujici o (x, y) =
[(x, y)|. Pak z pravé dokdzané nerovnosti pouZité pro ¢x a y mame

VX, x) V(. y) = Viex,ax)V(y, ») = Re{ax, y)| = Rea(x, y)| = [(x, y)].

(i1) Vlastnosti normy plynou z vlastnosti skaldarniho soucinu a tvrzeni (i), nebot” trojihelnikovou nerovnost
odvodime pomoci vypoctu

Ix+yIP=(x+y.x+y)=(.x+y)+(yx+y)=xx)+xy) +@x)+yy) =
= |x[I” 4+ (x, y) + (x, ¥) + [Ix[I* = x| + 2Re(x, y) + [[y||* < (2)
2
< lxI®+2lx Iyl + Ix1? = (=l + 1yl)"

O

Na prostoru skaldrnim soucinem je dle pfedchoziho tvrzeni pfirozené indukovdna norma. Pokud nebude
feCeno jinak, budeme tedy vzdy chdpat prostor se skaldrnim soucinem zéaroven jako normovany linearni
prostor s touto kanonickou normou.

DEFINICE 84. Prostor se skalarnim soucinem (X, (-, )) se nazyva Hilbertﬁv{]f] prostor, pokud je Gplny v
metrice indukované skalarnim soucinem, tj. pokud (X, ||-||) je Banachiv prostor, kde || x|| = +/{x, x).

PRIKLAD 85. Snadno se ovéii, Ze prostory R” a C” s normou ||-||, jsou Hilbertovy prostory se skalarnim
soufinem (x,y) = > 7_, x;¥;. Obecné&ji, je-li u mira, pak prostor L, (i) je Hilbertv prostor se skaldrnim
soucinem (f, g) = [ fgdu. Specidlng, £, je Hilbertiv prostor se skalarnim soucinem (x, y) = Y o, x; V;.

Podprostor £, tvofeny vektory pouze s kone¢né¢ mnoha nenulovymi soufadnicemi je prostor se skalarnim
soucinem, ktery neni Hilbertiv.

o

Necht’ (X, (-,-)) je prostor se skalarnim soucinem. Je-1i Y podprostor X, pak (Y, (-,)), kde uvazujeme
restrikci skaldrniho soucinu (-,-) na Y x Y, je zjevné téz prostor se skaldarnim soucinem. Je-li navic X
Hilbertiiv a Y je uzavieny, pak dle Tvrzeni|S|je Y téz Hilbertiv prostor.

TVRZENI 86. Necht’ (X, (-, -)) je prostor se skaldrnim soucinem nad K.
(a) Pro libovolné y € X je f,: x — (x,y) spojity linedrni funkciondl na X a || fy| = ||y|-
(b) Funkce (-,-): X x X — K je lipschitzovskd na omezenych mnoZindch (a tedy spojitd).

DUKAZ. (a) Protoze skaldrni soucin je linedrni v prvni soufadnici a | f;,(x)| = [(x, ¥)| < [|x||||y| pro kazdé
x € X (Cauchyova-Schwarzova nerovnost, Tvrzeni[83), je fy € X* a || fy|l < [y |. Je-li navic y # 0, pak

e Sxafy(2) = () = Iyl atedy [ 40 = [yl

2Verzi v eukleidovskych prostorech pouZivali Joseph-Louis Lagrange (roz. Giuseppe Luigi Lagrangia) a Augustin-Louis
Cauchy, integraln{ verzi dokdzal Cauchytv zak Viktor Jakovlevi¢ Buniakovskij (Buktop SkoBneBuu ByHsikosckwuit) (1859) a téz
Karl Hermann Amandus Schwarz (1885), obecnou verzi dokdzal John von Neumann (Janos Lajos Neumann) (1930).

3David Hilbert
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(b) Pfipomenime, Ze na X x X uvazujeme soucinovou metriku p((x, ), (1, v)) = max{||x—u][, ||y —v||}.
Zvolme R > 0 a (x, y), (u,v) € X x X splijici p((x, y),0) < R, p((u,v),0) < R. Pak diky Tvrzeni[83
mame

[(x, ) = ()| = [{x, y) = (o) 4 [(x,0) = (o v)| =[x,y = o) + [{x —u, v)| <
< Ixllly = vl + llolllx —ull < R(llx —ull + [y —vl) < 2Rp((x, ). (. v)).
O

Pfi pocitdni s normou v prostorech se skaldrnim sou¢inem budeme Casto pouZivat vypocet z (2)), zformu-
lujme jej proto explicitné:

FAKT 87. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Pak
lx + 17 = X[ + 1y 1> + 2 Re(x, y).
Nasledujici tvrzeni je okamzitym dusledkem tohoto faktu.

TVRZENI 88 (rovnobéZnikové pravidlo). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna
x,y € X plati

Ix + yII* + llx =yl = 2(x[1* + 1y [1%)-
Je-1i norma indukovana skalarnim soucinem, pak tento skalarni soucin lze vyjadrit pouze pomoci normy:

TVRZENTI 89 (polarizacni vzorec). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna x,y € X
plati

1
(x. ) = 2(lx + 217 = llx = 1)

v redlném pripadé, resp.

1 : : , ,
{(x.y) = Z(le + 212 = lx = pI* +illx +iyl* —illx —iy]|*)
v komplexnim pripadeé.
DUKAZ. Vzorec pro realny prostor plyne ihned z Faktu[87, V komplexnim pfipadé mame

lx + yI2 = llx = y|I? +illx +iyll> —illx —iy|* =
= 4Re(x, y) +i([lx]I> + lliy|* + 2Refx,iy)) — i (llx|I* + [|—iy[|* + 2Re(x, —iy))
= 4Re(x, y) + 4i Re(x,iy) = 4Re(x, y) + 4i Re(—i(x, y)) = 4Re(x, y) + 4i Im(x, y) = 4(x, y),

nebot’ proa,b € R je Re(—i(a + ib)) = Re(b —ia) = b =1Im(a + ib).
O

DUSLEDEK 90. Necht’ X, Y jsou prostory se skaldrnim soucinema T : X — Y je linedrni izometrie do.
Pak T zachovdvd skaldrni soucin, tj. (T (x),T(y)) = (x,y) pro kaZdé x,y € X.

DUKAZ. Diky polariza¢nimu vzorci je (T(x), T(»))y = 3(IT@x) + TWIF — IT(x) = TWI3) =
LITG A+ 913 = 1T = »)13) = 2l + v1% = lx = »1%) = (x. y)x. pokud jsou prostory redlné.
V komplexnim pfipadé je vypocet analogicky.

O

VETA 91. Necht’ X, Y jsou prostory se skaldarnim soucinem nad K. Pak na prostoru X @, Y existuje
skaldrni soucin, ktery rozSiruje skaldrni souciny na X a 'Y, a ktery indukuje normu |-||». Specidlné, jsou-li
X, Y Hilbertovy prostory, pak X @, Y je Hilbertitv prostor.
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DUKAZ. Pro (x,y), (u,v) € X x Y definujme ((x, y), (u,v)) = (x,u)x + (¥, v)y. (Poznamenejme, 7Ze
chceme-li, aby nas skalarni soucin indukoval normu ||-||, pak je jiZ tento vzorec urCen jednoznacné diky
Tvrzeni[89]) Tento vzorec definuje skaldrni sou¢in na X x Y: Pro (x1, y1), (x2,¥2), (u,v) € X X ¥ mame

(Cers y1) 4 (x2, 2), (u,v)) = ((x1 + X2, y1 + ¥2), (4, 0)) = (x1 + X2, u)x + (y1 + Y2, v)y =
= (X1, u)x + (x2,u)x + (y1,v)y + (y2,v)y =
= ((x1, y1), (U, v)) + ((x2, y2), (u, v)).
Dale pro (x, y), (u,v) € X xY aa € K mame
((x, ), (u,v)) = ((ax,ay), (u,v)) = {ax, u)x + (@y,v)y = alx,u)x +a(y,v)y = a(@,v), (x,y)),
(Ce,p), (u,v)) = (xou)x + (y.v)y = (U, x)x + (v, y)y = (W, x)x + (v, y)y = (W, v), (x,»). |

Kone¢ng, ((x, ), (x,y)) = (x,x)x + (¥, ¥}y = |x|x + |¥I3 = | (x, »)||35, coZ dokazuje i posledni dv&
vlastnosti skaldrniho soucinu a téz to, Ze vyse uvedeny skalarni sou¢in na X x Y indukuje normu X 6, Y.
O

DEFINICE 92. Necht' X je prostor se skalarnim souc¢inem. Prvky x, y € X se nazyvaji ortogondlni (na
sebe kolmé), pokud (x, y) = 0. Tento fakt znacime téZ x L y. Prvek x je ortogondlni (kolmy) k mnoZiné
A C X, pokud je ortogondlni ke kaZzdému jejimu prvku, coZ zna¢ime x | A. MnoZiny A, B C X jsou
ortogondlni, pokud x L y proka?dé x € A, y € B, coz znaéime A L B. Mnozina At = {x € X; x L A}
se nazyva ortogondlni doplnék A.

FAKT 93 (Pythagorovﬂ véta, asi 500 p.n.l.). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinema x,y € X.
Je-lix Ly, pak
Ix £ y112 = Ix[ + Iy 11>
Obecnéji, jsou-li x1, ..., x, € X navzdjem ortogondlni, pak

ey + o Xl = e ],

DUKAZ. Prvni vzorec ihned plyne z Faktu [87, Druhy vzorec plyne z prvniho snadno indukci, uvédomime-li
si,Ze Xj+1 L (X1 +...+x;))proi =1,...,n—1.
O

TVRZENI 94. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem.

(a) Je-1i Y podprostor X, pak Y N Y+ = {0}.

(b) {0 =X a X+ = {0

(c) Pro A C X je A+ = (Span A)*.

(d) Pro A C X je At uzav¥eny podprostor X.

(e) Je-li X = Y + Z pro néjaké podprostory Y, Z C X takové, %¢e Y 1L Z,pak Z = Y+, Y = Z+
aX =Y &Z

DUKAZ. (a)Je-lix € Y NY+, pak (x, x) = 0, tedy x = 0.

(b) Prvni rovnost je zfejma4, druhd plyne z (a), nebot’ X+ = X N X+,

(c) Zjevn& A+ D (Span A)*. Na druhou stranu necht’ y € A+. Pak f,: x — (x, y) je spojity linedrn{
funkcional na X (Tvrzeni[86(a)) a A C Ker f;. Tedy Span A C Ker f,, coZ znamend, Ze (x, y) = 0 pro
kazdé x € span A.

(d) Pro libovolné y € X je f,: x > (x, y) spojity linedrni funkciondl na X . Tedy A+ = (Nyeat yit =
ﬂy <4 Ker f, je uzavieny podprostor X .

(e) Dle pfedpokladu je Z C Y. Na druhou stranu, je-li x € Y+ pakx = y + z,kde y € Y
azeZCYt Tedyy=x—z €Yt cozznamend, 7e y € Y N YL = {0}, neboli x = z € Z. Tudiz
Y+ = Z.Zaménouroli Y a Z obdrZime rovnost Z+ = Y. Kone¢né, posledni tvrzeni plyne z (a).

O

14pythagoras ze Samu (Iudaydpag o Eduog)
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LEMMA 95. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Jsou-li x,z € X takové, Ze (x,y) = (z,y) pro
kazdé y € X, pak x = z.

DUKAZ. Plati, Ze (x — z,y) = 0 pro kazdé y € X, takze specidlné |x — z||> = (x —z,x — z) = 0.
O

VETA 96 (F. Riesz, 1934). Necht’ C je neprdzdnd uzaviend konvexni mnoZina v Hilbertové prostoru H.
Pak pro kaZdé x € H existuje prdvé jedno y € C tak, Ze |x — y|| = dist(x, C).

DUKAZ. Je-li x € C, staci volit y = x. Neni-li x v C, uZijeme rovnost dist(x, C) = dist(0,C — x) k
pozorovani, Ze lze bez Gjmy na obecnosti predpokladat x = 0 ¢ C. OznaCme d = dist(0, C) a najdéme
posloupnost {y,} v C spliujici || y,|| — d. Tato posloupnost je cauchyovska: Necht' 0 < ¢ < 1. Pak existuje
no € N takové, Ze ||y,|| < d + € pro kazdé n > nq. Pro libovolnd n,k > ng pak z rovnobéZnikového
pravidla plyne, Ze

yn+yk >

1 = yell> = 2(Ivall® + 1yell®) = Iy + yell? = 2(Ilyn I + 1yell?) — 4‘
<2(lynl® + llyxl?) — 4d? < 4(d + &)> —4d> = 4¢® + 8de < (4 + 8d)e.

(Ve vypoctu jsme pouZili fakt, Ze C je konvexni, a tedy %(yn + yx) € C.) Posloupnost {y, } tudiZ konverguje

k n¢jakému prvku y € H, ktery vsak lezi v C diky uzavienosti C. Pak ||y | = lim||y,|| = d.
Predpokladejme nyni, Ze y1, y, € C splnuji || y1|| = ||y2|| = d. Z rovnobéznikového pravidla a faktu

% € C dostadvame

2

yi+ )2 <o0.

Iyr =2l = 2(IylI” + 11y20%) = Iy + y2* = 4d* - 4‘

Tedy ||y1 — y2]|> = 0, tj. y1 = y,. Tim je diikaz jednozna¢nosti dokoncen.
O

PRIKLAD 97. Neni-li H Hilbertdv pak, Véta[96|nemusi platit: Necht' C je jednotkovd koule v (R?, ||| 00)
ax = (2,0) € R2. Pak prokazdé r € [—1,1]je ||x — (1,1)||oo = 1 = dist(x, C), tedy nejblizsi prvek neni
urCen jednozna¢né. Dokonce nejbliz§i prvek nemusi ani existovat, vizte Pfiklad [67]

o

LEMMA 98 (F. Riesz, 1934). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem, Y je jeho podprostora x € X.
Pak y € Y spliiuje ||x — y|| = dist(x, Y) prdavé tehdy, kdyz x —y L Y.

DUKAZ. < Prokazdé z € Y plati y —z € Y, atedy x — y L y — z. Z Pythagorovy véty (Fakt[93) tak
médme [|x —z|? = [|x = y[I>+ [y —z]* = [lx — y||*. Odtud [lx — y || = min{[lx —z]; z € Y} = dist(x, Y).
= Necht’ z € Y je libovolné. Chceme dokézat, ze (x — y, z) = 0. Ziejmé lze bez tijmy na obecnosti
predpokladat, Ze ||z|| = 1. PoloZme « = (x — y,z). Pak y + az € Y, a tedy
Ix = yI? < lx = (v + @2)|* = |x = ylI” + [lezl* = 2Re(x — y,az) =
= |lx = yI? + lee|* = 2Re(@(x — y.2)) = |x = yII* + |a|* = 2Re(@a) = ||x — y|I* — |o/*.
Odtud dostdvame, Ze |«|?> < 0, a tedy a = 0.
O

DEFINICE 99. Necht' X je prostor se skaldrnim soucinema P: X — X je projekce. Pokud x — P(x) L
Rng P pro kazdé x € X, pak P se nazyva ortogondlni.

TVRZENI 100. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a P: X — X je zobrazeni takové, Ze
x — P(x) L Rng P pro kazdé x € X. Pak P je ortogondlni linedrni projekce.

DUKAZ. PoloZme Y = spanRng P.Je-liz € Rng P,pakz — P(z) € Y N Y+ = {0}, atedy P(z) = z.
Dle Faktu b) to znamen4, 7e P je projekce. Ddle necht x,y € X.Pakx — P(x) e Yt ay — P(y) €
Y+ Tedy x + y — P(x) — P(y) € Y= . Protoze podle predpokladu jei x + y — P(x + y) € Y1,
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dostavame, ze P(x + y) — P(x) — P(y) = x4+ y — P(x) — P(y) — (x +y—Px+ y)) € Y1 Tedy
P(x +y)—P(x)—P(y) €Y NY+ = {0}, neboli P(x + y) = P(x) + P(y). Analogicky pro « € K je
a(x — P(x))eYtaax — P(ax) e Y1, atedy P(ax) —aP(x) e Y N YL = {0}.

O

VETA 101. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinema P : X — X je linedrni projekce. Pak ndsledujici

tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) P je ortogondlni.

(ii) Ker P L Rng P.
(iii) Ker P = (Rng P)* a Rng P = (Ker P)*.

(iv) ||x — P(x)| = dist(x,Rng P) pro kaZdé x € X.

(v) x — P(x) L P(x) prokaZdé x € X.

i) |P(x)||* = (P(x), x) pro kaZdé x € X.
(vii) P je spojitdaa |P| <1 (tj. P =0, nebo | P| = 1).

DUKAZ. (i)=(ii) plyne z toho, Ze pro x € Ker P je x = x — P(x), (ii))=(i) plyne z toho, Ze x — P(x) €
Ker P.

(ii)=>(iii) plyne z Tvrzeni[76/a[94e), (iii)=>(ii) je trividlni.

(1)< (iv) plyne z Lemmatu[98]

(1)=(v) je trividlni.

W= i) [P(x)[|? = (P(x), P(x)) = (P(x), x) = (P(x),x — P(x)) = (P(x), x).

(vi)=>(vii) Pro libovolné x € X je || P(x)||*> = (P(x),x) = [{P(x),x)| < |P(x)||x]. Odtud plyne,
ze || P(x)]| < [|x].

(vii)=(ii) Zvolme libovoln¢ x € Rng P a z € Ker P a polozme Y = span{z}. Pro kazdé « € K je
x| = [|P(x)|| = [|P(x —az)| < ||lx —az], coZ znamend, Ze ||x| = dist(x, Y). Podle Lemmatu 98] je
tedy x L z.

O

VETA 102 (F. Riesz, 1934). Necht'Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H =Y @, Y+
a H je izometricky prostoru Y @, Y+ pomoci kanonického zobrazeni T : x +— (PY (x), P}u(x)).

Druhou ¢ast tvrzeni srovnejte s Vétou [81]

DUKAZ. Jiz vime, 7¢ Y N Y+ = {0}. Dile, pro kazdé x € H existuje dle Vétyprvek y € Y spliujici
|x —y| = dist(x, Y), coz dle Lemmatu znamené, 7e x —y € Y+, ProtoZe x = y + (x — y), plyne odtud,
7e H=Y 4+ Y+.Tudiz H =Y @ Y. Kone¢né, dle Tvrzeniprojekce Py: H — Y prislusnd tomuto
rozkladu spliiuje Ker Py | Rng Py, tedy je spojitd dle Véty Diky Pythagorové vété pak obdrzime, Ze

1T gy = I1PY I + [Py ()]* = | Py (x) + Py (0)]* = [|x]?
pro libovolné x € H. A protoze prou € Y av € Y+ je T(u + v) = (u,v), je T na.

Poznamenejme, Ze neni-li H Uplny, pak piredchozi véta nemusi platit (vizte Ptiklad [119)).
DUSLEDEK 103. Necht' H je Hilbertiiv prostor a A C H. Pak (A+)* = span A.

DUKAZ. PoloZme Y = span A. Dle Tvrzeni[94(c) je (A1) = (Y1)*. Dle Vety.ex1stUJe ortogonaln{
projekce P: H — Y sRng P = Y. Véta|l01|pak dava, ze (Y 1)+ = (Ker P)* =
O

DUSLEDEK 104. Necht' Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H/Y je izometricky
izomorfni s Y+ pomoci kanonického kvocientového zobrazeni.

DUKAZ. Necht' ¢: H — H/Y je kanonické kvocientové zobrazeni. Z V&t [102] a [77] plyne, Ze ¢ My
zobrazuje Y+ na H/Y . Dale pro y € Y+ diky Faktumplatl 7e

lg)7yy = (nfllly +zl: z € Y =inf{lly + 2| z € Y} = inf{||y|* + |z]*: z € Y} = |y]?,



30 KAPITOLA 1. BANACHOVY A HILBERTOVY PROSTORY

atedy ¢q [y je izometrie.
O

VETA 105. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a {x,},>, C X je posloupnost navzdjem
ortogondlnich prvkii. Pak fada )., X, konverguje bezpodminecné, pravé kdy? konverguje.

DUKAZ. = plyne z Tvrzeni[37(a).

< Podle Tvrzeni b) sta¢i ukdzat, Ze zobecnénd fada ), X» spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Méjme tedy ¢ > 0 ddno. Pak existuje no € N takové, ze HZi:k Xn H < ¢ pro libovolna
[ >k > ng.Polozme F = {1,...,no} anecht F’ C N je kone¢nd, neprazdna a disjunktni s F. Polozme
ddle k = min F', | = max F’. Pak [ > k > ny, a tedy s pomoci Pythagorovy véty (Fakt[93) médme

2 1 1 2
D% = D Ml = ) bl = |3 ) <€
n=k n=k

neF’ neF’

DEFINICE 106. Je-li X prostor se skalarnim sou¢inem a A C X, fekneme, Ze mnoZina A4 je

e ortonormdlni, pokud A C Sy ax L y provSechnax,y € A, x # y;

e maximalni ortonormdlni, pokud A je ortonormdlni a neexistuje ortonormdlni mnoZina obsahujici A
rizna od A;

e ortonormdlni bdze, pokud A = {e,; y € I'} je ortonormdlni mnoZina a kazdé x € X lze vyjadfit jako
X =) er Xyey pro n&jaké skaldry x, .

Ortonormdlni mnoZing se té€Z nékdy fika ortonormalni soustava Ci ortonormalni systém. VSimnéme si, Ze
A je ortonormdlni, pravé kdyz pro vSechna x, y € A plati

0 pokud x # y,

broy) = 1 pokud x = y.

Dile si uvédomme, Ze ortonormdlni A je maximalni, pravé kdyz A+ = {0}.

POZNAMKA (dulezitd). Uvédomme si, Ze v definici ortonormdlni baze 1ze podle Véty v pripadé
I' = N podminku x = Y, _x Xn€n (4. piedpoklad, Ze fada Y .- | x,e, konverguje bezpodmineng)
nahradit podminkou x = > °7 | x,e, (4. obyCejnou konvergenci). Podobné lze v ndsledujicich tvrzenich
vSude, kde predpokladdme konvergenci zobecnéné rady Zy e Xyey, kde {e, },er je ortonormaln{ systém,
tento predpoklad v piipadé I" = N nahradit pfedpokladem oby&ejné konvergence fady Y oo | Xney.

FAKT 107. Je-li A ortonormdlni mnozina v prostoru se skaldrnim soucinem, pak ||x — y| = ~/2 pro
kaZdé dva prvky x,y € A, x # y.
DUKAZ. Podle Pythagorovy véty mame ||x — y||? = ||y||®> + ||x||*> = 2.

VETA 108. Kazdy prostor se skaldrnim soucinem obsahuje maximdlni ortonormdlni systém.

DUKAZ. Necht' X je prostor se skaldrnim souc¢inem. Vezméme mnoZinu
A = {A C X; A je ortonormdlni mnoZina}

uspofddanou inkluzi. Pak (A, C) je ¢dsteCné usporddand mnoZina, kterd je neprazdnd (obsahuje prazdnou
mnozinu). Navic ma kazdy fetézec horni zavoru, totiZ sjednoceni vSech prvki daného fetézce: Necht' B je
fetézec v a B = | J .5 A. Pak zjevné B C Sy.Jsou-lix,y € B,x # y,pakx € Ay e Bay € 4, € B.
Bez Gjmy na obecnosti miiZzeme predpokladat, Ze A; C A,. Pak ovSem x, y € A,, coZ je ortonormalni
mnozina, a tedy x L y. To dokazuje, Ze B je ortonormélni, takZe patii do +. Podle Zornova lemmatﬂ tedy
v A existuje maximalni prvek.

O

157 0rnovo lemma dokézal Kazimierz Kuratowski (1922) a nezdvisle Max August Zorn (1935).
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POozZNAMKA 109. Je-li prostor se skaldrnim soudinem separabilni, pak neobsahuje nespocetnou orto-
normalni mnoZinu, jelikoZ separabilni metricky prostor neobsahuje nespocetnou diskrétni mnoZinu (vizte
Fakt[I07). Tedy kazdy maximdlni ortonormaln{ systém je v ném (nejvyse) spocetny.

LEMMA 110. Necht’ {e,; y € I'} je ortonormdlni soustava v prostoru se skaldrnim soucinem a
X =) ,er Xyey, kde x,, jsou skaldry. Pak x, = (x,ey) prokaZdéy € I'.

DUKAZ. Necht' @ € I' a ¢ > 0. Najdeme F € ¥ (I") spliujici
F’ € ¥ (I') obsahujici F.Pak pro F' = F U {a} plati

X — Y, ep Xyey| < & pro kazdou

> |x— ) xyey|lleall = |(X = Y xyey.eq ) = |(x.€a) = D xyley €a)| = |{X. ) = Xal.

yeF’ yeF’ yeF’
Tedy xo = (X, ey).
O

Jako disledek dostdvame, Ze je-li {e,; y € I'} ortonormdlni baze v X a x € X, pak koeficienty x,, ve
vyjadieni x = Zye I Xye, jsou ur¢eny jednoznacné (a plati x, = (x,e,)).
Snadnym disledkem Pythagorovy véty (Fakt[93) je nésledujici fakt:

FAKT 111. Necht’ {e;};cF je konecnd ortonormdlni mnoZina v prostoru se skaldrnim soucinem. Pak
2
| icr aiei]

Okamzitym diisledkem predchoziho faktu je nasledujici pozorovani:

= Y icrlai|? pro libovolné skaldry a;, i € F.

DUSLEDEK 112. KaZdd ortonormdlni mnoZina v prostoru se skaldrnim soucinem je linedrné nezdvisld.

LEMMA 113. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a {e; }icp je konecnd ortonormdlni mnoZina
v X. Oznaéme Y = spanfe;; i € F}. Pak pro kaZdé x € X jex — Y ;cp(x,e;)e; € YL

DUKAZ. Ozname xy = ) . p(x,e;)e;. Pro kazdé j € F mame (xy,e;) = ), p(x.ei)(ei,ej) =
(x,e;), . (x —xy,ej) = 0. Odtud snadno plyne, Ze x —xy L Y.
O

VETA 114 (Besselova nerovnos. Je-li {e, },er ortonormdlni soustava v prostoru X se skaldrnim
soucinem, pak pro kazdé x € X plati, Ze )~ . |(x, e,)[* < [|lx|*.

DUKAZ. Méme ddnu libovolnou kone¢nou mnoZinu F C I'. PoloZzme xp = ) cp(X,e,)e,. Podle
Lemmatu jex —xr L span{e,; y € F} aspecidlné x — xr L xp.Z Pythagorovy véty a Faktu
tedy dostaneme [|x[|> = [lx —xr + xr[* = |x = xr|* + [xr|? = [xr[* = X, crl(x.ey)|*. Podle
Tvrzeni 34 tak obdrzime

Ik ey = sup{Zux,ey)P; Fe ?(r)} < v,

yell yeF
O

VETA 115. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a {e, },cr je ortonormdlni systém v X. UvaZujme

ndsledujici tvrzeni:

(i) ||x||* = > yerlix, ey)|? pro kazdé x € X (tzv. Parsevalova rovnos.

(ii) x =), cr{x,ey)e, prokaidé x € X.
(iii) {e,} je ortonormdlni bdze.

(iv) X =span{e,; y € I'}.

(v) {e,} je maximdlni ortonormdlni systém.
Pak (i) (ii) << (iii) < (iv)=(v). Je-li X Hilbertitv, pak jsou vSechna tvrzeni ekvivalentni.

16ppg trigonometrické funkce pouzival podobnou nerovnost Friedrich Wilhelm Bessel (1828).
""Marc-Antoine Parseval des Chénes (1799)
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Poznamenejme, Ze fadé v (ii) se fik4 abstraktni Fourierovﬁ fada a ¢isla (x, e, ) se nazyvaji abstraktni
Fourierovy koeficienty. Pro¢, bude osvétleno v Piikladu [IT8§]

DUKAZ. (i)=(ii) Necht’ x € X.Pro dané & > 0 najdeme F € ¥ (I') tak, Ze Y /[ (x, e) > > [|x[* — ¢
pro kazdou F’ € ¥ (I"), F’ D F. Pak pro takovouto F’ dostdvdme s pomoci Faktii[87|a[111] Ze

X = Z(x’6y>6y = ||x[* + Z|(Xvey>|2_2Re<x’ Z(xvey)ey> =

yeF’ yeF’ yeF’
= x>+ D [(x.e))> —2Re Y (x,e,)(x,e) = x> = D [(x,e))]> <.
yeF’ yeF’ yeF’

Tedy vskutku x = 3" - (x,¢e,)e,.

(i1)=(iii) je zfejma a (iii)=>(iv) plyne snadno z definic.

(iv)=(i) Necht x € X a e > 0 jsou dany. Pak existuje ' € ¥ (I') a skaldry x,, y € F tak, Ze
Hx — D yer Xyey H < ¢. Polozme Y = span{e,; y € F}. Pak dist(x,Y) < Hx — D yer Xyey ” < e
Z Lemmatuplyne, 7e X_ZyeF (x,e,)e, € Y+ atedy podle Lemmatuplatl’ Hx—ZVeF (x,ey)e, ” =
dist(x, Y) < e. Z toho pomoci stejného vypoctu jako v diikazu (i)=>(ii) dostavame

x= ) (xeey | =xIP =) l{x.e)

yeF yeF

g% >

atedy Y pl{x,e,)l? > 3 cpl(x,ey)|*> > |x||* — 2. ProtoZe tato nerovnost plati pro kazdé ¢ > 0,
dostdvdme Y, r[(x, ey) |2 > ||x||?>. Opacn4 nerovnost je pfimo Besselova nerovnost (Véta .
(ii))=(v) Necht’ {e, } neni maximdlni, tj. existuje nenulovy vektor x spliujici (x, e,) = 0 pro kazdé
yel' . Alex =3 .r(x,e,)e, =0, coZ je spor.
Konecné, je-1i X Hilbertiv, ukdZeme, Ze (v)=-(iv). Neni-li splnéna (iv), pak je Y = Span{e,; y € I'}
vlastni uzavieny podprostor X . Podle Véty je Y+ netrividlni, coZ je spor s maximalitou {e, }.
O

Z Vét a ihned plyne nasledujici disledek:
DUSLEDEK 116. KaZdy Hilbertiiv prostor md ortonormdlni bdzi.

DUSLEDEK 117. Je-li {e, },er ortonormdlni soustava v Hilbertové prostoru H, pak zobrazeni P: H —
H, P(x) = Zyer(x,ey)ey je ortogondlni linedrni projekce na spanie,; y € I'}. Ddle je | P(x)||* =
> yerllx,e,)|? prokazdé x € X.

DUKAZ. Ozna¢me Y = Span{e,; y € I'} anecht P: H — Y je ortogondlni linedrni projekce na Y
z Véty Necht x € H.Pak x = P(x) + z, kde z € Y*. Odtud plyne, Ze (x,e,) = (P(x),e,)
pro kazdé y € I'. PouZijeme-li Vétuna prostor Y, pak obdrZzime, Ze P(x) = Zye r(P(x),e,)e, =

Zyer(xvey)ey allP(x)|> = Zyer|(P(x)7€y)|2 = Zyel"|(x’e)’)|2'
O

PRIKLAD 118.

e Kanonické bazové vektory {e, },en tvoif ortonormdlni bazi v Hilbertové prostoru £, (Pfiklad [29).

e Obecnéji, je-li I" libovolnd neprdzdnd mnoZina, pak kanonické bazové vektory e, = yyy, ¥ € I tvoii
ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru £, (17). (Snadno to plyne napt. z Véty nebot’ je z definice
splnéna Parsevalova rovnost.)

e Pro Hilbertiiv prostor L, ([0, 27]) je systém {\/#27, ﬁ cos(nx), \/L; sin(nx); n € N} ortonormaln{
bazi. Ortonormalita plyne z klasické teorie Fourierovych fad. Hustota linedrniho obalu plyne z Fejé-
rovym véty zkombinované s disledkem Luzinovy véty. Alternativné 1ze ukazat, Ze trigonometricky

18Jean-Baptiste Joseph Fourier
19Lipét Fejér, roz. Leopold Weisz
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ortonormalni systém je maximalni: Necht' f € L,([0, 27r]) je kolmé ke v§em prvkiim tohoto systému.
Protoze téz f € L,([0,2n]), miZeme spocitat Fourierovy koeficienty piislusné funkci f. Ty jsou
ovSem diky kolmosti rovny 0. Podle véty o jednoznac¢nosti to znamend, ze f = 0s.v.,atedy f =0
v L, ([0, 27]).

Nyni téZ vidime, proc se fadé v (ii) ve Vété [115]fikd abstraktni Fourierova fada: Pro bdzi popsanou
vyse je to totiz formdlné klasickd Fourierova fada a Cisla (x, e,) jsou piesné klasické Fourierovy
koeficienty. Tato Fourierova fada ovSem konverguje ve smyslu prostoru L, ([0, 27]), nikoli bodové,
jak se studuje v klasické teorii.

<

PRIKLAD 119. Neni-li ve Vété prostor X tplny, pak tvrzeni (v) nemusi byt ekvivalentni ostatnim
tvrzenim. Necht e,, n € N jsou kanonické bazové vektory v prostoru £,. Ddle polozme e = (%);’f:l € l,,
A = {e,; n > 2} aX = span({e} U A). Pak A je maximdlni ortonormdlni mnoZina v X: Je-li x =
(x1)52, € X spliiujici x L A, pak 0 = (x,e,) = x, pron € N, n > 2. Je-litedy x = oe + Zf:z a;e;,
pak 0 = xx4q = aﬁ, tj,o = 0.Protoia; = x; =0proi = 2,...,k,neboli x = 0. Nicméné neni
pravda, Ze X = span A, nebot’ pro kazdy x € span A je x; = 0, tedy 1 pro kazdy x € span 4 je x; = 0, cozZ
znamena, 7e e ¢ span A.

Viimnéme si té7, Ze pro Y = span A je Y+ = {0}, nebot’ A je maximaln{i ortonormdlni, a tedy neplatf,
7e X =Y @ Y+ (srovnejte s VEtou[102).

o

VETA 120 (Ernst Sigismund Fischer (1907), F. Riesz (1907)). Je-li {e, },er ortonormdlni bdaze Hilbertova
prostoru H, je zobrazeni T : H — £,(I"), T (x) = {(x, ey)}yer linedrni izometrie H a {,(I"). Tedy kaZdy
Hilbertuv prostor je izometricky prostoru £,(I") pro vhodnou mnoZinu I.

DUKAZ. Zjevné T je linedrni. Z Parsevalovy rovnosti (Véta plyne, Ze || x||*> = Zye rl{x,e,)|* pro
kazdé x € H,atedy T je izometrie do €,(I"). VSimnéme si, Ze {T(e,)},cr je mnoZina kanonickych
bazovych vektort v £,(I"). Diky linearit¢ tedy Rng 7' obsahuje vSechny vektory v £,(I"), které maji jen
kone¢né& mnoho nenulovych soufadnic. Tyto vektory tvoii hustou podmnoZzinu v £, (1) (Piiklad 43)). Podle
Tvrzeni[62]c) je oviem Rng 7' uzavieny, tudiZ je roven celému £, (I").

O

TVRZENI 121. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Je-li dim X = n € N, pak kazdd ortonor-
mdlni bdze md n prvki. Je-li dim X = oo a X je separabilni, pak kaZdd ortonormdlni bdze je nekonecnd
spocetnd.

DUKAZ. Necht' A je né€jaka ortonormalni baze X. Je-li dim X = n, pak z Dusledku a z definice
ortonormdlni baze plyne, Ze A je (algebraickou) bazi vektorového prostoru X . Tedy A ma n prvka.
Je-li dim X = oo a X je separabilni, pak A je spocetnd podle Pozndmky Kdyby A byla konecna,
pak dle definice ortonormélni baze span A = X, coZz je spor s dim X = oo.
O

Pozdéji uvidime, Ze pro kazdy prostor se skaldrnim soucinem X existuje jeho ziplnéni, tj. Hilbertlv
prostor takovy, Ze X je jeho husty podprostor (Véta[2.28).

VETA 122 (Heinrich Léwiﬂ (1934), F. Riesz (1934ﬂ‘ Necht' H je Hilbertitv prostor. Pro kazdé y € H
oznacme f, € H* funkciondl definovany jako f,(x) = (x,y) pro x € H. Pak zobrazeni I1: H — H*,
I(y) = f, je sdruZené linedrni izometrie H na H*.

K dikazu se nam bude hodit nésledujici pozorovani:

LEMMA 123. Necht’ X je vektorovy prostor, f je linedrni formana X a x € X \ Ker f. Pak X =
Ker f & span{x}. Tedy codim Ker f = 1.

20107, Jindfich Frantisek Josef Lowi

21Reprezentaci dokdzal pro £, D. Hilbert (1906), pro L, ([0, 1]) Maurice Fréchet (1907) a F. Riesz (1907). Proto se tato véta
nékdy nazyva Fréchetova-Rieszova.
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DUKAZ. Zjevné span{x} N Ker f = {0} a kazdy vektor y € X lze rozepsat jako

b= (=100 4 0,
F7) T ™

kde y — %x € Ker f a %x € span{x}.

O

DUKAZ VETY[122] Necht H jenad K ay € H. Dle Tvrzeni[86(a) je f, € H* a | f,|| = ||y||. Protoze
skalarni soucin je sdruZené linearni ve druhé souradnici, je i zobrazeni I sdruzené linedrni. Rovnost
L)) = Iy | = |ly| tedy fik4, Ze I je izometrie do, nebot’ I(u) — I(v) = I(u — v). UkaZme, Ze je na.
Je-li f € H* nenulové dano, pak Ker f je vlastni uzavieny podprostor H. Tedy dle Véty plati, Ze
H =XKer f & Z,kde Z L Ker f. OvSem codim Ker f = 1 (Lemma[I23)), tedy dim Z = 1. To znamen4,
ze Z = span{z} pro néjaké z € Sy.Polozme y = f(z)z. Pak pro kazdé x € H mame x = u + oz, kde
u € Ker f ax € K, takze

f(x) = (x,y) =(u+eaz, f2)z) = f@)((u.2) +afz.2)) = af @))z]* = fu + az) = f(x).
Tedy I(y) = fy = f.




Kapitola 2

Hahnova-Banachova véta a dualita

Jednim z dileZitych objektt, se kterymi se pracuje v linedrni algebfe, jsou linedrni formy. Ve funkciondln{
analyze se budeme zabyvat pfedev§im linedrnimi formami spojitymi. A priori v§ak neni zfejmé, Ze jsou
na daném prostoru viibec n&jaké netrivialni spojité linearni formy k dispozici. Uhelnym kamenem funkci-
ondlni analyzy je tak véta o jejich existenci, totiz Hahnova-Banachova véta. Ta md celou fadu dtleZitych
a dalekosahlych dusledk a Ize tak ji a jeji varianty pravem pokladat za nejzdsadnéjsi néstroj funkcionalni
analyzy.

1. Hahnova-Banachova véta

Nejprve se podivame bliZe na to, jak vypadaji komplexni linedrni funkciondly. Pfipomenime si, Ze pro
a,f €Cat eRplati Re(e + f) = Reax + Re B, Re(t) = t Re a podobné Im(« + ) = Ima + Im 3,
Im(t) = t Ima. Pro funkci f: A — C oznacime Re f a Im f jeji redlnou, resp. imaginarni slozku, tj.
(Re f)(x) = Re(f(x)) pro x € A apodobné pro Im f.

TVRZENI 1. Necht’ X je komplexni vektorovy prostor. Pak funkce f: X — C je (komplexni) linedrni
forma, pravé kdyz Re f je redlné-linedrni forma na X a plati Im f(x) = —Re f(ix) pro kazdé x € X.

DUKAZ. = Fakt, Ze Re f je redlné-linearni je snadno vidét. Pro libovolné x € X mdme Re f(ix) +

iIm f(ix) = f(@ix) =if(x) =iRe f(x) —Im f(x),atedy Re f(ix) = —Im f(x).
< Snadno je vidét, Ze Im f je také redlné-linearni forma na Xg, odkud ihned plyne aditivita f. Déle,
pro libovolné x € X je

f(ix) =Re f(ix) +iIm f(ix) = —Im f(x) —i Re f(i®x) = i (Re f(x) + i Im f(x)) = if(x).
Kone¢né, proa = a + bi,a,b € R,ax € X pak mame f(ax) = f(ax +ibx) = f(ax) + f(ibx) =
af(x) +ibf(x) = af(x).

O

DEFINICE 2. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se nazyva sublinedrni funkcional,
pokud plati

e p(x +y) < p(x)+ p(y) prokazdé x, y € X,
e p(tx) =tp(x)prokazdé x € X at € [0, +00).
Funkce p: X — [0, +00) se nazyva pseudonorma, pokud plati
e p(x +y) < p(x)+ p(y) prokazdé x, y € X,
e p(ax) = |a|p(x) prokazdé x € X ax € K.

Ziejmé kazda pseudonorma je sublinedrnim funkciondlem a pro kazdy sublinearni funkcional je p(0) = 0.
Vsimnéme si, Ze pseudonorma se od normy lisi pouze v jedné vlastnosti, a to, Ze mohou existovat nenulové
vektory, na nichz je pseudonorma nulova.

VETA 3 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach (1929)). Necht’ X je vektorovy prostor a Y je podprostor X.

(a) Je-li X redlny, p je sublinedrni funkciondl na X a f je linedrni forma na Y splitujici f(x) < p(x)
pro kaZdé x € Y, pak existuje linedrni forma F na X takovd, Ze F 'y = f a F(x) < p(x) pro kazdé
x e X.

35
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(b) Je-li p pseudonorma na X a f je linedrni forma na Y splitujici | f(x)| < p(x) pro kazdé x € Y, pak
existuje linedrni forma F na X takovd, Ze F 'y = [ a |F(x)| < p(x) pro kaZdé x € X.

DUKAZ. (a) 1. krok. Nejprve ukdazeme, Ze f lze rozsitit na podprostor Z = Y @ span{x},kde x € X \ Y.
Uvédomme si, Ze vzorec F(y +tx) = f(y) + to dobie definuje linearni rozsifeni formy f na Z a ze kazdé
linedrni rozs$ifeni je tohoto tvaru a je jednoznacné urc¢eno hodnotou @ = F(x) € R. Nasim cilem je tedy
nalézt o € R tak, aby platilo f(y) + ta < p(y + tx) prokazdé y € Y at € R. To je ekvivalentni tomu,
e o musi spliiovat & < +(p(y + 1x) — f(y)) = p(¥ + x) — f(¥) prokazdé y € Y at > 0 a zdrovefi
a > %(p(y +tx)— f(y)) = f(—=3) = p(=7 —x) prokazdé y € Y at < 0. Snadno je vidét, Ze to nastane,
pravé kdyz

sup(f(z) — p(z —x)) < < inf (p(y +x) — f(»)).

zeY yeyY

Existence poZadovaného o € R tedy bude zfejm4, jakmile ukdZeme, Ze supremum na levé strané je
nejvyse rovno infimu na strané pravé. K tomuto ucelu zvolme pevné libovolné z € Y. Pak pro kazdé
y e Yplati f(z) + f(y) = fe+y) = plz+y) =pla—x+y+x) = pla—x)+ply+x)
(zde jsme opét podstatné vyuzili linearitu f), neboli f(z) — p(z — x) < p(y + x) — f(y). Mame tedy
f(z) — p(z — x) < infyey (p(y + x) — f(y)) pro kazdé z € Y, odkud jiZ poZadovand nerovnost ihned
plyne.

2. krok. Vezméme mnoZinu

P = {(Z,g); Y C Z C X je podprostor X, g je linearni forma na Z rozsifujici f a g < p na Z}.

Definujme na J# uspotadani takto: (Z, g) < (W,h),pokud Z C W a g = hna Z. Pak (£, <) je ¢asteCné
usporddana mnozina, ktera je neprazdnd, nebot’ (Y, f) € #. Ukazeme, Ze jsou splnény predpoklady Zornova
lemmatu: Je-li R = {(Y,, f,); y € I'} feté€zec v P, pak je snadno vidét, Ze Z = (J, . Y, je podprostor
X obsahujici Y. Funkce g na Z dand pfedpisem g(x) = f,(x) pro x € Y, je zfejmé& dobfe definovéna, je
linearni a splituje ¢ < p na Z. Navic (Z, g) majorizuje vSechny prvky R. Tedy (Z, g) je horni zdvora R.

Podle Zornova lemmatu tedy existuje maximalni prvek (W, F) € £. Pak nutné W = X, jinak bychom
mohli F rozsifit na vétsi podprostor pomoci prvniho kroku, coZ by byl spor s maximalitou (W, F). Tedy F
je hledané rozsitent.

(b) Je-li X reélny, nalezneme rozsifeni pomoci tvrzeni (a). Pak ovSem —F(x) = F(—x) < p(—x) =
p(x),atedy |F(x)| < p(x) prokazdé x € X.

Je-li X komplexni, pak podle Tvrzeni [I|je f(x) = g(x) —ig(ix),kde g = Re f: Yr — R je
realné-linearni forma. ProtoZe |g(x)| = |Re f(x)| < | f(x)|] < p(x) pro kazdé x € Y, mizeme pouZit
predchozi pfipad na formu g a rozsitit ji na redlné-linearni formu G : Xgr — R spliujici |G(x)| < p(x)
pro kazdé x € X. Polozime-li F(x) = G(x) — iG(ix), pak F je linedrni forma na X (Tvrzeni [I)),
ktera zjevné rozSifuje f. Ddle, necht’ x € X. Najdeme o € C, |¢| = 1 takové, Ze |F(x)| = aF(x).
Pak |F(x)| = aF(x) = F(ax) = G(ax) —iG(iax), coz je redlné Cislo, a proto G(iax) = 0. Tedy
|F(x)| = G(ax) < p(ax) = |a|p(x) = p(x). Tim je dikaz dokoncCen.

O

VETA 4 (Hahnova-Banachova). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a f € Y*.
Pak existuje F € X* takové, Ze F 'y = fa | F|| = |f|-

DUKAZ. Polozme p(x) = || f| - ||x|| pro x € X. Pak p je pseudonorma na X spliujici | f| < pnaY.
Dle Véty [3(b) existuje linedrn{ forma F na X rozifujici f takovd, ze |F(x)| < p(x) = | f| - x|l pro
kazdé x € X. Tedy F je spojity linearni funkciondl na X a | F|| < | f|. Protoze F rozsitfuje f, plati

IF| = supyepy [F(X)| = supyep, [F(x)| = sup,ep, [ ()] =[], tedy | F[| = [l F1].
O

Hahnova-Banachova véta je jednim z nejzasadnéjSich tvrzeni funkciondlni analyzy. Dédle uvedeme
nékolik z jejich mnoha pfimych disledkl. Velkou dileZitost maji zejména rizné oddélovaci véty.

DUSLEDEK 5. Necht’ X je netrividlni normovany linedrni prostor. Pro kazdé x € X existuje f € Sx+
takové, Ze f(x) = ||x|. Odtud plyne, Ze jsou-li x,y € X rizné body, pak existuje f € X* takovy, Ze
f(x) # f(y) (Fikdme, Ze X* oddéluje body X ).
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DUKAZ. Dokazme prvni ¢ast. Necht’ nejprve x # 0. Uvazujme podprostor ¥ = span{x} a funkciondl na
Y dany vzorcem g(tx) = t||x| pro ¢ € K. Pak zjevné g € Y* a||g|| = 1 (Lemma [1.46(b)). Dle Véty [4]
existuje funkciondl f € X™* o normé 1, ktery rozsifuje g. Tedy f(x) = g(x) = || x|

Je-li x = 0, pak vezméme libovolné y € X, y # 0. Podle predchoziho existuje f € Sy+ takové, Ze

f(y) = [[yll. Samoziejmé, f(x) = f(0) =0 = |x].
Pro dikaz druhé ¢asti pouZijeme prvni ¢ast na vektor x — y.
O

DUSLEDEK 6 (Dudlni vyjadieni normy). Je-li X normovany linedrni prostor a x € X, pak || x| =
maxseg,. | f(x)].

DUKAZ. Pro f € By« mdme | f(x)| < | f|llx]l < |lx]l. Na duhou stranu, dle Disledku[5existuje f € By~

takovy, ze f(x) = ||x[|, atedy [ f(x)| = f(x) = [|lx].
O

VETA 7 (Oddélovani bodu a podprostoru). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je uzavieny
podprostor X a x € X \ Y. Pak existuje f € Sy~ tak, Ze f |y = 0a f(x) = dist(x,Y) > 0.

DUKAZ. Polozme Z = Y @span{x}ad = dist(x,Y) > O adefinujme g: Z — K predpisem g(y +ax) =
ad proy € Y aa € K. Pak g je linearni formana Z aprokazdé y € Y aa € K \ {0} mdme

80 +ax)| = lald <ol |x = (<) = Iy +ax|

alg(y)=0<|yl|.Tedyg € Z* a|/g|| < 1. Vezméme nyni posloupnost {y, } v Y spliiujici || x — y,|| — d.

Pak g(uiix ”) = ”x_dyn P~ 1, atedy ||g| = 1. Podle Vétyexistuje f € X* rozsifujici g a splnujici
Ifl=llgll=1.Pak f =0naY af(x)=g(x)=d.
O
VETA 8. Necht’ X je normovany linedrni prostor.
(a) Kazdy konecnérozmérny podprostor X je komplementovany.
(b) Kazdy uzavieny podprostor X konecné kodimenze je komplementovany.
DUKAZ. (a) Necht’ Y je kone¢né€rozmérny podprostor X a {eq,...,e,} je jeho baze. Definujme linearn{

funkciondly fi,..., f, na Y pomoci hodnot na bazi: fj(e;) = O proi # j a fi(e;) = 1. Protoze Y
je kone¢né dimenze, jsou funkciondly fi,..., f, spojité na Y (Véta[l.68). Lze je tedy podle Hahnovy-
Banachovy véty rozsifit na spojité linedrni funkciondly g1, ..., g, na X (VétaH). Pak zobrazeni P: X — Y
dané predpisem

P(x) =) gi(x)e;
j=1

je spojité linedrni projekce X na Y': Spojitost a linearita jsou ziejmé. Proy € Y,y = > 7_, y;e; mdme
P(y) = P(X_,yiei) = Y i— yiP(ei) = Y[_, yie; = y, tedy P je projekce dle Faktu|1.75(b).

(b) Necht dim(X/Y) = n a{ey,...,e,} C X jsou vybrany tak, ze {g(e1),...,q(e,)} je baze X /Y,
kde g: X — X/Y je kanonické kvocientové zobrazeni. Definujme linearni funkcionaly fi,..., f, na X/Y
pomoci hodnot na bézi: fj(q(e;)) = Oproi # j a fi(q(e;)) = 1. Viimnémesi, Zeje-liz = >, ziq(e;) €
X/Y,pak fj(z) = zjproj = 1,...,n. Protoze X/Y je konecné dimenze, jsou funkciondly fi,..., fy
spojité na X /Y (Véta[l.68). Polozme g; = fjoq,j = 1,...,n. Pak g1,..., g, jsou spojité linedrni
funkciondly na X a zobrazeni dané predpisem P(x) = Z;-’:l gj(x)ej pro x € X je spojitd linedrni projekce
na span{ey, ..., ey}, kterd je nulovd na Y . (Fakt, Ze je to projekce, plyne z P(e;) = 27=1 gj(ei)e; = e; jako
v ptipadé (a).) Naopak, je-li P(x) = 0, pak 0 = g;(P(x)) = Z;-’:l gi(x)gi(ej) = gi(x)proi =1,...,n.
Tedy fi(q(x)) =0proi =1,...,n,neboli g(x) =0, tj. x € Y. Dohromady tedy mame Y = Ker P, coz
dle Tvrzeni[1.76|znamend, ze Idy — P je spojité linedrni projekce X na Y.

O

VETA 9. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Je-li X* separabilni, pak i X je separabilni.
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DUKAZ. Mnozina Sy« je metricky podprostor metrického prostoru X *, tedy je separabilni. Necht { £,,}°° | je
hustd podmnoZzina Sx+. Z vlastnosti dudlni normy pro kazdé n € N existuje x, € Sx spliujici | f,, (x,)| > %
(Lemma [1.46(b)). Polozme Y = span{x,; n € N}. Pak Y je separabilni, nebot’ linedrni kombinace
s raciondlnimi koeficienty jsou husté v Y. Tvrdime, Ze X = Y. Pokud tomu tak neni, pak podle Véty
existuje f € Sy~ takovy, Ze f |y = 0. Necht nyni n € N je takové, ze || f — ful| < %. Pak 0 = | f(x,)| =
|fn(xn) — fuGen) + )| = [ fu )| = 1 f (n) = fu )| = | fa )| = 1 f = Sullllxall > % - % = %’ coZ
je spor.

O

DEFINICE 10. Je-li X normovany linedrni prostor a A C X, pak definujeme tzv. anihildtor mnoZiny A
jako
At ={f e X*; f(x) = 0prokazdé x € A}.
Pro mnoZinu B C X* pak definujeme tzv. zpétny anihilétor jako
B, ={x e X; f(x) =0prokazdé f € B}.

POZNAMKA 11. Pro prostor X se skalarnim sou¢inem zde mame kolizi ve znaceni, nebot’” symbolem
At zna¢ime té7 ortogonalni doplnék, coZ je podmnoZina X (zatimco anihildtor A+ je podmnoZina X *).
Diky identifikaci z Véty [1.122]jsou tato tradi¢ni znaceni naStésti v piipadé Hilbertova prostoru relativné

konzistentni a ve skutecnosti jsou anihildtory v jistém smyslu zobecnénim ortogondlnich doplik: Je-li H
Hilbertiv prostor, A C H a I : H — H* identifikace z Véty|[1.122] pak

IT"AYH ={yeH; I(y) e At} ={y e H; I(y)(x) =0prokazdé x € A} =
={y e H; (x,y) = 0prokazdé x € A},

tedy 1 ~'(A1) je roven ortogondlnimu dopliiku A. Podobng,
I(A), ={x e H; f(x)=0prokazdé f € I(A)} ={x € H; I(y)(x) =0prokazdé y € A} =
={xe H; (x,y) =0prokazdé y € A},

tedy 1(A), je téZ roven ortogondlnimu doplitku A.

Uvédomme si, Ze z definice snadno plynou ndsleduji vztahy: {0}* = X* X+ = {0} a {0}, = X.
Pomoci Hahnovy-Banachovy véty (Disledek [3) pak odvodime, Ze (X*), = {0}.

LEMMA 12. Necht' X je normovany linedrni prostora A C X, B C X*. Pak

(a) A* je uzavieny podprostor X*,
(b) B je uzavreny podprostor X,
(c) (A1), = span 4,

(d) (B1)* > span B.

DUKAZ. (a) Snadno je vidét, Ze A~ je podprostor X *. JestliZe { f,,} je posloupnost v A+ konvergujici k
feX*ax e A, pak f(x) = limyeo fu(x) =0 (Fakt. Tedy f € AL

(b) Zde si staci uvédomit, Ze B = () p Ker f.

(c) Je-li x € A, pak pro kazdé f € AL mame f(x) = 0,atedy x € (A1),. To znamend, 7e
A C (A1) .. ProtoZe je B, uzavieny podprostor X pro kazdou B C X* dle (b), plati span 4 C (A1) .
Je-li x € X \ span 4, existuje f € X™* spliujici f(x) > 0a f = Onaspan A (Véta. Tedy f € At a
f(x) #0.Proto x ¢ (A1),

(d)Je-li f € B,pak prokazdé x € B; mime f(x) = 0,atedy f € (B1)*. Toznamen4, 7e B C (B1)" .
ProtoZe je A+ uzavieny podprostor X * pro kazdou A C X dle (a), plati span B C (B1)*.

O

V Prikladu 23| ukdZeme, Ze v (d) v lemmatu vySe nemusi nastat rovnost. ,,Spravné znéni* lemmatu
uvedeme v oddilu[6.9] (Lemma [6.TTT).
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2. Reprezentace duali

V tomto oddilu si ukaZzeme, jakym zpiisobem lze interpretovat dudlni prostory k nékterym prostordm.
Nejdalezitéjsi jsou zejména konkrétni reprezentace dudll ke klasickym Banachovym prostortim.

TVRZENI 13. Necht’ X a 'Y jsou izometrické normované linedrni prostory. Pak i prostory X* a Y * jsou
izometrické.

Ditikaz odloZime aZ do oddilu kde jej provedeme piirozené pomoci tam zavedenych pojma. Tvrzeni
je pak piimym diasledkem Véty

DEFINICE 14. Necht p € R, p > 1,nebo p = oo. Cislo ¢ € R, ¢ > 1, nebo ¢ = oo nazyviame
sdruzenym exponentem k p, pokud plati % + (—} = 1, pficemz pouzivame konvenci, Ze é =0.

SdruZenym exponentem k 1 je oo, sdruZenym exponentem k oo je 1 a sdruZzenym exponentem ke 2 je 2.
Vsimnéme si jesté ndsledujicich vztahti: Jsou-li p, ¢ sdruZené exponenty, 1 < p < oo, pak pg = p + ¢,
q=Aaqg=(g-1)p.

POZNAMKA. Pripomeiime, Ze prostor vSech linedarnich forem na K” je algebraicky izomorfni opét
prostoru K”. ProtoZe vSechny linedrni formy na K” jsou spojité (Véta[1.68), je prostor (K")* algebraicky
izomorfni prostoru K” a tento algebraicky izomorfismus je dan linedrnim zobrazenim [ : K” — (K")*,
1(y)(x) = Y !_, x; ;. ProtoZe kazdé linedrni zobrazen{ z kone¢nérozmérného prostoru je spojité (Véta,
je zobrazeni I izomorfismus normovanych linearnich prostort, a to at’ bereme na K” jakoukoli normu.
Zpisobem stejnym jako v ditkazu Véty[I5]a), (b) niZe lze ukdzat, Ze I je izometrie prostoru (K", ||-||,) na
prostor (K", ||-||,)*, kde p, g jsou sdruZené exponenty, 1 < p < oo.

VETA 15 (Reprezentace dudlt ke klasickym prostorﬁnﬂ).
(a) Prostor cy je linedrné izometricky s prostorem £, pomoci zobrazeni I : £y — ¢, I(y) = f,, kde

fy(x) = inyi-

(b) Je-li1 < p < 00 a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor €, je linedrné izometricky s prostorem {4
pomoci zobrazeni 1 : Ly — €7, I(y) = f,, kde

fy(x) = inyi~
i=1

(c) Je-li (2,8, ) libovolny prostor s mirou, 1 < p < oo a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor L,(u)*
je linedrné izometricky s prostorem L, (j1) pomoci zobrazeni I : Ly(i) — L,(1)*, 1(g) = @4, kde

pe(f) = /Qfgdu-

(d) Je-li (82,8, ) prostor se o-konecnou mirou, pak prostor L()* je linedrné izometricky s prostorem
Loo () pomoct zobrazeni I : Loo(p) — L1()*, 1(g) = ¢g, kde

pe(f) = /Qfgdu-

Vsimnéme si, Ze ve skutecnosti je tvrzeni (b) specidlnim pripadem tvrzeni (c) a (d). Nicméné z pedago-
gickych diivodi je vhodné tvrzeni (b) zformulovat i dokazovat zvIast’, nebot’ je vyrazné jednodussi.

Obvykle se funkce sgn roz$ifuje na komplexni Cisla vzorcem sgno = ﬁ proa € C\ {0} asgn0 =0.Je
tedy @ = |o|sgna pro kazdé o € C. Nam se ovSem v nasledujicim diikazu bude hodit pfevracend hodnota
sgna, coZ je shodou okolnosti tézZ komplexné sdruzené ¢islo sgn o, proto budeme pouZzivat oznaceni cgn.

Pro {p,1 < p < oo Edmund Georg Hermann Landau (1907), pro L, ([0, 1]), 1 < p < oo F. Riesz (1909), pro L ([0, 1])
Hugo Dyonizy Steinhaus (1919).
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Definujeme tedy cgno = '“' proa € C\ {0} acgn0 = 0. Plati |¢| = acgna a |cgna| < 1 pro kazdé
a € C. VSimnéme si téz, ze ]e -li f méfitelnd funkce (vzhledem k néjaké mifte), pak funkce sgn f icgn f
jsou méfitelné.

DUKAZ. (a) Necht' y € £; je dano. Pro kazdé x € cq plati

o0 o0
D xayal = lxlloolyal = xlloollyll1-
n=1 n=1

Odtud plyne, Ze f, je dobfe definovand funkce. Ddle f, je zjevné linedrni a nerovnost vyse implikuje, Ze
fy €csallfyll < |lylli. Pro opacnou nerovnost uvazujme vektory

"= (cgnyi,...,cgny,,0,0,...), neN.
Pak x" € B, a plati

n n
£6") = yicgnye = vl = Iyl
k=1 k=1
Tedy || fy || = ||y |l¢,- Linearita zobrazeni / je ziejma4, tedy je to linedrni izometrie do.
UkaZme nyni, Ze je na. Necht’ je ddn f € ¢; a necht’ e,, n € N jsou kanonické bazové vektory v co.
Polozme y, = f(e,) pron € N. Vektor x” = (cgnyy,...,cgny,,0,0,...)jev B, prokazdén € N, a
tedy

> Iyl = Zyk cgn yi = Zf(ek>cgnyk = (Z(egnyk)ek) = fCM) < 1AM A
k=1

k=1 k=1

JelikoZ je n € N libovolné, je y = (y1,¥2,...) € £;. Tvrdime, Ze f = f,. Necht x € ¢y. Podle
Pfikladu[1.29|mdme x = ) 77 | x,en, a tedy

f(x) = f(anen) = anf(en) = anyn = fy(x)~
n=1 n=1 n=1

(b) Nejprve piedpoklddejme, Ze 1 < p < oo. Necht' y € £, je dano. Pro kazdé x € £, plati z Holderovy

nerovnosti
Z|xnyn|§(2|xn|") (Zw) =[xl yllg-
n=1

n=1 n=1
Odtud plyne, Ze f, je dobfe definovand funkce. Ddle f, je zjevné linedrni a nerovnost vyse implikuje, Ze
Sy € Ly allfyll < [lyllq- Pro opa¢nou nerovnost miiZzeme bez Gjmy na obecnosti piedpoklddat, Ze y # 0.
Uvazujme vektor

o0 _1/p
X = (Zlynlq) (Iy117 " cgnyr. [yl cgnya,...).
n=1

1/p 1/p
Ixll, = (va’@ ”) = (Dyn ) =1,
(Z:olb’ 1/p (Zn 1| n|q 1/p

atedy x € By,. Proto

Je

1 [e.e]
PG Y [yal? cgn ya)yn| = Zm =1y lg-
/p l/p a
(ZZO=1|)’n|q) n=1 (Zn 1| n|
coz znamend, Ze || f,|| = ||y |l4. Linearita zobrazeni / je zfejma, tedy je to linedrni izometrie do.

Nerovnost dokdzali v jiné formé Leonard James Rogers (1888) a Otto Ludwig Holder (1889), ktery dokonce cituje Rogerse;
v soucasné formé jak pro sumy, tak pro integraly ji pak zformuloval F. Riesz (1910).
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UkaZme nynf, Ze je na. Necht' je ddn f € {7 a necht’ e,, n € N jsou kanonické bdzové vektory v £,.
Polozme y, = f(e,) pron € N. Pron € N uvazujme

n
X" =" |yl (cgn yi)ex.
k=1

Pak

n n n 1/p
D el =Y Iyl egn yi) flew) = 1L = NN, = 111 (Zw) .

k=1 k=1 k=1

Odtud dostivame (Zzzllyqu)l/q < || f|l pro kazdé n € N, coZ znamen4, e y = (y1, y2,...) € £,.
Tvrdime, Ze f = f,. Necht x € £,. Podle Pfikladu mame X = Y o Xpey,, a tedy

fx) = f(anen) = anf(en) = anyn = fy(x)~
n=1 n=1 n=1

Zbyva pripad p = 1. Necht' y € £ je ddno. Pro kazdé x € £, plati

oo

> 1xayal < Iylloollx[l1-

n=1

Odtud plyne, Ze f, je dobfe definovand funkce. Ddle f, je zjevné linedrni a nerovnost vyse implikuje, Ze
fy € €7 a| £yl < Iy]loo- Pro opacnou nerovnost uvazujme kanonické bazové vektory e,,n € N v £;. Mdme
| /51l = | fy(en)| = |yn| pro kazdé n € N, neboli || f|| > ||¥|/c. Linearita zobrazeni / je zfejma4, tedy je
to linedrn{ izometrie do. UkaZme nyni, Ze je na. Necht’ je ddn f € (7. PoloZme y, = f(e,) pron € N.
Pak |yn| < [ fllllexll = Il £, tedy ¥y = (¥1,¥2,...) € Loo. Tvrdime, Ze f = f,. Necht x € {;. Podle
Piikladu[l.29mdme x = "7 | xnep, a tedy

f(x) = f(zxnen) = anf(en) = anyn = fy(x)-

(c), (d) Necht g € L,(w) je dano. Pro kazdé f € L,(u) plati z Holderovy nerovnosti (pro p > 1),
pripadné jednoduchym odhadem (pro p = 1)

/Ifgldu <17l
22

Odtud plyne, Ze ¢, je dobfe definovand funkce. Déle ¢, je zjevné linedrni a nerovnost vySe implikuje, Ze
vg € Ly()* a|lgg|l < |lglly- Pro opa¢nou nerovnost miizeme bez tijmy na obecnosti pfedpoklddat, Ze
g # 0.V pfipadé p > 1 uvazujme funkci

—1/p
f= (/ﬂlglq du) lg|“ 'cgng.
-1/p 1/p —1/p 1/p
1f 1l = ( | Iglqdu) ( | |g|”("_“du) _ ( | Iglqdu) ( | Iglqdu) _ 1,
2 2 2 2

atedy f € Br, . Proto
—1/p . -1/p
el = lee ()] = ( [ Igl"du) / gl (ang)gdu‘ _ ( / Iglqdu) / gl du = liglly.
2 2 2 2

Je




42 KAPITOLA 2. HAHNOVA-BANACHOVA VETA A DUALITA

coz znamend, Ze |¢g|| = |/gll4- V piipadé, Ze p = 1 (a u je tak dle pfedpokladu o-konecnd) vezméme
¢ > 0 libovolné a uvazujme mnozinu A = {x € £2; |g(x)| > ||g]lcc — &} Pak A je kladné miry, a tedy diky
o-konecnosti u existuje B C A spliujici 0 < u(B) < +o00.Je f = ﬁ){g cgng € Br, (), a proto

1 1 1
L(egng)gdu‘ = [lelauw = — = [ (gl —2)an = gl =

1 (B)
Odtud plyne [|gg || = [|glco-
Linearita zobrazeni / je ziejm4, tedy je to linedrni izometrie do. Ukazme nyni, Ze je na. Pfedpoklddejme
nejprve, Ze ((§2) < 4-o00. Necht’ je ddn ¢ € L,(u)*. Pro kazdou A € & poloZme
v(4) = @(xa).
Poznamenejme, Ze diky predpokladu kone¢nosti miry je v dobfe definovana. Funkce v je komplexni (pfipadné
znaménkovd) mira na §2. Vskutku, je-li {4;; j € N} C & systém po dvou disjunktnich méfitelnych mnoZin

vr . 1/
a oznacime-li A = (J72, 4;, pak x4 XU, 4, Hp = nw(A\Uj=, 4)) 7
Ze i je konecnd). Tedy diky spojitosti ¢ mame

logll = log (/)] =

— 0 (zde opét vyuzivame faktu,

n n o0
v(4) = ¢(ra) = lim @(xp_, 4;) = lim w(ZxA,) = lim Y ¢(xa,) =) v(4)).
j=1 j=1 j=1
Ziejmé je v absolutné spojitd vzhledem k u (tj. v(A) = 0 pro kazdou A € § spliujici u(4A) = 0), dle
Radonovy-Nikodymovy vétyﬂ tedy existuje g € Ly(u) spliiujici v(A) = [, gdu pro kazdou A € 8. To
znamend, ze ¢(x4) = v(A) = [, xag dp pro kazdou A € §.Z linearity ¢ a z linearity integralu tedy ihned
plyne, Ze

@(s) = / sgdu (D)
2

pro kazdou jednoduchou méfitelnou funkci s na £2.

UkdZzeme, Ze plati g € Ly(p). Je-li p > 1, zvolme pevné n € N a polozme A4, = {x € £2; |g(x)| <n}
a f = ya,lg|? ! cgn g. Existuje posloupnost {s;} jednoduchych méfitelnych funkci na §2 takovych, Ze
sy — f bodové a navic |sg(x)| < 4| f(x)| pro kazdé x € 2 ak € N (pouzijeme vétu [R, Véta 1.17] na
rozklad f = (Re /)™ — (Re )~ +i(Im f)* —i(Im f)7). ProtoZe |sx — f|? < 57| f|?, funkce | f| je
omezend a i je konecnd, mame podle Lebesgueovy véty ||sx — f||, — 0. Podobné, |sxg| < 4|f||g| <
4n4, tedy dle Lebesgueovy véty [, sxg diu — [ fg di. Zkombinujeme-li oba tyto fakty se spojitosti ¢
a platnosti (T]), dostaneme

1/p
gl du = / Fodu = lim / segdi = Tim () = o(f) < llollFll, = ||<p||( / Igl"du) .
Ay Q k—oo J o k—o00 A,

Upravou obdrzime Jo x4,1g1%dp < |l@||?, a to plati pro kazdé n € N. Podle Leviovy Vét 0 monoténni
konvergenci tedy dostavame | gll; < ||l¢]-

V piipadé p = 1 diky (1) mame | [, g du| = lp(xa)| < llelllxali = leln(4) pro kazdou A € 8.
Podle véty [R), Véta 1.40] tedy plati |g(x)| < ||¢|| pros. v. x € £2, odkud ||g]le0 < |||l

ProtoZze g € L,(u), je podle prvni ¢asti ditkazu ¢, spojity linedrni funkcional na L,(w). Protoze
@(s) = @q(s) pro kazdou jednoduchou méfitelnou funkei s na §2 (vizte (I))) a protoZe mnoZina vSech

jednoduchych méfitelnych funkci na £2 je hustd v prostoru L, (w) ([R] Véta 3.13]), plati ¢ = ¢, (Véta|15.3).

Dale uvazujme piipad, kdy £2 méd nekonecnou, ale o-kone¢nou miru. Necht” w € L;(u) je funkce
spliiujici 0 < w(x) < 1 pro vSechna x € £ ([R, Lemma 6.9]). Definuyjme miru p; na § vztahem
ui(4) = [ ,wdu pro A € 8. Pak u; je koneCnd mira. Definujme nyni funkcional ¢ € L, ()" pfedpisem
v (h) = o(w'/Ph) pro h € L,(u,). Funkciondl ¥ je dobie definovany, nebot

[ 1w ene an = [ prwap = [ 7 du < +o0 @
Q Q 2

3V R” vétu dokdzal Johann Karl August Radon (1913), obecny ptipad pak Otton Marcin Nikodym (1930).
4Beppo Levi



ODDIL 2. REPREZENTACE DUALU 43

prokazdouh € L,(u1),addle ¥ je zjevné linedrni a dle ) médme |y (h)| = |p(w'/?h)| < |lell|w?h|L, 0 =]
l@llI7]lz, ey Podle prvni Esti dikazu tedy existuje funkce g1 € Lq(p1) takovd, ze v (f) = [ fg1 duq

pro kazdou f € L,(u;). Polozme g = w'/9g;, pokud p > 1, resp. g = g, pokud p = 1. Pak

pro p > 1 mdme [,lg|?dp = [,lg1l?wdpu = [,lg1]9duy < +oo, zatimco pro p = 1 médme
esssup, |g| = esssup,|g1| = esssup, |g1] < +00, nebot’ miry u a py maji presn€ stejné nulové mnoZiny.
Tedy g € L,(i1). Koneeng, pro kazdé f € L,(u) méme h = w=V? f € L,(uu;) (vizte @), takze

o(f) = (k) = /ﬂ hgr duy = /Q w VP fgwdu = /9 fedu = ps(f).

Nyni se budeme vénovat pfipadu, kdy 1 (§2) neni o-kone¢ndal < p < 0o. Pro A € & lze prostor L,(A)
pfirozenym zplsobem chépat jako podprostor L,(§2) sestdvajici z funkci rovnych 0 mimo A. Ozna¢me
@ restrikci funkciondlu ¢ na podprostor L,(A4). Ziejmé ||p8|| < [l¢4| < |¢l|l pro kazdé 4, B € 8,
B C A. Oznaéme A = {A € 8; A m4 o-kone¢nou miru}. PoloZme y = sup,c4|l¢?|| < ||¢|, naleznéme
posloupnost mnozin {E,} C » spliujici lim,_o|l¢E"|| = y a polozme E = |J;2, E,. Pak E € 4 a
v > lof| = |lef"|| = y,tedy ||@F | = y. Poznamenejme, Ze nakonec se ukaze, Ze plati (1) = £ (f | £)
pro kazdé f € L,(£2).

Podle pfedchozi ¢asti diikazu existuje pro kazdé A € A jednoznacné urcend funkce g4 € L,4(A)
spliujici 94 = @g, a [|¢2]| = |gally- Jsou-li A, B € A, B C A, pak snadno vidime, Ze ¢g,(f) =
0P () = 0(f) = 9*() = 9, (f) = Pga1a(f) prokazdou f € L,(B), piicemz g4 |5 € Lg(B). Tedy
z jednoznaénosti vyjadieni funkcionalu ¢ dostdvame g4 = gp s. v. na B. Polozme g = g a rozsifme ji
nulou na dopliiku E. Pak g € L,(§2). UkdZeme, Ze ¢ = ¢g. Necht' A € A, ANE = (. Protoze AUE € A
adile gguga = gg s.v.na Eaggpyq = g4 5. v.na A, dostaivame

Y4 > |oEUA = |lgpualld = / grual di = / groal?di + / lgrual? di =
EUA E A

=/E|gE|‘Idu+/A|gA|QdM= [0Z 19 + Nlgalld = v¥ + gall.

coZ znamena, ze g4 = 0. (Poznamenejme, Ze toto je klicové misto dikazu, a jediné, kde vyuzivame fakt
q <oo.)Prokazdé A € Aa f € L,(A) tedy mdme

o(f) = o (f) = / feadu= | feadu+ [ ferdu= [ fonsdu+ [ foansdu =
A A\E ANE A\E ANE

= ngdu=f fgd/L:/fgdu«:f Jgdi = ¢, (f),
ANE ANE A 2
pfi¢emz predposledni dvé rovnosti plati proto, Ze g = O mimo E a f = 0 mimo A. Rovnost ¢(f) = ¢, (f)
tedy specidln€ plati pro kazdou jednoduchou méfitelnou funkci f na £2 spliujici ,u({x € 2; f(x) #
0}) < 400. MnoZina vSech téchto funkef je ovSem hustd v L,(£2) ([R] Véta 3.13]), odkud plyne ¢ = ¢,
(Véta[l5.3).
O
POZNAMKA. VSimnéme si, Zze pro prostor £, (nebo obecné&ji L,(i)) mame dvé reprezentace du-
alu: ,hilbertovskou* reprezentaci pomoci sdruzené linedrniho zobrazeni Iy : £, — {5 z Véty a
,banachovskou* reprezentaci pomoci linedrniho zobrazeni I : £, — {3 z Véty[I5(b). Rozdil je v tom, jak
vypada akce prvku y € £, reprezentujictho funkciondl na prvek x € £,:

1)) =Y 7.

1)@ =Y xuyn.

V pripad¢ realného prostoru obé reprezentace splyvaji, v pfipadé komplexniho prostoru plati Iy (y) = 1(D),
kdey = (y1, 2, ...). Pro prostor L,(u) je interpretace obou reprezentaci analogicka.



44 KAPITOLA 2. HAHNOVA-BANACHOVA VETA A DUALITA

Dikaz nasledujiciho tvrzeni je podobny dikazu Véty [15(a), (b).

VETA 16. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a 1 < p < oo. Necht’ q je sdruZeny exponent
k p. Pak zobrazeni I : X* @, Y* — (X @, Y)* dané predpisem

1(f.8)(x.y) = f(x) +g(»)
je linedrni izometrie X* @, Y* na (X @&, Y)*.

DUKAZ. Necht' X, Y jsou nad K. Ozna¢me Z = X @, Y. Zobrazeni Qx: Z — X, Ox(x,y) = x a
Oy:Z — Y, Qy(x,y) = y jsou zjevné spojité linearni operatory. Proto I(f,g) = f o Qx + g o Oy
je spojity linedrni funkciondl na Z, a tedy / je dobfe definovdno. Zjevné I je linedrni. UkdZeme, Ze I je
na: Je-li h € Z*, pak polozime f(x) = h(x,0) prox € X ag(y) = h(0, y) pro y € Y. Snadno je vidét,
Ze f e X*ageY* Mame I(f, g)(x,y) = f(x)+ g(y) = h(x,0) + h(0,y) = h(x,y) pro kazdé
(x,y)e Z,tedy I(f,g) = h.

Nakonec ukaZzme, Ze [ je izometrie. Necht' (f, g) € X* @, Y *. Pfedpoklddejme nejprve, Ze 1 < p < oo.
Pak s vyuZzitim Holderovy nerovnosti dostaneme

II(f.ll= sup [I(fi9)x.»)|= sup [f(x)+gI< sup (Ifllx=llxlx + lgly=llylly) <
(x,y)€Bz (x,y)€Bz (x,y)eBz
1 1 1
< sup (/1% + lglf ) (Ixlz +1v15)7 = (1f 15 + IglF-) = 1(f .
(x,y)€EBz

Pro opacnou nerovnost miZeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, Ze ( f, g) # 0. Necht’ ¢ > 0 je libovolné.
1
PoloZme ¢ = (“f”q + ||g||q)” an= WS. Naleznéme x € By tak, aby | f(x)| > || f|| —n, a

a €K, |¢| = 1,aby | f(x)| = af(x). Analogicky nalezneme y € By tak, aby |g(y)| > |lg||—n,a B € K,
Bl = 1, aby |g(y)| = Bg(y). Polozme u = (|| f[|* " ex, [lg]|?"' By) € Z. Pak

1 1 1 1
Jul| = E(||f||qIIXI|” + lgl?lyl?)? < =(IA 19 + llgl?)” =1

a
1 1
I1(f.8)u) = ;(Ilfll"_lf(otX) + gl "g(By)) = ;(Ilfllq_llf(X)l + gl gl) >
q q q—1 q—1 1
LAV I e eyt o= g
Odtud snadno plyne, ze || I( £, 2)|| = ||(f, &)
Je-li p =1, pak
II(f.ll= sup |[fx)+gWI = sup (Iflx=lxllx + lgly=lylly) <
(x,y)€EBZz (x,y)€EBz
5( s1)1pB max{|l fllx= lglly+}(lxlx + lylly) = I(£ &I
X,Y)€Ebz

Pro opac¢nou nerovnost predpokladejme bez djmy na obecnosti, Ze || || > ||g||. Necht’ & > 0 je libovolné.
Naleznéme x € By tak, aby | f(x)| > || f|| — &. Pak [[I(f. )Il = [I(f.&)(x,0)| = [f()[ > [| /]| —¢e =

I/, &)Il — &. Odtud snadno plyne, Ze [[1(f. g)|| = [[(f. &)
Konecné, je-li p = oo, pak

11(fo)ll= sup |[f(x)+gI=< sup (Ifllx=lxlx + lgly=lyly) <
(x,y)€EBZz (x,y)€EBz
< sup  max{|lx[x. |ylly }(Il fllx= + llglly=) = I(f 2.
(x,y)€EBz

Pro opa¢nou nerovnost zvolme ¢ > 0 libovolné a naleznéme x € By tak, aby | f(x)| > || f|| — &, ax € K,
|| = 1, aby | f(x)| = af (x). Analogicky nalezneme y € By tak, aby |g(y)| > |lg]l —¢&,aB € K, |B| =1,
aby |g(»)| = Bg(»). Polozme u = (ax, By) € Z. Pak [[u|| = max{|e|| x| [Blllyll} <1a

1(f.8)(w) = flax) +g(By) =[SO+ [gW > /1l + llgll —2¢ = (/. &) - 2e.
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Odtud snadno plyne, Ze |[1(f. g)[ = (/. &)I-
O

Nekolik néasledujicich tvrzeni se bude tykat prostoru C(K). Zformulujeme je v obecnéjsi verzi pro kom-
paktni topologické prostory. Ctendf, ktery neni obezndmen se zdklady topologie, si vSude misto topologického
prostoru miZe predstavovat metricky prostor.

DEFINICE 17. Necht' K je kompaktni topologicky prostor. Rekneme, Ze linedrni funkcional A na C(K)
je nezdporny, jestlize A( f) > 0 pro kazdou nezapornou funkci f € C(K).

FAKT 18. Necht’ K je kompaktni topologicky prostor a A je nezdporny linedrni funkciondl na C(K).
Pak A(f) € R pro f € C(K) redlnou a A je monotonni, tj. A(f) < A(g) kdykoli f,g € C(K) jsou redlné
funkce spliiujici f < g. Ddle A je automaticky spojity a pro redlnou f € C(K) plati |A(f)| < A(| f]).
Tedy v redlném pripadé plati | Al = A(1).

DUKAZ. Je-li f € C(K)redlnd, pak A(f) = A(fT—f7)=A(fT)—A(f7) € R,nebot’ fT1i f~ jsou
nezaporné. Dale pro f,g € C(K) redlné, f < g, mame A(g) — A(f) = A(g— f) > 0,nebot’ g — f > 0.
Odtud A(f) < A(g),nebot A(f), A(g) € R.Proredlnou f € C(K) plati f <|f|a—f <|f|, odkud s
pouzitim monotonie dostaneme A( f) < A(|f|)a—A(f) = A(—f) < A(| f]), coz dohromady dava odhad
|A(f)| < A(] f]). Odtud v redlném ptipadé plati, Ze | A(f)| < A(1) pro f € Bc(k). V komplexnim piipadé
pak [A(f)| = [ARe [ +iIm f)| < [ARe f)| + [A(Im f)| < A([Re f|) + A([Im f]) < 2A(|f]).a
tedy || All = 2A(1).

O

Poznamenejme, Ze ve skutecnosti vyse uvedend nerovnost |[A(f)| < A(]f|) plati i v komplexnim
piipadé, coz ihned plyne z reprezentace niZe.

VETA 19 (O reprezentaci nezdpornych linedrnich funkcionali na C(K)). Necht’ K je kompaktni Hausdor-
Jfitv topologicky prostor a A je nezdporny linedrni funkciondl na C(K). Pak existuje jednoznacné urcend
reguldrni borelovskd nezdpornd mira w na K spliiujici A(f) = [ f du pro kazdé f € C(K).

Vsimnéme si, Ze predchozi véta fikd, Ze existuje bijekce mezi mnoZinou vSech regularnich borelovskych
nezdpornych mér na K a mnozinou vsech spojitych linearnich nezdpornych funkcionéli na C(K).

K dikazu budeme potiebovat Lemma(15.13|a Vétu|15.14

DUKAZ. Diikaz je pomérné technicky, proto nejprve nastinime zékladni strategii. Pfedpoklddejme, Ze mira u
ma pozadované vlastnosti. Z regularity plyne, Ze i je jednoznacné urcena svymi hodnotami na otevienych,
piipadné uzavienych, mnoZinich. Zvolme napiiklad oteviené mnoZiny. Pro kaZzdou otevienou mnozinu G C
K plati 1(G) = [ x¢ du, kde na pravé strang je ,.evaluace funkciondlu A na funkci x¢ “. Zdélo by se tedy
vhodné definovat (G) = A(xg), ovSsem hodnota A(xg) obvykle neni definovana, nebot’ y neni spojitd
funkce (pokud G neni obojetnd). Pfirozenym ndpadem tedy je funkci yg aproximovat pomoci spojitych
funkci. Pro kazdou f € C(K),0 < f < 1sesupp f C G plati A(f) = [; fdu < [;1du = u(G).
Na druhou stranu, zvolime-li libovolné ¢ > 0, pak z vnitini regularity plyne existence uzaviené F C G
takové, ze L(F) > 1(G) — ¢. Dle Lemmatu [15.13]existuje f € C(K),0 < f <1, kterd jerovna I na F a

supp f C G.Pak A(f) = [; fdpu = [ fdu = n(F) > u(G) — e. Plati tedy
1(G) = sup{A(f): f € C(K),0 = f < lsuppf CG}. 3)

Vztah (3) je tedy nutnou podminkou, kterou musi mira x spliiovat, a proto je pfirozené vyjit pii kon-
strukci p pravé z tohoto vzorce. Hodnoty p na borelovskych mnoZinach jsou pak jednoznac¢né ur€eny pomoci
vnéjsi regularity. Konstrukei Ize tedy vést tak, Ze definujeme p na otevienych mnozindch vzorcem (3)) a na
borelovskych mnoZindch vzorcem

W(E) = inf {,u(G); GDOEG otevfené}, 4)

ukaZeme, Ze definice je konzistentni a Ze takto definovana u je regularni mira, a Ze tato mira reprezentuje
funkciondl A. Kvili technickym obtiZim nicméné zkonstruujeme nejprve vnéjsi miru tak, Ze definujeme
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hodnoty p vzorcem (@) na v§ech podmnoZinach K, a pak pomoci CarathéodoryOV)ﬂ konstrukce ukdzeme, Ze
restrikce  na borelovské mnoziny je mira. Konstrukce bude rozdélena do nékolika technickych krok:

1. krok: Konstrukce vnéj$i miry p na K pomoci vzorcu (3)) a (4).

2. krok: Ukézeme, Ze borelovské mnoziny jsou carathéodoryovsky méfitelné vzhledem k p, a tedy restrikce p
na borelovské mnoZiny je regularni borelovskd mira.

3. krok: Ukédzeme, Ze u reprezentuje funkcional A.

4. krok: UkaZeme jednoznacnost j.

1. krok. Pro kazdou otevienou G C K definujme u(G) pomoci vzorce (3). Déle pro kazdou E C K,
kterd neni oteviend, definujme w(E) pomoci vzorce (d). Je ihned vidét, Ze jsou-li U,V C K oteviené a
U C V,pak u(U) < (V). Odtud plyne, Ze vzorec () plati pro vSechny E C K. Ddle je zfejmé, Ze i je
nezédpornd, kone¢né (Fakt([18)), (¥) = 0 a w(E) < u(F) pro libovolné E, F C K, E C F.Zbyvé ukazat
o -subaditivitu.

Necht’ je ddna posloupnost mnozin {E,} v K. Zvolme libovolné ¢ > 0. Podle () existuji oteviené
mnoziny G, D E, spljici u(G,) < u(E,) + 57 pro kazdé n € N. PoloZzme G = e, Gn. Pak G je
oteviend mnoZzina a podle (3) existuje f € C(K) spliujici 0 < f < I,supp f C G a A(f) > u(G) —e.
Mnozina supp f je uzaviend podmnozina K, tedy je kompaktni. Proto existuje m € N takové, Ze supp f C
U;":l G;. Polozme Uy,+1 = K \supp f aU; = G;,i = 1,...,m. Pak {Uy,...,Uy+1} je oteviené
pokryti K, a tedy dle Véty existuji g1,...,8m+1 € C(K) spliujici 0 < g; < l asuppg; C U;
proi =1,....m+1la Z:":l gi = 1. ProtoZe gm+1 = O na supp f, plati Y 7~ g = 1 na supp f.
PoloZzme h; = fg;,i = 1,...,m.Pakh; € C(K),0 < h; < lasupph; CU; = G;proi =1,...,ma
f =201 hi. Tedy

u( E) fu(G)<A(f)—|—8=8+ZA(hi)58+ZM(Gi)§5+Z(M(Ei)+§) =

n=1 i=1 i=1

o0
<2+ Z W(E;).
i=1
ProtoZe nerovnost plati pro kazdé ¢ > 0, je n o-subaditivni. Tedy p je vnéjS$i mira na K.
2.krok. Necht' § je mnoZina vSech carathéodoryovsky méfitelnych podmnoZin K vzhledem k pu, tj.
mnozin £ C K splnujicich u(7) = w(T N E) + w(T \ E) pro kazdou testovaci T C K. Pak dle
Caratheddoryovy véty je § o-algebra a u ziZend na § je mira (dokonce tplnd). Je tfeba ukazat, Ze §
obsahuje vSechny borelovské podmnoziny K. K tomu staci ovéfit, Ze § obsahuje vSechny oteviené mnoziny.
Nejprve ukdZeme, zZe u je aditivni na otevienych mnozinach. Necht’ tedy U,V C K jsou disjunktni
oteviené mnoziny. Diky subaditivité pu staci ukazat, Ze w(U U V) > w(U) + n(V). Zvolme libovolné
e > 0. Dle existuji f,g € C(K) spliujici 0 < f < l,suppf C Ua0O < g < 1,suppg C V
takové, ze A(f) > u(U) —ea A(g) > u(V) —e. ProtoZze U a V jsou disjunktni, plati 0 < f + g <1la
supp(f + g) C U UV, atedy

pUUV) = A(f +g) = A(f) + A(g) = n(U) + pn(V) — 2.
Protoze to plati pro kazdé & > 0, dostavame (U U V) > u(U) 4+ (V).

Nyni jiZ relativné snadno dostaneme, Ze kazda oteviend podmnoZina K je carathéodoryovsky méfitelna
vzhledem k . Necht’ tedy G C K je oteviend a T C K je libovolna. Diky subaditivité staci ukézat, ze
w(T) > w(T NG)+ u(T \ G). Zvolme ¢ > 0 libovolné. Podle (@) existuje U D T oteviena spliujici
w(U) < w(T) + e. Ze (3) najdeme f € C(K) takovou,ze 0 < f < L,suppf C UNG a A(f) >
w(lU N G) — e. Podle Lemmatuexistuje oteviend mnozina V spliiujicisupp f C V. C V Cc U N G.
Pak (V) > A(f) = (U N G) —e. Mnoziny V a U \ V jsou disjunktni a oteviené. Z aditivity 1 na
otevienych mnoZinich tedy dostdvame

w(T)>pU)—e=pu(VUU\V))—e=pu(V)+upnU\V)—¢c>
>uUNG)—e+pu(U\G)—e>u(TNG)+ u(T\G)—2e.

3Constantin Carathéodory (Kmvotavtivog Kapateodmpr)) (1914)
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Tato nerovnost plati pro kazdé ¢ > 0, tedy u(T) > u(T N G) + u(T \ G).

Na zavér tohoto kroku si uvédomme, Ze z monotonie A plyne u(K) = A(l) < +o0o, specidlné u
je konecnd na kompaktnich podmnozinich K. Ddle p je zevné reguldrni piimo podle (). OvSem kazda
konecnd zevné regularni mira je automaticky reguldrni i zevniti. Tedy restrikce i na borelovské mnoziny je
reguldrni borelovska mira.

3. krok. Ukazeme, ze A(f) = [, fdu pro kazdou f € C(K). S vyuzitim rozkladu na redlnou a
imagindrni ¢4st a diky linearité¢ A a integrélu staci dokdzat reprezentaci pro redlné funkce. Déle si v§imnéme,
ze stali dokdzat nerovnost A(f) < [, f du pro kazdou redlnou f € C(K). Pak totiZ aplikaci této
nerovnosti na — f obdrzime opacnou nerovnost pro f.

Necht’ je tedy ddna redlnd f € C(K) anecht a,b € R spliiujia < f < b. Bez ijmy na obecnosti
miizeme predpokladat, ze a = 0. Vskutku, mdme-li poZzadovanou nerovnost dokdzanu pro vSechny nezaporné
g € C(K), pak diky rovnosti A(1) = w(K) = [i xxkdp midme A(f) = A(f —ayxx + axg) =
A(f —axk) +adA(xx) < [ (f —axg)du +a [ xxdp = [i f dp. Zvolme libovolné 0 < & < 1 a
realna Cisla0 = yg < y1 < +++ < yp—1 < b < y, spliujici y; — y;—1 <eproi = 1,...,n. Protoze f je
spojitd, mnoZiny

Ei={xeK; yi1<f(x)<y}, i=1,...,n
tvori borelovsky rozklad K. Dédle mnoziny {x € K; f(x) < y; + €} jsou oteviené. Diky regularité u
tedy existujf oteviené mnoziny U;, i = 1,...,n spliujici w(U;) < pu(E;)) + 2 a E; C U; C {x € K;
f(x) < y; + ¢&}. Systém {Uy, ..., U,} tvoii oteviené pokryti K, a tedy podle Véty existuji funkce
g1,---,8n € C(K) spliiujici 0 < g; < lasuppg; C Uiproi = 1,...,naY ._, g = 1. Pak mdme
gif<(i+egnaKaf=>y_1>y,—enak;proi =1,...,n,atedy

A(f) = A(f Zgi) =Y A ) =D i +AE) <) (i + o)) <
i=1 i=1 i=1 i=1
= Z(J’i + 8)(M(Ei) + 2) = Z()’i — ) u(E;) + 2SZM(Ei) + SZ(%’ +e) <
= in;[Ei(%‘ —&)dp + 2ep(K) + S”(b +2¢) < X::/E fdp+ e(2u(K) + b + 2¢)

=/ fdu+e(2u(K) + b +2),
K

pfi¢emz prvni nerovnost plyne z monotonie A a druhd plyne z (3)). ProtoZe nerovnost plati pro libovolné
0 < e < 1, je tim dikaz 3. kroku dokoncen.

4. krok. Necht' u, v jsou dvé regularni borelovské miry reprezentujici funkciondl A. Vzhledem k vné&jsi
regularité staci ukdzat, Ze se shoduji na otevienych mnoZinach. Necht G C K je oteviena mnoZina. Zvolme
¢ > 0 libovolné. Diky vnitfni regularité existuje uzaviend mnozina F C U spliujici u(F) > u(G) —e.
Podle Lemmatu[15.13]existuje f € C(K) spliujici0 < f <1, f = 1 na F asupp f C G.Pak

w(G) <M(F)—|—8f/ fd,u—|—8=/ fdv+e=<v(G)+e
K K
Toto plati pro kazdé ¢ > 0, a tedy u(G) < v(G). Prohozenim roli i a v dostaneme opa¢nou nerovnost.

O

Pred studiem nésledujici véty je nezbytné se sezndmit s integraci vzhledem ke komplexnim mirdam, vizte
napt. Dodatek, pododdil

VETA 20 (Rieszova véta o reprezentaci C(K) *H) Je-li K kompaktni Hausdorffitv topologicky prostor,
pak prostor C(K)* je linedrné izometricky s prostorem M(K) vSech reguldrnich borelovskych komplexnich
(resp. znaménkovych) mér na K pomoci zobrazeni I : M(K) — C(K)*, I(i) = ¢, kde

ou(f) = /K £ dp.
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Tuto reprezentacni vétu dokdzeme s pomoci Véty [I9]a nasledujictho lemmatu.

LEMMA 21. Necht’ K je kompaktni topologicky prostor a ¢ € C(K)*. Pak existuje nezdporny A €
C(K)* takovy, Ze |o(f)| < A(|f]|) pro kaZdou f € C(K).

DUKAZ. Necht C*(K) zna¢i nezdporné spojité funkce na K. Pro f € Ct(K) ah € C(K) spliujici
|h] < f plati |e(h)] < eIzl < llellllf]|l. MiZeme tedy definovat nezdpornou funkci A: Ct(K) — R
pfedpisem
A(f) = sup {le(h)|; h e C(K),|h] < f}.

Snadno je vidét, ze A(f) < A(g) kdykoli f,g € CT(K) spliuji f < g,a ddle A(cf) = cA(f)
kdykoli f € CT(K) ac > 0. Téz ihned vidime, Ze A spliiuje nas§ pozadavek |¢( /)| < A(| f]) pro kazdou
f € C(K).Zbyva nam ukazat, ze A lze rozsitit na vSechny funkce z C(K) tak, aby to byl linearni funkcional.

Ukazme nejprve, Ze A je aditivni na CT(K), §j. A(f; + f2) = A(f1) + A(f2) pro libovolné fi, f> €
C*(K).Necht' fi, f>» € C*(K) jsou ddny. Zvolme libovolné ¢ > 0. Dle definice existuji i, h, € C(K)
takové, Ze |h;| < f; a|p(h;)| > A(f;) —e, j = 1,2. Necht’ oy, 0, € C spliwuji |orj| = 1 a ajp(h;) =
lp(hj)l, j = 1,2. Pak |ayhy + azha| < || + |h2| < f1 + f2, takZe

A1)+ AS2) < lp(h)|+]e(ha)|+2e = @(arhy +azhy) +2¢ < A(Jhi|+|h2]) +28 < A(fi + f2) +26.

Protoze ¢ > 0 bylo libovolné, plyne odtud, ze A(f1) + A(f2) < A(f1 + f2).
Pro opacnou nerovnost uvazujme libovolnou funkci 4 € C(K) spliujici |h| < fi + f>. PoloZzme
V={x€K; filx)+ fo(x) >0}aproj = 1,2 definujme

Ji (x)h(x)

hi(x) = G A0) prox € V,
’ 0

prox € K\ V.

Funkce /; jsou zjevné spojité v bodech mnoziny V. Je-lix € K \ V, pak h(x) = 0, a protoZe h je spojitd
aplati 0 < |h;| < |h|, jsouih; spojité v x. Tedy h; € C(K), j = 1,2. Protoze hy + h, = h a |h;| < f;,
mame

lp(h)| = le(h) + o(h2)] = le(h)[+]e(h2)] = A(f1) + A(f2).
ProtoZe tato nerovnost plati pro vSechna h € C(K) spliujici |h| < fi + f>, dostavame, Ze A(f; + f>) <
A(fH) + A(S2).

Na zavér dodefinujeme A(f) = A(f ) — A(f ) proredlnou f € C(K) a v komplexnim pifpadé dile
A(f) = ARe f) +iA(Im f) pro obecnou f € C(K). (Poznamenejme, Ze definice jsou konzistentnt,
nebot’” A(0) = 0.) Zbyva nam ovéfit linearitu A. Necht' nejprve f,g € C(K) jsou realné. Polozme
h=f+4+gPakht—h = ft—f +gt—g,neboliht + f~+g~ =h"+ f+ +gT. Zaditivity A
pro nezaporné funkce tak dostdvame A(hT) + A(f7) + A(g™) = A(h™) + A(f ) + A(g™), odkud jiz
snadno obdrzime A(h) = A(f) + A(g). Komplexni pfipad pak snadno plyne z redlného a z aditivity Re
a Im.

Konec¢né, snadno je vidét, Ze pro kazdou f € C(K) je A(cf) =cA(f)proc > 0a A(—f) = —A(f).
V komplexnim ptipadé pak A(if) = A(—Im f) +iA(Re f) = i(A(Re f)+iA(Im f)) =1iA(f). Tim
je dokéazéno, Zze A je linedrni funkciondl na C(K).

O

DUKAZ VETY 20l Necht u € M(K) je ddno. Pro kazdé f € C(K) plati

/Klfldlul < LAl (K = [pellLA1-

Odtud plyne, Ze ¢, je dobie definovand funkce a plati @, (/)| < [ | f|dln| < lpell]l £ Déle ¢, je zjevné
linedrni, a tedy ¢, € C(K)* a g, ]l < llell

Na druhou stranu, dle Tvrzeni [15.94] existuje borelovska funkce : K — C spliiujici |2(x)| = 1 pro
kazdé x € K a [ fdu = [ fhd|u] prokazdou f € L;(|u|). Podle disledku Luzinovy véty ([R, str. 71]

°F. Riesz vétu ukézal pro C([a, b]) pomoci Stieltjesova integralu (1909-11), J. Radon zavedl miru a zobecnil vétu na R”
(1913), pro kompaktni metrické prostory reprezentaci dokdzal S. Banach (1937).
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nebo Diisledek (15.85) existuje posloupnost { f,} C B¢ (k) takovd, Ze f,(x) — h(x) pro |u|-s. v. x € K.
Pak z Lebesgueovy véty plyne, Ze

i o)1 = tim | [ o] = | tim [ patl| = | [ Fael] = [ 1l = i) = .
n—00 n—oo | J n—>oo [ K K

Tedy |¢.|l = ||p||. Linearita zobrazeni / je zfejma4, takZe je to linedrni izometrie do.

UkaZme, Ze I je na. Necht' ¢ € C(K)*. Dle Lemmatu 21]existuje nezdporny linedrni funkciondl A na
C(K) splijici |¢(f)| < A(]f]) pro kazdou f € C(K). Dle Véty [19|existuje na K (konend) reguldrni
borelovska nezdporna mira A splitujici A(f) = [ f dA pro kazdou f € C(K). Mame tedy

(N = A(SfD = /Klfld)L = Al

pro kazdou f € C(K). Odtud plyne, Ze jsou-li f, g € C(K) takové, ze f = g A-s.v.na K, pak |¢(f) —
@) =< If —gllL,cxy = 0,neboli ¢(f) = ¢(g). MiiZeme tedy chapat funkciondl ¢ jako linedrni funkcional
@ na prostoru (C(K), ||-||, ) jakoZto podprostoru L;(A). Navic nerovnost vysSe ukazuje, Ze ¢ je spojity
a |@|| < 1. Protoze C(K) je husty podprostor L;(A) v normé prostoru L;(A) ([R, Véta 3.14]), existuje
jednoznalné rozsifeni ¢ na funkciondl ¢ € L;(1)* (Véta[l.64). Tedy dle Véty [15(d) existuje g € Loo(A)
takovd, ze ¥ (f) = [ fgdA prokazdou f € L;(A). Definujme komplexni borelovskou miru p pfedpisem

H(E) = /Egdx

pro kazdou E C K borelovskou. Dle Véty [15.91|je pu reguldrni. Pak diky Vété [15.93| mdme ¢, (f) =
Je fdu =[x f8dd =¥ (f) = ¢(f) = ¢(f) pro kazdou f € C(K).

O

VETA 22 (Felix Hausdorff). Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y je jeho podprostor.
(a) Necht' Y je uzavieny. Zobrazeni I: Y+ — (X/Y)* dané predpisem

I(HE) = fx)

je linedrni izometrie Y+ na (X/Y)*.
(b) Zobrazeni I: X*/ Y+ — Y* dané predpisem

I(f)=fly
je linedrni izometrie X*/ Y+ na Y *.
Tedy (X/Y)* Ize identifikovat s Y+ a Y * Ize identifikovat s X*/ Y +.

DUKAZ. (a)Je-li f € Y1 ajsou-lix,y € X takové,Ze X =y v X/Y,pakx—y € Y, atedy f(x) = f(y).
Zobrazenti [ je tedy dobie definované. Zjevné I je linedrni. UkaZme, e I je izometrie do: Necht' f € Y 1. Pak
I = supzepy,, @] = supgep T @] = supyey, | £(0)] = | £, pricem? druhd rovnost
plyne z faktu Ux;y = q(Ux),kde ¢: X — X/Y je kanonické kvocientové zobrazeni (Tvrzeni [1.71).
Konecng, je-lig € (X/Y)*,pak gog € X* anavicgoq € Y. Zjevné I(g o q) = g, tedy I je na.

(b) Nejprve si uvédomme, e Y - je uzavieny podprostor X * (Lemma a)), atedy X*/ Y je normovany
linearni prostor. Déle [ je dobfe definovano, nebot” jsou-li f,g € X* takové, Ze 7 =gvX*/Y" pak
f—geYt neboli f = gnaY.Zjevné I je linedrni. Ukazme, Ze I je izometrie do: Necht' f € X*. Je-li

hef.pakhly = fly.tedy [Al| = || f by |. odkud plyne | f|| = inf,_7|A] = | f }y| = [l 1(f)]. Na

NP4

druhou stranu, dle Hahnovy-Banachovy véty (VétaE]) existuje rozsifeni g € X* funkciondlu f |y € Y'*
splitujict [|g]| = ||/ ty|l. Pak g — f € Y+, ti. g € f. Proto [I(f)| = |/ tv] = llgll = || fI. Konegng,
je-lig e Y*a f € X* jerozsiteni g z Hahnovy-Banachovy véty, pak I(f) = f |y = g, atedy [ je na.

O

POZNAMKA. Reprezentacni véty z tohoto oddilu hovoii o tom, jak Ize reprezentovat dudlni prostor pro
konkrétni Banachovy prostory X v tom smyslu, Ze existuje linedrni izometrie mezi néjakym Banachovym
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VeV Vo2

prostorem Y a dualem X *. Nejdulezitéjsi casti téchto reprezentacnich vét jsou ovSem popisy toho, jakym
zptisobem prvek Y, ktery reprezentuje funkciondl na X, pisobi na prvky prostoru X.

Obvykle se prostory X * a Y ztotoznuji, fikdme tedy napiiklad ,,¢; je dudlem k ¢ . VZdy je ovSem tfeba
mit na paméti, Ze toto ztotoZnéni je realizovano pomoci piislusné izometrie, a je dileZzité védeét, jak vypada
prislusna ,,akce* konkrétniho prvku prostoru Y na dany prvek prostoru X.

PRIKLAD 23. Uvazujme X = {; a B = ¢y C o, = {]. Pak B je uzavieny podprostor £] a B} = {0} C

. Oznacime-li totiZ f, kanonické bazové vektory v co, pak pro x = (x,)5>; € By mdme x, = f,(x) =0
pro kazdé n € N. Tedy (B1)* = {0}t =4} = {o 2 ¢co = B.

o

3. Druhy dual a reflexivita

Reflexivni prostory jsou vyznamnou tiidou Banachovych prostord. Jejich dilezitost spociva predevsim
v tom, Ze v nich funguje jista ndhrazka kompaktnosti jednotkové koule, jak uvidime v oddilu Definice
reflexivniho prostoru pracuje s druhym dudlnim prostorem. Vyznam této definice se lépe vyjasni opét az
v oddilu

DEFINICE 24. Necht' X je normovany linearni prostor. Symbolem X** znac¢ime (X*)*, tj. dudl k
prostoru X *. Tento prostor nazyvame druhym dualem.

Je-li x € X, pak definujeme tzv. evaluaéni funkciondl &, € X** predpisem e,( f) = f(x) pro kazdé
f € X*.Z definice je zfejmé, Ze ¢, je linedrni, spojitost pak plyne z odhadu | f(x)| < ||x|||| f |-

DEFINICE 25. Necht X je normovany linearni prostor. Zobrazeni ¢: X — X** dané predpisem
e(x) = &, se nazyva kanonické vnoreni X do X **.

TVRZENI 26. Necht' X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnoreni e: X — X** je linedrni
izometrie do. Je-li tedy X navic Banachitv, pak £(X) je uzavieny podprostor X **

DUKAZ. Pro libovolnad x,y € X, f € X* askaldr @ mdme e,4,(f) = f(x +y) = f(x) + f(y) =
ex(f) + & (f) = (ex + &)(f) apodobné eux(f) = flax) = af(x) = alex(f)) = (aex)(f).
Tedy zobrazeni ¢ je linedrni. Déle |e(x)[| = supsep,.[ex(f)| = supsep,.[f(x)| = [x| dle dudlniho
vyjadfeni normy (Dusledek[6). Tedy ¢ je izometrie do. Je-li X navic Banachiv, pak £(X) je uzavieny dle

Tvrzeni[I.62]c).

O
Pomoci vnoreni do druhého dudlu snadno dokdzeme nésledujici pozorovéni.

TVRZENI 27. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak dim X* = dim X, a to i v pFipadé, Ze
dim X = oo.

DUKAZ. Je-li dim X = n < oo, pak dimenze prostoru vSech linedarnich forem na X je rovna n. Podle
Véty je ovSem kazd4 linedrni forma na X spojitd, a tedy dim X* = n.

Necht' nyni dim X = oco. Ukazeme, Ze pak také dim X* = oo. Pfedpokladejme, Ze to neni pravda, tj.
dim X* < oo. Pak dle predchozi ¢asti je dim X ** < oo. Prostor X je ov§em izomorfni podprostoru X **,
atedy dim X = dime(X) < dim X** < oo, coZ je spor.

O

VETA 28. Pro kazdy normovany linedrni prostor X existuje jeho ziiplnént, tj. Banachiiv prostor takovy, Ze
X je jeho husty podprostor. Pro kaZdy prostor se skaldrnim soucinem X existuje jeho ziiplnéni, tj. Hilbertiv
prostor takovy, Ze X je jeho husty podprostor. Tato rozsireni jsou urcena jednoznacné aZ na izometrii, tj.
Jsou-li X1, X, dvé ziplnéni X, pak existuje linedrni izometrie X1 na X», kterd je na X identitou.

V ditkazu vyuZijeme ndsledujici lemma.
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LEMMA 29. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorynad K a T : X — Y je linedrni izometrie
do. Pak existuji normovany linedrni prostor Z a linedrni izometrie S : Z — Y na tak, Ze X je podprostor Z
as rX =T

DUKAZ. Necht' e je takovd mnoZina, Ze usporadana dvojice [e, y] ¢ X pro kazdé y € Y. Definujme
mnozinu Z = X U{fe,y]; y € Y \ T(X)} azobrazeni S: Z — Y predpisem S(x) = T(x) prox € X
aS([e,y]) =yproy € Y \ T(X). Dle predpokladu na e je S dobfe definovdno. Snadno je vidét, Ze S je
bijekce a zjevné S |x = 7. Na mnoZinu Z presuneme vektorové operace z prostoru Y pomoci zobrazeni S:
Prox,y € Z aa € K definujeme x + y = S7'(S(x) + S(»)) ac-x = 7! (aS(x)). Snadno lze ovéfit, ze
Z s takto definovanymi operacemi je vektorovy prostor. Protoze S [y = T je linearni vzhledem k pivodnim
operacim na X, plyne odtud, Ze nové definované operace na X jakozZto podmnoziné Z souhlasi s pivodnimi
vektorovymi operacemi na X, a tedy X je vektorovy podprostor Z. Definice vektorovych operaci na Z téz
pfimo dava, Ze S je linedrni zobrazeni.

Podobné na Z presuneme normu z Y: Pro x € Z definujeme ||x|| = ||S(x)||. Linearita S snadno
implikuje, Ze ||-|| je norma na Z. ProtoZe S |x = T je izometrie vzhledem k pivodni normé na X, plyne
odtud, Ze nové definovand norma na X jakoZto podmnoziné Z souhlasi s piivodnimi normou na X, a tedy X
je podprostor Z jakoZto normovaného linedrniho prostoru. Kone¢né, z definice normy je ptimo vidét, Ze S je
izometrie.

O

DUKAZ VETY 28l Podle Tvrzeni[26]je ¢ linedrni izometrie, tedy dle Lemmatu 29 pouZitého na zobrazeni
T =¢e¢aY = e(X) existuji normovany linearni prostor X obsahujici X a linedrni izometrie S : X > Yna
takovd, 7Ze S |y = . Protoze X ** je dplny (Veta- ), je 1 Y uplny (Tvrzeni u(b)) atedyi Xj je uplny
(Véta|l .b)) Protoze S(X) = e(X) je husty v Y a S je homeomorfismus, plyne odtud, Ze X je husty v X.

s ¥z

Necht’ nyni X je prostor se skalarnim soucinem nad K. Podle prvni Casti existuje jeho zuplnéni X
159

jakoZzto normovaného linearniho prostoru. Pak metricky prostor X xXij je téz uplny (Véta|15.6) a snadno je
vidét, Ze X x X je v ném husty. Funkce (-,-): X x X — K je dle Tvrzeni[1.86(b) stejnom&rné spojitd na
omezenych podmnoZinidch X x X, tedy existuje jeji spojité rozsiteni s : XxX—>K (Véta . Funkce
(x,y,2) = s(x +y,z2)a(x,y,z) = s(x,z) + s(y,2) jsou spojité na prostoru XxXxX a jsou si
rovny na jeho husté podmnoZziné X x X x X (z linearity skaldrntho sou¢inu (-, -}). Tedy dle Véty [15.3|plati
s(x+y,z) =s(x,2) +s(y,z) prokazdé x, y,z € X. Analogicky ovéfime i ostatni vlastnost1 skalarniho
soucinu a téZ rovnost s(x, x) = ||x ||2 pro kazdé x € X. Tedy s je skaldrni soucin na X indukujici dplnou

normu na X.

K diikazu jednoznacnosti predpokladejme, ze X; a X, jsou ziplnéni X . Pak zobrazeni Idx chapané jako
prvek £(X, X») lze rozsitit na spojity linearni operator T € £(X1, X»), ktery je izometrii do (Véta|1.64).
Podle Tvrzeni 1.62kc) je T(X1) uzavieny v X,. Tedy X, = x* C T(X1) C X,, takze T(X;) = Xo.

O
DEFINICE 30. Banachuv prostor X se nazyva reflexivni, pokud X** = ¢(X).

Pov§imnéme si, Ze je-li X** = &(X) pro normovany linedrni prostor X, pak X je izometricky tplnému
prostoru X **. Tedy je uplny dle Véty b). Podminka X ** = &(X) ve vySe zminéné definici tedy nemize
byt splnéna pro prostory, které nejsou Banachovy.

VETA 31. KaZdy Hilbertiv prostor je reflexivni.

DUKAZ. Necht' H je Hilbertiv prostor nad K. Méjme F € H** dano. Polozme f(x) = F(I(x)) pro
x € H,kde I: H — H* je identifikace z Véty [1.122] Snadno je vidét, ze f € H*, ¢ili dle Véty [1.122]
existuje y € H takové, ze f(x) = (x,y) pro kazdé x € H. Vezméme libovolné g € H* a naleznéme
x € H splnujici I(x) = g. Pak

F(g) = F((x)) = F(I(x)) = f(x) = (x,y) = (y.x) = g(y) = &(8).
Tedy F' = ¢, = ¢(y), odkud plyne, Ze ¢ je na.
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Alternativné miiZeme argumentovat nasledovné: Dle Véty [1.120]je H linearné izometricky prostoru
£5(I"), ktery je reflexivni podle Prikladu [34(b). Tedy je H reflexivni dle Véty [32](a).
O

VETA 32. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X reflexivni.

(b) Uzavreny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni prdavé tehdy, kdyz jeho dudl X™ je reflexivni.

(d) Jsou-li X, Y reflexivni, je prostor X @, Y reflexivni pro libovolné 1 < p < oc.
(e) Je-li X reflexivni a Y jeho uzavieny podprostor, pak je XY reflexivni.

DUKAZ. (a) Necht' Y je reflexivni Banachiv prostor, 7: X — Y je linedrni izomorfismus a je dan F' € X **.
Vsimnéme si, Ze g o T € X* pro kazdé g € Y *, takze miZeme definovat

G(g) = F(goT) progeY™

Snadno je vidét, Zze G je linearni a |G(g)| < ||Flllgo T|l < IFIIIT|llg]l (Fakt{1.49), tedy G € Y **.
ProtoZe Y je reflexivni, existuje y € Y spliiujici &, = G. Tvrdime, Ze x = T~'(y) spliiuje &x = F. Zvolme
f € X*libovolné. Pak g = f o T™! € Y*, atedy

F(f)=F(foT " oT)=F(goT)=G(g) =&y(g) =g(y) = f o T (T(x)) = f(x) = ex(f).

Tedy kanonické vnofeni ¢ je na.

Poznamenejme, Ze pokud jiz mame k dispozici teorii dudlnich operatord, pak tvrzeni (a) je pifimocarym
disledkem jejich vlastnosti: Dle Véty b) je T** izomorfismus, tedy dle Tvrzeni jeex = (T*) 1o
ey o T, pricemz vSechny tii operdtory vpravo jsou na.

(b) Necht’ Y je uzavieny podprostor reflexivniho prostoru X anecht e;: X — X**aeg: Y — Y**
jsou kanonicka vnoreni. Zafixujme G € Y ** a poloZme

F(f)=G(fly) profeX"

Pak F € X**, nebot’ |F(f)| < |G f Iyl < Gl S, atedy existuje x € X spliujici e;(x) = F.
Dokonce x € Y, protoZze v opacném piipadé by existoval funkciondl f € X* spliiujici f = Ona Y a
f(x) > 0 (Véta[l), coz by znamenalo, Ze

0 < f(x) =e1(x)(f) = F(f) = G(f Iy) = G(0) = 0.

Nakonec ukazme, Ze €;(x) = G. Dané g € Y * rozSifrme pomoci Hahnovy-Banachovy véty na f € X* a
pocitejme
£2(x)(g) = g(x) = f(x) = e1(x)(f) = F(f) = G(f I'y) = G(g).

(c)Necht g1: X - X*  agy: X* — X™* jsou prislusna kanonicka vnoreni.
= Je-li ® € X*** ddno, je f = @ oe; € X*. Tvrdime, Ze plati e,(f) = @. Pro libovolné F € X**
totiZ z reflexivity X najdeme y € X splnujici ;(y) = F. Pak

O(F) = P(e1(y) = f(y) = ex(N(f) = F(f) = e2(/)(F).

Tedy ¢, je na, coZ znamend, Ze X * je reflexivni.

& Z predchozi implikace plyne, Ze X** je reflexivni. Podle Tvrzeni 26| je &, (X) uzavieny podpro-
stor X **, a tedy je reflexivni podle (b). Prostor X je izometricky prostoru &1 (X) (opét Tvrzeni [26)), a tedy je
reflexivni podle (a).

(d)Necht' 1 < p <o00.OznaCmee: X ®,Y - (X P, Y)*™ , e1: X - X aey: ¥ — Y** pfislusnd
kanonickd vnofenia I : X* @, Y* — (X @, Y)* identifikaci z Véty[16] Necht’ H € (X & Y)** je dano.
Polozme F(f) = H(I(f,0)) pro f € X*a G(g) = H(I(0,g)) pro g € Y*. Potom F € X**, nebot’
LF(H < IHINCLON < IHIIf I, apodobné G € Y**. ProtoZe X a Y jsou reflexivni, existuji prvky
xeXayeVYtak Zee(x) = Fagy(y) = G. Tvrdime, Ze e(x,y) = H.Je-litotizh € (X @, Y)*, pak
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polozime f(x) = h(x,0)prox € X ag(y) = h(0,y)proy € Y.Pak h = I(f,0) + I(0, g), a dostavame
tedy

H(h) = H(I(£,0) +1(0,8) = F(f) + G(g) = e1(x)(f) + &2(»)(g) =
= f(x) +g(y) = h(x,y) = &xy (h).
Odtud plyne &,y = H, Cili € je na.

(e) Necht’ ¢: X — X/Y je kanonické kvocientové zobrazenia /: Y+ — (X/Y)* je identifikace z
Véty Necht @ € (X/Y)** je ddno. Polozme G(f) = ®(I(f)) pro f € Y. Pak G € (Y1)* adle
Hahnovy-Banachovy véty existuje jeho spojité rozsiteni F € X **. ProtoZe X je reflexivni, existuje x € X
spliiujici &, = F. Chceme ukazat, 7e e = ®. Necht' tedy ¢ € (X/Y)* je libovolné. Pak f = pog e Y+
al(f) = ¢.nebot I(f)(y) = f(¥) = ¢ 0 q(y) = ¢(¥) pro kazdé y € X. Tedy

D(p) = 2U(f) = G(f) = F(f) = ex(f) = f(x) = ¢(X) = &2(¢).

TVRZENI 33. Je-li X separabilni reflexivni Banachiiv prostor, pak i X* je separabilni.

DUKAZ. Prostor X ** je izometricky separabilnimu X, tedy je separabilni. Pak X * je separabilni dle Véty 9}
O

PRIKLADY 34.

(a) Kazdy konecnérozmérny prostor je reflexivni.

(b) Prostor L,(u) je reflexivni pro libovolnou miru pal < p < oo.

(c) Prostory cg, 41, L0, L1([0, 1]), Lo ([0, 1]) a C([0, 1]) nejsou reflexivni.

(d) Existuje Banachtiv prostor J (tzv. Jamesuv prostoﬂ), ktery nenf reflexivni, i kdyZ je izometricky s J **.
o

DUKAZ. (a) Dle Véty je kazdy konecnérozmérny prostor izomorfni prostoru (K”, ||-||2) pro né€jaké
n € N, ktery je reflexivni, nebot’ je Hilbertiv (Véta [31). Izomorfismus oviem zachovava reflexivitu
(Véta[32)a)).

(b) Necht' I: L,(t) — Ly(n)* oznaCuje identifikaci z Véty [15(c). Je-li @ € L,(u)** déno, je
@ ol € Ly(p)*. Opét podle Véty [15(c) tedy existuje f/ € L,(u) spliujici

/gf du =P ol(g) prokazdé g € L,(1).

Pak @ = ¢y, protoZe pro libovolné ¢ € L,(u)* nalezneme g € L, (1) s vlastnosti /(g) = ¢ a spoteme

B(p) = B(I(g) = D o I(g) = / of du = / Fodu = 1()(f) = er(I(g) = £7(9).

(c) Prostor ¢3* je izometricky prostoru £, (Véta[I5|(a), Tvrzeni[13]a Véta[I5(b)). Prostor cg je oviem
separabilni, zatimco prostor {, je neseparabilni (Véta[I.26). Tedy cg* neni izomorfni co, proto ¢o neni
reflexivni.

Prostor £; neni reflexivni podle Véty 32(a) a (c), nebot’ je izometricky c;. Podobng, prostor £, neni
reflexivni, nebot’ je izometricky £] (pfipadné proto, Ze nereflexivni c¢ je jeho uzavfenym podprostorem
(Véta [32(b))). Prostor L ([0, 1]) neni reflexivni podle Véty 32(b), nebot’ podle Piikladu obsahuje
podprostor izometricky prostoru £, ktery neni reflexivni. Prostor L ([0, 1]) neni reflexivni, nebot’ je
izometricky dudlu k nereflexivnimu prostoru L ([0, 1]) (V&ta[I3(d)).

Prostor C([0, 1]) neni reflexivni dle Tvrzeni[33] nebot’ je separabilni (Véta[l.26]c)), zatimco jeho dudl
neni separabilni. Vskutku, v§imnéme si, Ze dudl obsahuje nespocetnou mnoZinu Diracovyclﬂ mer {6y;
x € [0, 1]}. Tato mnozina je ovSem 2-separovana: Jsou-li x,y € [0,1], x # y, pak snadno vyrobime
spojitou funkci f: [0,1] — [—1,1], kterd spliiuje f(x) = 1, f(y) = —1. Pak f € Bc(o,1)), a tedy
18x = 8yll = (Bx = 8,)(f) = 0x(f) =8y (f) = f(x) = f(y) = 2.

"Robert Clarke James (1951)
8Paul Adrien Maurice Dirac
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Alternativné lze argumentovat tim, Ze C([0, 1]) obsahuje podprostor izometricky nereflexivnimu pro-
storu ¢ (Pfiklad [T.60).
(d) Konstrukce Jamesova prostoru je mimo ramec téchto skript.



Kapitola 3

Uplnost v Banachovych prostorech

Tato kapitola studuje roli dplnosti v Banachovych prostorech. Ukazuje se, Ze kombinace linedrn{ a tplné
metrické struktury ma netrividlni dtsledky, jako jsou Princip stejnomérné omezenosti (Véta [I) a Véta
o otevieném zobrazeni (Véta[5).

VETA 1 (Princip stejnomérné omezenostiE[). Necht’ X je Banachitv prostor, Y je normovany linedrni
prostor a A C £(X,Y). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) sup{||T||; T € A} < +o0.
(ii) Pro kaZdé x € X je sup{||T(x)||; T € A} < +o0.

DUKAZA (1)=(ii) je zfejma.
(i1))=() Pron € N polozme
F,={xeX; |T(x)|| <nprokazdé T € A}.

Pak jsou F,, uzaviené mnoZiny pokryvajici diky (ii) celé X. Podle Baireovy Vétyﬂ (Dtsledek |15.11)) existuje
no € N takové, Ze F,, ma neprazdny vnitfek. Existuje tedy koule B(xo,r) C F,,. Necht nyni T € A
je libovolny. Pro kazdé x € By je xo + rx € B(xg,r), atedy ||T(rx)|| = [|T(xo + rx — xo)| <
T (xo + rx)|| + [|T(x0)|| < 2np.0Odtud ||T(x)| < zrﬂ, coZ znamena, Ze | T|| < 2:’—0 Proto je sup{||T||;
T € A} < 2o,
— r
O

DUSLEDEK 2. Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a {T,} je posloupnost
v £(X,Y) takovd, Ze pro kazdé x € X existuje T(x) = limy o0 Ty(x). Pak T € £(X,Y) a |T| <
liminf]| 75, |.

DUKAZ. Nejprve ukdzeme, Ze T je linearni. Zvolme x,y € X a skaldr « libovolné. Pak diky spojitosti
vektorovych operaci plati T'(x + y) = lim T,,(x + y) = lim(7,,(x) + T, (»)) = lim T, (x) + lim 7,,(y) =
Tx)+T(y)aT(xx) =1limT,(ax) = limaT,(x) = alimT,(x) = aT(x). Déle, pro pevné x € X ze
spojitosti normy plyne lim||7,(x)| = ||T(x)||, specidln€ posloupnost {||7;(x)||} je omezena. Z Principu
stejnomérné omezenosti (Vétal[l) plyne, Ze posloupnost {||7, ||} je omezend. Pak pro libovolné x € By plati
1T (x)]| = limysoo||Th(x)]| = liminf,— || T, (x)|| < liminf, | 7Ty| € R. Tedy T je spojity linearni
operator a || 7’| < liminf]||7,||.

O

Niasledujici priklad ukazuje, Ze bez Gplnosti Princip stejnomérné omezenosti neplati.

PRIKLAD 3. Necht X = coo a A = {nf,; n € N} C X* = £(X,K), kde f, jsou kanonické
souradnicové funkciondly. Pak pro kazdé x € X je mnoZina {n € N; f,(x) # 0} konecnd, a tedy
sup{|nf,(x)|; n € N} < 400. Nicméné sup{||nf,|; n € N} = sup{n; n € N} = 4o0.

o

DEFINICE 4. Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se nazyva oteviené, pokud f(G)
je oteviena mnozina v Y pro kazdou otevienou mnoZinu G C X.

Vétu dokdzal pro C([0, 1]) Eduard Helly (1912). Jeho diikaz funguje i v obecném piipads. Obecné verze podali S. Banach
(1922), H. Hahn (1922) a Theophil Henry Hildebrandt (1923). Nejznamé;jsi verzi publikovali S. Banach a H. Steinhaus (1927),
proto se véta Casto nazyva Banachova-Steinhausova.

’Diikaz vyuZivajici Baireovu vétu pochdzi od Stanistawa Sakse (1927).

3René-Louis Baire ji zformuloval pro R (1899), zdkladni myslenka pochdzi ovsem uz od Williama Fogga Osgooda (1897).

55
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Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a 7: X — Y je linedrni zobrazeni (ne nutné spojité),
které je oteviené. Pak T je na. Vskutku, 7 (X) je oteviena mnozina obsahujici 0, tedy existuje § > 0 takové,
7¢ U(0,6) C T(X). Protoze T(X) je podprostor Y, obsahuje specidlné vSechny ndsobky U(0, §), a tedy

T(X) = Y. Jednim z nejzakladnéjSich vysledki teorie Banachovych prostori je fakt, Ze pro spojité linearni
operatory plati i véta obracend. Zasadni roli zde ovSem hraje tplnost.

VETA 5 (O otevieném zobrazeni, Juliusz Pawet Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory
aT € £(X,Y) jena. Pak T je oteviené zobrazeni.

K dikazu pouZijeme nasledujici lemma.

LEMMA 6 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor
aT € £(X,Y). Jestlize r, s > 0 jsou takovd, ze U(0,s) C T(U(0, r)), pak dokonce U(0,s) C T(U(0,r)).

DUKAZ. Nejprve si pov§imnéme, Ze 1ze bez ijmy na obecnosti uvazovat pouze ptipad r = s = 1. Vskutku,
mame-li jiz dokdzané tvrzeni v tomto pripadé a T € £(X,Y) spliiuje predpoklady pro néjakd r,s > 0,
pak operdtor £7 spliiuje U(0,1) C (S7)(U(0, 1)), a tedy podle piipadu r = s = 1 plati U(0,1) C
(;T)(U(0, 1)), odkud U(0, s) C T(U(0,r)).

Necht’ tedy » = s = 1 anecht’ je dano z € Uy. Najdeme § € (0, 1) takové, Ze ||z|| < 1 — §. UkdzZeme,
ey = ﬁz € T(ﬁUX). Pak totizz = (1 —8)y € (1 — 8)T(ﬁUX) = T (Ux). Pomoci matematické
indukce najdeme yg, y1, y2 ... € Y takové, Ze

(1) yo =0,
(i) ||y — ynll < 6" pro kazdé n € N U {0},
(iii) yn — yn—1 € T(6" 'Ux) pro kazdé n € N.

Je ||y]| < 1, a tedy je volbou y, = 0 podminka (ii) splnéna. Pfedpoklddejme nyni, Ze n € N a jiZ mame

nalezeny prvky yo, ..., yn—1. Pak

Y — Yno1 €8" Uy C 8" 'T(Uy) = 8" 'T(Ux) = T (6" 'Uyx),

a tedy existuje w € T(8" 'Uy) splitujici |y — y,—1 — w|| < §". Pak y, = y,_; + w spliiuje poZadované
podminky. Tim je konstrukce zavrSena.

Nyni pro kazdé n € N ze (iii) zvolime x,, € §" Uy takové, Ze y, — y,—1 = T(x,). Protoze § < 1,
je fada ) 72 | x, absolutn& konvergentni, a diky dplnosti X je tedy konvergentni (Véta . Oznacme
x = Y o2, Xy Pak dle Faktuméme lxll < Yoz illxall < Yopey 8"t = 155, Tedy x € 5Ux.

v, v

Ukéazeme, ze T'(x) = y, ¢imZ bude dikaz zavrSen:

00 N
T(x)=) T(xy) = lim Y (yp—ya1) = lim yy =y,
— N—>oon:1 N—>o0

pficemz posledni rovnost plati diky (i1).
O
DUKAZ VETY[5l Sta¢i ukézat, ze T'(Uy) obsahuje kouli U(0, §) pro n&jaké § > 0. Vskutku, necht G C X
jeoteviend a y € T(G) je libovolny. Necht’ ddle x € G spliiuje y = T (x). Pak existuje r > 0 takové, Ze
U(x,r) C G.Méame tedy U(y,8r) = y+rU(0,8) Cy+rT(Ux) =T(x+rUyx) =TU(x,r)) C T(G).
Protoze T je na, plati

oo

Y =T(X) = T( U nUX) = |J T(Ux) c | T(Uy).

n=1

Z Baireovy véty (Dusledek [15.11]) plyne existence n € N takového, Ze T (nUyx) ma neprazdny vnitfek, tedy
obsahuje néjakou kouli U(x, r). Mnozina T (nUy) je konvexni a symetrickd (Fakty a , proto je
U(0,r) C T(nUyx) (Fakt . Podle Lemmatu@ovéem plati U(0,r) C T(nUx), atedy U(0, +-) C T (Ux).

O

DUSLEDEK 7 (S. Banach, 1929). Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory a T € £(X,Y). Pak T je
izomorfismus X na 'Y, pravé kdy? T je prosty a na.
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DUKAZ. = je ziejma. < Spojitost 7! plyne z otevienosti T, tedy z Véty
O

FAKT 8. Necht’ X, Y jsou normovane linedrni prostory a T e ii(X Y). Deﬁnujme T: X/KerT - Y
predpisem T(x) = T(x). Pak T e E£(X/KerT,Y), ||T|| = ||T|, T]eprostea T=To q, kdeq: X —
X/ KerT je kanonické kvocientové zobrazeni.

DUKAZ. Je-lix = Y, pak x—y e KerT,atedy T(x) = T(y) Proto je T dobie definované linedrni
zobrazeni. Vzorec T = T o q je jen preformulovana definice 7. Diky Tvrzeni a Lemmatu ub)
je suP.evy i IT @ = 5upzequn IT @I = suprep, IT © g ()] = Su]_DerXIIT(X)II IT|. Tedy T
je spojité (Tvrzem’ a ||?|| = ||T|| (Lemma b)). Konecné, je-li X € Ker T, pak x € Ker T, coz
znamend, 7e X = 0, a tedy T je prosté.

O

DUSLEDEK 9. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X,Y) je na. Pak plati:

(a) ZobrazeniT : X /KerT — Y dané predpisem ?(55) = T (x) je linedrni izomorfismus na. Tedy prostor Y
je izomorfnis X/ KerT.
(b) Existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé y € Y existuje x € T~ (y) spliujici |x|| < c| |

DUKAZ. (a) Zjevne T je na. Tvrzeni tedy plyne z Faktu I a Dusledku I
(b) Dle (a) je T~ ! spojity. Stalf vzit ¢ = 2||T Y|. Vskutku, necht’ y € Y. ProtoZe T~ 1(y) € X/KerT,
existuje dle definice kvocientové normy x € T L(y) takové, Ze || x| < 2||T Ly < 2||T Yy |l. Jelikoz
T(x) = T(X) = y, ditkkaz je hotov.
O

Jak ukazuji nésledujici ptiklady, pfedpoklady na dplnost zdrojového i cilového prostoru ve vété o
otevieném zobrazeni jsou naprosto podstatné.

PRIKLAD 10. Polozme X = ¢y a uvazujme operator 7: X — c¢o definovany predpisem 7 (x) =

( xn) _, brox = (x,) € X. lhned je videt, Ze T je prosty spojity linedrni operdtor a ||7|| < 1. PoloZme
dileY = T(X).Pak T: X — Y je na, X je uplny, ale ukdZeme, Ze T neni oteviené zobrazeni. Nejprve si
vS§imnéme, Ze coo C Y, nebot’ pro libovolny y = Zﬁ 1 Ynén € Coo, kde e, jsou kanonické bazové vektory,
je T(Zn lnynen) = y. Predpokladejme nyni, Ze T je oteviené zobrazeni. Pak B(0, r) C T (Uy) pro n&jaké
r > 0. Protoze cog C Y, je specidlné z; = ZLl re, € T(Uy) pro kazdé k € N. Necht' k € N spliuje
k > % Protoze T je prosty, jediny prvek, ktery se zobrazi na zg, je prvek Z§=1 nre, € X, jehoZ norma je
ovSem rovna kr > 1, a tim padem tento prvek nepatii do Uy. To je spor.

o

PRIKLAD 11. Necht' Y = (Y, |||l1) je libovolny nekonenérozmérny Banachiiv prostor. Podle Véty [1.68]
existuje na Y norma ||-||,, kterd neni ekvivalentni normé |-||;. Z dikazu Véty je vidét, Ze mizeme
predpokladat, Ze ||x||; < ||x||» pro kazdé x € Y. ProtoZe normy ||-||; a ||-||> nejsou ekvivalentni, existuje
posloupnost {x,} C Y spliujici ||x,||; = 1 a ||x,||» > n pro kazdé n € N. PoloZzme X = (Y, |-]2) a
uvazujme linearni operator 7: X — Y, T = Idy.Pak T je spojity, nebot’ || T (x)|1 = ||x||1 < ||x]|> pro
kazdé x € X.Zjevné Y je iplny a T je na. UkdZeme sporem, ze T nenl oteviené zobrazeni. Pfedpoklddejme,
ze B(0,r) C T(Ux) pro n&jaké r > 0. Necht' k € N spliiuje k > . Pak [[rxg|ly = r, T~ (rxx) = {rxe},
ale ||[rxgl|l2 > rk > 1, tedy rxx ¢ Ux. To je spor.

o

DEFINICE 12. Je-li f: X — Y zobrazeni mnoZiny X do mnoZiny Y, pak mnozinu
graf f ={(x,y) e X xY: y = f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni f. Rikdme, Ze zobrazeni f: X — Y, kde X, Y jsou metrické prostory, ma
uzavfeny graf, pokud mnoZina graf f je uzavienav X x Y.
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Je-li f: X — Y spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory X a Y, pak ma uzavieny graf. Vskutku,
necht’ {(x,, y,)} je posloupnost v mnoziné graf f konvergujici k (x,y) € X x Y. Pak x, — x, a tedy
f(xn) = f(x).Zaroven ovSem f(x,) = y, — y, tedy dle jednoznacnosti limity y = f(x), coZ znamena,
Ze (x, y) € graf f. Linearni zobrazeni mezi Banachovymi prostory maji tu vyznamnou vlastnost, Ze pro né
plati i opacna implikace:

VETA 13 (O uzavieném grafu, S. Banach, 1932). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostorya T : X — Y je
linedrni zobrazeni. Pak T je spojité, pravé kdyZ md uzavieny graf.

DUKAZ. = plyne z poznamky pied vétou.
< Snadno je vidét, Ze kanonické ,,projekce” P: X @ ¥ — X, P(x,y) =xaQ: X P ¥ — 7,
Q(x, y) = y jsou spojité linedrni operatory, a ze zobrazeni S: X — X @ Y, S(x) = (x, T(x)) je linedrni.
Proto je G = graf T = S(X) vektorovy podprostor X @ Y, ktery je dle piedpokladu uzavieny. Tedy G je
Banachav prostor (Tvrzent Ib)) Diéle uvazujme zobrazeni S: X —>G,S=S.Pak S je bijekce a P |'¢g
je inverzni k S. Zobrazeni P ¢ je spojité linedrni zobrazent, které je prosté a na. Dle Disledku I je jeho
inverze S spojitd. Proto jei T = Q o S spojité.
O

DUKAZ VETY[1.80[(B). Necht' Py: X — Y je projekce piisluina rozkladu X = Y & Z. ProtoZe Y je
uzavieny podprostor Banachova prostoru X, je to také Banachiiv prostor, takZe diky Vété (13|staci ukazat,
ze Py ma uzavieny graf. Necht' tedy {(x,, y,)} je posloupnost v graf Py konvergujicik (x,y) € X P Y.
Pak x, - x ay, — y.Ddle x, — y, = x, — Py(x,) € Z (Tvrzeni a diky uzavienosti Z tak mame
—y=Ilim(x,—y,) e Z. Tedyx =y +(x—y),kdey € Y ax—y € Z, je jednoznacny rozklad x, coz

znamend, ze y = Py (x), neboli (x, y) € graf Py.
O



Kapitola 4
Linearni operatory

Velké mnoZzstvi riznych problému (napt. linearnich diferencidlnich rovnic) lze pfirozené formulovat
pomoci abstraktnich linedrnich operatord. V této kapitole se tedy budeme zabyvat studiem jejich chovani.
Nékdy je uzitecné prislusny problém formulovat v tzv. ,,dudlni formé*, zacneme proto studiem dudlnich
operatord.

1. Dualni operatory

Necht” X, Y jsou normované linedrni prostory a 7 € £(X, Y'). Abychom zlepsili prehlednost nékterych
komplikovanéjsich vyrazi, které by obsahovaly pfili§ mnoho zavorek, budeme Casto vyrazy typu 7' (x)
zkracovat jako T x.

DEFINICE 1. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a 7 € £(X, Y). Operator 7*: Y* — X*
definovany predpisem
T*f(x) = f(Tx)
pro f € Y*ax € X se nazyvé dudlni (nebo téZ adjungovany) operdtor k 7. (Ve V&té 2 dokdzeme, ze T* je
dobte definovany.) Operator (7*)* (tj. operator dudlni k 7*) znacime 7 **.

VETA 2. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.
(a) Je-liT € £(X,Y),jeT*f € X* prokazdé f € Y*. Ddle T* € £(Y*, X*)a |T*|| = ||T|
(b) Zobrazeni T > T* je linedrni izometrie z £(X,Y) do £(Y*, X*).
(c) Necht T € £(X,Y)a S € £(Y,Z). Pak (S o T)* = T* o S*. Dadle Idy = Idx+.

DUKAZ. (a) Pro dané f € Y™ je funkce x — f(Tx) zjevné linedrni a spojitd na X, tudiz se jedna
o prvek X*. Zobrazeni T*: Y* — X* je tedy dobfe definované. Snadno je vidét, Ze T* je linedrni operator.
Diéle plati

IT*| = sup |T*f|| = sup sup |T" f(x)|= sup sup|f(Tx)| =
feByx feByx xe€Byx feByx x€Bx

= sup sup |f(Tx)| = sup |Tx| = [T,
X€Bx feBy= X€E€Bx

pri¢emz pfedposledni rovnost plyne z dudlniho vyjadfeni normy (Disledek 2.6). Tedy 7* € £(Y'*, X*).

(b) Linearita zobrazeni T+ T* se snadno ovéfi: Necht’ S, 7 € £(X,Y) a « je skalar. Zvolme f € Y'*
libovoln¢. Pak (S+T7)* f(x) = f((S—I—T)x) = f(Sx+Tx)= f(Sx)+ f(Tx)=S*f(x)+T* f(x) =
(S*f +T*f)x)a@T)* f(x) = f((@T)x) = f(a(Tx)) = af (Tx) = a(T* f(x)) = («(T*f))(x)
prokazdé x € X,neboli (S+T)* f =S*f+T*f =S*+T"fa@D)*f =a(T*f) = («T*)f.
Odtud (S + T)* = S*+ T* a(aT)* = aT*. [zometrie pak plyne z (a).

(¢) Necht f € Z* jelibovolné. Pak pro kazdé x € X plati (SoT)* f(x) = f(SoTx) = f(S(Tx)) =
S*f(Tx)=T*(S*f)x),tedy (SoT) f=T*(S*f)=(T*oS*)f.0dtud (S oT)* =T*o S*.

Kone¢né, pro f € X* ax € X mdme Idy f(x) = f(ldxx) = f(x) = ldx~ f(x).

O

PRIKLAD 3. Necht X = K” aY = K" s libovolnymi normami a necht’ 7 € £(X,Y). Z linearni
algebry vime, Ze T je reprezentovan jistou matici A € M(mxn) tak,7ze T(x) = Ax pro x € K”. Zkoumejme,
jak vypada dudlni operator 7*: Y* — X*. PouzZijeme-li standardni reprezentaci dudlu z linearni algebry

59
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spolu s Vétou [1.68, pak X* = K" a Y* = K™, pficemz f(x) = Y_/_; fjx; pro f = (f;j)}_, € X*
ax = (x;)7_, € X aanalogicky pro Y'*. V této reprezentaci je tedy 7*: K" — K". Necht' /' € ¥Y* = K™.
Pro kazdé x € X = K" plati, ze

T*f(x) = f(Tx) = f(Ax) = Z fi(Ax); = Z Vi Za,kxk =
Jj=1 k=1

= Z(Zajkf])xk = Z(ATf)ka = (A" f)x,

k=1

kde AT je matice transponovand k matici A. Tedy T*(f) = AT f, neboli T* je reprezentovdn matici A™.

Je-li na X a Y eukleidovskd norma, pak X a Y jsou Hilbertovy prostory. Vedle reprezentace dudli
pouzité vyse tedy mame k dispozici jesté reprezentaci z Véty [[.122] (kterd se v komplexnim piipadeé 1is1).
Podivejme se, jak vypada T* v této reprezentaci. Opét je X* = K" aY* = K™, ale f(x) = Z;’zl ﬁxj
pro f = (fj)j—; € X* ax = (x;)j_; € X (aanalogicky pro Y'*). Pro T*: K™ — K" v této reprezentaci
tedy prokazdé f € Y* = K" ax € X = K" plati, ze

T*f(x) = f(Tx) = f(Ax) = ) fi(Ax); = D> fi D ajx =
j=1 j=1 k=1

= Z(Zajkﬁ))(fk = Z (Zajkfj)xk = Z(A f)kxk = (A f)x
k=1 \j=1

k=1 \j=1

kde 4' = (@rj) pro A = (ajr). Tedy T*(f) = i f, neboli T* je reprezentovan matici A,

VETA 4. Jsou-li X, Y normované linedrni prostorya T € £(X,Y), pak plati, Ze
(a) KerT* = (Rng T)4,
(b) KerT = (RngT™),4,
(c) RngT = (KerT™),
(d) RngT* C (KerT)*.
(e) Jsou-li navic X, Y Banachovy a Rng T je uzavieny, pak Rng T* = (Ker T)*.

DUKAZ. Tvrzeni (a) dostaneme z ekvivalenci
feKerT* & T*f=0 & VxeX:T*f(x) =0 & VxeX: f(Tx)=0 & f e RngT)" .

Tvrzeni (b) dokdZeme obdobné, pricemz pro druhou ekvivalenci pouzivime Hahnovu-Banachovu vétu
(Dusledek [2.5)):

xeKerT & Tx=0 % VfeY": f(Tx)=0 & VfeY . (T*"f)(x) =0 & x€ RngT"),.
(c) Diky (a) a Lemmatu 2.12F c) plati (Ker 7%), = ((Rng T)L) =RngT.
(d) Diky (b) a Lemmatu [2.12(d) plati (Ker T)+ = ((Rng T*)l) D Rng T*.
(e) Diky (d) sta¢i dokdzat inkluzi (Ker 7)* C RngT™*. Necht f € (KerT)" je ddno. Zobrazen

T:X /KerT — RngT dané predplsem T(x) = T(x) je dle Dasledku Ia) linearnim izomorfismem,
a tedy k nému existuje inverze T 'e L£(RngT,X/KerT).Proy € Rng T polozme g(y) = I(f)(T ),
kde I: (KerT)* — (X/KerT)* je identifikace z Véty -(a) Pak ¢ € (RngT)* a podle Hahnovy-
Banachovy véty existuje jeho rozsiteni g € Y *. Tvrdime, ze T*g = f. Nejprve si v§imné€me, Ze pro kazdé
x € X plati T-(Tx) = X. Proto T*§(x) = §(Tx) = g(Tx) = I(/)(T~(Tx)) = I(/)R) = f(x)
pro kazdé x € X.

O

Poznamenejme, Ze ,,spravné znéni* tvrzeni (d) uvedeme v oddilu[6.9](Véta[6.113).
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TVRZENI 5 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, ex . X — X**
acy:Y — Y** jsou kanonickd vnoreni do druhych dudlia T € £(X,Y). Pak
T**O{;‘X = {;‘YOT.
Tedy T**(ex (X)) C ey(Y) aoznacime-lie: Y — ey(Y), e =¢y,aS:ex(X) > ey (Y), S =T*" ey (x),
pak T =& 10§ oey.

Ztotoznime-li prostory X, Y s jejich kanonickymi vnofenimi v X **, Y ** pak vyse uvedené tvrzeni
neformalné iikd, ze T = T** |x.

DUKAZ. Necht x € X. Pro kazdé f € Y * plati

ey (T))(f) = f(Tx) =T f(x) = (ex CONT™ ) = (T (ex (x))) (f),
tedy ey (Tx) = T**(ex(x)). Odtud ey o T = T** 0 gy.

VETA 6. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorya T € £(X,Y).
(a) T* je prosty, prdavé kdy? Rng T je hustyvY.
(b) Je-li T izomorfismus na, pak T* je izomorfismus na a plati (T*)™! = (T~1)*.
(c) Je-li T izometrie na, pak T* je izometrie na.
Je-li X uplny, pak v (b) a (c) plati i opacné implikace.

DUKAZ. (a) Diky Vété c) je RngT = (KerT*),. Je-li tedy T* prosty, pak Rng7 = {0}, = Y. Na
druhou stranu, je-li Rng 7" je husty v Y, pak Ker 7* C ((Ker T*)l)L = Y1 = {0} dle Lemmatu [2.12(d).

(b) Podle Véty c) jeT*o (T = (T 'oT)* =1df = ldx-a (T )*oT*=(ToT H)* =
Id} = Idy~. To znamend, Ze (T ~')* je inverznim operédtorem k 7*, a tedy T* je izomorfismus na.

(©) Pro f € Y* mime |T* f|| = sup,cp, |T* f()| = sup,ep, | /(Tx)] ‘= supyep, | f O] = I £l
Z (b) pak plyne, ze T* je na.

Necht’ nyni X je Gplny. Je-li 7* izomorfismus na, pak dle (b) je 7** téZ izomorfismus na. Podle Tvrzeni
je tedy T sloZenim izomorfismi do, proto je to izomorfismus do (Fakt[1.63). Je tedy Rng T" uzavieny v Y
(Tvrzeni c)). Podle (a) to ovS§em znamend, Ze T je na. Je-li T* navic izometrie, pak dle (c) je 7** téz
izometrie. Z Tvrzeni [5|a Faktu [[.63|b) plyne, Ze i T je izometrie.

O

2. Kompaktni operatory

Ukazuje se, Ze mnoho operatort vyskytujicich se pfi studiu rtiznych problémi (napt. diferencidlnich
rovnic) vykazuje jisté shodné rysy — jsou to tzv. kompaktni operatory. Analyza chovani téchto operatorti je
jednodussi, nebot’ tyto operatory maji mnohé vlastnosti podobné vlastnostem konec¢nérozmérnych operatori
(matic), vizte roli kompaktnosti v oddilu|l.4

Necht' X je metricky prostor. Pfipomenme, Ze mnoZina M C X se nazyva relativné kompaktni v X,
pokud M je kompaktni, a Ze M je relativné kompaktni v X, pravé kdyZ z kazdé posloupnosti prvki M lze
vybrat podposloupnost konvergujici v X. Je-li X dplny, pak M je relativné kompaktni v X, pravé kdyz je
totdlné omezend. Je-li Y metricky prostor takovy, Ze X je jeho podprostor a M je relativné kompaktni v X,
pak M je i relativné kompaktni v Y.

PRIKLAD 7 (Hilbertova krychle). Polozme
Q = {x = (x5) € {2} |xu| < + prokazdén € N}.

Pak Q jf: kompaktn.l’ podmnoiing £y Plati, 7e Q = ﬂ;’lozl{x € ly; | fu(x)| < %}, kde ‘ f» jsou kanonické
soutradnicové funkcionaly, proto je Q je uzaviend podmnoZzina £,. Staci tedy ukazat, Ze je totdlné omezena.
. . Va . . pd v 2 2

Necht' & > 0 je libovolné. Pak existuje m € N takové, Ze Yoremtl i < %, a tedy Y1l Xnl* < &
pro kazdé x € Q. Ozna¢me R: £, — K" restrikci na prvnich m soufadnic, tj. R(x) = (x,)i—, pro
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X = (xp)02, € {5, a vSimnéme si, Ze ||R(x)|> < |x|l» pro kazdé x € {,. Specidlné, ||R(x)|, <

(Z;’;l n%)l/z < 400 pro x € Q. Cili mnozina R(Q) je omezend v prostoru (K™, ||-||,), tedy je tam

totdln€ omezend a existuje k ni kone¢nd 3-sit’ A C K™. Roz8ifme vektory z A zpét do £, pomoci nulovych
soufadnic: poloZime A= {x = (x,) €4y; R(x)e Aax, =0pron > m} Pak /Ije kone¢nd mnoZina a
tvrdime, Ze tvofi e-sit’ pro Q. Necht’ tedy x € Q. Pak existuje y € 4 takové, Ze || R(x) — y[l2 < 5. Necht
z € A je takovy, ze R(z) = y. Pak

00 1/2 2 g2\ 1/2
I —zll> = (||R<x)—R(z)||§+ > |xn|2) < (—+—) <e

4 2
n=m+1
<&

DEFINICE 8. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a 7: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak T
se nazyva kompaktni operator, pokud pro kaZzdou omezenou A C X je mnozina 7'(A) relativné kompaktni
v Y. Mnozinu vS§ech kompaktnich linearnich operatord z X do Y znac¢ime K (X, Y).

Linedrni operator 7" se nazyva kone¢nérozmérny, pokud Rng 7" mé konecnou dimenzi. V dal$§im budeme
pracovat takika vyhradné se spojitymi kone¢nérozmérnymi operdtory, ozna¢ime proto mnoZinu vSech
konecnérozmérnych spojitych linearnich operatorti z X do Y jako ¥ (X, Y).

Tradi¢né se téZ pouzivaji pon¢kud nekonzistentni zkratky £(X) = £(X, X), K(X) = K(X, X)
af(X)=¥%X, X).

TVRZENI 9. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory. KaZdy kompaktni linedrni operdtor z X
do'Y je automaticky spojity. Ddle, je-li T : X — Y linedrni, pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je kompaktni.
(ii) T(By) je relativné kompaktni.
(iii) Je-li {x,} omezend posloupnost v X, pak posloupnost {T (x,)} md konvergentni podposloupnost.

DUKAZ. Je-li T € K(X,Y),je T(By) relativné kompaktni, a tedy omezend. TudiZz T je spojity dle
Tvrzeni .43

Necht nyni 7: X — Y je linedrni. (1)=>(ii) je zfejma.

(i)=(iii) Je-li r > 0 takové, Ze {x,} C B(0,r), pak {%xn} C By. Protoze {T(%xn)} C T(By),
existuje rostouci posloupnost indexu {rny } takova, Ze { T(%xn )} je konvergentni. Pak ov§em i {7 (x,,)} =
{rT(+xy,)} je konvergentni.

(iii)=(i) Necht A C X je omezend a {y,} je posloupnost v T'(A). Pak pro kazdé n € N existuje x, € A4
takové, ze y, = T(x,). Tedy {x,} je omezena a dle predpokladu Ize z {y,} = {T(x,)} vybrat konvergentni
podposloupnost. To znamend, Ze T(A) je relativné kompaktni.

O

PRIKLAD 10. Definujme 7" € £(¢5, £,) predpisem T (x) = (}lx,,)f;l pro x = (x,). Snadno je videét,
ze T je linedrni operdtor. ProtoZze T'(By,) C Q, kde Q je Hilbertova krychle (Piiklad [7)), je T kompaktni
dle Tvrzeni[9] Nicméné T neni kone¢nérozmérmny, nebot’ T'(£,) obsahuje linedrné nezdvislou mnoZinu {e, }
kanonickych bazovych vektorg.

Na druhou stranu, identita na ¢, je pfikladem spojitého linedarniho operatoru, ktery neni kompaktni, nebot’
obraz jednotkové koule obsahuje mnoZinu {e,} kanonickych bazovych vektort, kterd je +/2-separovand
(tj. |lex — en|| = ~/2 pro k # n), takZe nenf relativné kompaktni.

o

Uvédomme si, Ze linedrni operator 7 miZeme chapat jako linearni zobrazeni do libovolného nadprostoru
Rng T'. Kompaktnost linearniho operatoru ov§em mtize zasadné zaviset na tom, jaky cilovy prostor bereme,
nebot’ v definici se bere uzavér T(A) v cilovém prostoru, a pro rizné prostory miizeme dostat riizné uzavery.
Vizte téZ nésledujici tvrzeni.

TVRZENI 11. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorya T € K(X,Y).
(a) Je-li Z normovany linedrni prostor a Y je podprostor Z, pak T € K (X, Z).
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(b) Je-li Z uzavreny podprostor Y aRngT C Z, pak T € K (X, Z).
DUKAZ. (a) Pro A C X omezenou je T'(A) relativné kompaktni v Y, a tedy i relativné kompaktni v Z.
——1 — Y
(b) Necht” A C X je omezend. Protoze Z je uzavieny v Y, je mnozina T(A) = Z N T(A) uzaviend
z Y — 7
vY,atedy T(A) = T(A) .Protoje T(A) kompaktni.

O

VETA 12. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory.

(a) OperdtorT € £(X,Y) je konecnérozmérny pravé tehdy, kdyz? existuji f1,..., fp € X*ayi,...,yp €Y
takové, Ze T(x) = Y i_, fi(x)yi pro kazdé x € X.

(b) K(X,Y) je podprostor £(X,Y) a ¥ (X,Y) je podprostor X(X,Y).

(c) Pokud je Y Banachuv prostor, pak K (X, Y) je uzavieny podprostor £(X,Y).

(d) SloZime-li kompaktni linedrni operdtor se spojitym linedrnim operdtorem zleva ¢i zprava, dostaneme
opét kompaktni operdtor.

(e) Pokud X a 'Y jsouitiplné, T € K(X,Y)aRngT jeuzavieny, pak T € ¥ (X,Y).

Vsimnéme si, Ze posledni tvrzeni nam tik4, Ze ,,netrividlni* (tj. nikoli kone¢nérozmérné) kompaktni
linedrni operatory mezi Banachovymi prostory nemaji nikdy uzavieny Rng.

DUKAZ. (a) < je zfejmd, nebot’ v tom piipadé Rng 7' C span{yy,..., yu}.
= Necht’ {yi,..., y,} je néjakd baze Rng T'. Definujme linearni formy g4, ..., g, na Rng T hodnotami
na bazi nasledovné:

0 proi # j,
gi(y;) = | T
proi = j.
ProtoZe Rng T je kone¢nérozmeérny, jsou g1, . .., g, spojité linedrni funkciondly (Véta[[.68). VSimnéme si,
ze pro kazdy prvek y € Rng T plati
n
y=>_ g

i=1
Vskutku, mdme-li y = Y 7_, o; y; pro n&jaké skaldry a, ..., o, pak g;(y) = > i, a;ig; (yi) = @, pro
kazdé j € {1,...,n}. Polozme f; = gioT € X*proi = 1,...,n.Pak T(x) = Y ', gi(T(x))y; =
Y fitow.

(b) Kompaktni linearni operatory jsou spojité, je tedy K (X, Y) podmnozinou £(X,Y). Jsou-li §,T €
K(X,Y)pak (S+T)(Bx) C S(Bx) + T(Bx) C S(Bx) + T(Byx), pricemZ mnozina vpravo je kompaktni
dle Tvrzeni[I.23] Tedy (S +7')(Byx) je relativné kompaktni v Y, coz znamend, ze S + T je kompaktni operator
(Tvrzeni@). Podobné, pro « skalaira T € K (X,Y) je (aT)(Bx) = aT(By), tedy je to kompakt, nebot’ je
to spojity obraz kompaktu 7'(By) (Tvrzeni|1.2(c)). Opét diky Tvrzeni @ je tak operdtor T kompaktni. To
dokazuje, ze K (X, Y) je podprostorem £(X,Y).

Déle,necht’ S, T € ¥ (X,Y)a«a # 0je skalar. Pak Rng(S+7) C Rng S+Rng T aRng(aT) = Rng T,
tedy Rng(S + 7') i Rng(«T') jsou kone¢nérozmérné. Kone¢né, Rng T je uzavieny v Y (Disledek[1.23), takze
T(Bx) C RngT. Mnozina T'(By) je tedy omezend uzaviend podmnozina kone¢nérozmérného prostoru,
takZe je kompaktni (Véta[l.68). Proto je ¥ (X, Y') podprostorem K (X, Y).

(c) Necht’ {T,} je posloupnost v K (X, Y) konvergujici k 7 € £(X,Y). Necht' ¢ > 0 je diano. Pak
existuje n € N takové, Ze ||T, — T'|| < . Ddle nalezneme mnoZinu {x;,...,xx} C Bx takovou, Ze
{Tu(x1), ..., Tu(xx)} je konecnd $-sit’ pro T, (By). UkdZzeme, Ze {T'(x1), ..., T (xx)} je konecnd e-sit’ pro
T(Bx). Pro x € By totiz nalezneme i € {1,...,k} tak, Ze || T, (x) — T,,(x;)|| < 5. Pak

ITC)=Tx)ll = 1T x)=Ta N+ NTn ) =T xi) [+ [T (xi) =T (xi) | < ||T_Tn||+§+”Tn_T” <e.

Tedy T (Bx) je totdlné omezend, a protoZe Y je tplny, je T kompaktni dle Tvrzeni[9]
(d) Necht' Z je normovany linearni prostor, S € £(X,Y)a T € K(Y,Z). Pak S(By) je omezena,
atedy T o S(By) = T(S(By)) je relativné kompaktni, neboli 7 o § € K (X, Z).
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Obricend, necht 7 € K(X,Y)a S € £(Y,Z). Polozme A = T(Byx). Pak A je kompaktni, tedy
S(A) je také kompaktni. Proto je S o T(By) = S(A) C S(A) relativné kompaktni, coZ znamend, Ze
SoT e X(X,Y).

(e) Oznacme Z = Rng T'. Pak Z je uzavieny podprostor Y, tedy je Banachiiv a podle véty o otevieném
zobrazeni (Véta[3.5) je T: X — Z oteviené zobrazeni. Relativné kompaktni mnozina 7'(By) tedy obsahuje
Bz(0,r) pro néjaké r > 0, cozZ znamend, Zze Bz(0,r),atedyi Bz = %BZ (0, r), je kompaktni (Véta c)).
Diky Vété[1.68]tedy plati, Ze dimRng 7' = dim Z < oo.

O

VETA 13 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je Banachiiv prostor
aT € £(X,Y). Pak T* je kompaktni, pravé kdy? T je kompaktni.

DUKAZ. <= Polozme K = T(Bx) a ¥ = {f k; f € By+}. Pak K je kompaktni a ¥ C C(K).
Dile pro kazdé f € By- diky spojitosti £ plati || f [ llca = supyexl F()| = sup,erqay | f ()] =
sUpyep, | (T = I FINT| < IT]]. Tedy ¥ C C(K) je omezend mnoZina stejn¢ spojitych (dokonce
1-lipschitzovskych) funkci na kompaktnim prostoru K. Podle Arzelaovy-Ascoliovy Vét to znamend, ze ¥
je relativné kompaktni v C(K).

Necht nyni { f,} je posloupnost v By«. Polozme g, = f, [k. Pak {g,} je posloupnost v ¥, a tedy
existuje podposloupnost {g,, } konvergentni v C(K). Tvrdime, Ze pak {T* f,, } je cauchyovskd: Prok,l € N
mame

T foi = T* fu |l = WT* (o = Sa) | = sup [T*(for, = fu) )| = sup |(fu, — fu)(TX)] <

X€By XEByx

= Supl(fnk - fnl)(z)| = ”gnk _gm”C(K)'
zeK

ProtoZe {gn,} je cauchyovskd, je i {T* f,, } cauchyovskd, a tedy konvergentni v X*. Odtud plyne, Ze
T*(By+) je relativné kompaktni v X *.
= Necht ex: X — X*  aey: Y — Y™ jsou kanonickd vnoreni. Podle prvni ¢asti dikazu je T** kom-
paktni, takZe je kompaktni i 7** [, (x): ex(X) — Y**. Oznacme S: ex(X) = ey (Y), S = T™* [y (x)-
Podprostor ¢y (Y) je uzavieny v Y** (Tvrzeni 2.26), tedy S € K(ex(X),ey(Y)) dle Tvrzeni [L1[b).
Oznaéime-li tedy ¢: ¥ — ey(Y), ¢ = ey, pak podle Tvrzeni [5| a Véty d) jeT = e loSoeyx
kompaktni.
O

Poznamenejme, Ze z dlikazu je vidét, Ze implikace <= v predchozi vété plati i pro Y neuplny.

PRIKLAD 14. Necht K € L,([0, 1]?). UkdZeme, Ze operdtor T : L,([0,1]) — L»([0, 1]) definovany
predpisem

Tf(t)=/0 K(t,s)f(s)ds

je kompaktni linedrni operétor. Takovyto operator se nazyva integralni operator. Funkce K se nazyva jadro
integralniho operétoru.

Nejprve si uvédomme, Ze je-li f € L,([0, 1]), pak diky Fubiniové vété?] patii funkce (¢, s) — f(s) do
L, ([0, 1]%). Z Holderovy nerovnosti tedy plyne, Ze funkce (¢, s) — K(z,s) f(s) patii do L ([0, 1]?). Podle
Fubiniovy véty je tedy pro s. v. ¢ € [0, 1] hodnota Tf(¢) dobfe definovana a funkce T/ je méfitelna. Dale,

'Pro C ([0, 1]) dokazal postacujici podminku pro relativni kompaktnost (v jiném jazyce) Giulio Ascoli (1883), Ze je to
podminka nutna ukazal Cesare Arzela (1889).
2Guido Fubini (1907)
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opét s vyuzitim Holderovy nerovnosti a Fubiniovy véty, je

1 1 1 2 1 1 2
/0 TF@)2dt = / / K(t,s) f(s)ds| dr < [ (/ IK(t,s)IIf(s)Ids) ar <
5/ (/ |K<z,s>|2ds/ |f(s>|2ds)dz=
0 0 0
_ 2 2 — 2 2
—/0 £ s)] dsfo ([ K 5)] ds)dr LFIZIK I

Tedy vskutku Tf € L, ([0, 1]). Ihned je vidét, Ze T je linedrni operator, a nerovnost vyse implikuje, Ze T je
spojity a | T'|| < || K||. Nize ukazeme, Ze T je kompaktni.

Nejprve predpokladejme, Ze jadro K je spojité. Ukdzeme, Ze pak T zobrazuje do C([0, 1]) a je to
kompaktni operator z L, ([0, 1]) do C([0, 1]). Necht' ¢ > 0. Ze stejnomérné spojitosti K plyne existence
§ > 0 takového, Ze |K(t,s)— K(u, s)| < ekdykolis, t,u € [0, 1], |t —u| < §. Pak pro kazdou f € By, o,1])
a libovolnd ¢, u € [0, 1] spliujici |t — u| < § plati

1 1 1
TF() — Tf ()| = / K(t.5) f(5)ds — / K(u.s) f(s) ds| < / K(t.s) — K, s)||f(5)] ds <

1 1 1/2 1 1/2
sfo e|f(s)|dsse([0 12ds) (/0 If(s)lzds) el <.

Tedy Tf € C([0, 1]). Navic jsme ukdzali, Ze T'(Br,(0,1])) je stejné spojitd podmnoZina C([0, 1]). Protoze
pro kazdou f € Br,(j0,1]) a libovolné ¢ € [0, 1] plati

1 1 1 1/2
|Tf(z>|s/0 |K<r,s>||f<s>|dss/0 ||K||oo|f(s>|dss||l<||oo(/0 If(s)lzds) < 1K oo

je mnoZina T (B, (0,17)) omezend v C([0, 1]). Podle Arzelaovy-Ascoliovy véty je tedy T (Br,((0,17)) relativné
kompaktni v C([0, 1]).

Necht’ déle { f,,} je omezend posloupnost v L, ([0, 1]). Pak z ni Ize vybrat podposloupnost { f,, } tak, Ze
{Tf,, } je konvergentni v C([0, 1]), neboli stejnomérné konvergentni. ProtoZe mira [0, 1] je konecn4, plyne
odtud, Ze {T'f,, } je konvergentni i v prostoru L, ([0, 1]). Ukézali jsme tedy, Ze pokud jadro K je spojité, pak
je operétor T': L,([0, 1]) — L, ([0, 1]) kompaktni (Tvrzeni [9).

Konec¢né, necht’ jadro K je obecné. Pak dle disledku Luzinovy véty ([R), Véta 3.14]) existuje posloup-
nost spojitych funkci {K,} C C(]0, 1]?) takovych, Ze || K, — K| — 0. Pro n € N definujme operator
T,: L,([0,1]) — L»(]0, 1]) predpisem T, f(t) = fol K, (t,s) f(s)ds. Pak podle pfedchozi Casti jsou opera-
tory T,, kompaktni. Mdme (7, — T) f = fol (Kn(t,s) — K(t,5)) f(s) ds, tedy operétor T, — T je integralni
operator s jadrem K, — K. Na zaCatku jsme si spocCetli, Ze pro takovéto operatory plati || 7,,—T'| < || K,—K||2,
odkud plyne, Zze T, — T v prostoru £ (L ([0, 1]), L, ([0, 1])). Jeho podprostor K (L,([0, 1]), L, ([0, 1])) je
oviem uzavieny (Véta[12(c)), tedy T € K (L ([0, 1]), L»([0, 1])).

o

3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich operatoruf]

Vlastni ¢isla ¢tvercové matice nesou v fadé otdzek klicovou informaci ke zjiSténi chovéani matice, zajimaji
nds napft. pfi hledani Jordanova kanonického tvaru matice. Pro obecné operatory je nutné tento pojem

3Tato teorie se zabyvd feSenim linedrnich rovnic 7'(x) = y pro jistou tfidu linedrnich operatorti 7. Zaklady polozil Erik Ivar
Fredholm (1903), ktery se zabyval integrdlnimi rovnicemi souvisejicimi s operdtorem z Piikladu[T4] Moderni obecnou formu této
teorii dal F. Riesz (1916), kterému ovSem chybéla Hahnova-Banachova véta, takZe o zéleZitosti vyZadujici dualitu ji doplnil J. P.
Schauder (1930). Proto se tato teorie nékdy nazyvd Rieszova-Schauderova teorie.
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ponékud rozsifit (tzv. spektrutrﬂ), ale 1 v této situaci se jednd o zdsadni informaci pro zkoumdni vlastnosti
daného operdtoru. Pro kompaktni operdtory pak dostdvame Fredholmovy véty [24] [30]a[31] které ukazuji, Ze
kompaktni operatory se chovaji podobnym zptisobem jako matice.

Necht’ X je normovany linedrni prostor. V tomto oddilu se budeme zabyvat studiem operatori z £(X) =
£(X, X), kterym budeme fikat operdtory na X. Oznacime-li O: X — X, O(x) = 0 a I = Idy, pak
snadno nahlédneme, Ze (£(X), +, —, o, O, I), kde za operaci nasobeni o bereme skladani operatort, tvori
(nekomutativni) okruh s jednotkou. (Distributivita zleva plati diky linearit€ operatort z £(X).) V dalsSim
bude I (pfipadné Iy ) vZdy znacit identitu na pfisluSném prostoru (na prostoru X).

Podivejme se nyni bliZze na invertovatelné prvky (vzhledem k ndsobeni, neboli sklddani) okruhu £(X).
Prvek T € £(X) je invertovatelny, pravé kdyZ k nému existuje inverzni prvek S € £(X), tj. prvek spliiujici
ToS=1aSoT = I.Zprvnirovnosti plyne, Ze 7" je nutné na, zatimco ze druhé rovnosti plyne, Ze
T je prosty. Dohromady pak dostdvdme, Ze S je inverznim zobrazenim k bijekci 7. Vidime tedy, ze T
je invertovatelny, pravé kdyZ je to bijekce a inverzni zobrazeni T~! je prvkem £ (X). Inverzni zobrazeni
k linedrnimu je ov§em automaticky linedrni, stadi tedy testovat pouze spojitost inverzniho zobrazeni 7!,
(Vidime téZ, Ze algebraické znadeni inverzniho prvku k T v okruhu &£(X) jako 7! neni v kolizi se znaenim
je izomorfismus X na X . Pro Banachovy prostory je oviem kazda bijekce izomorfismem (Diisledek [3.7).
Dostavdme tedy nasledujici tvrzent:

TVRZENI 15. Necht’ X je Banachuiv prostoraT € £(X). Pak T je invertovatelny, pravé kdyZ? T je
bijekce.

Pripomenime je$té, Ze invertovatelné prvky v okruhu tvoii grupu, tj. jsou-1i S, 7 € £(X) invertovatelné,
paki S o T jeinvertovatelnya (S o 7)™ ! =T 1o §7L.
Poznamenejme nakonec, Ze z Véty [12] plyne, Ze K (X) tvori idedl v £(X).

DEFINICE 16. Necht X je normovany linedrni prostor nad K a T € £(X). Cislo A € K nazyvame
vlastnim Cislem operatoru 7, pokud Ker(Al — T') # {0}, tj. pokud T(x) = Ax pro né€jaké x € X, x # 0.
Prostor Ker(Al — T') pak nazyvame vlastnim prostorem piislusnym ¢islu A. Nenulové prvky vlastniho
prostoru piislusného Cislu A se nazyvaji vlastni vektory piislusné ¢islu A. Mnozina vSech vlastnich Cisel
operatoru 7" se nazyva bodové spektrum operatoru 7" a znaci se o, (T).

Spektrum operatoru 7 je mnozina vSech ¢isel A € K, pro kterd operator A/ — T neni invertovatelny.
Spektrum operatoru 7' znacime o (7).

Je-1i X Banachiiv prostora 7" € £(X), pak Al — T neni invertovatelny, pravé kdyZ Al — T neni prosty
nebo neni na (Tvrzeni[15). Tedy A je ve spektru T, pravé kdyZ rovnice T'(x) — Ax = 0 md vice feSeni nebo
rovnice 7(x) — Ax = y nemad feSeni pro n€jakou pravou stranu y € X.

Nasledujici vétu si dokdZeme a7 v oddilu (Véty a[10.52(b)). Diikaz neprazdnosti vyZaduje
netrividlni znalosti z komplexni analyzy.

VETA 17. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a T € £(X). Pak o(T) je kompaktni podmnoZina K
splitujici o (T) C Bk (0, ||T|)). Je-li X komplexni a netrividlni, pak o (T) je neprdzdné.

PRIKLAD 18. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K a P € £(X) je netrividlni projekce (tj.
P #0aP #1I).Paka(P)=0,(P) =1{0,1}.Prod e K\ {0,1} je A — P)™" = 31 + 351 P-
Vskutku, jelikoZ P # I, podprostor Ker P je nenulovy, a tedy 0 € o,(P). Dile I — P je netrividln{
projekce, a tedy Ker(/ — P) je nenulovy, neboli 1 € o,(P). Necht nyni A € K \ {0, 1}. Pfedpoklddejme, Ze
(Al —P)oT =1.PakAT —PoT =1,takze PoT = AT —1.Ddle P = Pol = Po(Al —P)oT =
(AP—P)oT = (A—1)PoT = (A—1)(AT —1). Odtud plyne, Ze T = 5 (327 P + I ). Pro takto definované
Tjepak (Al = P)oT = 355P + 1 — y55P — 7P = [ apodobn& T o (Al — P) = 1.
o

Nasledujici dvé tvrzeni mohou byt uzite¢na pii vypoctu spekter nékterych konkrétnich operatora.

“Tento pojem pravdépodobné pochézi z Hilbertova studia linedrnich integralnich rovnic (1906).
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LEMMA 19. Necht’ X je normovany linedrni prostor a T € £(X) je invertovatelny. Pak A € o(T),
pravé kdyz ; € o(T™1).

DUKAZ. Nejprve siuvédomme, 7ze 0 ¢ o (T'). Déle zjevné sta¢i dokdzat pouze implikaci <= a tu pak aplikovat
na T 'ay. Necht tedy A ¢ 0(T), A # 0.Pak A —T je invertovatelny. PoloZime-li § = (;/—T"")oT, pak
S = %T—I = —%(k] —T),atedy S jeinvertovatelny. Proto je invertovatelny i operator So7 ! = %I -T-L
Odtud plyne, Ze ; ¢ o(T™1).

O

TVRZENI 20. Necht’ X je Banachiv prostor a T € £(X) je izomorfismus na. Pak o (T) C {A e C;
e < AL < IT1)-
DUKAZ. Necht' A € o(T). Pak € o(T~") C B(0, ||T~"|)) dle Lemmatu[19]a Véty[17} Tedy |}| < |T7"].
neboli [A| > ﬁ Druhd nerovnost plyne pfimo z Véty
O

VETA 21. Necht’ X je Banachiiv prostora T € £(X). Pak o(T*) = o(T).

DUKAZ. Podle Véty2lje Alx« —T* = (Alx — T)*, a tedy podle Véty[6]je AIx~ — T* invertovatelny, pravé
kdyz Aly — T je invertovatelny.
O

Poznamenejme, Ze na nedplném prostoru plati pouze o (T*) C o(T).

TVRZENI 22. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Jestlize T € K(X)adim X = oo, pak0 € o(T).
JestliZe T € ¥(X)adimX > dimRng T, pak 0 € o,(T).

DUKAZ. Necht' T € K(X) adim X = oo. Pfedpoklddejme, Ze 0 ¢ o (T'). Pak operdator =T = 01 — T je
invertovatelny, a tedy i 7' je invertovatelny. Podle Véty d) to znamend, ze I = T~! o T je kompaktni
operator. Tedy By = I(By) je kompaktni podmnozina X . To je spor s predpokladem, Ze dim X = oo
(Véta[1.68).
Necht nyni 7 € ¥ (X) adim X > dim Rng 7. Dle znamé véty z linearni algebry plati, Ze dim Ker 7" +
dimRng 7" = dim X, a tedy dimKer 7" > 0. To znamend, Ze 0 € 0,,(T).
O

VETA 23. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak dim Ker(Al —
T) < oo. Je-li X Banachiiv, pak Rng(Al — T') je uzavreny.

DUKAZ. Oznaéme Y = Ker(Al — T).Pak T = Al naY,atedy ABy = T(By) je relativné kompaktni
mnozina v X . ProtoZe ov§em Y je uzavieny v X, je A By uzaviena v X, a tedy kompaktni v Y. Z Véty
potom plyne, Ze dim Y < oo.

Dile, podle Véty [2.8](a) existuje Z uzavieny podprostor X takovy,ze X = Y @, Z. Ozname S =
(Al —T) |z avsimnéme si, Ze S je prosty: Je-li S(x) = Oprox € Z,pak x € Ker(Al —T) =Y, tedy
x = 0. Dale pro kazdé x € X mame (Al —T)(x) = (Al —=T)(Pyx+ Pzx) = (Al —=T)(Pzx) = S(Pzx).
Odtud plyne, ze Rng(Al — T) = S(Z) = Rng S. Ukazeme, Ze S je izomorfismus do.

Pokud S nenf izomorfismus do, pak z Tvrzeni[1.62(a) plyne existence posloupnosti {x,} € Sz takové,
ze S(x,) — 0. Protoze T je kompaktni, existuje podposloupnost {x,, } takova, Ze T'(x,, ) — x pro né&jaké
x € X.PakovSem také Ax,, = (Al —T)(xn,) + T (xn,) = S(xn,) + T(xs,) = 0+ x = x. Odtud plyne,
Ze 7 € Sz, nebot’ Z je uzavieny. Diky tomu mame S(x,,) — S(3), coZ znamend, Ze S(3) = 0. To je ale
ve sporu s prostotou S.

Je-li tedy X udplny, pak Rng(Al — T') = Rng S je uzavieny dle Tvrzeni[1.62|c).

O

VETA 24 (Fredholmova alternativa). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K (X)a A € K\ {0}.
Pak operdtor Al — T je na, prdavé kdy?Z je prosty.
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Tvrzeni véty lze interpretovat nasledujicim zptisobem: Rovnice (A — T)x = y ma feseni pro kazdou
pravou stranu y € X, prave kdyz pfislusnd homogenni rovnice (A/ — 7')x = 0 md pouze trividlni feseni.
ProtoZe na kone¢nérozmérném prostoru je kazdy linedrni operdtor kompaktni, 1ze kazdy linedrni operétor
na kone¢nérozmérném prostoru zapsat ve tvaru I — 7', T kompaktni. Fredholmova alternativa je tedy
zobecnénim zndmé véty o fesitelnosti soustav # linedrnich rovnic o n nezndmych.

DUKAZ. < Ozna¢me S = Al — T a predpoklddejme, Ze S neni na. Nejprve si v§imnéme ndsledujiciho
pozorovani: Necht' A je libovolnd mnozinaa f: A — A je prosté zobrazeni, které neni na. Oznac¢ime-li
B = f(A) & A,pak f |p: B — B je opét prosté zobrazeni, které neni na. Vskutku, f(B) C f(A4) = B,
tedy f |'p zobrazuje do B. Dale, je-li fp: B — B na,pak f(B) = f|s(B) = B = f(A), tedy
z prostoty f plyne A = B, coZ je spor.

Aplikujme nyni toto pozorovdni iterativné na S: Polozme Xy = X a X, = Rng S 'x,_, pron € N.
Podle Véty 23] je Rng S Banachiv, takZze S je izomorfismus do (Dusledek [3.7). Tedy i restrikce S na
libovolny podprostor X je izomorfismus do, odkud indukci plyne, Ze kazdy podprostor X,, je uzavieny v X
(Tvrzeni[1.62(c)). Déle diky pozorovéni vyse indukcf obdrzime, ze X, G X, pro kazdé n € N. Ukdzeme,
Ze to je ve sporu s kompaktnosti 7.

Pro kazdé n > 0 existuje x, € Sy, spliujici dist(x,, X,+1) > % (Lemma. Pro libovolnd m,n € N,
m > n mame T (xy,) — T (x,) = S(xn) — S(xm) + Axpm — Axy. Protoze S(x,) € Xy+1 2 S(xXm) € Xppy1 C
Xu+1,jeu = S(x,) — S(xm) + Axy € Xy41. Proto
> M
)

Tedy posloupnost {7"(x,)} nema konvergentni podposloupnost, coz je spor s kompaktnosti 7.

= Z Vét[2]alfla) plyne, Ze operétor Alx« — T* = (Alxy — T)* je prosty. Podle Schauderovy véty

(Véta[13) je T* kompaktni, takZe podle prvni ¢asti ditkazu je Rng(Alx« — T*) = X*. V&ta[d[b) pak dava

Ker(Mly — T) = (Rng((ux _ T)*))l — (Rng(Alx~ — T*)), = (X*). = {0},

ITCon) = T o) | = 2] |5 =

tedy Alxy — T je prosty.
O

Poznamenejme, Ze z dikazu (s vyuZitim poznamky za Vétou (13)) je vidét, Ze implikace = v predchozi
véte plati i pro neuplny prostor X .

DUSLEDEK 25. Necht’ X je Banachiiv prostora T € K(X). Pak o(T) C {0} U 0,(T).

DUKAZ. Je-li A ¢ 0,(T), pak Al — T je prosty. Je-li navic A # 0, pak z Fredholmovy alternativy (Véta [24)
plyne, Ze Al — T je bijekce. Podle Tvrzeni[15|to znamend, Zze Al — T je invertovatelny, a tedy A ¢ o(T).

O
LEMMA 26. Necht’ X je normovany linedrni prostora T € L(X). Jsou-li A1, ..., A, riznd vilastni ¢isla
operdtoruT a xy,...,x, € X vlastni vektory prislusné Cislium Ay, ..., A,, pak jsou tyto vektory linedrné

nezavislé.

DUKAZ. Dtikaz provedeme indukci. Pro n = 1 tvrzeni ziejmé plati. Pfedpokladejme tedy, Ze plati pro néjaké

n € N. Necht’ Aq,...,A,41 jsou rizna vlastni isla operatoru 7" a x1, ..., X,+1 jsou k nim piislusejici
vlastni vektory. Necht' @, ..., &, jsou skaldry splitujici Y721 axxp = 0. Pak 0 = T(ZZ:} Qg Xr) =
SrE o T (k) = Y4t Ay, a tedy
n+1 n+1 n+1 n
0= arhexe —An1 D ouXi = Y kA — AnrD)xk = D (ke — Ang1) X
k=1 k=1 k=1 k=1

Diky indukénimu predpokladu plati, Zze ax (Ax — A,+1) = Oprokazdé k € {1,...,n},atedy oy = ---
o, = 0. Tim pddem i a1 = 0.
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VETA 27. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a T € K(X). Pak pro kaZdé r > 0 je mnoZina
o(T)N{A € K; |A| > r} konecnd.

DUKAZ. Zvolme r > 0. Pfedpoklddejme, Ze mnozina {A € o(T); |A| > r} je nekoneCna. Pak v ni
podle Disledku [25| existuje posloupnost {1,}5, navzdjem riiznych vlastnich ¢isel. Necht’ {x,} jsou k
nim pifslusné vlastni vektory. Polozme X,, = span{xy, ..., Xx,}. Pro kazdé n € N diky Lemmatu 26 plati
Xn & Xuy1 a X, je uzavieny v X, 4 (Dusledek [1.25). Podle Rieszova lemmatu (Lemma [1.65)) existuji
Zn € Sy, takové, Ze dist(z,, X,—1) > % pro kazdé n € N, n > 1. Tvrdime, Ze plati T(z,) € X,, pron € N
ar,z, —T(z2,) f Xu—1pron € Nr: n > 1. Vskutku, necht’ z, = Y \_, o x; Ero néjaka oelr,l. .o, € K.
Pak T(Zn) = Zizl O(,'T(X,‘) = Zizl aik,-x,- € X, a Anzn — T(Zn) = An Zizl o X — Zizl oei)tix,- =
Z;:ll a; (A, —A;)x; € X,—1. Pak pro libovolnd m, k € N, m > k mame A,,2,, — T (Zm) + T (2x) € Xm—1,
a tedy

1T @m) = T@ON = [Amzm — (omzm — T(@m) + T(@0))|| =

1
> dist(AmZms Xm—1) = |Am| dist(Zm, Xm—1) > FE'

Odtud plyne, ze posloupnost {7 (z,)} nema konvergentni podposloupnost, coz je spor s kompaktnosti 7.
O

Zkombinujeme-li Tvrzeni 22 V&t 27] Diisledek 25]a Vétu 23] obdrzime nasledujici shrnuti:

DUSLEDEK 28. Necht’ X je nekonecnérozmérny Banachiv prostor a T € JK(X). Potom o(T) =
{0} U {A,}, kde {A,,} je posloupnost, kterd je bud’ konecnd, nebo nekonecnd a konvergujici k 0, a je tvorena
nenulovymi vlastnimi cisly operdtoru T, pricem? kazdé z nich md konecnérozmérny vlastni prostor.

Na druhou stranu, néasledujici priklad ukazuje, Ze pro nekompaktni operatory miiZze spektrum vypadat
témér jakkoli.

PRIKLAD 29. Necht' R: {s — £(£2) je izometrické vnofeni z Piikladu[1.61] (v8echny prostory jsou
nad K). Pak pro kazdé y € { je 0,(R(y)) = Rngy = {y,; n € N} ao(R(y)) = Rngy. Dile je
R(co) C K(£). Odtud plyne, Ze pro kazdou K C K neprazdnou kompaktni existuje 7 € £({,) takovy,
ze o(T) = K, a pro kazdou posloupnost {y,} C K konvergujici k 0 existuje 7" € K ({,) takovy, Ze
0p(T) ={yn; n € N}ao(T) ={0} Uoy(T).

Vskutku, je-li y € £o, pak zjevné y, € o0,(T,) pro kazdé n € N, nebot’ T} (e,) = yne,. Na druhou
stranu, pokud A ¢ Rng y, pak rovnice T)(x) = Ax, neboli (y,x,)52; = (Ax,)5>,, nemd nenulové feSeni
v {,. Ddle, jelikoZ o (T},) je uzaviend mnoZina (Véta , plati Rng y = {y,; n € N} C o(7}). Na druhou
stranu, je-li A € K \ Rngy pak v = (ﬁ):o:l € lo. Oznacime-li u = (A — yu)02; € Lo, pak
TyoT, =T,0T, =1,atedy T, = Al — T, je invertovatelny. Tedy A ¢ o(7}), z ¢ehoZ plyne inkluze
o(Ty) C Rngy.

Dale snadno nahlédneme, Ze R(cop) C F ({»), odkud dle Véty b), (c) plyne, Ze R(co) C F (¢,) C
K (£3). Konecné, je-li K C K neprazdna kompaktni, pak existuje spoCetna hustd mnoZina {y,; n € N} v K.
Pak proy = (yn)52, € {c je 0(Ty) =Rngy = K.

<

Z Vét a[2] okamzité plyne nésledujici tvrzeni, které popisuje, jak nalézt prostor vSech pravych
stran, pro které je rovnice (Al — T)x = y feSitelna, pomoci prostoru feseni piislusné adjungované (dudlni)
homogenni rovnice.

VETA 30 (Druhd Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € KX (X)a A € K\ {0}.
Pak

Rng(A Iy — T) = (Ker(Alx+ — T*))J_,
Rng(Alx — T*) = (Ker(Alx — T)) ™.

Posledni véta popisuje vztahy mezi velikostmi prostoru vSech pravych stran, pro které je rovnice (A1 —
T)x = y feSitelnd, a prostoru vSech feSeni prislusné homogenni rovnice.
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VETA 31 (Tteti Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X)a A € K\ {0}.
Pak

dimKer(AIy — T) = codimRng(AIxy — T) = dimKer(Alx~ — T*) = codimRng(Alx+ — T™) < oo.

VSimnéme si, Ze prvni rovnost je zobecnénim Fredholmovy alternativy. Nicméné my Fredholmovu
alternativu vyuZzijeme v dikazu.

DUKAZ. Ozname S = Aly — T. DokdZzeme nejprve nerovnost
dimKer § < codimRng S. (D

Predpokladejme opak, tj. dimKer S > codimRng S. Dle Véty 23] je Ker S konecnérozmérny a Rng S
uzavfeny. Podle pfedpokladu je tedy Rng S konecné kodimenze. Diky Vété [2.8| plati

X =KerS & E =RngS &, F,

kde E, F jsou uzaviené podprostory X a dimKer S > dim F. Necht A: Ker S — F je linedrni zobrazeni,
které je na a Ay = 0 pro né€jaké nenulové y € Ker S (staci definovat A pomoci bazi). Zobrazeni A4 je
spojité diky konec¢né dimenzi prostoru Ker §' (Véta[[.68). Necht' P: X — Ker S je spojitd linearni projekce
prislusnd prvnimu rozkladu. PoloZzme U = T — Ao P.Pak Ao P € ¥ (X),atedy U € K(X) diky
Vet [12(b).

Podivejme se nyni na operdtor Alx — U. Plati, Ze Aly —U = S + Ao P.Je-li z € X, pak existuji
Z1 € Rng S az, € F splinjici z = z1+2,. VSimnéme si, Ze Rng S = S(E+KerS) = S(E)+S(KerS) =
S(E). Tedy existuji x; € E a x, € Ker S spligjici S(x;) = z1 a A(x2) = z2. Pak Ay —U)(x1 + x2) =
(SH+Ac0P)x;+(S+ A0 P)xy = Sx1 + A(Px1) + Sx2+ A(Px3) =21+ 22 = 2. Tedy Aly — U
je na. Z Fredholmovy alternativy (Véta[24) plyne, ze AIx — U je prosty. To je ale ve sporu s faktem, Ze
My —U)y =Sy + A(Py) = Ay = 0. Tim mame dokdzanu nerovnost ().

Uvédomme si, ze Alx= — T* = S* (Véta2). Podle Véty[13]je T* € K (X*). Podle prvni ¢asti dikazu
aplikované na 7* € K (X¥) je tedy

dimKer §* < codimRng S*.
Diéle, podle druhé Fredholmovy véty (Véta je X*/Rng S* = X*/(Ker S)*. Tento prostor je oviem
izomorfni prostoru (Ker S)* (Véta b)). Tedy
codimRng §* = dim(Ker S)* = dim Ker S.
Podobné, Ker $* = (Rng S)* (Véta a)). ProtoZe Rng S je uzavieny, je (Rng S)* izomorfni s (X/Rng S)*
(Véta a)). Tedy dimKer $* = dim(X/Rng S)* = codimRng S (vizte Tvrzeni [2.27)). Dame-li nyni{
dohromady dokdzané rovnosti a nerovnosti spolu s nerovnosti (I)), dostaneme

dimKer S < codimRng S = dimKer $* < codimRng §* = dimKer S.



Kapitola 5

Konvoluce funkci a Fourierova transformace

vvvvvv

k Fourierové transformaci. Ta je zdkladnim nastrojem v fadé matematickych problémd, at’ uz je to teorie
parcidlnich diferencidlnich rovnic, prostorti funkei ¢i harmonickd analyza. NeZ se vSak do této problematiky
pustime, je tieba se seznamit s takzvanou konvoluci funkci, coZ je velmi uziteCny néstroj, jak vytvaret funkce
s pozadovanymi vlastnostmi pomoci ,.integralniho primérovani*. Jako jeden z mnoha diisledkt obdrzime
hustotu hladkych funkci v prostorech L, (Disledek .

1. Konvoluce funkeci

V tomto oddilu budeme pracovat s funkcemi na prostoru R¢ pro n&jaké d € N a s mirou u, kterd je
n&jakym kladnym néasobkem Lebesgueovy miry na R¢. Normu na R¢ budeme uvaZovat eukleidovskou,

g [I-]l2-

DEFINICE 1. Necht' u je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R? a £, g: R? — K. Konvoluce
funkce f s funkei g je funkce f * g definovana jako

(f =00 = [ )2t = 0 due)

pro takova x € R, pro kterd integral konverguje.

Spravnéjsi by bylo oznacovat konvoluci symbolem f *,, g, nebot’ vysledek zavisi na mife p. Tradi¢ni
znaceni vyzaduje, abychom z kontextu védéli, jakd mira je pouzita. Funkce g se nékdy nazyva jadrem
konvoluce.

VETA 2. Necht' i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R a f.g, h: R — K.

(a) Operace * je komutativni v ndsledujicim smyslu: funkce [ x g a g * f maji stejny definic¢ni obor a jsou
Si na ném rovny.

(b) Proa € K je (af) x g = a(f * g) na definicnim oboru pravé strany; je-li o # 0, pak maji obé strany
stejny definic¢ni obor.

(c) Operace * je distributivni vzhledem ke scitani v ndsledujicim smyslu: plati f x(g+h) = fxg+ f xh
a(f +g)xh= fxh+ g h nadefinicnich oborech pravych stran.

(d) Necht' 1 < p,q,r < oo spliiuji % + 5 + 1 >2 Jeli f e Ly(n), g € Lg(n) ah € Ly(1), pak
(f xg)*h= f%(gx*h)pu-s. v. naR?.
Dilezitym specidlnim piipadem v (d)je p =g =r = 1.

DUKAZ. (a) Necht © = CA a x € R?. Definujme ¢: R? — R? predpisem ¢(z) = x — z. Pak ¢ je
diferencovateln4 bijekce a | J,|(z) = 1 v kazdém bodé z € R¥. Tedy dle véty o substituci

/ FO)glx — ) duly) = / F0)gx — y)C dA(y) = / Flp(2)g(x — p(2)C dA(z) =
R4 R4 R4
- /R 8/~ ) duta),

pokud jeden z integrali konverguje. Odtud jiz tvrzeni (a) plyne.
71
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(b) Necht' x € R je takové, Ze f * g(x) je definovano. Pak (af ) * g(x) = Jraaf(¥)g(x—y)du(y) =
o fga FOg(x —y)du(y) = a(f * g). Je-li @ # 0, pak integrdl vlevo konverguje pravé tehdy, pokud
konverguje integral vpravo.

(c) Necht' x € R4 je takové, Ze f * g(x)a f * h(x) jsou definovany. Pak

L, 100 @+ =0 aum) = [ F0rt=5)+ 106 =) du(y) =
— [ S0 =) + [ SO =) duir)
R4 R4

atedy fx(g+h)(x) = fxgx)+ f*xh(x) = (f xg+ f % h) (x). Druhd rovnost plyne z pravé dokdzané
rovnosti a tvrzeni (a).
Dikaz (d) odloZime na pozd&ji (str.[75)), aZ se o konvoluci dozvime vice.

Nyni se zaméfime na otdzku, kdy je konvoluce definovana.

LEMMA 3. Necht' f: R4 — K je lebesgueovsky méFitelnd.

(a) Pro kazdé x € R? je funkce y — f(x — y) lebesgueovsky mé¥itelnd na R9.
(b) Funkce (x,y) — f(y)a (x,y)— f(x — ) jsou lebesgueovsky méfitelné na (R%)>2.

DUKAZ. V celém dikazu bude méfitelna znamenat lebesgueovsky méfitelna.

(a) Zvolme pevné x € R? a polozme h(y) = f(x — y) pro y € R%. Je-li G C K oteviend, pak je
snadno vidét, ze h~1(G) = x — f~1(G). Mnozina f~!'(G) je mé&fiteln4, a protoZe Lebesgueova mira je
symetrick4 a transla¢né invariantni, je i mnoZzina 2~ (G) méfitelnd. Funkce / je tedy mé&fiteln4.

(b) Oznatme ¢(x,y) = f(y)avy(x,y) = f(x—y).Necht G C K je oteviend. Polozme A = f~1(G).
Pak A C R? je méfitelnd a ¢~1(G) = R? x A C (R?)2. Je to tedy méfitelny obdélnik, a tfm padem
méfitelnd mnozina. Dile definujme T: (R4)?> — (R%)? piedpisem T'(x,y) = (x — y, y). Pak zjevné
T je prosté linedrni zobrazeni, a tedy bijekce (R?)? na (R?)2. Plati, ze v~ 1(G) = {(x,y) € (R9)?;
x—ye A ={x,y) € R T(x,y) € A xR = T7(4 x RY). MnoZina A x R? je méfitelny
obdéInik v (R?)2, a tedy méfitelna mnoZina, proto i jeji obraz pfi linedrnim zobrazeni 7~! je méfitelna
mnoZina (vizte napt. [R} str. 175]).

O

LEMMA 4. Necht' i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R¢ a f,g € Li(u). PoloZime-li
F(x,y) = f(ngx —y)prox,y € R pak F € Li(ux ) allFly = flhlglh

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze f i g jsou definovany vSude a jsou kone¢né.
Podle Lemmatu b) je funkce F méfitelnd na (R¢)2. S vyuzitim véty o substituci jako v dikazu Véty a)

obdrZzime
/Rd (/RdIF(x,y)ld/L(x)) du(y) = fRdlf(y)l (/Rdlg(x—y)|du(x)) du(y) =

= /Rdlf(y)l gl due(y) = llglhll fll < +o0,

odkud podle Fubiniovy véty plyne,7ze F € Li(ux ) al||[Fl1 = |fll1llgll:-
O

DEFINICE 5. Necht f: R? — K a y € R¢. Pak definujeme posun funkce f do bodu y jako funkci
7, f: R4 — K danou predpisem 7, f(x) = f(x — y) pro x € R4,

Viimnéme si, Ze je-li y € R¥, pak pro libovolné f,g: R - Kaa € Kplati t,(f +g) =1, f + 1,8
at,(af) = at, f, tj. Ty je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory viech funkci na R<.
Pokud f = g pu-s. v, pakirt, f = 1,8 u-s. v., tedy operace posunu ma smysl i pro prvky prostoru

Ly(w).
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VETA 6. Necht' | je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R¢ a f € L,(n), 1 < p < oo. Pak
zobrazeni T: R — L,(u) dané predpisem t(x) = T, f je stejnomérné spojité.

DUKAZ. Uvédomme si, Ze diky vété o substituci pro libovolné g € L,(u) a y € R? plati, 7e ||7,g||5 =
Jral g (P dp(x) = [palg(x — )P du(x) = [ralg@)|? du(u) = ligll7-

Zvolme & > 0. Podle diisledku Luzinovy véty ([R| Véta 3.14]) existuje g € C(R¢) s kompaktnim
nosi¢em K takovd, ze || f — gl|, < 5. Necht r > 0 je takové, Ze K C B(0,r), a poloZzme B = B(0,r + 1).
Protoze g je stejnomérné spojitd a u(B) < 400, existuje 0 < § < 1 takové, ze |g(u) — g(v)| < W

kdykoli u, v € R?, |lu — v|| < §. Necht nyni x, y € R? jsou takové, 7e ||x — y|| < 8. Je-liu + x —y € K,
pak |u|| < |lu +x—y| + llx =yl <r+ 1, tedy u € B. S vyuzitim véty o substituci tedy mame

g =08l = | 1@ = mg @ ) = [l =0 =g =0l ) =

- / 12G0) — g + x — )I? dp(u) = / 1900) — gt + x — y)|P du(u) <
R4 B

i
= Jp 3o T3
Dohromady tak dostdvame

1eG) =ty = It f =1 fllp < e — waglly + g — B8llp + ltyg — 7 £l <

<lelf =)l + 5 +Ine = Nlp =1 =gl + 5 +lg = fll, <

O

Piipomeiime, Ze L'*°(§2, u) je vektorovy prostor lokalng integrovatelnych funkei definovanych na mé-
ritelné 2 C R”, tj. funkci f: 2 — K takovych, Ze pro kazdé x € £2 existuje okoli U C 2 bodu x
takové, ze f [y je integrovatelnd. Poznamenejme, Ze z Lindeléfov vlastnosti mnoZiny §2 plyne, Ze
funkce z L'°(£2, 1) jsou automaticky méfitelné. Z vlastnosti kompaktnich mnoZzin pak plyne, Ze je-
i f e LY(2,u) a K C £ kompakini, pak f |k je integrovatelnd. Déle se snadno nahlédne, Ze
CR?) c LY(RY, ) a L,(RY, n) C L'(R?, ) pro kazdé 1 < p < oo (posledni inkluze je minéna ve
smyslu existence vhodného bodové definovaného reprezentanta).

VETA 7. Necht' i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R a f.g: R? — K.

(a) Je-li f € Lo(n)ag € Ly(n), kde 1 < p,q < oo jsou sdruZené exponenty, pak funkce f * g je
definovdna v kazdém bodé R, je stejnomérné spojitd a omezend a plati || f * glloo < | £ I5llgll4-

(b) Oznacme M, = {x € R?; u(x) # 0}. Pak f * g(x) = 0 pro x € RY\ (My + M,). Tedy supp f * g C
supp f + supp g.

(c) Je-li f € LY(n) ajestlize g € Loo(w) md kompaktni nosic, pak funkce f * g je definovdna v kazdém
bodé R?, je spojitd a plati supp f * g C supp f + supp g.

(d) Jsou-li f,g méfitelné, D C R¢ méfitelnd a f * g je definovdna alespori na D, pak f * g je méFitelnd
na D.

(e) Jsou-li f.g € Li(1), pak f*g je definovina ju-s.v. naR?, fxg € Li(w)aplati || fxg|li < | fll1lgll.
(f) Necht' 1 < p,q < o0 splﬁujz’% + é > 1.Je-li f € L,(1n)ag e Ly(), pak | * g je definovand ji-s. v.

naR?, fxgeL.(waplati | f+glly < flpllglg kde + =+ + 1 —1.

DUKAZ. (a) Bez ijmy na obecnosti mizeme piedpokladat, Ze f i g jsou definovany vSude a jsou konecné.
Necht x € R?. Funkce y — f(y)g(x — ) je u-méfitelnd dle Lemmatu a) a [gal F(M)g(x—y)du(y) <
| flpllglly (pro 1 < p,q < oo to plyne z Holderovy nerovnosti, jinak je odhad pfimocary; téZ vyuZivame
vétu o substituci). Tedy f * g je definovana na celém R? a | f * g(x)| < || fl»llglly pro kazdé x € R4,
Dile diky Vété[2(a) miiZeme bez ijmy na obecnost pfedpoklddat, Ze ¢ < oco. PoloZme h(z) = g(—z) pro

"Ernst Leonard Lindelsf
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z € R?. Dle véty o substituci je i € Lg4(w). Pro libovolnd x, y € R¢ pomoci Holderovy nerovnosti (resp.
pfimocarého odhadu pro p = 0o) dostdvame

|fxg() = f gl = '/Rd f@)(g(x —2) —g(y —2)) du(z)

_ ‘ /R @G =) bz~ ) du(@)

= ‘/Rd f@)(txch = tyh)(z) du(z)| <
< [ 1@ =t ] dia(2) < f ek = bl

Véta[6| nyni implikuje stejnomérnou spojitost f * g.

(b) Necht' x € R\ (My + M,). Pak pro y € My plati x — y ¢ M,, atedy f(y)g(x —y) = 0 pro
kazdé y € R?. Proto f % g(x) = 0.

(c) Necht x € R?. Pak y — f(y)g(x — y) je u-méfitelnd dle Lemmatu a). Polozme K = supp g.
Pak

FDgG = M dr() < lgleo /

[ o =i = | SO A().
R4 x—K x—K
pri¢emz posledni integral je konecny, nebot’ mnozina x — K je kompaktni. Tedy hodnota f * g(x) je
definovéna.

Dile, supp f * g C supp f + supp g podle (b), nebot’ podle Tvrzeni[I.23]je mnoZina supp f + supp g
uzaviena.

Kone¢né, ukazme spojitost. Zvolme pevné x € R? a polozme L = B(x, 1) — K. Pak L je kompaktn{
(Tvrzeni. Polozme h(z) = (yz f)(—z) pro z € R%. Pak h € L,(u). Necht y € B(x, 1) je libovolné.

Pak s vyuzitim Véty 2] dostdvame

[fxg(x) = fxgW=lg* fx)—g* f)|=

/K ¢@(fx—2)— f(r —2)) dp(2)| =

| @G =0 = he =) i)

< /Rd|g(z>|}h(z — ) —hz — )] du(z) =

= [ Je@Il(eh = 5 1)@ k) = lgleslieh = .

pri¢emz tfeti rovnost plati proto, Ze je-liz € K,pak x —z,y —z € L, atedy g(z)(f(x —-2)— f(y— z)) =
g f)(x—z) — (xo f)(y — 2)) pro kazdé z € R4. Véta@nyni implikuje spojitost f * g v bodé x.

(d)Pron € N polozme 4, = {y € R¢; | f(»)| <n}NBO,n)aB, ={y € R?; |g(y)| <n}NB(0,n).
Pak A, i B, jsou méfitelné mnoziny. Polozme dile f, = x4, f agn = xB,8-Pakzjevné f, - fag, —> g
bodové na R” a | f,(x)| < | f(x)], |gn(x)| < |g(x)| pro kazdé x € R¢. Odtud plyne, Ze pro viechna
x,y € RO plati f,(y)gn(x —y) = f(3)g(x —y) a|fu(»)gn(x — ¥)| < |f(»)g(x — y)|. Déle pro kazdé
n e Nplati f,, g, € L1(1t) N Loo(it), atedy dle (a) je f, * g, definovdna a spojitd na celém R?. Pro x € D
je podle predpokladu [p.| f(¥)g(x—y)|du(y) < +o0, takze dle Lebesgueovy véty f * g, (x) — f *g(x).
Funkce f * g je tedy na D bodovou limitou spojitych funkci, a proto je tam méfitelna.

(e) Polozime-li F(x,y) = f(y)g(x — y), pak dle Lemmatu[d]je F € Li(ux w) a|Fl1=|fllllgl:-
Podle Fubiniovy véty tedy plati, Ze f % g(x) = [po F(x,y)du(y) konverguje pro pu-s. v. x € R4
a f % g € Li(u). PouZijeme-li Fubiniovu vétu jesté jednou, dostaneme

7 xel = [ | [ Fesrmm| s < [ ([ 1reia ) s -

_ / PGyl dix e = 1Lf gl
R4 xR4

(f) Piipad sdruZenych exponenti je (a), pfipad p = ¢ = 1 je (e). Zbyvaji piipady, kdy - + 7 > 1 a
1 < max{p,q} < 0o, coZ znamend, Ze r < oo. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze f i g jsou
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definovany v3ude a jsou kone¢né. Dle Lemmatu [3(b) je funkce F(x,y) = | f(¥)|?|g(x — y)|? nezédpornd
méfitelnd na (R¢)2, a tedy dle Fubiniovy véty (a véty o substituci) plati

/Rd (/Rd F(x,y)du(y)) du(x) = /Rd (/Rd F(x,y)d;/,(x)) du(y) =
:/ 7 I ( / lg(x —y>lqdu(x>) du(y) = / FOIPIIgl? dp() = I £11Z1gl8 < +oo. (1)
R4 R4 Rd

To znamend, Ze integrél fRd F(x,y)du(y) je koneény pros. v. x € R4 . Diéle,je-li p=1,pakr =g > la
pro kazdé x € R? dostdvame pomoci Holderovy nerovnosti

/ f g — )] du(y) = / OO lg G — ) di(y) <
R4 R4

1-1 1 1 1
s(/R dlf(y)ldu(y)) (/R d F(x,y)dm)) =||f||i"‘(/R d F(x,y)du(y)).

. . . 1-1 1 o v
Je-lig = 1, pak obdrzime analogicky [p.|/(»)g(x—y)Idu(y) < gl " (Jga F(x,»)du(y))". Konetng,

je-li p.g > 1,pak + < 11 < 14 prokazdé x € R? tak dostdvame pomoci Holderovy nerovnosti
p°r q

(Vétapr0a1 = %— %,az = é— % aqs = %)
/R gl = pldu(y) = /R NSO = I (LSO g0 = 2)I7) dn(y) =

5(/ If(y)l”du(y)) (/ |g(x—y)|qdu(y))
R4 R4

=11 1l ([ Penaum)’

Vsimnéme si, Ze diky pfedchozim vypoctim je tento odhad platny i pro p = 1 nebo ¢ = 1. ProtoZe posledni
&islo v tomto odhadu je koneéné pro s. v. x € R, je funkce f * g je definovina skoro viude na R¢

B —p/r —q/r 1/r :
aplati | f x g(x)| < ||f||ll7 p/ ||g||;7 a/ (fRd F(x,y) d,u(y)) / pros.v. x € R?. Podle (d) je funkce f * g
méfitelnd a mizeme tedy s pomoci (1) odhadnout

/ f g dp(o) < £ 1P gl / (/ F(x,y>du(y>)du<x>=||f||;||g||;.
R4 R4 \JR4

([ F(x,y)du(y))r =
R4

N =
~ =
Q=

O

DUKAZ VETY [2[D). Pomoci Lemmatu [3|snadno odvodime, Ze funkce Fy(y,z) = f(z)g(y — 2)h(x — y)
je méfitelnd na (R9)? pro kazdé x € R?. Déle je | | € L,(u), |g| € Ly(1) a |h| € L, (). Z predpokladu
na p, ¢, r plyne, ze % + (—} > 1 nebo é + % > 1. Predpokladejme nejprve, Ze nastane prvni pripad. Pak dle
Vétyf)je |f1* gl € Lu(u), kde ;; = 5 + 2 — 1. ProtoZe ;; + ; = - + - — 1 + ¢ > 1, opétovnym
pouzitim Véty f) dostavame, Ze (| fl*| g|) * |h|(x) je definovana pro s. v. x € R¢. To znamen4, Ze

/ (/ | f(2)g(y —2)h(x — y)| du(z)) du(y) =
R4 \JR4

=/ (/ |f(Z)||g(y—Z)|dM(Z))|h(X—y)|dM(J’):/ |/ ]gl)|h(x —y)[du(y) < +oo
R4 R4 R4

pros.v. x € R¢. Z Fubiniovy véty tedy plyne, 7e Fxy € L1(i x t) pros. v. x € R,

Podobné, jestlize ; + ; > 1, pak dle Véty f) je lgl * |h| € Lu(p), kde ;; = 7 + ; — 1. Protoze

+ % = % + (—; + % —1 > 1, opé€tovnym pouzitim Véty D dostavame, Ze | f| * (| gl * |h|)(x) je definovana

ST
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pros.v. x € R%. S vyuzitim véty o substituci to znamen4, Ze
/ ( [ 1r@st-one— du(y)) o) = [ If(Z)I( [ Js0=aliht-n) du(y)) dp(z) =
R4 R4 R4 R4
- [ |f(z>|([ 12O IhGx — 2 — ) du(u)) du(z) = [ SO * ) (x — 2) dpu(y) < +oo
R4 R4 R4

pros. v. x € R¢. Z Fubiniovy véty tedy i ve druhém piipadé plyne, Ze F, € L1(i x jt) pros. v. x € R%.
Kone&né, opétovnym pouZitim Fubiniovy véty spolu s vétou o substituci tedy pro s. v. x € R? dostdvdme

(Froen = [ ([ e -2 )= -

— /Rd (/Rd Fi(y,2) d,u(z)) du(y) = /Rd (/Rd Fi(y,2) du(y)) du(z) =

= / f(z)(/ gy —2)h(x—y) du(y)) du(z) =
R4 R4

= / f(z)(/ gu)h(x —z —u) du(u)) du(z) =
R4 R4

— fRd f(2)g xh(x —z)du(z) = f * (g * h)(x).

O

DEFINICE 8. Necht d € N. Pak o = (a1, ...,ag) € N¢ nazyvame multiindexem délky d. Radem
multiindexu « nazyvame Cislo Zflzl «; a znaCime jej |c|.
Je-li « multiindex délky d, pak symbolem D¢ oznacime parcialni derivaci fadu |« | danou multiindexem c,
tj.
glel

)L —
1 &g
axl "'axd

(symboly dx? ve vyjadieni vySe vynechdvame). Specidlng, proa = 0 = (0,...,0) a f: R¢ — K je
D°f = f.Symbol D% se téZ nazyva diferencidlni operator.

Necht’ 2 C R je oteviend mnoZina. Je-li f funkce na 2 s komplexnimi hodnotami, pak D¢ f(x) =
D*(Re f)(x) +iD*(Im f)(x) pro x € £2. Pfipometime, 7e symbolem C*(£2,K), k € N U {oc} znaime
funkce z £2 do K takové, Ze maji spojité vSechny parcialni derivace vSech fadi az do k vcetné (resp. vSech
fadi, pokud k = o0o) na £2. Obvykle pouzivame zkratku C¥ (2, K) = C*(£2) a téleso skaldrd je nutné
poznat z kontextu.

Uvédomme si, Ze ne kazda parcidlni derivace je tvaru D% pro néjaky multiindex o (napf. %).
Nicméné pokud derivujeme funkce z C*(£2), pak si diky vété o zdméné parcidlnich derivaci vystaéime
pouze s parcidlnimi derivacemi D%, |«¢| < k. Diky Vété lze tedy obvykle pracovat pouze s parcidlnimi
derivacemi D.

POZNAMKA 9. Je-li f € C¥(Q2)aa € N¢, |a| < k, pak supp D*f C supp f. Vskutku, f je
konstantni (nulovd) na oteviené mnozin€ G = §2 \ supp f, atedy D*f = 0 na G. TudiZ supp D* f C

—Q
2\ G = £\G = supp f. Nadruhou stranu neni neobvyklé, Ze supp D* f* S supp f: je-li f konstantni
nenulova, pak supp f = 2, ale supp D* f = @ pro o # 0.

DEFINICE 10. Necht 4 C R“. MnoZina
D(A,K) = {p € C®([R?,K); supp ¢ je kompaktni podmnozina A}

se nazyva prostor testovacich funkci na A.
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Obvykle pouzivame zkratku D (A4, K) = D(A) a téleso skalarti je nutné poznat z kontextu.
Uvédomme si, Ze D (A) je podprostor vektorového prostoru C*°(R%) a D(A) je podprostor D (B), pokud
A C B. Snadno je vidét, Ze pro kazdou f € D(A) akazdy multiindex o je D* f € D(A) (Poznamka ).

PRIKLAD 11. Funkce p(x) = ||x||? pro x € R¥ patif do C*®(R?). Plat{ totiz a‘r)—fi(x) = 2Xi, 57 p(x) =2

a ax ax (x) = 0proi # j avsechny ostatni parcidlni derivace jsou nulové.

DeﬁnUJme funkci ¢ : R — R predpisem

e~ /=12 prot € (—1,1),
prot ¢ (—1,1).
Pak neni obtiZné spocitat, ze ¢ € C*°(R) (jedina potiZ je v bodech +1), a zjevné {t € R; ¢(t) # 0} =
(—1,1), takZe supp ¢ = [—1, 1]. Tedy ¢ € D(R).
Koneéné, poloZime-li Y = ¢ o p, pak ihned vidime, 7e ¥ € D (R?), {x € R?; ¥ (x) # 0} = U(0, 1)
asuppy = B(0,1).

o(t) =

o

Vzhledem k tomu, Ze nosic¢ funkce lze posouvat a ménit jeho velikost pomoci transformace x +— ax + b,
kterd zachovava hladkost, predchozi piiklad ukazuje, Ze pro libovolnou otevienou 2 C R? prostor D (£2)
obsahuje netrividlni nezdpornou funkci.

VETA 12. Necht’  je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R a f,g: R4 — K. Je-li f € L'*(1)
age DR?), pak [ x g€ C°(RY) a DU(f * g) = f * D% pro kaZdy multiindex o délky d.

DUKAzZ. Dle Véty c) jsou funkce f * gi f * D%g pro kazdy multiindex o € N¢ definovany a spojité

na celém R?. Déle ukdZeme platnost vzorce D*(f * g) = f % D®g indukci podle |«|. Odtud plyne, Ze
f * g € C®°(R?) pomoci Véty|15.1]

Necht nejprve k = 1a j € {1,...,d}. Funkce ;’ng je spojita s kompaktnim nosicem, a tedy existuje
C > 0takové, Ze |837‘5;(y)| < C prokazdé y € R¥. Zvolme pevné x € R apolozme ¢(t) = f * g(x +te;)
prot € (—1,1). Dile polozme F(t,y) = f(y)g(x +te; —y)prot € (—1,1)ay € R? a v§imnéme
si, ze ¢(t) = [pa F(t,y)du(y). Pak pro kazdé ¢ € ( 1,1) je funkce y +— F (¢, y) méfitelna. Déle pro
kazdé y € R4 at € (—1,1) je af (t,y) = f(y) (x + tej — y). Poloizme K = B(x,1) — suppg.
Pak K je kompaktni (Tvrzeni|1.23) a je-lit € (—1, 1) ay e R? \ K,pak x + te; —y ¢ supp g, takze

(x +te; —y) =0.Proh = Cykl|f|jetedy h € Li(n) a | (t, y)| < h(y) pro kazdé y € R? a
t e (—1,1). Konecné, y — F(0,y) € Li(), nebot’” f * g(x) je deﬁnovana. Podle véty o derivaci integralu
podle parametru tedy mame ag;T*jg(x) = ¢'(0) = [ga %—I;(O, y)du(y) = f % %(x).

Necht nyni @ € N¢, || > 1 a predpoklddejme, Ze vzorec plati pro libovolné D? takové, 7e B € N¢

a|B| < |a|. Necht' j € {1,...,d} je nejmensi takové, Ze o; > 0. Pak D% = %D“_e/, pri¢emz
la —ej| = |a| —1, atedy s vyuZitim induké&niho predpokladu a déle jiZ dokdzaného piipadu k = 1 obdrzime
o a oa—e; a o—e; 8 o—e; o
D(f*g)Za—(D (f*xg)=7—(f+xD"9g) = f+-—(D*"*g)= f*D.
Xj ij an

O

DEFINICE 13. Necht’ u je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R¢. Funkci g: R? — K budeme
nazyvat regularizaénim jadrem (vzhledem k ), pokud g € L1(u) a [pa gdp = 1.

VETA 14. Necht' | je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R?, g je regularizacni jadro na R?
a f:RY - K. Poloime g,(x) = n®g(nx) prox e R an e N.
(a) Pokud f je stejnomérné spojitd a omezend na R?, pak f % g, — [ stejnomérné na R?.
(b) Pokud f € L,(u)al < p < oo, pak f * g, — f v prostoru L,(1).
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DUKAZ. Polozme C = ||g||; > 0a viimn&me si, Ze dle véty o substituci (uZijeme p(x) = nx, J,(x) = n?)
je llgnlly = Jga n¢|g(nx)|dp(x) = [ralg()|du(u) = C prokazdén € N.

(a) Podle Véty a) jsou funkce f * g, definovany na celém R¢. Necht' ¢ > 0. Pak existuje § > 0 takové,
ze | f(u)— f(v)| < 55 kdykoliu, v € R4 spliiujf ||[u —v]|| < 8. Necht M > 0 je takové, Ze | f(x)| < M pro
kazdé x € R%.Dle Dﬁsledkuexistuje r > 0 takové, Ze fB(O’r)|g| du > C—437. Pron € N pak dle véty
o substituci mame fB(O,r/n)|gn(x)|d/L(x) = fB(O,r/n)ndlg(nx)|d/¢L(x) = fB(O’r)|g(u)|du(u) > C — 255

Zvolme ny € N tak, aby n’—o < 8. Pak pro kazdé n > ng a pro kazdé x € R? diky komutativité konvoluce
(Véta2(a)) plati, Ze

7 %200 = 1] = g 1= 10| = | [ )7~ 90 = 100 [ enr)au

=

< /Rdlf(x ) = £ g du(y) =

B /B(o,;)

</ © gn(]d +f IMIgn(y)] < & +2M =S
= ~~18n n >~z — = E&.
b0 2C T sy T2 M

fx=y) = fO)]-1gn (W dp(y) + /Rd\B(O L)If(x — )= f@)|-lgn (W dp(y) <

(b) Podle Véty f) existuje A C R¢ takov4, 7e u(A) = 0 a viechny funkce f * g, jsou definovéany
na R4 \ A. Ozname h = %| g|. Pak & je nezdporné regulariza¢ni jadro. Polozme h,(x) = n%h(nx) pro
x € RY an € N auvédomme si, Ze dle véty o substituci je opét ||,||; = 1. Stejné jako v piipadé (a)
dostdvame, 7e pro kazdé x € R? \ A plati, Ze

)= 10| = [ 1= = F0H el ) = € [ 6= 3= £l o).
a tedy diky Jensenové nerovnostiﬂ ([R, Véta 3.3]) je
Fran=f ) = €2 || |76= 9= £@lin ) )
Diky Fubiniové vété (a Lemmatu [3(b)) je tedy

If *gn— flIF < C”[Rd (fRdlf(x—y)—f(X)I”hn(y)du(y)) dp(x) =

<cv / lf(x—y)—f(X)\phn(y)du(y)-l
]Rd

—or ( [ =0 = 1) du(X)) dp(y) =
R4 \JR4

v / 15 — f1Zha(y) da(y) = C / o)) djt = CPg % iy (0),
R4 R4

kde ¢(y) = |lt—yf — f|5. Funkce ¢ je zjevné omezend a diky VEt& @ je stejnomérné spojitd na R?
(uvédomme si, Ze funkce s — |s|? je stejnomerné spojitd na omezenych mnozinach), a tedy ¢ * h,(0) —
©(0) = 0 dle (a).

O

DUSLEDEK 15. Necht’  je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R, 2 C R? je oteviend a
1 < p < 0o. Pak mnoZina D(S2) je hustd v prostoru L,(S2, i) (ve smyslu restrikce na $2).

DUKAZ. Necht f € L,(£2) ae > 0. Pak existuje kompaktni K C §2 takov4, ze § = 1 dist(K, R?\ £2) > 0
allf—xxflp <% (stali pouzit Dﬁsledekna K, = {x € Bra(0,n); dist(x, R4\ 2) > %}). Polozme
h = yk f. Vezméme né&jakou nezapornou funkci g € D (R¥) spliujici suppg C B(0,8) a fra &du =1
a polozme g,(x) = n?g(nx) pro x € R an € N. Pak podle Véty b) existuje n € N takové, Ze

2Johan Willem Ludwig Valdemar Jensen (1906)
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Ih—h % gally < Soatedy £ =% gally < If = hllp + 1 = % gall, < & + £ = e. Podle Vity [[Zje
h % g, € C®(R?) a podle Vétyc)je supph x g, C K + B(0,6) C £2,tedy h x g, € D(£2).
O

Nasledujici priklad se nam bude hodit pozdé;ji.
PRIKLAD 16. Necht’ a,b,c,d e R,a <b,c <dab—a <d —c.Pak

0 pro x € (—oo,a + c|,
x—(a+c) prox € [a +c,b+c],
X@b) * Xe.)(X) = { b—a prox € [b+c,a+d],
b+d—x prox € [a+d,b+d],
0 prox € [b +d, +00).

b —
Vskutku, x(a.p) * X(e.)(X) = [z X@b) D Xe.ar(x —y)dAAD) = [ xe.ar(x —y)dAY) = [77) xe.ay dA,
odkud jiz uvedeny vzorec snadno plyne.

<

2. Fourierova transformace

1
(2n)a72

konvoluci funkci na R¢ rozumét vzhledem k mite jig4.

Fourierova transformace je zdkladnim ptikladem transformace Gelfandovy, kterou se budeme zaobirat
v oddilu (vizte téz kapitolu . UmoZiiuje reprezentovat funkce z L1 (iy) pomoci funkei z Co(R9)
takovym zpisobem, ze diferencidlni vlastnosti se prendseji na vlastnosti algebraické. To je fundamentalnim
rysem celé teorie, nebot’ tim ziskdvame ndstroj pro prevadéni (parcidlnich) diferencidlnich rovnic na rovnice
algebraické. Na prostoru L,(iq) je pak moZno realizovat Fourierovu transformaci jakoZto izometricky
linearni operator na L, (it4) (takzvanou Fourierovu-Plancherelovu transformaci), ktery slouzi jako zédkladni
»transformace soufadnic‘ na tomto prostoru.

Pro d € N poloZzme g = Aa, kde A4 je Lebesgueova mira na R?. V tomto oddilu budeme

DEFINICE 17. Necht' f € L{(uq). Pak Fourierovou transformaci funkce f rozumime funkci f :RY —
C definovanou jako

70 = [ e dpua) = —

2n)%

[ reoe ) ara )
R
prot € R4,

PRIKLAD 18. Necht r > 0. Pak 7o) (1) = \/ng prot € R\ {0} a 7o) (0) = \/gr. Vskutku,

Ty (1) = \/427 [T e dA(x) = \/427 [ (cos(—tx) + i sin(—tx)) dA(x) = J%—n[m%]ir (diky lichosti
funkce sin), odkud jiZ vysledek ihned plyne.
o

Drive, nez se podivime na vlastnosti Fourierovy transformace, zavedeme jesté nékolik uZite¢nych pojmd.

DEFINICE 19. Prostorem Cy,(R?) = C,(R?, K) rozumime normovany linedrn{ prostor vech omezenych
spojitych funkci na R? s normou || f ||eo = Sup,.cga|f(x)|.

Z véty o stejnomérné limité posloupnosti spojitych funkci plyne, Ze C,(R?) je uzavieny podprostor
Banachova prostoru £+ (R?), a tedy je to Banachiv prostor.

DEFINICE 20. Prostorem Cy(R%) = Co(R?, K) rozumime prostor spojitych funkci f na R¢ takovych,
7e pro kazdé & > 0 je mnozina {x € R?; | f(x)| > &} omezena. Na Co(R?) uvazujeme normu || f'||co =
SUp,era | f ().
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Snadno se nahlédne, 7e Co(R?) je uzavienym podprostorem C,(R¢), tedy je to Banachiv prostor. Na
druhou stranu, C.(R?) je podprostorem Co(R¢), a nenf piili§ obtizné si rozmyslet, Ze je ve skute¢nosti hustym
podprostorem. (Sta&i funkci z Co(R?) vyndsobit funkci x — 1—min{dist(x, B(0, R)), 1}.) Pfikladem funkce

2 Co(RY), kterd nemé kompakini nosic, je .

Intuitivné lze fici, Ze funkce z Co(R?) ,jdou v nekoneénu k nule“. Pesnéji, je-li /: R? — K, pak
fekneme, Ze limjy|— 400 f(X) = 0, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje R > 0 takové, Ze | f(x)| < & kdykoli
x € R4, ||x| > R.

LEMMA 21 (G. F. B. Riemann (1853), H. Lebesgue (1903)). Necht’ f € Li(iq). Pak

lim f(x)e HEX) dug (x) = 0.
Izl —+o00
DUKAZ. ProtoZe e = —1,prot € R\ {O} mame diky vété o substituci
[ e o = [ et i a0 = [ = (= Too)e 0 duao),
R4 R4 R4 12112

Odtud

/ £ ) dpg (x)
]Rd

- B o (700 == i) ) daco

< %/Rd’f(x) ~f(x- —t>)dﬂd(x) x %Hfof ~ T2 f |1

212

Tvrzeni lemmatu nyni plyne z Véty [0
O
V této kapitole budeme pro funkci f definovanou na R¢ znaéit jeji ,,otoéeni“ symbolem f tj. f (x) =

f(=x) pro x € R?. Pokud f = g jg-s. v., pak i f = g [Lgq-S. V., tedy operace ,,otofeni” ma smysl i pro
prvky prostoru Lq(iLg).

VETA 22. Necht’ f,g € Li(ug) a j € {1,...,d}. Fourierova transformace md ndsledujici vlastnosti:

(a) f e Co(RY) a ||]?||Oo < || fll1. Fourierova transformace je tedy spojité linedrni zobrazeni z prostoru
L1(jtq) do prostoru Co(R9).

(b) Necht’ y € R%. Pak 1;7(1) = e_i(y”)j?(t) pro kazdé t € R? a naopak pro funkei h(x) = 0% f(x)
plati h= Ty f .

(c) Je-lic #0ah(x) = f(3), pak iz\(l) = |c|df(cl) pro kazdé t € Re. Specidlné, f = f

)7 =71

(e) Jestlize a—f existuje viude na R? a]estllze a € Li(uq), pak (t) = ll,f(t) pro kazdé t € R4.
(f) JestliZe pro funkci h(x) = —ix; f(x) plati h € L1(uqa), pak (t) = h(t) pro kazdét € R4,

(8) f*g—fg
(h) fRd fgd/’Ld —fRd fgd,bbd

Pro diikaz tvrzeni (e) budeme potiebovat nasledujici tfi lemmata:

LEMMA 23. Necht’ a € R a f € Li(la,+o0)). Predpoklddejme ddle, Ze f je absolutné spojitd na
kazdém intervalu [a, b], b > a, nebo Ze [’ existuje vlastni na celém [a, +00). Je-li f' € Ly([a, +00)), pak
limy s 10 f(x) = 0.

DUKAz. Uvédomme si, Ze podle naSich predpokladi plati f(x) = f(a) + fax f'(t)dt pro kazdé x €
(a, +00) (vizte napf. [R] Véty 7.20 a 7.21]). Z Heineovy véty a Disledku [I5.73] plyne, Ze limy—, 40 f(x) =
fla)+ [ a+°° f'(¢) dt, specidlné tedy limita existuje. Protoze f € Li([a, +00)), nezbyva, neZ aby byla
nulova.

O
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LEMMA 24. Necht' f,g: R — C, f, g maji (vlastni) derivaci v kaZdém bodé R a plati f, f' € L{(R),
g je omezend a g' je spojitd a omezend. Pak [p f'gdA = — [p fg'dA.

DUKAz. Podle predpokladu je funkce fg’ spojitd na R a ma konvergentni Lebesguetv integral. Tedy
existuje i kone¢ny Newtontlv integral fjozo f(x)g’(x) dx. Dale diky Lemmatu plati limy 100 f(x) =
limy,_o f(x) = 0. Podle véty o integraci per partes pro Newtoniv integral tedy mame

+o00 +o00

+o00
/_ f'()g(x) dx = [f(x)g(0)]EL — f()g'(x)dx = — f(x)g'(x)dx.

Integral zcela vlevo dle pfedpokladu konverguje i jako Lebesguetv integrdl. Rovnost tedy plati i pro integraly
v Lebesgueove smyslu.
O

LEMMA 25. Necht f € Li(R?,}), g: Rd — K je omezend aj € {l.....d}. Jestlife 3= a aa?gj
existuji viude na R¢ a jestliZe af e L(RY) a5>- € Cp(R9), pak fRd b A odr = _fRd S 3g d)t

DUKAZ. Oznaéme F(u,v) = f(ul,...,Uj_l,v,uj, v Ug—1),G(u,v) = g(ul,...,uj_l,v,uj,...,ud_l)l
3 3
Fi(u,v) = _axf, U1, U1, 0 U, Ug—1) a Gr(u, V) = —afj (M1, Uj—1, 0, Uj, ..., Ug—1) PIO U €

R4~ v € R. Dle pfedpokladu je F, F; € L;(R%). Podle Fubiniovy véty tedy existuji mnoZiny 4, B C
R4~! miry 0 takové, Ze v — F(u,v) € L{(R) pro viechnau € R4"'\ Aav — F;(u,v) € L;(R) pro
viechnau € R?~!\ B.Polome E = A U B. Pak diky Fubiniové vété mame

[, s = [ ([ Aen6e o) aeo -

= / (/ Fi(u,v)G(u,v) d)tl(v)) dAg_1(u) =
R4-1\E \JR

:/ (—/ F(u,v)Gl(u,v)d)n(v)) dAg_1(u) =
RI—1\E R

— _/ (/ F(u,v)G(u,v) dM(v)) dAg—1(u) = —/ f(x)z?—g(x) ddg (%),
R R R4 X

pficemzZ druh4 a ¢tvrtd rovnost plati diky tomu, Ze £ ma nulovou miru, a téeti rovnost plyne z Lemmatu [24]
O

DUKAZ VETY 22l (a) Necht ¢ € R? a {t,} je posloupnost v R¢ konvergujici k ¢. Pak dﬂ<y spojitosti
skaldrntho soucinu pro kazdé x € R? plati f(x)e ™ nx) — f(x)e_’ (t.x) Protoze | f(x)e X = | f(x)|,

je podle Lebesgueovy véty lim f(tn) = lim [po f(x)e ¥ dpy = [pu f(x)e X dpg = f(1). Tedy

f je spojita v t. Dale zjevné |f(z‘)| < fpal ()| dua(x) = || fl:. Fakt, Ze f € Co(R?) nyni plyne
z Lemmatu 21} Kone¢né, linearita Fourierovy transformace je zfejmd z definice.
(b) Pro t € R méame diky vété o substituci

570 = [ fer=0e D dnao) = [ e e dug ) = 0 ).
Dale ‘ ‘
B = [0 0 o) = [0 dua) = Fia =) = f o
(c) Prot € R¢ mame diky vété o substituci
B0 = [ £ ana = lel? [ 700e 0 auatn = el Fen).
(d)Prot € R? je

70 = [ T o) = [ FeT dpat) = 7).
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(e) Diky Lemmatu 25| mame
J 1 J —i{t,x . —i{t,x .7
%()_(271)5 [ 8—f(x)e 69 3 (x) = it ) da(x) = ity £ ().

(f) Zvolme pevné t € R? a polozme ¢(u) = f(t + ue;) pro u € R. Déle poloZzme F(u,x) =
f(x)e i ttueix) proy € R a x € R? a v§imnéme si, 7e p(u) = Jga F(u,x)dpa(x). Pak pro kazdé u € R
je funkce x — F(u, x) méfitelnd. Déle pro kazdé x e R? au € R je 5, 9 (U, x) = —ix; fx)eHitue; x) —
h(x)e i t+ue;X) takize } (u, x)| = |h(x)|. Dle pfedpokladu je tedy h 1ntegrovatelna majoranta. Konec¢né,

zjevné x > F(0,x) € Li(uq). Podle véty o derivaci integralu podle parametru tak mame af (t) =¢'(0) =

Jra 50, %) dpaa (x) = h(0).

(g) Zvolme pevné libovolné ¢t € R¢. Dle Lemmatu b) je funkce F(x,y) = f(y)g(x — y)e i {Hx)
méfitelnd na (R?)2. Déle |F(x, y)| = | f(»)||g(x — y)| a aplikujeme-1li Lemmana | F|, dostaneme, Ze
F € Li(g X jug). Mizeme tedy pouzit Fubiniovu vétu a substituci ¢ (1) = u 4+ y k vypoctu

Fre0 = [ e auw = [ ([ ot a0 )e ) aun -
:f f(y)(f g(x — y)e X dud(X)) dpa(y) =
R4 R4
= [ ro( [ g dpan) anatr) =
R4 R4

= [Rd f(y)e‘””y’(/Rd glu)e de(“)) dua(y) = F(OF Q).
(h) Polozme F(x,y) = f(y)g(x)e™*) Pak F je dle Lemmatu b) méfitelnd na (R%)2. Méme

| (/ |F<x,y)|dud(x))dud(y)= / If(y)l(/ |g<x>|dud<x>)dud<y>=||f||1||g||1<+oo,
R4 R4 R4 R4

podle Fubiniovy véty, tedy F € L((tqg X (tq). Proto miZeme pouzit Fubiniovu vétu jesté jednou k vypoctu

L Fwe@ansto = [ ([ 11e7 @) ) dnatr =
=/ (f f(y)e‘”x’y’g(X)dud(x)) dpea(y) =/ FOMEW) dpa(y).
R4 R4 R4

O

Jednim z podstatnych ryst Fourierovy transformace je inverzni vzorec (Véta[28)). Zakladnim kamenem
jeho diikazu je existence spojité funkce g, jejiz Fourierova transformace je regulariza¢nim jadrem a g(0) = 1.
Uvédomme si, Ze to znamend, ze g(0) = [ gdug = §(0), coZ je vlastné platnost inverzniho pro vzorce pro
g v bodé 0. (Jakmile mdme spojitou nenulovou funkci, kterd toto spliiuje, staci vzit jeji vhodny ndsobek,
a dostaneme poZadované regularizaéni jadro.) Existence takové funkce tedy neni vzhledem k Vété 2§
prekvapiva, pro jeji ditkkaz ovSem potfebujeme nejprve nalézt jednu takovou funkci, pro kterou jsme schopni
rovnost g(0) = [ g dug ukdzat explicitng.

PRIKLAD 26. Definujme funkci g: R? — R piedpisem g(x) = e~ Xi=1l%i pak g je spojitd, omezena,
g(0) =1, g € Li(na),

gw) = (2

d
RSN Eorr
j=11 J
afRd gdl"’d =1
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Integral funkce g snadno spocteme pomoci Fubiniovy véty. Stejné snadno pomoci Fubiniovy véty
odvodime, Zze g € L(g). Dokazme tedy platnost vzorce. Necht’ nejprve d = 1. Zvolme ¢t € R pevné.
Funkce g je sudd, proto

g) = /Rg(x)e_”x dui(x) = /Rg(x) (cos(—tx) + i sin(—rx)) dpuy (x) = 2/ e cos(tx) duq(x).

[0,400)
Pomoci integrace per partes snadno odvodime, Ze [ e cos(tx) dx L v . Lsinlx0)—costy) gy R, Odtud

1412
dostavame, ze g(t) = et 2f+°° ~*cos(tx)dx = (%)1/2#'

Je-linynid > 1, pak dﬂiy Fubiniové véte a pripadu d = 1 dostavame

d
j=1

R
d d
/ n(e_llee_itjxj)dﬂ](xl)"' dui(xg) = 1_[ [ (e—llee—itjxj)dul(xj) _
R JRj_ iR
d

1:[ 1+12: lj

m\~
N\&

<

DEFINICE 27. Polozme £ = {f € Li(q); f € L1(ia)}-

Z linearity Fourierovy transformace plyne, Ze £ je vektorovy podprostor L (jt4). Podle Piikladu|18|je
to podprostor vlastni a podle Ptikladu e netrivialni. Viimnéme si téZ, Ze je-li f € £, pak pro kazdé
c#0jeige £ kde g(x) = f(cx) pro x € R?. To plyne z véty o substituci a z Véty c).

VETA 28 (o inverzi). Necht’ f € £¢. Pak pro s. v. x € R? plati
1 = [ 70 auato) = f-v.

Je-li navic f spojitd, pak vzorec plati pro viechna x € R,
DUKAZ. Necht' g € L1(uq) je néjakda omezena funkce spojita v 0, pro kterou g(0) = 1 a g je regularizacni
jadro (napf. funkce z Pfﬂ(ladu . Polozme g,(x) = n?g(nx) ah,(x) = g(—%)prox e R an € N. Dle

Véty c) je ﬁ;,(t) = g,(—t) pro kazdé t € R?. ProtoZe g, je omezena (Véta 22 a)), je f * g, definovana
na celém R? (Véta a)). Pro libovolné n € N a x € R plati, Ze

Fren =g 10 = [ =000 dpa) = [ F0x+ D80 dpa(0) =

- / T f(O)hn (1) dpaa(t) = [ T f (O (1) dpaa(t) = [ F@)e P h, (1) dpa (0),
R4 R4

pfi¢emZ pri vypoctu jsme pouZili postupné substituci ¢(y) = — y a V&u[22(h) a (b).

Pro kazdé t € R¢ je h,(t) — g(0) = 1. Protoze |f(t)e @O, ()] < ||g||oo|f(t)| pro kazdé t €
R a dle predpokladu f € Lq(iq), mizeme pouzit Lebesgueovu vétu. Dostavame tak f * g,(x) —
fra f ()™ dpug(t) pro kazdé x € R?. Na druhou stranu, podle Véty lb) plati, ze f *x g, — f
v Li(pq). Existuje tedy podposloupnost {g,, } takova, Ze f * g,, (x) — f(x) pros. v. x € R4 (IR,
Véta 3.12]). Z jednoznacnosti limity pak dostavame, ze f(x) = fRd (t)e’<x ) dpg(t) pros. v. x € R9.

Predpokladejme nyni, Ze je f navic spojitd. Protoze x +— f (—x) je spojita dle Véty [22 la) af(x) =

f (—x) na husté podmnozin& R?, musejf se tyto funkce rovnat viude (Véta|15.3).
n krét O

Je-li F: A — A néjaké zobrazeni, pak ozna¢ime F" = FoFo---0o F .
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DUSLEDEK 29. Fourierova transformace ¥ : Ll(Md) — Co(R?) je prosté zobrazeni. Oznacime- li
F = % | ¢a, pak F je bijekce £% na £2, F2(f) = f prokazdé f € £%, F* = Id a F~\(g) = g pro
kazdé g € £4.

DUKAZ. Je-li ¥ (f) = 0, pak dle véty o inverzi je f(x) = 0pros.v. x € R?. Tedy Ker ¥ = {0}. Je-li

f e &4 pak F(f) = f € Li(ug) a F(f) = f = f € Li(ugq) dle véty o inverzi. Tedy F zobrazuje
do £% a F2(f) #. Odtud téz ihned plyne, Ze F* = Id, a odtud pak, Ze F o F> = Id, atedy F je na.
Koneéné, pro g € £% je g = F(g) dle véty o inverzi a Véty c).

O

DUSLEDEK 30. £¢ C L,(j1q) pro kaZdé 1 < p < oo a kaZdy prvek £¢ md reprezentanta 7 Co(R%).
Pro1 < p < oo je £% husty podprostor L,(iq). Navic je-li f € Li(a), pak existuje posloupnost
{fu} C £9 takovd, Ze je-li 1 < p < oo takové, Ze f € L,(wa), pak f, — f v prostoru L,(uq).

DUKAZ. Pro zkraceni zdpisu budeme v tomto diikazu pouZivat zkratku L, = L,(1g). Je-li f € £4, pak
F4S) € Co(R?) je reprezentant tiidy f dle Disledku 29]a Véty 22(a). Tedy f € L1 N Loo C L, pro
kazdé 1 < p < oo, nebot’ pro g € L1 N Loo je [Ig|? dua = [1g|?~ gl dpa < lgllZ gl

Vezméme nyni néjaké regularizacni jadro g € £¢ (Ize vzit napf. vhodné vyndsobenou funkci z P¥i-
kladu a polozme g,(x) = n?g(nx) prox € R? an € N. Pak g, € £¢ dle poznidmky za Definic{
Necht' f € Ly apolozme f, = f * g, pron € N.Necht' 1 < p < oo je takové, Ze f € L,. Pro kazdé
n e Nje f, € L; (Véta e)) a dale ﬁ, = f gn € Ly (Véta|22(g)), nebot’ fA je omezena (Véta a))
agy, € £4. Tedy f, € £%a f, — f vprostoru L, dle Véty|14(b)

Odtud specidlné plyne, 7e pro 1 < p < oo je £¢ hustd podmnoZina L, N L, v prostoru L,. JelikoZz
L N L, je husty podprostor L, (obsahuje napf. jednoduché funkce nulové mimo mnozinu kone¢né miry,
dale vizte napf. [R, Véta 3.13]; alternativné 1ze pouZit Dusledek , je tim dikaz dokoncen.

O

DUSLEDEK 31. Jsou-li f,g € £% takové, Ze fg € Li(jLq), pak ?Q = f* g.

DUKAZ. Polozme h = f x 2. Protoze f € Li(ng)agije omezena (Véta22 .(a)) je h definovana a spojita

na R4 anavic h € Li(uq) (Vétal(7 a) (d)). Déle je h = f xg = fg (Véta |2 lg)) a tedy h(t)
f(=t)g(—t) = fg(—t)pros.v.t € R? (Veta .Dle predpokladu je tak 1 € L1(pq) aopétovnou aplikaci

= fz.

S‘

véty o inverzi spolu s Vétou [22(c) dostdvame, 7ze h = h
O

PRIKLAD 32. Necht ¥ : Li(u1) — Co(R) je Fourierova transformace. Pak inverzni Fourierova trans-
formace % ~! nenf spojit4. Spec:1alne diky Dusledkutedy F neni na.
Vskutku, poloZzme f, = X(—nn) @ gn = f1 * fu pron € N. Dle Piikladu[I6]je g, € Co(R) N Ly (it1)

al|gnlleo = = Déle je £(1) = 1(t) fu(t) = 2uncient e Vetylg) aPrﬂdadu | takze &) € L1 (11).
Podle Dusledkutak dostdvame, 7e F ~1(g,)(x) = gn(x) = 2 M . Tedy

sin x sinnx sin x sinnx 2 3 |sinx sinnx
17 gl = = /' aw =\ 2, /' lar > 2] s x sinnx )
T 0 X
2—xs1nnx 23 3
/_/ iy /_5/ 'S‘“y'dﬂi’:’m,
T Jo y

coZ znamend, Ze linedrni zobrazeni ¥ ! nenf spojité.

o

VETA 33 (Michel Plancherel, 1910). Existuje prdavé jedna linedrni izometrie F: L,(jtg) — La(pa) na
takovd, Ze F(f) = f pro kaZdou f € Ly(uq) N Li(1a).
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DUKAZ. Pro zkrdceni zépisu budeme v tomto dikazu pouzivat zkratky L, = Ly(ug) a Ly = L1(jg). Je-li
f e £4, pak

178 = [ FFama= [ fFana= [ o= [ r7aua=1s15

pricemz jsme postupné pouzili Vétu h), (d) a Vétu Zobrazeni [ +— f je tedy linearni izometrie z
podprostoru £¢ prostoru L, do prostoru L,. Podprostor £¢ je oviem husty v prostoru L, (Disledek ,
a tedy podle Véty existuje jednoznacné rozsiteni tohoto zobrazeni na zobrazeni F € £(L,, L,), které
je izometrie do. Dle Diisledku 29|je £¢ C Rng F. Podle Tvrzen{ c) je Rng F uzavieny a protoze £ je
husty v L,, je nutné Rng F' = L,.

Konec¢né, ukazme, 7e F(f) = f pro kazdou f € L, N L. Necht' tedy f € L, N L;.Dle Dﬁsledku
existuje posloupnost { f,} C £¢ takovd, 7e f,, — f v prostoru L i v prostoru L,. Ze spojitosti F plyne, Ze
F(f,) — F(f) v L,. Necht' & je néjaka funkce reprezentujici tiidu F( f'). Pak existuje podposloupnost
{ fn, } takova, Ze ﬁ? = F(fu,) = hs.v. ([R, Véta 3.12]). Zaroveil oviem ?,,7 — fv prostoru Co(R9),
a tedy i bodové (Véta a)). Odtud plyne, ze f =hs.v.,tj. ? = F(f) jakoZto prvek prostoru L.

O

Poznamenejme, Ze zatimco Fourierova transformace funkce z L (44 ) je urCena jakoZto funkce definovana
v kazdém bodé& R¢, transformace F z Plancherelovy véty uréuje ,,Fourieriiv obraz* pouze jakoZto prvek
L>(j1q), tedy tiidu ekvivalence funkci na R¢ rovnych skoro viude.

Nasledujici piiklad ukazuje, jak 1ze nalézt Fourierovu-Plancherelovu transformaci funkce f € Lo (g).

PRIKLAD 34. Necht f € L,(itg) anecht E, C R%, n € N, je libovoln4 posloupnost omezenych
méfitelnych mnoZin takovd, 7e E, C En41 a Jre; E» = RY. Oznaéme f, = yg,f pron € N. Pak
fn € L1(ug) N La(ug), existuje tedy Fourierova transformace ﬁ Predpokladejme, Ze posloupnost funkci
{ﬁ,} konverguje skoro vSude k néjaké funkci g. (Poznamenejme, Ze z argumentu niZe plyne, Ze vZdy existuje
néjakd podposloupnost posloupnosti {ﬁ,}, kterd konverguje skoro vSude. Vhodnou volbou posloupnosti
{E,} tedy lze docilit, ze {ﬁ,} konverguje skoro vSude.) Pak F( f) = g, kde F znaci rozsiteni Fourierovy
transformace na L, (uy) dané Vétou 33| Vskutku, dle Disledku plati, ze f, — f v Ly(jq). Diky
spojitosti F tedy F(f,) = F(f) Vv La(uq). Proto existuje vybrand posloupnost { f,,, } takovd, ze F(f,,) —
F(f) skoro viude. Ale F(f,,) = ?,,: coz jsou funkce konvergujici dle predpokladu skoro vSude ke g.

Tedy F(f) = g.
o

PRIKLAD 35. Necht' f € L,(R) ma omezeny nosi¢ (zde minime f jako funkci definovanou bodove).
Pak f ma omezeny nosic, pravé kdyz f = 0s. v.

Vskutku, nejprve si uvédomme, Ze za danych predpokladi je f € L;(R), takZe Fourierova transformace
funkce f je definovana. Necht’ r > 1 je takové, ze supp f C [—(r — 1),r — 1]. Oznacme h prvek
Hilbertova prostoru L,([—r, r]), ktery je reprezentovan funkci f ['[—, ], a ddle ozname g,(x) = J%ei%”x.
Systém {gn }nez tvoii ortonormalni bazi prostoru L([—r, r]) (vizte téZ Piiklad [1.118). Protoze (h, g,) =

¢127 f_rr f(x)e i Fr d) = ﬁf(%n) pro kazdé n € Z, plyne odtud, Zze h = ﬁZnGZ f(%n)gn

Predpokladdme-li nyni, Ze fA ma omezeny nosic, pak existuje N € N takové,ze h = \/§ Z,Z:;_ N f (n) gnl
Oznacime-li g(z) = \/?Z,];’:_N f(%n)gn (z),z € C,pak f = gs.v.na[—r,r]. Specidlné, g = 0s. v.
na (r — 1, r). Funkce g je ovS§em holomorfni, a protoZe je nulovd na omezené nekonecné mnoziné (tj. na
mnoZin¢ majici hromadny bod), je g = 0.

<






Kapitola 6

Topologické vektorové prostory

V predchozich kapitolach jsme pracovali v kontextu normovanych linearnich prostorti. Topologie na
téchto prostorech byla tedy indukovana normou. Ukazuje se, Ze existuji dulezité topologie, které nelze
popsat pomoci normy (dokonce ani metriky). V této kapitole tedy predstavime obecnéjsi koncept, ve kterém
je podobné jako v normovanych linearnich prostorech topologie tizce svdzana se strukturou vektorového
prostoru (vizte Tvrzeni|l.2).

1. Zakladni vlastnosti

DEFINICE 1 (Andrej Nikolajevic¢ Kolmogorovﬂ (1934)). Necht' X je vektorovy prostor nad K a 7 je
topologie na X. Pokud jsou operace s¢itani a ndsobeni skaldrem spojité jakoZto zobrazeni +: X x X — X
a-: K x X — X, nazveme dvojici (X, ) topologickym vektorovym prostorem.

Systém vsech okoli bodu x € X znacime t(x).

Jak je zvykem, budeme Casto v oznaceni topologického vektorového prostoru (X, t) vynechavat explicitni
oznaceni topologie, tj. budeme o tomto prostoru hovofit pouze jako o X . Pokud se v ditkazu objevi symbol t,
pak pokud neni feceno jinak, min{ se tim pravé prisluSna vektorové topologie na X .

PRIKLADY 2. Nasledujici prostory jsou priklady topologickych vektorovych prostort:

e Vektorovy prostor s indiskrétni topologii.

e Normované linedrni prostory (Tvrzeni [[.2)).

e Prostor K!' se sou¢inovou topologii, kde I" je libovolna neprazdna mnoZina. Tento prostor lze téz
chdpat jako prostor vSech funkci na I" s topologii bodové konvergence. Vizte Piiklad [60]

e Prostor C,(T) spojitych funkci na topologickém prostoru 7" s topologii bodové konvergence (je to
podprostor prostoru K7).

e Prostor C(T), kde T je topologicky prostor, s topologii stejnomérné konvergence na kompaktnich
podmnozinach T (vizte Piiklad [9).

e Prostor H($2) funkci holomorfnich na oteviené mnoziné 2 C C s topologii lokdlné stejnomérné
konvergence (je to podprostor C(§2) z ptikladu vyse).

e Prostor L, ([0, 1]) pro p € (0, 1) s metrikou p(f, g) = fol | f —g|?. Diikaz spolu s dal§imi informacemi
Ize nalézt v Piikladu

<

FAKT 3. Necht' X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni pseudometrika na X. Pak

(a) operace scitdni je spojitd jakoZto zobrazeni +: (X, p) X (X, p) = (X, p) (dokonce je 2-lipschitzovskd),
(b) p(nx,ny) <np(x,y)prokazdé x,y € X an € N.

DUKAZ. (a) Necht’ (x,y), (u,v) € X x X. Pak diky translacni invarianci dostdvame, Ze
pix +y,u+v)=px+y—uv)=px—uv-—y) <px—u0)+p0v-y) =
= p(x,u) 4+ p(y,v) < 2max{p(x,u), p(y, v)} = 2000 ((x, y), (1, v)).

1AH)JpefI Huxkonaesuu Konmoropos; topologii mél definovdnu pomoci operatoru uzavéru.

87
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(b) PouZijeme matematickou indukci. Pro n = 1 nerovnost zjevné plati. Pfedpokldddme-li jeji platnost
pro néjaké n € N, pak

p((n + Dx, (n + 1)y) = p(nx,ny +y —x) < p(nx,ny) + p(ny,ny + y —x) <
<np(x,y) + plx,y) = (n+ Dp(x,y).
O

PRIKLAD 4. Uvazujme prostor X = {f: [0, 1] = K; f méfitelnd} s metrikou p(f, g) = fol min{| f —
gl, 1} dA (ztotoznujeme pritom funkce rovnajici se skoro vSude). Pak X s topologii indukovanou metrikou p
je topologicky vektorovy prostor a plati, Ze posloupnost { f,,} C X konverguje k f € X v metrice p pravé
tehdy, kdyz f, — f v mife.

Vskutku, snadno nahlédneme, Ze p je dokonce translacné invariantni metrika (vyuZijeme nerovnost
min{a + b, 1} < min{a, 1} 4+ min{b, 1} platnou pro kazdé a, b € [0, +00)). Tedy je dle Faktu [3|operace +
na X spojitd. Necht nyni ¢, — cvK a f, — f v p. Pak funkce g, = min{|c, — c|| f|, 1} konverguji
bodové k 0. Oznaéme M = 1 + sup{|c,|; n € N}. S vyuzitim nerovnosti min{Ma, 1} < M min{a, 1}
platné pro kazdé a € [0, +00) a M € [1, +00) dostdvame

p(cnfn,cf)Sp(cnfn,cnpr(cnﬁcf):[o min{|cn||fn—f|,1}dx+f0 min{]e, — el f]. 1} dA <

1 1 1
5/(; Mrnin{|f,,—f|,1}d)&—|—/0 gnd)&=M,o(f,,,f)-|—[0 gndA.

Jelikoz fol gn dA — 0 dle Lebesgueovy véty (integrovatelnou majorantou je konstantni 1), plati p(c, f, cf) —>I
0. Tedy i operace -: K x X — X je spojitd, neboli X je topologicky vektorovy prostor.
Necht’ posloupnost { f,} C X konverguje k f € X v p. UkdZeme, Ze konverguje v mife, tj. Ze plati

Ve > 0: A({x € [0, 1] [ £,(x) = f(0)] = &}) = 0.

Necht’ tedy € > 0 je ddno. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, Zze ¢ < 1. Pro n € N poloZzme
E, ={x €[0,1]; | fu(x) — f(x)| > &}. Pak

1 1 , 1t 1
ME) =+ [ ear= o [ minilfy— flax < [ mingf, - 1 1bak = phe ) >0
¢ JE, ¢ JE, & Jo &
Obracené, necht’ f, — f v mife. Necht’ ¢ € (0, 1] je ddno a E,, jsou stejné mnoziny jako vyse. Zvolme
ng € N takové, ze A(E,) < € pron > ng. Pro tato n € N pak plati

P(fn,f)=/0 min{| f, — f. 1} dA = min{lfn—fl,l}ler/ min{| f, — f. 1} dA =<

En [071]\EI’I
E/ 1d)&+/ edA < A(E,) + & < 2e.
n [0,1\Ey

Tedy f, — f v metrice p.
o

Nyni se podivejme na nékteré zdkladni vztahy mezi vektorovymi operacemi a topologii v topologickém
vektorovém prostoru.

TVRZENI 5. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-lia € X a A € K\ {0}, jsou operace x — x + a a x — Ax homeomorfismy X na X.
(b) Pro kazdé x € X je t(x) = x + t(0).
(c) Je-li U € 1(0), pak existuje V € ©(0) oteviené takové, Ze V +V C U.

DUKAZ. (a) Spojité inverze k danym zobrazenim jsou ddny po fadé dany piedpisy y — y+(—a)ay — % y.
(b) Necht’ y,z € X.Je-liU € t(y), pak U + (z — y) € t(z). Vskutku, existuje oteviena G takova, Ze
y € G C U.Podle (a) je mnozina G + (z — y) oteviend aplatiz € G + (z—y) C U + (z — y). Tedy
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U + (z —y) € 7(z). Aplikujeme-li nyni tento poznatek pofadé nay = x,z = 0a y = 0, z = x, obdrZzime
rovnost 7(x) = x + t(0).

(c) Necht' U € 7(0). Jelikoz 0 + 0 = 0, ze spojitosti zobrazeni (x, y) — x + y v bod¢ (0, 0) dostdvame
existenci otevienych V1, V5 € t(0) splilujicich V; 4+ V, C U. Polozime-li V = V; N V,, pak V' je oteviené
okoliOazjevné V +V CU.

O

Pro dalsi studium topologickych vektorovych prostorti je vhodné zavést nasledujici geometrické pojmy:

DEFINICE 6. Necht' X je vektorovy prostor nad K a A C X. MnoZina A se nazyva

e pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje A, > 0 takové, Ze tx € A pro kazdé ¢t € [0, A,];
e vyvazena, pokud A C A pro kazdé « € K, |a| < 1.

Vsimnéme si, Ze jednotkova koule v normovaném linedrnim prostoru je vyvaZena a pohlcujici. Ddle,
kazd4 vyvéazend mnoZina je symetricka a obsahuje 0.

TVRZENI{ 7. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Kazdé U € t(0) je pohlcujici.
(b) ©(0) md bdzi 7 otevienych vyvdzenych mnoZin.

DUKAZ. (a) Necht’ U € t(0) a x € X je dano. Zobrazeni ¢t > tx je spojité v bodé 0 a U € 7(0x), tedy
existuje A > 0 takové, Ze tx € U kdykoli |t| < A.

(b) Necht’ U € 7(0). Zobrazeni -: K x X — X je spojité v bodé (0, 0), tedy existuji§ > 0a V € t(0)
oteviené tak, Ze tx € U kdykoli x € V a [t < §. PoloZime W = J,,5(¢V). ProtoZe OV = {0} C tV
prokazdé 0 < |t| < 8,je W = U0<|t|<8 (tV), atedy W je zjevné oteviené okoli O spliujici W C U. Dale
je-lix € Waa € K, |a| < 1,pak x € tV pronéjaké ¢t € K, |t| < §. Tedy ax € (xt)V C W, nebot
lat| < |t] < 6.

O

Nasledujici véta ukazuje, Ze vlastnosti uvedené v Tvrzeni [5(c) a Tvrzeni[7]jiZ charakterizuji topologické
vektorové prostory.

VETA 8 (John von Neumann (1935)). Necht’ X je vektorovy prostor a U je systém podmnoZin X
obsahujicich 0, ktery je bdzi filtru (1j. je neprdzdny a pro kazdd U;,U, € U existuje U € U spliujict
U C Uy N U,). Predpoklddejme, Ze U md ndsledujici viastnosti:

(i) Pro kazdé U € U existuje V € U spliujici V.+V C U.

(ii) Kazdd mnoZina z U je pohlcujict.
(iii) KaZdd mnoZina z U je vyvdZend.
Pak existuje prdvé jedna topologie T na X takovd, Ze (X, t) je topologicky vektorovy prostor a U je bdze
okoli 0.

DUKAZ. Definujme topologii T pomoci systémi okoli takto: Necht' (0) = {4 C X; U C A pronéjaké U € U}}
at(x) =x+ 7(0) pro x € X. Aby takto byla skute¢né definovana topologie, je nezbytné, aby pro kazdé

x € X aU € t(x)existovalo V € t(x) takové, Ze U € t(y) pro kazdé y € V. Ovéfme tedy tuto podminku:

Je U = x + W pro néjaké W € 1(0), a tedy existuje W’ € U takové, ze W' C W. Dle vlastnosti (i)
existuje V' € U takové, ze V' + V' C W'. Polozme V = x + V. Pak V € t(x) aproy € V je
y+V Ccx+V +V Cx+W Cx+W=U,tedy U € t(y).

Nyni ukaZme, Ze operace sCitani je spojita. Necht' x1,x, € X aU € t(x; + x,). Pak existuje V € U
spliiujici x; +x, + V' C U. Dle vlastnosti (i) existuje W € U takové,ze W +W C V.Pak x1 + W € 7(xy),
Xo+Wetx)ay+zexi+xo+W+W Cxi+x2+V CUprolibovolné y € x;+Waz e x,+W.
Tim je spojitost s¢itdni v bod¢€ (x1, x2) € X x X ovéfena.

Déle ovétime spojitost ndsobeni skalarem. Necht' Ao € K a xg € X. Prodané U € U staci nalézt § > 0
aV e U takova, Ze

VA eK, A=A <8 Vxexo+ V:Ax € Aoxo + U.
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Diky (i) existuje W € U takové, ze W + W C U. Dle (ii) je W pohlcujici, existuje tedy § > 0 takové, Ze

1xo € W pro kazdé ¢ € [0, d]. Dle (iii) je W vyvdZend, tedy dokonce axo = §8xo € W pro kazdé o € K,

|| < 8. Necht n € N je takové, Ze n > |A¢| + 8. Pomoci (i) induktivné nalezneme V € U tak, aby
VAV +-+V CW.

——
n krat

Potom pro A € K,|[A —Ag] < dax € xg + V mame A(x — xg) € AV = n(%V) cnV CcV+

V 4o+ V C W, pfitem? jsme vyuzili jednak toho, 7e |4| < 22 < 1 a ¥ je dle (iii) vyvdzend, a

jednak snadného faktu, ZenA C A + A + - -+ A pro libovolnou podmnozZinu A vektorového prostoru. Tedy
N ——— L —
n krat

AX =)&0x0+/\(x—x0)+()&—ko)x0 € k()Xo"‘ W+ W C)&()X() +U.
Konecné, jednoznacnost plyne z toho, Ze je-li o topologie na X takovd, Ze (X, o) je topologicky vektorovy
prostor a U je baze okoli 0 pro topologii o, pak nutné o (x) = 7(x) pro kazdé x € X (Tvrzeni[5(b)).

O

PRIKLAD 9. Necht' T je topologicky prostor a C(T') je vektorovy prostor v§ech spojitych funkci na 7T'.
Pro neprazdnou kompaktni K C 7 ae > 0 polozme Ux, = {f € C(T); maxg| f| < &}. Snadno ovéfime,
ze systétm U = {Uk,; K C T neprazdnd kompaktni, ¢ > 0} spliiuje podminky z Véty (8] a tedy generuje
na C(T') vektorovou topologii tx takovou, Ze U je bazi okoli 0. Vskutku, nejprve si uvédomme, Ze 0 € Uk .
pro kazdou Uk, € U. Jsou-li Uk, ¢,, Uk,.e, € U, pak Uk, uks mine1,e.3 C Uky,e; N Uk, e, j€ t€Z prvek U.
Dile je-li Uk,. € U, pak Uk ¢ + Uk, C Uk, Je-li f € C(T) libovolnd, pak m = maxg|f| < 400, a
tedy tf € Uk, pro kazdé ¢ € [0, 5>-], coZ znamend, Ze Uk . je pohlcujici. Kone¢né, vyvdzenost Uk . plyne
ztoho, zeje-li f € Ux,aa €K, |a| <1, pak maxg|af| < maxg|f| < e.

Vsimnéme si, Ze je-1i { f, }yer C C(T) usmérnény soubor, pak f, — f v 1k, pravé kdyZ pro kazdou
neprazdnou kompaktni K C T a pro kazdé ¢ > 0 existuje yo € I' takové, Ze pro kazdé y > y, je
maxg|f, — f| < &, atedy pravé kdyZ f, — f stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoZziné 7.

Dalsi informace o tomto prostoru se dozvime v Pfikladu

Nésledujici véta uvadi nékolik topologickych oddélovacich vlastnosti linedrnich topologii.

VETA 10. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht K C X je kompaktni a C C X je uzaviend a disjunktni s K. Pak existuje oteviené vyvdZené
V € ©(0) takové, Ze (K + V)N (C + V) = 0.
(b) X je reguldrni (1j. Ize oddélit bod a uzavienou mnoZinu pomoci otevienych mnozin).
(c) Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffiv.
(ii) X je Ty (4. body jsou uzaviené mnoziny).
(iii) {0} je uzaviend mnoZina.

(iv) {0} = ({U: U € =(0)}.

DUKAZ. (a) Je-li x € K, pak X \ C je okoli x, a tedy dle Tvrzeni [5(c) existuje oteviené Vy € 7(0)
spliujici x + Vi + Vi + V, C X \ C. Diky kompaktnosti K existuji body xi,...,x, € K takové, Ze
K Cc U'_,(xi + V). Protoze (i_, Vx;, € 7(0), existuje dle Tvrzeni b) oteviené vyvazené V € 7(0)
splifujici V' C (;_, Vx,. Dostdvame tak, Ze

K+V+VclJa+Va+V+V)c|Joi+ Ve + Vi + Vi) CX\C.
i=1 i=1
Ze symetrie V pak plyne, Ze (K + V) N (C 4+ V) = @. Vskutku, je-li x € (K + V) N (C + V), pak
x=z4+v=y+4upronéjakiz € K,ye Cau,veV.Ale—ueV,takiey =z+v—-—uecK+V4+V,
COZ je spor.
(b) Je-li C C X uzavienda x € X \ C, staci pouZit (a) pro K = {x}. Uvédomme si, Ze mnoZiny K + V'
a C + V jsou oteviené, vizte téZ Tvrzeni[II|a) niZe.
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(c) ()= (ii)=>(iii) jsou zfejmé, (iii)=>(ii) plyne z Tvrzeni[5(a), (ii)=>(i) plyne z (b). Snadno nahlédneme,
Ze (iv) je ekvivalentni tvrzeni, Ze {x} = ({U; U € t(x)} pro kazdé x € X, coZ je ekvivalentn{ (ii).
O

Pro Ctenére s hlubSimi znalostmi topologie poznamenejme, Ze topologické vektorové prostory jsou
dokonce uplné regularni. To plyne naptiklad z toho, Ze jsou uniformizovatelné.
Nasledujici tvrzeni je zobecnénim Tvrzeni odehravajiciho se v normovanych linedrnich prostorech.

TVRZENI 11. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li G C X oteviend a A C X libovolnd, je A + G oteviend.
(b) Je-li F C X uzaviend a K C X kompaktni, je F + K uzaviend.
(c) Jsou-li K, L C X kompaktni, jei K + L kompaktni.

DUKAZ. (a) A + G = |J,c4(x + G), pficemZ mnoZiny vpravo jsou oteviené dle Tvrzen{ a).
Diikaz (b) i (c) 1ze vést zcela analogicky dikazu Tvrzeni|1.23] pouze je potieba pracovat misto posloup-
nosti s usmérnén}’/mi soubory Je ovSem tfeba mit na paméti, Ze pojem usmérnéného podsouboru je ponékud

vvvvvv

(b) Ukazeme 7e X \ (F 4+ K) je oteviena. Zvolme libovolné x € X \ (F + K).Pak K N (x — F) = @.
MnoZina x — F je uzaviend (Tvrzeni[5|a)), tedy dle Véty [10(a) existuje symetrické V € 7(0) takové, Ze
(K+V)N(x—F)=0@.Jetedy (x —V)N(F + K) = @ aze symetrie V plyne,ze x + V C X \ (F + K).

(c) Protoze +: X x X — X je spojité a K x L C X x X je kompaktni, je kompaktni i mnoZina
K+ L=+(KxL).

O

Dale si uvedeme nékolik jednoduchych vlastnosti uzavéra a vnittka v topologickém vektorovém prostoru.

TVRZENI 12. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K a A, B C X. Pak plati ndsledujici
tvrzeni:
(a) A = ﬂ{A +U; U €7(0)}.
(b) A+ BC A+ BalntA+IntB C Int(A + B).
(c) MA=AAalIntA = Int(AA) pro libovolné A € K \ {0}.
(d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téz podprostor X .
(e) Je-li A konvexni, pak A a Int A jsou konvexni. Ddle je-li Int A neprdzdnd, pak A = Int A.
(f) Je-li A vyvdZend, pak A je vyvdZend.
(g) Je-li A vyvdzend a0 € Int A, pak Int A je vyvdZend.

DUKAZ. (a) Plati, Ze
xed & VU e1(0): (x+U)NA#0 & YU et(0):xeA—U & YU et(0): x € A+ U,

pri¢emz posledni ekvivalence plati diky tomu, Ze U € 7(0), pravé kdyz —U € 7(0), coZ plyne z Tvrzeni[5(a).

(b) Zvolme libovolné U € 7(0). Dle Tvrzeni |3 Bc) existuje V € 7(0) takové, ze V + V C U. Pak dle
(@jeACA+VaBCB+V,atedy A+ BC A+ B+V +V C A+ B+ U. ProtoZe toto plati pro
kazdé U € 1(0), op€tovna aplikace (a) implikuje prvni ¢ast (b). Déle, Int A + Int B C A + B a mnoZina
vlevo je oteviend (Tvrzeni[[1[(a)). Odtud plyne druhd ¢ast (b).

(c)
AA =2 ﬂ{C; C uzaviena, C D A} = ﬂ{/\C; C uzaviena, C D A} =
= [ J{AC: AC uzaviend, AC D AA} = [ |{D: D uzaviend, D D AA} =
pficem?z tfeti rovnost plati diky Tvrzeni[5(a). Analogicky,
AlntA = A U{G; G oteviena, G C A} = U{AG; G oteviena, G C A} =
= | JIAG: AG oteviend, AG C A4} = |_J{H: H oteviend, H C AA} = Int(AA).
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(d) Snadno nahlédneme, Ze podmnoZina Z vektorového prostoru nad K je jeho podprostorem, pravé
kdyzZ +Z C Z aAZ C Z prokazdé A € K. Staci tedy aplikovat (b) a (c).

(e) Snadno nahlédneme, Ze podmnoZina C vektorového prostoru je konvexni, pravé kdyz AC + (1 —
A)C C C prokazdé A € (0, 1). Aplikujeme-li toto pozorovani spolu s (c) a (b), dostdvame, ze AA + (1 —
MA=AA+(1—-2)ACAA+ (1 —X1)A C Aprokazdé A € (0, 1). Podobn&, AInt A + (1 — A)Int A =
Int(A4) + Int((1 —A)A) C Int(A4 + (1 —A)A) C Int A4 pro kazdé A € (0, 1).

K diikazu rovnosti A = Int A stadf ukazat, ¢ A C Int A. Necht’ x € Aanecht y e IntAaU € (0) je
takové, Zze y + U C A. Polozme u, = (1 —}l)x + }ly pron € N. Pak u,, + }IU =(1 —%)x + %(y +U) C
(1- %)A + }IA C A, takze dle Tvrzenl’a)je u, € Int A. Jelikoz u,, — x, dostividme, 7e x € Int 4.

(f) plyne ihned z (c) a toho, Ze kazd4 vyvéazena mnoZina obsahuje 0.

(g) Necht’ o € K spliiuje 0 < |e¢| < 1. Pak o Int A = Int(eA4) C IntA dle (c). Pro « = 0 plati
o Int A = {0} C Int A pfimo z predpokladu tvrzeni.

O

Poznamenejme, Ze v (b) nemusi nastat rovnost: pro uzavéry vizte piiklad pred Tvrzenim[[.23] pro vnitiky
Ize vzit napt. A = {0}, B = (0, 1); chceme-li neprazdné vnitiky, pak napt. A = Q U (—1,1), B = (-1, 1).

PRIKLAD 13. Necht 4 = {(x,y) € R?; |x| < |y|}. Pak 4 je vyvdZend mnoZina, jejiz vnitfek neni
vyvazeny: Bod 0 = (0, 0) neni ve vnitiku 4, nebot’ k nému konverguje napiiklad posloupnost {(%, 0)} C
R2\ A. Plati v8ak (0, 1) € Int A a kazd4 neprdzdnd vyvdZeni mnoZina obsahuje 0.

o

Nasledujici véta je zobecnénim Veéty [1.24]

VETA 14. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor, Y C X uzavieny podprostor a Z C X konecnéroz-
mérny podprostor. Pak Y + Z je uzavreny.

DUKAZ. Necht' X je prostor nad K. Nejprve ukdZzeme, ze Y + span{e} je uzavieny pro libovolné e € X.
Obecné tvrzeni pak snadno plyne pomoci matematické indukce dle dim Z.

Je-li e € Y, pak neni co dokazovat. Predpokladejme tedy, Ze e ¢ Y. ProtoZe Y je uzavieny, existuje
U € 1(0) takové, ze (e + U) N Y = @. Necht' V € 17(0) je vyvédzené takové, ze V + V C U (Tvrzeni[5|c)
a[l(b)). Ukdzeme, Ze X \ (Y + span{e}) je oteviend. Zvolme libovolné x € X \ (Y + span{e}). ProtoZe
V je pohlcujici, existuje r € (0,1) takové, ze tx € V prot € [0,r]. Je-linyni A € K, |A| > 1, pak

%x—l—e—l—%V = |:11—|ﬁ)c—|—e—|—%V C e—l—%V+V Ce+V+V C e+ U. To znamena, Ze
(;x+e+3V)NY =f,atedyi(x +re+V)NY =0.

Na druhou stranu, mnozina K = {x + Ae; |A| < %} je kompaktni (je spojitym obrazem kompaktu
B(0, %) v K), disjunktni s Y, a protoZe Y je uzavieny, existuje dle Véty a) okoli W € t(0) takové, ze
(K+W)NnY =0.Konetng, S =V NW € t(0) azjevné (x + span{e} + S) NY = @. Odtud snadno
plyne, Ze x + S C X \ (Y + span{e}).

O

DUSLEDEK 15. Necht’ X je Hausdorffitv topologicky vektorovy prostor. KaZdy konecnérozmérny pod-
prostor X je uzavieny v X.

DUKAZ. Necht' Z je kone¢nérozmérny podprostor X . Podprostor Y = {0} je uzavieny, lze tedy pouzit
Vétu[ldlnaZ =Y + Z.
O

2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Metrické prostory jsou specidlnim pripadem topologickych prostort, ve kterych je prace mnohdy vyrazné
jednodussi (napf. staci pracovat s konvergentnimi posloupnostmi misto obecné&jSich usmérnénych souborti).
Je tedy uZite¢né védét, zda lze konkrétni topologii topologického vektorového prostoru generovat pomoci
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metriky. Ukazuje se, Ze v topologickych vektorovych prostorech metrizovatelnost izce souvisi s pojmem
topologické omezenosti.

DEFINICE 16. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X. MnoZina A se nazyvd omezen4,
pokud pro kazdé U € 7(0) existuje ¢ > 0 takové, ze A C tU.

POZNAMKA 17. Je-li X topologicky vektorovy prostora x € X, x ¢ @, pak mnozina {nx; n € N}
neni omezena: Je-li V' € 7(0) vyvazené takové, ze 0 ¢ x + V,pak —x ¢ V,atedy x ¢ V. To znamena,
Ze pro libovolné t > 0 je [t]x ¢ tV. Specidlné, je-li X Hausdorffiiv, pak netrividlni podprostory nejsou
omezengé.

PozNAMKA 18. Necht' (X, t) je metrizovatelny topologicky vektorovy prostor a necht’ p je metrika
na X indukujici 7. Uvédomme si, Ze pak mame na X definovany dva rizné pojmy omezenosti: vySe
zminénou topologickou omezenost (fikejme ji zde T-omezenost) a téz klasickou metrickou omezenost (zde
p-omezenost).

Je-li p translaéné invariantni, pak plati, Ze je-li A C X r-omezend, je i p-omezend: PoloZzme U =
{x € X; p(x,0) < 1}. Pak U € 7(0). Dle Tvrzeni [/(b) existuje vyvdZené V € t(0), V C U. Diky
T-omezenosti A existuje ¢ > 0 takové, ze A C tV. Necht' n € N, n > ¢t. Pak z vyvédzenosti V plyne, Ze
ACtV = n%V C nV C nU. Je-li nyni x € A, pak %x € U, atedy p(%x,O) < 1. ZFaktub) pak
kone¢n& plyne, Ze p(x,0) = p(nax,0) < np(+x,0) < n.

Je ovSem tfeba dat pozor na to, Ze obecné mezi témito dvéma pojmy nemusi byt vilbec Zadny vztah:
Uvazujme prostor R se standardni topologii, kterou ozna¢ime 7. Necht’ p(x, y) = min{|x — y|, 1}. Pak
(transla¢né invariantni) metrika p indukuje na R topologii T (nebot’ je ekvivalentni standardni metrice),
ale mnozina A = R je p-omezend, ale neni t-omezend. Obecnéji, je-li (P, p) metricky prostor, pak p =
min{p, 1} je ekvivalentni metrika na P (funkce f(¢#) = min{z, 1} je jednak neklesajici a jednak konkavni{
s hodnotou f(0) = 0, a tedy subaditivni). Zjevn¢ kazdd podmnoZina P je p-omezend; na druhou stranu cely
prostor X nenf nikdy t-omezeny, je-li t Hausdorffova. Vizte téZ Poznamku 25).

Pro obraceny piiklad vezmé&me prostor cq. Polozme ¢(1) = (|t] — 1)T a

o0
p(x. ) = 11X = ylloo + D _lo(xa) — 9(ya)l
n=1
pro x,y € co. Pak p je ekvivalentni metrika na cy: Funkce p je dobfe definovand, nebot’ diky tomu, Ze
X,y € co, je suma v definici konecna. Je snadno vidét, Ze p je metrika a ||x — y |0 < p(x, ) pro vSechna
X,y € ¢o. Nadruhou stranu, zvolme x € ¢ pevné. Existuje ny € N takové, ze |x,| < % pron > ng. Je-li
Yy € By (x, %) an > nog, pak |y,| < 1, takZe ¢(x,) = @(y») = 0. Pro y € By (x, %) tedy plati, Ze
p(x,y) = Ix = ¥lloo + 2nlil0(xn) — @(¥n)| < (no + 1)|x — ¥|l0o, nebot’ ¢ je zjevné 1-lipschitzovska.
Je-li T topologie indukovand supremovou normou, pak mnozina A = B (0, 2) je T-omezend, nebot’
AC %B".HOO(O, r) pro libovolné r > 0. Nicméné p(z;;l 2ej,0) = 2 + n, tedy A neni p-omezena.

Na druhou stranu neni obtizné si rozmyslet, Ze pokud (X, t) je topologicky vektorovy prostor, jehoZ
topologie je indukovana néjakou normou, pak t-omezené a normové omezené podmnoZziny X splyvaji.

TVRZENI 19. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) MnoZina A je omezend.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A a kaZdou posloupnost {y,} C K, y, — 0 plati y,x, — 0.
(iii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A plati ,llxn — 0.
DUKAZ. (i)=(ii) Zvolme U € t(0). Necht' V € t(0), V C U je vyvazené. Existuje t > 0 takové, Ze
A C tV.Necht v, € V jsou prvky spliujici x, = tv,. Déle necht’ ny € N je takové, Ze |y,t| < 1 pro
n > ng. Pak y,x, = yutv, € V.C U pron > ny.
(i1))=(iii) je trividlni.
(iii))=(i) Neni-li A omezen4, pak existuje U € 7(0) takové, ze A ¢ nU pro zadné n € N. Necht’
Xn € A\nU,n € N.Pak 72 ¢ U, atedy 7+ - 0, coZ je spor s (iii).
O
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TVRZENI 20. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou omezené. Pak plati ndsledujici
tvrzeni:
(a) MnoZiny AU B a A + B jsou omezené.
(b) MnoZina AA omezend pro kazdé A € K.
(c) MnoZina A je omezend.

DUKAZ. (a) Necht’ U € 1(0). Pak existuje vyvazené V € t(0) takové, ze V + V C U. Dle defi-
nice omezenosti existuji z4,tpg > 0 takova, Ze A C t4V a B C tgV. Polozme t = max{t4, tp}. Pak
z vyvazenosti V dostavame, ze A C t’TAV CtVaB C ttTBV CtV.Tedy AUB C tV C tU a
A+BCtV +tV=t(V+V)CtU.

(b) Zjevné mizeme predpokladat, ze A # 0. Necht' U € 7(0). Pak existuje vyvazené V € 7(0), V C U.
Dile existuje 1 > 0 takové, Ze A C 1V.Pak A4 C AtV = [Alt 7V C AtV C |A|tU.

(c) Necht’ U € t(0). Dle Véty b) existuje V € 7(0) takové, Ze V C U. Dile existuje ¢ > 0 takové,
e A C tV. Pak dle Tvrzeni[12{c) plati, 7e A C 1V =1tV C tU.

O

Vsimnéme si, Ze kone¢né mnoZiny jsou omezené: pro jednobodové to plyne z Tvrzeni[/(a), pro ostatni
to dostaneme pomoci Tvrzeni 20(a).

LEMMA 21. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € t(0) a {5,} C K\ {0}, §, — 0. Pak
{6,V; n € N} je bdze okoli 0, prdvé kdyZ V je omezené.

DUKAZ. = Necht' U € ©(0). Pak existuje vyvazené W € t(0), W C U a ddle existuje n € N takové, Ze
8,V CW.Tedy V C 8w c Lw c Lu.

< Necht' U € ©(0). Pak existuje vyvazené W € t(0), W C U. Ddle existuje t > 0 takové, ze V C tW.
Je-li nyni n € N zvoleno tak, Ze plati |§,¢| < 1, pak 6,V C 6,4 W C W C U.

O

Vyznam spocetné baze okoli 0 ndm objasni nasledujici véta z obecné topologie. Diikaz 1ze nalézt napr.

v Dodatku (Véta[15.68).

VETA 22. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X md spocetnou bdzi okoli 0.
(ii) X je pseudometrizovatelny.
(iii) X je pseudometrizovatelny translacné invariantni pseudometrikou.

Je-li X Hausdorffiiv, pak lze vySe predponu pseudo- vynechat.

DEFINICE 23. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Rekneme, 7e X je lokdlné omezeny, pokud
ke kazdému x € X existuje omezené okoli x.

Vsimnéme si, Ze z Tvrzeni [20(a) plyne, Ze prostor je lokdlné omezeny, pravé kdyZ v ném existuje
omezené okoli 0.

VETA 24. Necht’ X je lokdlné omezeny topologicky vektorovy prostor. Pak X je pseudometrizovatelny.

DUKAZ. Necht' V je omezené okoli 0. Dle Lemmatu [21|je systém {%V; n € N} baze okoli 0. Vétatedy
implikuje pseudometrizovatelnost X .
O

POZNAMKA 25. Poznamenejme, Ze (na rozdil od Véty |64 ddle) véta obracend neplati. Mize se totiZ
stdt, Ze 7(0) md spocetnou bazi, kterd oviem neni vygenerovéana jednim okolim (jako v Lemmatu [21]).
Piikladem je tfeba prostor X méfitelnych funkef s konvergenci v mife (Pfiklad {)). UkdZeme, Ze v tomto
prostoru neexistuje omezené okoli 0: Necht’ U € t(0). Pak existuje § € (0, 1) takové, Ze Bs = {f € X;
p(f,0) < 8} C U. Polozme f, = nyos- Pak p(f4,0) = §,atedy f, € Bs C U pro kazdé n € N.
Nicméng, je-lit > 0,an = [1], pak p(+ f».0) = 8. Tedy } f, ¢ Bsj2, neboli f, ¢ tBs.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

prostorech, i v topologickych vektorovych prostorech kompaktnost tizce souvisi s pojmem totdlni omezenosti.

DEFINICE 26. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X. MnoZina A se nazyva totdlné
omezend, pokud pro kazdé U € t(0) existuje F' C A konecnd takovd,ze A C F + U.

TVRZENI 27. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) A je totdlné omezend prdvé tehdy, kdyz pro kazdé U € t(0) existuje F C X konecnd spliujici
ACF+U.

(b) Je-li A totdlné omezend a B C A, pak B je téz totdlné omezend.

(c) Jsou-li A, B totdlné omezené, pak jsoui AU B a A + B totdlné omezené.

(d) Je-li A totdlné omezend a A € K, pak je i AA totdlné omezend.

(e) Je-li A totdlné omezend, pak je i A totdlné omezeny.

DUKAZ. (a) = je trividlni.

< Bez Ujmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze A # @. Necht U € t(0). Existuje symetrické
V e t(0) takové, ze V —V =V + V C U.Necht F C X je kone¢nd takova, ze A C F + V. Pro kazdé
x € F zvolme a, € AN (x + V), pokud je tato mnoZina neprazdnd, v opacném piipadé pak zvolme a, € A
libovolné. Pak A C |, cp(ax + U). Vskutku, je-li y € A, pak existuje x € F takové, Ze y € x + V. Pak
ax € x+V,takiex €a, —V,atedy y € ax — V + V C a, + U. Odtud plyne, Ze A je totdlné¢ omezena.

(b) plyne ihned z (a).

(c) Necht U € ©(0). Existuje V' € 7(0) takové, ze V + V C U.Necht F C Aa H C B jsou konecné
takové,ze AC F+VaBCH+V.PAkAUBC(FUH)+UaA+BC(F+V)+(H+YV)C
(F+H)+U.

(d) Bez 4jmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze A # 0. Necht’ U € 7(0). Pak %U € 7(0), a tedy
existuje F' C A kone¢nd takovd, ze A C F + %U. TudiZz AA C AF + A%U =AF+U.

(e) Necht' U € 7(0). Existuje V' € t(0) takové, ze V + V C U. Necht F C A je konecna takova, Ze
AcCF + V.PodleTvrzenfa) dostdvdme,2c ACA+V CF+V+VCF+U.

O

TVRZENI 28. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni podmnoziny X jsou totdlné omezené
a totdlné omezené podmnoZiny X jsou omezené.

DUKAZ. Necht K C X je kompaktnia U € 7(0). Pak K C | J,cx(x +IntU), a tedy diky kompaktnosti K
existuje konecnd mnozina F C K takova, Ze

Kc|Jox+mu)c | Jx+0).
x€F x€F
Necht' A je totdlné omezenda a U € 7(0). Necht' V € t(0) je vyvazené takové, ze V 4+ V C U, a necht’
F C A je kone¢na mnoZina pro kterou A C F + V. JelikoZ je F konecnd, je omezend, a tudiz F C tV
pro né&jaké ¢t > 0. PoloZzme s = max{1,¢}. Diky vyvazenosti V pak dostaneme A C F +V CtV +V =
SLV 451V CsV +sV =s(V+V)CsU.
O

POZNAMKA 29. Necht’ X je topologicky prostor. Uvédomme si, Ze je-li {x,} C X posloupnost, ktera
konverguje k x € X, pak mnoZina {x,; n € N} U {x} je kompaktni. Tedy konvergentni posloupnosti
v topologickém vektorovém prostoru jsou omezené (dokonce totdlné omezené). Nic z toho ale neplati pro
usmérnéné soubory! Vezméme napriklad I" = {0, 1} x N s lexikografickym usporadanim (pro Ctenare
obezndmené s teorii mnoZin poznamenejme, Ze jde vlastné o ordindln{ interval [1, 2w)) a poloZme x (o) = n
usmérnéného souboru se stejnym chovanim je dan nasledujicim uspofadanim na I": (j,n) > (j, m) pokud
n>m,j=0,1,a(l,n) > (0,m) pokud n > 2m. (Snadno ovéfime, Ze I" je usmérnénd mnoZina.)
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Nasledujici fakt je uZite¢né srovnat s Poznamkou [I§]

FAKT 30. Necht’ (X, t) je topologicky vektorovy prostor pseudometrizovatelny translacné invariantni
pseudometrikou p. Pak A C X je t-totdlné omezend, prdvé kdyZ je p-totdlné omezend.

DUKAZ. = Necht ¢ > 0 je dano. Pak U,(0,¢) € ©(0), a tedy existuje ' C A konecnd takovd, Ze
A C F 4+ U,(0,¢). To znamend, Ze F je konecnd e-sit’ pro A v metrice p.

< Necht' U € 1(0) je dano. Pak existuje ¢ > 0 takové, Ze U,(0,¢) C U. Necht’ F' C A je konecnd
e-sit’ v metrice p. Diky translacni invariantnosti p je Uy(x, ) = x + U,(0, €), z ¢ehoZ plyne, Ze

Ac|JUyx.e) = J(x +Uy(0.2)) = F + Uy(0.2) C F + U.
x€F x€F
Tedy A je t-totdln€ omezena.
O

DEFINICE 31. Necht' (X, ty), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory a f : X — Y. Rekneme, Ze
[ je stejnomérné spojité, jestlize pro kazdé V' € 1y (0) existuje U € tx(0) takové, Ze pro kazdé x,y € X
plati, Ze f(x) € f(y) + V kdykolivx € y + U.

Snadno je vidét, ze kazdé stejnomérné spojité zobrazeni je spojité.

TVRZENI 32. Necht' (X, tx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostorya f: X — Y je stejnomérné
spojité. Je-li A C X totdlné omezend, je i f(A) totdlné omezend.

DUKAZ. Necht' V € 7y (0). Pak existuje U € tx(0) takové, Ze pro kazdé x, y € X plati, ze f(x) € f(y)+
V kdykoliv x € y 4+ U. Daéle diky totdlni omezenosti A existuje F C A konecnd takovd,ze A C F + U.

Pak f(A) C f(F+U) = f(Uyer 0 +U)) =Uyer fO +U) CUyer (fO0) +V) = f(F) + V.
O

4. Linearni zobrazeni

Jednim z tustfednich objektli v teorii normovanych linedrnich prostort je spojité linearni zobrazeni.
V tomto oddilu se podivdme na zdkladni vlastnosti spojitych linedrnich zobrazeni v rdmci topologickych
linearnich prostorda.

Zacneme jednoduchym dodatkem k Faktu [[.44} linedrnim obrazem vyvaZené mnoZiny je opét vyvazena
mnoZina, podobné vzorem vyvazené mnoziny pfi linedrnim zobrazeni je opét vyvazend mnoZina.

Nasledujici véta je analogii Tvrzeni ne vSechno vSak plati v obecné€j$im kontextu stejné.

VETA 33. Necht’ X a Y jsou topologické vektorové prostory a T: X — Y je linedrni zobrazeni.

UvazZujme ndsledujici tvrzeni:

(i) T je omezené na néjakém okoli 0.

(ii) T je spojité v 0.

(iii) T je spojité.

(iv) T je stejnomérné spojité.

(v) T je sekvencidlné spojité.

(vi) T(A) je omezend pro kaZdou omezenou A C X.
(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je mnoZina {T (x,); n € N} omezend.
Pak (i)=(ii) & (iii) << (iv)=(v)=(vi) <& (vii). Je-li Y lokdlné omezeny, pak (i)—(iv) jsou ekvivalentni. Je-li X
pseudometrizovatelny, pak (ii)—(vii) jsou ekvivalentni.

V ditkazu vyuZijeme nasledujici lemma.

LEMMA 34. Necht’ X je pseudometrizovatelny topologicky vektorovy prostor. JestliZe {x,} C X
konverguje k 0, pak existuje posloupnost {y,} C N takovd, Ze y, — +00 a y,x, — O.
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DUKAZ. Dle Véty [22]existuje na X translacné invariantni pseudometrika p indukujici topologii X . Nalez-
neme indexy 1 = ng < ny < n, < --- tak, aby p(x,,0) < klz pro kazdén > ny, k € N. Prokazdé k € N
polozme y, = k prong_; <n < ny.Paky, - +ocoaprokazdé k > 1 an € N spliujici nx_; <n < nyg
plati diky Faktu [3(b), ze

k

p(ynn. 0) = plkx. 0) < kp(xn. 0) < 755

Tedy p(Ynxn,0) — 0.
O

Poznamenejme, Ze bez pfedpokladu pseudometrizovatelnosti pfedchozi lemma neplat, vizte Piklad [60]

DUKAZ VETY[33l (iv)=(iii)=>(ii) jsou trividlni.

(i1))=-(iv) Necht' V' € 1y (0). Ze spojitosti T v 0 plyne existence U € tx(0) takového, ze T(U) C V.
Spliuji-li nyni prvky x,y € X vztahx —y e U,pak T(x) = T(y) =T(x —y) € V.

(i)=(ii) Necht' U € tx(0) je takové, ze T(U) je omezend. Necht' V' € ty (0). Pak existuje t > 0 takové,
Ze T(U) C tV.MnoZina +U je okolim 0 v X aplati, e T(;U) = ;T(U) C 11V = V.

(i11))=(v) je zjevna.

(v)=(vi) Vyuzijeme charakterizaci omezenosti z Tvrzenl’ Necht' A C X je omezena, necht’ {y,} C
T(A) anecht’ {x,} C A jetakova, ze T (x,) = y,. ProtoZe A je omezen4, je %xn — 0. Ze sekvencidlni
spojitosti 7" dostavame, Ze % Vo = T(%xn) — 0. Tvrzenl’tak implikuje, Ze T(A) je omezenad.

(vi)=(vii) plyne z toho, 7e pokud {x,} C X ax, — 0, pak {x,; n € N} je omezend (Pozndmka 29).

(vil)=(vi) VyuZijeme opét charakterizaci omezenosti z Tvrzeni Necht' A C X je omezend, necht’
{yn} C T(A) anecht {x,} C A jetakova, ze T (x,) = y,. Protoze A je omezen4, je Jiﬁxn — 0. Ze (vii)

dostavame, Ze {ﬁ yn} = {T(ﬁxn)} je omezend. Tedy }l Vn = ﬁ(ﬁ yn) — 0. Tvrzeni tak implikuje,

7e T(A) je omezena.

Predpoklddejme nyni, Ze Y je lokdlné omezeny a rozmysleme si, Ze (ii))=>(i): Necht’ V' C Y je omezené
okoli 0. Pak existuje U € tx(0) takové, ze T(U) C V, tedy T je omezené na U.

Konec¢né, necht’ X je pseudometrizovatelny a dokazme, Ze (vii)=>(ii). Necht’ {x,} C X konverguje k 0.
Dle Lemmatu [34]existuje {y,} C R takovd, Ze y, — +00 a y,x, — 0. Pak je mnoZina {T(y,x,); n € N}
omezend, a tedy 7' (x,) = yinT(y,,xn) — 0 dle Tvrzeni |19, Diky pseudometrizovatelnosti X to znamend, Ze
T je spojity v O.

O

Implikace (i1)=>(1) v predchozi vété nemusi obecné platit, a to ani v metrizovatelném pripadé: staci
uvazovat prostor méfitelnych funkei X s konvergenci v mife (Piiklad [4). Pak identita Id: X — X je
zfejmé spojitd, ale neni omezend na Zddném okoli 0, nebot’ v prostoru X je kazdé okoli 0 neomezené (vizte
Poznamku 23).

Taktéz implikace (vi)=>(v) nemusi obecné platit. Pfikladem jsou topologie z oddilu 9] Napf. zobrazeni
Id : (co, w) = (co, ||]lo0) zObrazuje omezené mnoZiny na omezené (Véta[94), ale neni sekvencidlng spojité,
nebot’ e, — 0 slabé, ale nikoli v normé (Pfiklad [88).

Konecné, ani implikace (v)=>(iii) nemusi obecné platit:

PRIKLAD 35. Necht' X = C([0, 1]) s topologii 7, bodové konvergence a Y = C([0, 1]) s topologif
1), konvergence v mife (vizte Piiklad ). Necht' /: X — Y je identické zobrazeni. Pak [ je sekvencidlné
spojité, ale neni spojité.

Ukazme nejprve sekvencidlni spojitost /. Necht' p je metrika z Pfikladu [] indukujici topologii t;.
Necht’ { f,} je posloupnost konvergujici k f v X, tj. f,(x) — f(x) pro kazdé x € [0, 1]. Pak jsou funkce
gn = min{| f,, — f|, 1} omezené konstantou 1 a bodové konverguji k 0. Z Lebesgueovy véty tedy plyne, Ze
p(I(D. 1)) = p(fas ) = J &0 dh = 0, G. 1(fo) > I(f/) VY.

Abychom ukazali, Ze I neni spojité, pro libovolnou kone¢nou mnozinu F C [0, 1] nalezneme spojitou
funkci fr: [0, 1] — [0, 1] takovou, Ze fr(x) =0prox € FaA({x € [0,1]; fr(x) =1}) > % Oznacme
F systém konecnych podmnozin [0, 1] a usporadejme jej vztahem H > F,pokud H D F. Pak ¥ je
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usmérnénd mnozina a systém { fr} pe# je tak usmérnény soubor v X. Ziejmé limpes fr = 0 v X. Na
druhou stranu vSak p(l(fp), I(O)) = p(fF,0) = fol frdA > % pro kazdé F € ¥, takze {I(fFr)}Fes
nekonverguje k 7(0) v Y.

o

VETA 36. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K a f: X — K je nenulovd linedrni forma.

Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) f je spojitd.

(ii) Ker f je uzaviené.

(iii) Ker f # X.

DUKAZ. Zjevné (i)=>(ii)=>(iii).

(iii)=>(i) Dle pfedpokladu existuje x € X a U € 7(0) vyvéazené tak, ze (x + U) NKer f = @. Pak f(U)
je vyvdzena mnozina v K takova, ze 0 ¢ f(x) + f(U), coZ specidlné znamena, ze f(U) # K. Ukazeme, Ze
to znamend, Ze f(U) je omezend, coZ dle Véty[33|znamend, 7e f je spojitd. Pokud by f(U) byla neomezena,
nalezli bychom posloupnost {A,} € f(U) takovou, Ze |A,| — +oo. Diky vyvéazenosti ovS§em obsahuje
f(U) s kazdgm svym bodem A té7 kruh B(0, |A]). To znamena, ze f(U) D | =, B(O, |A,]) = K, coZ je
Spor.

O
Jako obvykle budeme linedrnim formam fikat té€Z (linearni) funkciondly.

DEFINICE 37. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Symbolem X* budeme znacit prostor viech
linearnich forem (funkciondld) na X a budeme jej nazyvat algebraickym dudlem. Symbolem X * budeme
(ve shodé s Definici znacit podprostor X* sestavajici z linedrnich funkcionald, které jsou spojité na X,
a budeme jej nazyvat topologickym dudlem (i jenom dudlem).

Podobné jako pro normované linedrni prostory zavedeme téZ pojem izomorfismu:

DEFINICE 38. Necht' X a Y jsou topologické vektorové prostory a T: X — Y je linedrni. Rikdme, e
T je izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud 7" je homeomorfismus X na Y'; fikdme, ze T' je
izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud 7 je izomorfismus X na Rng 7.

FAKT 39. Necht’ X je vektorovy prostor, Y je topologicky vektorovy prostor, a {T) }yer je usmérnény
soubor linedrnich zobrazeniz X do Y. Je-li T : X — Y bodovou limitou usmérnéného souboru {T,}, pak T
je linedrni.

DUKAz. Uvédomme si, Ze dle predpokladu je pro kazdé x € X limita limy e 7, (x) urena jednoznacné.
Necht’ x,y € X aa € K. Ze spojitosti vektorovych operaci v Y plyne, Zze T(x + y) =lim T, (x + y) =
Iim(7,(x) + T, (y)) = lim 7T, (x) + im 7T, (y) = T(x) + T(y) a T(ax) = lim T, (ax) = limaT,(x) =
alimT,(x) = aT(x).

O

5. Konec¢nérozmérné prostory

Nasledujici véta je analogii Véty [1.68]

VETA 40. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiiv a dim X < oo.
(ii) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2).
(iii) X je Hausdorffitv a existuje v ném totdlné omezené okoli 0.
(iv) X je pseudometrizovatelny a kaZdé linedrni zobrazeni 7 X do néjakého topologického vektorového
prostoru je spojité.
(v) X je pseudometrizovatelny a kaZdd linedrni forma na X je spojitd.
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DUKAZ. (i)=-(ii) Necht’ {eq,...,e,} je néjakd baze X . Definujeme zobrazeni T : K" — X ptedpisem

n
(X1,...,Xp) > Zx,-e,-.
i=1
Snadno je vidét, Zze T je linedrni zobrazeni a diky vlastnostem bdaze je to bijekce. Protoze ,,projekce*
(X1,...,X,) > X; jsou spojité, ze spojitosti vektorovych operaci plyne spojitost 7.

UkaZme nyn{ i spojitost inverze T'. MnoZina S = Sn ||, je kompaktni. ProtoZe T je spojity, je
mnozina 7'(S) také kompaktni. ProtoZe X je Hausdorffiv, je mnoZina {0} uzaviend. Déle 0 ¢ T'(S) diky
prostoté 7', dle Véty a) tedy existuje vyvazené V € 7(0) takové, ze V N T(S) = @. Pak T"1(V) C
Uxnr,|-1.): Kdyby existovalo y € V takové, Ze ¢ = [T~ (y)[2 = 1, pak T~'(2y) € S, tedy 1y € T(S).
Diky vyvéaZzenosti V' je ovSem % y € V, coZ je spor. Zobrazeni T~ je tedy omezené na V, coz dle Véty
znamena, Ze je spojité.

(i)=(iii) Je-li T: X — K" izomorfismus, je Tl(B(Kn,%OkOH nuly (ze spojitosti T'), které je

28

kompaktni (ze spojitosti 7~ !), a tedy totaln& omezené (Tvrzeni [28).

(iii))=(i) Necht’ V' € 7(0) je totdlné omezené. Dle Tvrzeni 28 a Lemmatu systém B = {%,,V;
n € N} tvori bazi okoli 0. Déle %V € 7(0), a tedy existuje konecna F C V takova,ze V C F + %V.
PoloZzme Y = span F. Pomoci matematické indukce ukdaZzeme, ze V C Y + ZLHV pro kazdé n € N. Pro
n = 1to plyne z toho, Ze F C Y. Pfedpokldddme-li nyni platnost tvrzeni pro néjaké n € N, pak

VCY+ &V Y+ h(F+iv)cy + L +1v) =Y + 5oV

Jelikoz je B baze okoli 0, Tvrzeni a) implikuje, e V C Y. Dle Disledku|15|je oviem Y uzavieny v X,
atedy V C Y. Jelikoz V je pohlcujici, plyne odtud, Ze Y = X.

(i))=(@iv) Necht' 1 : (X, t) — (K", ||-||») je izomorfismus. Definujme p(x, y) = ||I(x)—1(y)||>. Snadno
je vidét, Ze p je metrika na X . Ddle, je-li {x, },er C X usmérnény soubor, pak x,, — x v metrice p, pravé
kdyz I(x,) — I(x) v prostoru K", coZ nastane, pravé kdyz x, — x v t, nebot’ / je homeomorfismus. Tedy
p indukuje topologii 7.

Necht’ dile Y je topologicky vektorovy prostor a T: X — Y je linedrni. Polozme S = T o ™1,
Pak §: K" — Y je linearni. UkdZeme, Ze S je spojité, coZ ihned implikuje spojitost 7 = S o I. Necht’
{e1,...,e,} je kanonickd baze K. Pak S(x) = > i, x;S(e;) pro x = (x1,...,x,) € K". Protoze
,projekce* x > x; jsou spojité, ze spojitosti vektorovych operaci plyne spojitost S.

(iv)=(v) je trividlni.

(v)=>(i) Neni-li X Hausdorfflv, pak existuje x € X \ {0}, takové, Ze x € {0}. Doplnime-li mnozinu {x}
na algebraickou bazi vektorového prostoru X, pak snadno zkonstruujeme linearni formu f na X, pro kterou
f(x) # 0. Ta ovSem neni spojitd, nebot’ nespliiuje podminku, ze f({0}) C f({0}) = {0}.

Neni-li X kone¢nérozmérny, md nekonecnou algebraickou bazi {e,; y € I'}. Vyberme nekonecnou
spocetnou mnozinu {y,; n € N} C I'. Necht' p je pseudometrika na X indukujici jeho topologii. Pro kazdé
n € N je mnozina U, = {x € X; p(x,0) < }l} okolim nuly, a tedy pohlcujici. MiZzeme tedy bez Gjmy na
obecnosti (vyndsobenim vhodnou konstantou) pifedpoklddat, ze e,, € U,. To znamena, Ze p(e,,,0) < %,
neboli e, — 0. PoloZme f(e,,) = l pron € N a f(e,) =0proy € I' \ {y,; n € N}. Pak f lze
jednoznacné rozsitit na linearni formu na X, kterd ovSem zjevné neni spojita.

O

DUSLEDEK 41. Necht’ X je konecnérozmérny vektorovy prostor. Pak na X existuje jedna jedind Hausdor-
[fova vektorovd topologie.

DUKAZ. Necht' (X, t1) a (X, 12) jsou Hausdorffovy topologické vektorové prostory. Pak dle Véty 40| je
Id: (X, 1) — (X, 1) homeomorfismus (aplikujeme implikaci (i)=>(iv) na Id a na Id~!). To znamena, Ze
71 = 1p.

O

POZNAMKA. Poznamenejme, Ze podminku pseudometrizovatelnosti z tvrzeni (iv) a (v) vySe nelze
vynechat. Pro kazdy vektorovy prostor X totiZ existuje vektorovd topologie na X takova, Ze kazdé linedrni
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zobrazeni z X do néjakého topologického vektorového prostoru je spojité. Pro Ctendre s hlubSimi znalostmi
obecné topologie uvadime nasledujici konstrukci: Necht’ 7 je mnoZina vSech vektorovych topologii na X
a necht’ t je slaba topologie na X vzhledem k soustavé {Id: X — (X,0); o € T}. Snadno nahlédneme,
Ze (X, 1) je topologicky vektorovy prostor. Necht’ nyni (Y, ¢) je topologicky vektorovy prostora 7: X —
(Y, ) je linearni. Necht’ o je slaba topologie na X vzhledem k {7"}. Snadno je vidét, Ze 0 € T, takZe
Id: (X,7) — (X,0) je spojitd. Tedy i T: (X,t) — (Y, ¢) je spojité, nebot’ je sloZenim zobrazeni
Id: (X,7) > (X,0)aT: (X,0) = (Y,p).

6. Lokalné konvexni prostory

Jednim z podstatnych nastroji funkciondlni analyzy je Hahnova-Banachova véta a teorie duality. Pro
platnost vét Hahnova-Banachova typu je ovSem zjevné nezbytné, aby dudlni prostor byl netrividlni. Pro obecny
topologicky vektorovy prostor toto bohuZzel zaru¢eno neni (vizte Pfiklad [54)). Pro aplikaci teorie duality je
tedy nutné se omezit na jistou podtiidu topologickych vektorovych prostord. Jak uvidime, pfirozenou tfidou
jsou v tomto piipadé takzvané lokalné konvexni prostory. Jak jiZ sdm ndzev napovida, klicovou roli bude hrat
pravé konvexita.

Zacnéme jednoduchym pozorovanim o zachovéavani konvexity pii vektorovych operacich.

FAKT 42. Necht' X je vektorovy prostor nad K, A, B C X jsou konvexni a o € K. Pak mnoZiny o« A
a A + B jsou konvexni.

DUKAZ. Jsou-lix,y € AaA € [0,1], pak Aax + (1 — A)ay = a(Ax + (1 — A)y) € aA. Dile, jsou-li
xX1,X2 € A, y1,¥2 € Bad € [0, 1], pak A(x1+y1) +(1-A)(x2+y2) = Axi+(1-A)x2+Ay1+(1-A)y2 €
A+ B.

O

DEFINICE 43. Necht' X je vektorovy prostor nad K. MnoZina A C X se nazyva absolutné konvexni,
pokud je konvexni a vyvaZena.

VSimnéme si, Ze jednotkova koule v normovaném linedrnim prostoru je absolutné konvexni.

FAKT 44. Necht' X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A vyvdZend, je conv A vyvdZend, a tedy absolutné konvexni.
(b) A je absolutné konvexni, prdavé kdyz pro kaZdé x,y € Aaa, B €K, |a| + |B| < 1 plati ax + By € A.

DUKAZ. (a) Necht x € convA4 awx € K, |a| < 1. Dle Tvrzeni|l.17|existuji x1,...,X, € Aady,..., A, €
[0, 1], takové, Ze 27=1 A = lax = 27=1 Ajx;. Pak ax; € A pro kazdé j € {l,...,n}, a tedy
ax =Y I_jadjx; = Y7 Aj(ax;) € conv A. MnoZina conv A je tedy vyvazen.

(b) < Konvexita A4 je zjevnd, pro diikaz vyvazenosti staci vzit § = 0.

= Necht x,y € Aawa,B €K, |a|+|B] < 1.Je-lia = 0, pak ax + By = By € A diky vyvazZenosti A;

lor| 18]

analogicky pro B = 0. V ostatnich pfipadech poloZme pu = w1 Y = Wt Pak p,v>0apu+v=1
Protoze A je vyvézend, plati %x € Aa W y € A. Z konvexity A tedy plyne ax + By =
el HBD o 4 BlalIBD ) o g

18]

|

O

FAKT 45. Necht’ X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X. Pak plati ndsledujict tvrzeni:
(a) |[p(x) — p(y)| < p(x —y) provsechna x,y € X.
(b) Mnozina Z = p~1(0) je podprostor X. Pro libovolnd x,y € X takovd, Ze x — y € Z, je p(x) = p(y).
(c) MnoZiny {x € X; p(x) <c}ai{x € X; p(x) < c} jsou absolutné konvexni pro kaZdé c € [0, +00).

DUKAZ. (a)Prox,y € X plati, Ze p(x) < p(x—y)+p(y)ap(y) < p(y —x)+p(x) = p(x—y)+ p(x),
atedy |[p(x) — p(»)| < p(x —y).
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(b)Prox,y € Zaa,p € Kplat, Ze 0 < p(ax + By) < |a|p(x) + |B|p(y) = 0,atedy ax + By € Z.
Jsou-li x, y € X takova, 7e x — y € Z, pak z (a) plyne, Ze |p(x) — p(¥)| < p(x —y) = 0.
(c) Funkce p je konvexni, tedy vSechny jeji podiroviiové mnoZiny jsou konvexni. Ihned je vidét, Ze jsou
téZ vyvazené.
O
DEFINICE 46. Necht' X je vektorovy prostora f: X — R. Rekneme, Ze f je nezdporné homogennt,
jestlize f(tx) = tf(x) prokazdé ¢ > 0.

Vsimnéme si, Ze pro kazdou nezdporné homogenni funkci f plati, Ze f(0) = 0. Dale kazdy sublinearni
funkciondl (a specidln€ kazda pseudonorma) jsou nezdporné homogenni.

FAKT 47. Necht’ X je vektorovy prostor a f je nezdporné homogenni funkce na X. Oznacme F, = {x €
X; f(x) <c}taG.,={x € X; f(x) <c}proc €R. Prokazdé c > 0 jsou mnoZiny F. a G, pohlcujici
anavic F, = cFy, G, = ¢Gy.

DUKAZ. Necht ¢ > 0ax € X.Je-li f(x) < 0,pak f(tx) = tf(x) < 0 < ¢ pro kazdé ¢t > 0,
tedy tx € G, C Fc. Je-li f(x) > 0,pak f(tx) = tf(x) < 5 < c pro kazdé ¢ € [0, %],takie
tx € G, C F,. Mnoziny F, a G, jsou tedy pohlcujici. Ddle, cG; = {cx; x € X, f(x) < 1} = {cx;
xeX, f(ex) <cy={y e X; f(y) <c} = G, aanalogicky pro F,.

O

Dle pfedchoziho faktu maji vSechny podiroviiové mnoZiny (v kladné drovni) nezdporné homogenni
funkce stejny tvar a miizeme se tedy omezit pouze na ,.kanonickou* mnoZinu na tdrovni 1. Ddle uvidime, Ze
naopak kazda pohlcujici mnoZina jiz urcuje pfislusnou nezdpornou nezaporné homogenni funkci.

DEFINICE 48. Necht' X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Minkowskéh funkcional mno-
ziny A je funkce pyq: X — [0, +00) definovana predpisem

Hna(x) =inf{A > 0; x € AA}.

PovS§imnéme si, Ze 14 je dobie definovany, nebot’ A je pohlcujici. Nenf obtiZné si rozmyslet, Ze je-li X
normovany linedrn{ prostor, pak g, = |||
Shriime nyni zékladni algebraické vlastnosti Minkowského funkcionalu:

VETA 49. Necht’ X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li B D A, pak up < 4.
(D) L4 je nezdporné homogenni.
(c) Je-li A konvexni, je g nezdporny sublinedrni funkciondl.
(d) Je-li A absolutné konvexni, je L4 pseudonorma.
(e) A C{x e X; us(x) <1}
(f) Je-li A vyvdZend nebo konvexni, pak {x € X; us(x) <1} CAC{x € X; ua(x) <1}.
(g) Necht' p: X — [0, +00) je nezdporné homogennia B C X.
e Je-li B pohlcujicia B C {x € X; p(x) < 1}, pak ug > p.
o Je-li{x € X; p(x) <1} C B, pak ug < p.
Je-litedy {x € X; p(x) <1} C B C{x € X; p(x) <1}, pak up = p.

DUKAZ. (a)Je {1 > 0; x € AA} C {A > 0; x € AB}, odkud poZadovana nerovnost ihned plyne.
(b) Necht’ x € X at > 0. Pokud ¢t = 0, pak p4(0x) = u4(0) =0 = O0uq(x). Prot > 0je
ta(x) =tinf{A > 0; x € AA} = inf{td; A > 0,x € AA} =
=inf{td; A > 0,tx € tAA} = inf{u > 0; tx € uA} = pq(tx).
(c) Diky (b) staci dokazat subaditivitu. Necht' x,y € X a &€ > 0 je libovolné. Pak existuji 0 < o <
pa(x) + 5 a0 < B < pug(y) + 5 takovd, Ze x € ad a 'y € BA. Z konvexity A dostdvame, Ze

xty_ e x. B v 4
a+pB a+pB o a+p B

2Hermann Minkowski
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atedy x + y € (o + B)A. To znamena, ze puqa(x +y) <a + B < pa(x) + ua(y) + €. Protoze € > 0 bylo
libovolné, plyne odtud, Ze pu4(x + y) < ua(x) + pua(y).

(d) Diky (b) a (c) staci dokazat, ze pug(ax) = |o|pna(x) pro kazdé x € X aa € K\ {0}. Necht’
nejprve |a| = 1. Diky vyvaZenosti A je éA = A, takZe pq(ax) = inf{A > 0; ax € AA} = inf{A > 0;
X € /\éA} = inf{A > 0; x € AA} = pua(x). Je-li nyni @ € K libovolné nenulové, pak diky (b) a
pfedchozimu je

o o
pate) = gl ) = e 57) = lelua o)

(e)Je-lix € A, pak x € 14, takZe uq(x) < 1.

(f) Diky (e) staci ukdzat prvni inkluzi. Je-li x € X takové, Ze u4(x) < 1, pak existuje A € (0, 1) takové,
Zze x € AA. Diky predpokladiim na 4 je AA C A, takze x € A.

(g) Necht’ nejprve B je pohlcujicia B C {x € X; p(x) < 1}. Zvolme pevné x € X. Je-li A > 0 takové,
Ze x € AB, pak %x € B, takZe p(%x) < 1, neboli p(x) < A. Tedy p(x) je dolni zdvora mnoziny {A > 0;
x € AB}, odkud plyne, Ze p(x) < up(x).

Necht nyni {x € X; p(x) < 1} C B.Z Faktu[{7|plyne, Ze B je pohlcujici. Zvolme pevné x € X.
ProtoZe p je nezapornd, existuje posloupnost {1,} C (0, +00) takova, ze A, > p(x) a A, — p(x). Pak
p(5-x) < 1, takZe -x € B, neboli x € A, B, Cili up(x) < A, pro kazdé n € N. Podle véty o limité
a nerovnostech tak je ug(x) < p(x).

O

Vsimnéme si, Ze z (g) specidlné plyne, Ze je-li A C X pohlcujici, pak pro {x € X; us(x) <1} C B C
{x € X; pa(x) < 1} je pp = pa.

Nyni se podivejme na nékteré topologické vlastnosti vyse zkoumanych pojmu.

TVRZENI 50. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak Int A C {x € X;
na(x) < 1} Je-li navic A vyvdZend nebo konvexni, pak

IntAC{xeX; ug(x) <1} CAC{x e X; us(x) <1} C A.

DUKAZ. Necht’ x € Int A. Diky spojitosti ndsobeni skaldrem existuje & > 0 takové, Ze (1+¢)x € Int A C A.
Dle Véty 49(b) a (e) tedy 14 (x) = 7= pa((1 +8)x) < 3= < 1.
Necht” nyni A je vyvdZzend nebo konvexni. Prvni tfi inkluze plynou z pfedchoziho a Véty @9(f). Necht
tedy pro x € X plati, Ze 4 (x 1. Pak pro kazdé ¢ € (0, 1) plati, Ze tx € A: Vskutku, p4(tx) = tjpa(x) <
4

v v n v 12 n v s v
t < 1,takZe tx € A dle Véty 49(f). Tedy X € Aprokazdén € N a 47X — X, cOZ znamend, Ze x € A.

O
LEMMA 51. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a p je sublinedrni funkciondl na X. Pak p je
stejnomérné spojity, prave kdyZ je shora omezeny na néjakém okoli 0.
DUKAZ. = je zfejmd. < Necht' ¢ > 0 anecht’ U € 7(0) a C > 0 jsou takovd, Ze U je symetrické a
p(z) < Cproz € U.PoloZzme V = £U.Pak V je okoli 0. Pro x, y € X takovd, Ze x — y € V, pak plati,
7e %(x —y)eUa %(y — x) € U, takze diky sublinearité dostavame, Ze

—e<—&p(S(y—x) =—pOy—x) < p(x)—p(y) < plx—y) =Ep(S(x—y)) <=
O

Uvédomme si, Ze vySe uvedené lemma Ize aplikovat téZ na linedrni funkciondly na redlném prostoru.

DUSLEDEK 52. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X je pohlcujici konvexni mnoZina. Pak
A je spojity, pravé kdyZ A je okolim 0. V tom pripadé pak plati, Ze
IntA=1{xe€X: pa(x) <1} CAC{xe€X;: pa(x) <1} = A.
DUKAZ. = MnoZina {x € X; u4(x) < 1} je zjevn& oteviené okoli 0, takZe A € 7(0) dle Véty B9(f).
4= plyne z Véty A9(c) a (e) a Lemmatu [51]
Kone¢né, inkluze IntA C {x € X; wa(x) < 1} plyne z Tvrzeni |50, opacnd inkluze pak z toho, Ze
{x € X; na(x) < 1} C A amnozina vlevo je oteviend. Analogicky, inkluze {x € X; us(x) <1} C 4
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plyne opét z Tvrzeni [50, opacna inkluze pak z toho, ze A C {x € X; pu4s(x) < 1} a mnozZina vpravo je
uzaviena.
O

VETA 53. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Pak X* # {0}, prdavé kdyZ v X existuje konvexni
okoli 0 riizné od X .

DUKAZ. Je-li f € X*, f #0,pakU = f~! (UK(O, 1)) je zjevné konvexni okoli O rizné od X, nebot’ jisté
existuje x € X takové, Ze f(x) = 1. Opacna implikace je primym disledkem oddélovaci véty, jeji dikaz
tedy odloZime az na str.[109

O

PRIKLAD 54 (Mahlon Marsh Day (1940)). Necht' n je miraa p € (0,1). Polozme X = L,(u) a
definujme p(f. g) = [|f — g|? du. Pak p je tplnd translainé invariantni metrika na X, ve které je X
topologicky vektorovy prostor. Tento prostor je lokdlné omezeny. Ddle, je-li u Lebesgueova mira na [0, 1], tj.
X = L,([0, 1]), pak prostor X mad ndsledujici vlastnost: Je-li A C X neprdzdnd oteviend konvexni mnoZina,
pak A = X. To podle Véty 53| znamen4, 7e X* = {0}.

Oznatme ¢(f) = [|f|?du, f € X.Pakq(f + g) < q(f) + q(g) prokazdé f, ¢ € X. (To plati diky
tomu, Ze funkce ¢ + ¢? je subaditivni, nebot’ je konkdvni a v 0 nezdpornd.) Odtud snadno dostadvame, Ze X
je vektorovy podprostor prostoru méfitelnych funkcei a p( f, g) = q(f — g) je translaéné invariantni metrika.
(Uvédomme si ale, Ze na rozdil od piipadu p > 1 funkce ¢'/? neni norma.) Uplnost p se dokdze zcela stejné
jako pro p > 1, vizte napt. [R] Dikaz Véty 3.11]. Abychom ukazali, Ze p generuje vektorovou topologii,
stali dle Faktu [3| ukdzat spojitost ndsobeni skalarem. Necht' f, — f v paa, — o v K. Pak

p(n fr.af) < p(@n fu.tn ) + plan fraf) = lanl”0(fa. f) + lon —alPq(f) — 0.

Béze okoli 0 je tvofena mnozinami B(0,r), r > 0. Ukazeme, ze B(0, 1) je omezené okoli 0. Necht’
tedy U € 7(0). Pak existuje r > 0 takové, ze B(0,r) C U.Je-li f € B(0,1), pak r'/? f € B(0,r), a tedy
B(0,1) c r~Y?B(0,r) Cc r~V?U.

Predpoklddejme nyni, Ze X = L, ([0, 1]). Staci ukdzat, Ze X nemad jiné konvexni okoli 0 neZ X . Necht
tedy U € t(0) je konvexni a r > 0 je takové, ze B(0,r) C U. Necht f € X je libovolna. Zvolime n € N
takové, aby n?~! follflp dA < r. Tvrdime, Ze existuje déleni 0 = xy < x; < --- < x, = 1 intervalu [0, 1]
takové, Ze

X 1 1
/ |f|pd)x=—/|f|pd)t proj =1,...,n.
Xj—1 nJo

Vskutku, funkce G(x) = [;7| f]? dA je neklesajici na [0, 1], spojitd a spliiuje G(0) = 0a G(1) = fo1 | 1?7 dA.
Dle véty o nabyvani mezihodnot tedy existuji 0 = xo < x; < -+ < x, = 1 tak, Ze G(x;) = ,]—l fol | f17 dA
proj =1,...,n.Polozme nyni g; = ny(,_, x,1.f- Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati, Ze

1 X
[ )17 di = /
0 Xj

1
n?| 17 dA :np_I/ | f17dA <7,
1 0

to jest gj € B(0,r) C U. ProtoZe vSak f = Z?zl %gj,je f € U. Tim jsme dokdzali, ze U = X.
o

Jak jsme vidéli v pfedchozim ptfikladu, mize byt dudlni prostor k netrividlnimu topologickému vekto-
rovému prostoru trividlni. V predchozich kapitolach jsme vidéli velkou uzite¢nost tvrzeni typu Hahnovy-
Banachovy véty; takové véty ovSem nemohou platit, pokud neni dudlni prostor dostatecné bohaty. Proto
z obecnych topologickych prostord vydélime uziteCnou tiidu, kterd nim zajisti dostate¢ny prisun spojitych
linearnich funkcionalt. Jak je patrno z Véty |53} klicem jsou netrividlni konvexni okoli 0.

DEFINICE 55.
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e Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lok4lng konvexn pokud v ném existuje baze okoli 0
tvofend konvexnimi mnoZinami.

e Lokalné konvexni prostor, jehoZ topologie je indukovand dplnou translacné invariantni metrikou,
nazveme Fréchetav.

e Daile fekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je normovatelny, pokud je jeho topologie generovana
normou.

Prikladem lokaln¢ konvexnich prostort jsou napiiklad normované linearni prostory. V piipadé Banacho-
vych prostort jsou to pak Fréchetovy prostory, nebot’ p(x, y) = ||x — y| je dplna transla¢né invariantni
metrika.

POZNAMKA. Lokalné konvexni prostory jsou Uplné regularni, nebot’ kazdy topologicky vektorovy
prostor je uplné reguldrni. Pro lokdlné konvexni prostory to ov§em snadno dokdzeme bez hlubsich znalosti
topologie pomoci Minkowského funkciondlu: Necht' X je lokdlné€ konvexni, y € X a F C X je uzaviend
mnozina neobsahujici y. Necht' C € 7(0) je konvexni mnoZina spliujici (y + C) N F = @. Pak uc > 1 na
F — y, coZ plyne z Véty [49(f). ProtoZe /¢ je spojity (Disledek[52), je f(x) = min{uc(x — y), 1} spojitd
funkce do [0, 1], pro kterou f(y) =0a f = 1na F.

TVRZENI 56. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U € ©(0) konvexni, pak existuje oteviené
absolutné konvexni V- € t(0) takové, ze V C U.

DUKAZ. PoloZme A = [,=; @U. Pak A je absolutné konvexni mnoZina: konvexita se snadno nahlédne,
pro diikaz vyvazenosti vezméme libovolné r € [0,1]a B € K, |B| = 1. Pak rU C U, nebot’ U je konvexni
a0 e U,atedy
rB)A= [\ (BalU = (| yrU c [ yU = A.
la|=1 lyl=1 lyl=1

Zvolme nyni W e t(0) vyvazené takové, ze W C U. Pak éW CW cCUprokazdé a € K, |a| = 1, coz
znamend, Zze W C A. Tedy 0 € Int W C Int A. Dle Tvrzeni[I2]e), (g) je tak V = Int A absolutné konvexni
oteviené okoli0aV C A C U.

O

DUSLEDEK 57. V lokdlné konvexnim prostoru md t(0) bdzi sestdvajici z otevienych absolutné konvexnich
pohlcujicich mnoZin a téZ bdzi sestdavajici z uzavienych absolutné konvexnich pohlcujicich mnoZin.

z v 7z

DUKAZ. Prvni &ést plyne z Tvrzeni[56|a[7(a). Druhd ast plyne z regularity topologie t (kazdy reguldrni
prostor md bazi okolf sestdvajici z uzavienych mnozin) spolu s prvni ¢asti a s Tvrzenim [12]e), (f).
O

Necht’ X je vektorovy prostor, pi, ..., p, jsou pseudonormy na X a & > (0. Oznacme

Upl,...,pn,e = {x € X; pl(x) <é&..., pn(x) < 8}
a uvédomme si, Ze dle Fakti [45]c) a[d7]je tato mnoZina absolutné konvexni a pohlcujici.

VETA 58. Necht’ X je vektorovy prostor a P je neprdzdny systém pseudonorem na X. Pak na X existuje
lokdlné konvexni topologie t takovd, Ze systém 8§ = {Uy,.; p € P,e > 0} tvori subbdzi okoli 0 a systém
U ={Up,,. .pnes M €N, p1,..., pp € P, e > 0} tvori bdzi okoli 0. Topologie T md ndsledujici viastnosti:
(a) KaZdd pseudonorma p € P je t-spojitd.

(b) Mnozina A C X je t-omezend prdavé tehdy, kdyZ p(A) je omezend pro kaZdou p € P.

(c) Usmérnény soubor {xy},er C X konverguje k x € X v t prdvé tehdy, kdyZ p(x, — x) — 0 pro kaZdou
pEP.

Topologii t budeme nazyvat topologii generovanou systémem pseudonorem 5.

Na druhou stranu, je-li (X, t) lokdlné konvexni prostor a 'V je subbdze okoli 0 sestdvajici z absolutné
konvexnich mnoZin, pak t je generovdna systémem pseudonorem {jLy; V € V}.

.....

3Poprvé je studoval John von Neumann (1935), ndzev zavedl Andrej Nikolajevi¢ Tichonov (Anapeit Hukonaesua TuxoHOB)
(1935).
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DUKAZ. Nejprve ukaZeme, Ze systém U spliiuje predpoklady Véty (8| Kazda z mnozin U, . obsahuje 0,
takZe & je subbdzi filtru. Déle jsou-li py,...,p, € P aey,...,&, > 0, pak pro ¢ = min{ey,...,&,} je
ﬂ;’zl Upje = Upy.....ppe C ﬂ;':l Up, ;> tedy U je bazi doty¢ného filtru. Jsou-li py,...,p, € P ae >0
a poloZime-li V' = Uy, . p,.5, pak snadno nahlédneme, Ze V + V' C Up,,...,p,..- KaZdd mnoZina z U je
vyvazend a pohlcujici, dle Véty [§|tedy existuje prave jedna vektorovd topologie T na X takovd, Ze U je bazi
7(0). Navic mnoZiny z U jsou absolutné konvexni, takZe 7 je lokdlné konvexni.

(a) Kazda pseudonorma p € & je zjevné omezend na U, ;, takZe je spojitd dle Lemmatu

(b) = Necht’ p € £ je ddna. Pak existuje ¢ > 0 takové, Ze A C tU, ;. Pro libovolné x € A pak plati, Ze
T €Up,atedy p(x) <t.

< Necht' U € t(0) je ddno a necht’ py,...,p, € # ae > 0 jsou takova, Ze Up,
existuji M; > O takovd, Ze p; < MjnaApro j =1,...,n. Zvolme ¢t > max{%M-; j =1,...,n}. Pak
prox € Aje pi(7) <e&, j=1,...,n takZe x € tUp, . p, CtU.

(c) = plyne z (a).

<= Necht’ {x, },er C X je usmérnény soubor a x € X je takové, Ze p(x, —x) — O pro kazdé p € P.
Necht' U € 7(0) je ddno. Existuji py,...,p, € P ae > 0 takovd, Zze Up,,... p,. C U. Dile existuje
Yo € I takové, Ze pro vSechny y € I', y > ypje pj(x, —x) < e, j = 1,...,n. Pakpro y > yg je
Xy —x €Up,,. p,e CU.Toznamend, Ze x, — x v 7.

Necht’ nyni (X, 7) je lokdlné konvexni prostor a 'V je subbaze okoli 0 sestavajici z absolutné konvexnich
mnoZin. Ozna¢me o topologii generovanou systémem {uy; V € V}. Je-liV € V,pak U,,,,,; C V dle
Véty [49(f). Odtud dostavame, Ze 7(0) C o(0).

Na druhou stranu, pro kazdé V€ V ae¢ > 0 je mnoZina U, , = €Uy, ; oteviend v t (Fakt
Disledek[52), odkud snadno plyne, Ze o (0) md bazi sestdvajici z t-otevienych mnozin. Tedy o (0) C 7(0).

O

.....

Uvédomme si, Ze ze spojitosti kazdé pseudonormy p € & ve vété vyse plyne t-otevienost mnoZin
systému U.

TVRZENI 59. Necht’ (X, 1) je lokdlné konvexni prostor. Ndsledujict tvrzent jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiiv.
(ii) KaZdy systém pseudonorem &P generujici T md ndsledujici viastnost:
Pro kazdé x € X \ {0} existuje p € P takové, Ze p(x) > 0.
(iii) Existuje systém pseudonorem P generujici t s vlastnosti z tvrzeni (ii).

DUKAZ. (i)=(ii) Necht' & je systém pseudonorem generujici 7 a necht’ x € X \ {0}. Pak existuji
Dis-...Ppn € Pae>0tak, Ze x € Uy, . p,.e Tedy pj(x) > &> 0alespon pro jedno j € {1,...,n}.
(i1)=>(iii) je trividlni.
(iii)=(i) Necht’ x € X \ {0} je libovolné a p € P je takové, Zze ¢ = p(x) > 0. Pak x ¢ U, . € 7(0).
Prostor X je tedy Hausdorffiv dle Véty [10(c).
O

PRIKLAD 60. Necht' I" je libovolna neprazdnd mnoZina a necht’ X = K' s topologii T generovanou
systémem pseudonorem {p,; y € I'},kde p,(f) = |f(y)| pro f € X. Snadno je vidét, Ze p, jsou opravdu
pseudonormy, a Ze pro libovolny usmérnény soubor { f,} C X plati, Ze f, — f, pravé kdyz fo, — f
bodové na I'. Tedy 7 je topologie bodové konvergence na I" (nebo téZ soucinova topologie na K7') a je to
Hausdorffova lokalné konvexni topologie.

Necht I' = [0, 1]. Tvrdime, Ze existuje posloupnost { f;,} C X = K[®! konvergujici k 0 takov4, Ze
An fu = 0 pro Zadnou posloupnost {1, } C (0, +00) takovou, Ze A, — +0o0. (Z Lemmatu [34]tedy plyne, Ze
X neni metrizovatelny.) Oznaéme A = {{kn} C (0,400); Ay — —I—oo}. Pak A ma kardinalitu kontinua
(napfiklad obsahuje posloupnosti {n + y4(n)} pro A C N), a tedy existuje bijekce @: A — [0, 1]. Pro
n € Nax € [0, 1] poloZme

1

Jn(x) = @T()C)n
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Pro pevné x € [0, 1] pak f,(x) — 0, nicméng pro kazdou posloupnost {Ax} € A plati, Ze A, fo (P ({Ax})) =
1 pro kazdé n € N. Tedy A, f,, - O.
o

Vime, Ze topologicky vektorovy prostor se spocetnou bazi okoli 0 je pseudometrizovatelny (Véta[22).
Pro lokdln€ konvexni prostory je diikaz tohoto tvrzeni mnohem jednodussi.

LEMMA 61. Necht' (X, t) je lokdlné konvexni prostor generovany spocetnym systémem pseudonorem
{pn}. Pak

o0

p(x. 1) = Y 2 mintpu(x — ). 13

n=1
je translacné invariantni pseudometrika na X generujici t.

DUKAZ. Ze subaditivity funkce ¢ — min{z, 1} snadno plyne, Ze p je translacné invariantni pseudometrika.

Vsechny pseudonormy p,, jsou t-spojité (Véta[58(a)) a fada v definici p konverguje stejnomérné na X x X,
coz znamend, 7e p je t-spojitd. Odtud plyne, Ze kazdé p-okoli 0 je v (0).

Na druhou stranu, necht’ U € 7(0). Pak existuji ny,...,n; € N ag € (0, 1] takova, ze Ul,,n1

U. Polozme m = max{ni,...,ng}. Pak Uy(0,55) C U. Vskutku, je-li x € X, p(x,0) < 55, pak

1 min{ Pn; (x), 1} < 55 pro kazdé j € {l1,...,k}. Odtud snadno plyne, Ze p,,(x) < & pro kazdé

21
j e{l,...,k},neboli x € Up,, ¢ C U. Tedy kazdé t-okoli 0 je i p-okolim 0.

~~~~~ pnka
O

PRIKLAD 62. Necht' T je topologicky prostor a necht’ X = C(T) s topologii t stejnomérné konvergence
na kompaktnich podmnozinich T z Pfikladu [9] Pro neprazdnou kompaktni K C T a f € X polozme
pk(f) = maxg| f|. Pak systém pseudonorem ” = {pg; K C T neprdzdnd kompaktni} generuje 7, takze
X je lokdlné konvexni. Uvédomme si, Ze topologie bodové konvergence na X je slabsi neZ t, nebot’
jednobodové podmnoZziny 7' jsou kompaktni. Specialné, t je Hausdorffova. Déle plati:

(a) Jestlize v T existuje posloupnost neprazdnych kompakti { K, } takova, ze kazda kompaktni K C T je
podmnozinou néjaké K,, pak systém @ = {pg,; n € N} také generuje 7.
(b) Je-li T lokédlné kompaktni se spocetnou bazi, pak X je Fréchetliv prostor a topologie 7 je topologii
lokélné stejnomérné konvergence.
Snadno nahlédneme, Ze pg jsou pseudonormy. Dle Véty [58]tedy systém P generuje t a 7 je lokdlné
konvexni.
(a) Oznacme o topologii generovanou systémem @. Jelikoz @ C 2, je zjevné o (0) C 7(0). Je-li nyni
U € 7(0) déno, pak existuji kompakty Ly,...,Lx C T ae > 0tak, Ze Uy, .. p, . C U. Dile existuje

n € N takové, 7e Ule Lj C K,. Snadno je videt, Ze Upy,, e C Up,,,...p, e C U,atedy U € 5(0).

(b) Dle Tvrzeni existuje posloupnost kompaktt { K, } jako v (a), pro kterou navic plati, ze K, C
K, +1. Necht' p je metrika z Lemmatu [61| dand pseudonormami {pg, }. Dle (a) tato metrika generuje t.
UkaZzme, Ze p je iplnd. Necht’ { f;} C X je p-cauchyovskd posloupnost. Pro kazdé n € N je pak posloupnost
{/i k.72, cauchyovskd v tplném prostoru (C(Ky), [|-|l). takZe existuje funkce g, € C(Kj) takovd,
ze fj 'k, = g» na K,. JelikoZ je posloupnost {K, } neklesajici, nutné plati, Ze gx [k, = g» pro k > n.
Odtud snadno odvodime existenci funkce f: T — K takové, Ze f; |k, = f |k, na K, pro kazdé n € N.
Specidlné, f |k, je spojitd.

Tvrdime, Zze f € C(T). Necht x € T je dano. Necht' V' je kompaktni okoli bodu x a necht’ n € N je
takové, ze V C K. JelikoZ f je spojitd na K, je spojitd na V', a tedy i v bod¢ x.

Konecné, dle tvah vyse je limj o pk, (fj — f) = limj pk, (fj Ik, — f [k,) = O prokazdé n € N.
Tedy p(fj, ) — 0, coZ znamend, Ze metrika p je Gpln4.
o

PRIKLAD 63. Necht' §2 je oteviena podmnozina C. Pak prostor H(£2) s topologii lokaln¢ stejnomérné
konvergence je uzavienym podprostorem C(£2) z predchoziho prikladu. Je to tedy také Fréchetliv prostor.
Staci si uvédomit, Ze lokalné stejnomérnd limita posloupnosti holomorfnich funkci je opét holomorfni funkce.

o
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VETA 64 (A. N. Kolmogorov (1934)). Necht’ (X, t) je topologicky vektorovy prostor. Pak X je pseudo-
normovatelny (resp. normovatelny, je-li X Hausdorffiiv) prdavé tehdy, kdyZ v ném existuje omezené konvexni
okoli 0.

DUKAZ. < Necht U € 7(0) je konvexni a omezené. Dle Tvrzeni [56] existuje oteviené absolutné konvexni
V e 7(0) takové, ze V' C U, tedy V je omezené. Pak pseudonorma py generuje t. Vskutku, systém

{U//«V,%}neN je bazi okoli 0 v topologii generované pseudonormou jy . Ale {U V,%}neN = {104,

"
{,1—1 V}n o (Fakt , Dusledek , coz je baze t(0) dle Lemmatu
= Je-li T generovana néjakou pseudonormou p na X, je U, konvexni okoli 0, které je -omezené dle

Véty [5§|(b).

}nEN =

O
Tento oddil uzavieme tvrzenim, které se naim bude hodit pozd¢ji.

TVRZENI 65. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li A omezend, je i mnoZina conv A omezend.
(b) Je-li A totdlné omezend, je i mnoZina conv A totdlné omezend.

DUKAZ. (a) Necht’ U € 7(0). Pak existuje konvexni C € 7(0) takové, ze C C U. ProtoZe A je omezend,
existuje ¢ > 0 takové, Zze A C tC. MnoZina vpravo je ovSem konvexni, coZ znamend, Zze conv A C tC C tU.
(b) Necht U € 7(0). Pak existuje konvexni V € t(0) takové, ze V 4+ V C U. Necht F C A je
konecnd takovd, Zze A C F + V. MnoZina conv F je kompaktni, nebot’ je spojitym obrazem kompaktu
{()Ll, ..., A) €0, 177 27=1 A= 1} pii zobrazeni (A1,...,A,) — Z;Ll Aixj, kde F = {x1,...,x,}.
Je tedy totdlné omezend (Tvrzeni [28)), takze existuje H C X kone¢nd takova, Ze conv F C H + V. Dle
Faktu 42| je mnoZina (conv F') 4+ V konvexni, odkud plyne, Ze conv A C conv(F + V) C (conv F) + V C

H+V+VCH+U.
O

Poznamenejme, Ze bez pfedpokladu lokdlni konvexity piedchozi tvrzeni neplati — konvexni obal totdlné
omezené mnoZiny nemusi byt ani omezeny:

PRIKLAD 66. Necht p € (0,1)a X ={, = {x = (Xn); DopeqlXnl? < +oo} s metrikou p(x, y) =
Y o 1 |xn — yu|?. Pak p je tGplnd transladn& invariantni metrika na X, ve které je X topologicky vektorovy
prostor. Tento prostor je lokdlné omezeny. Dale plati:

(a) Prostor X* Ize indentifikovat s prostorem {, pomoci linedrni bijekce I : {oc — X*, I(y) = f,, kde

fy(x) = anyn-
n=1

(b) Existuje kompaktni mnoZina K C X, jejiz konvexni obal neni omezeny.

Prostor X neni lokdlné konvexni (Tvrzeni [65] spolu s (b)), ale pfesto ma netrividlni dudl, ktery oddéluje
body X (stac¢i vzit souradnicové funkciondly). Tedy X obsahuje mnoho netrividlnich otevienych konvexnich
mnoZzin, nicméné ne dost na to, aby to byl lokalné€ konvexni prostor.

Prvni ¢ast plyne z Prikladu [54] vezmeme-li za p aritmetickou miru na N.

(a) Necht' y € £ je ddno. Pro kazdé x € £, nenulové je {x,} omezend a oznacime-li M = || x|, pak

o0 o0 o0 X
> nyal =Y M = Myl Y |35
n=1 n=1 n=1

Xn

nebot’ } i | < 1 pro kazdé n € N. Odtud plyne, Ze f, je dobie definovand funkce. Ddle f, je zjevné linedrni
funkciondl. Tvrdime, Ze je omezeny na U(0, 1): Pro kazdé x € U(0, 1) je ||x|loo < 1, a tedy nerovnost (1)
implikuje, Ze | f, (x)| < ||¥|lco- To znamena, ze f, je spojity linedrni funkcional (Véta|33).

Linearita zobrazeni I je zfejma. Ukazme nyni, Ze je na. Necht' je ddn f € X*. Stejné jako pro
p > 1 definujeme kanonické bazové vektory e, € X,n € N a snadno si rozmyslime, Ze pro kazdy
vektor x = (x,)%2, € X opét plati, Ze x = Y -, xnen, kde konvergenci fady chdpeme v metrice p.

oo
X p -
T = M' P||y||oo;|xnll’, (1)
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Vskutku, p(x, Y p_; Xkek) = Y peniqlxkl? — 0. Poloime y, = f(e,) pron € N. MnoZina {e,;
n € N} je omezend (snadno nahlédneme z definice), takZe i posloupnost {y,} je omezend (Véta|33)), neboli
y = (1,Y2,...) € L. Tvrdime, Ze f = f,. Necht' x € X.Pakx = ) 77 | x,ep, a tedy

f(x) = f(anen) = anf(en) = anyn = fy(x)~
n=1 n=1 n=1

Konecné, protoze 1(y)(e,) = yn, je Ker I = {0}, atedy I je prosté.

(b) Zvolme nerostouci posloupnost {c,} C (0, +00) konvergujici k 0, pro kterou lim, o, n'7?c} =
+0o0. (Staéi napiiklad poloZit ¢, = (1 + logn)~! nebo ¢, = n?~! pron € N.) Pak c,e, — 0, nebot’
p(cnen,0) = ¢f — 0. MnoZina K = {c,e,; n € N} U {0} je tedy kompaktni. PoloZime-li viak x™ =
> %cnen pro m € N, dostaneme prvky conv K, které spliuji

m

pE".0) =)

n=1

p 1 m

Z—E 2 =m'"Pck — +oo.
mPp —
n=

_Cn

Dle Poznamky [I§]je tak mnoZina conv K neomezend v topologii generované metrikou p.

7. Oddélovaci véty

V tomto oddilu se budeme vénovat dal§im zdsadnim disledkim Hahnovy-Banachovy véty. Jednoduchym
pfedchidcem niZe uvedenych oddé€lovacich vét je Véta2.7] Vzhledem ke znéni Hahnovy-Banachovy véty
(Véta2.3)) neni prekvapivé, Ze hlavni roli zde hraje konvexita (vizte téZ Vétu[S3).

LEMMA 67. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a f € X* \ {0}. Pak f je oteviené zobrazeni.

DUKAzZ. Necht' G C X jeotevienda y € f(G) je libovolny. Necht’ dile x € G je takovy, ze y = f(x).
Pak existuje vyvazené U € 7(0) takové, Zze x + U C G. Ddle existuje w € X, pro které f(w) = 1. ProtoZe
U je pohlcujici, existuje 6 > 0 takové, Ze Sw € U. Pak diky vyvazenosti U plati, Ze

Uy,8) =y +{Aé Al <1} = f(x) + {f(Adw); [A| < 1} =
= f(x + {Aéw: [A| < 1}) C f(x + U) C f(G).

Tedy f(G) je oteviend.
O

VETA 68. ﬂNecht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou disjunktni konvexni mnoziny.
Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li A oteviend, pak existuje f € X* takovy, Ze Re f(x) < infg Re f pro kaZdé x € A.
(b) Je-li X lokdlné konvexni, A uzaviend a B kompaktni, pak existuje f € X™ takovy, Ze supyRe f <
infg Re f. Je-li navic A absolutné konvexni, pak dokonce sup,| f| < infg Re f.

DUKAZ. Je-li A nebo B prazdnd, pak tvrzeni ziejmé trividlné plati. MiZeme tedy pfedpoklddat, Zze A i B

jsou neprazdné. Diky Tvrzeni [2.1]staci (a) a prvni ¢ast (b) dokdzat pouze pro redlné prostory a v komplexnim
ptipadé pak vzit funkciondl h(x) = f(x) —if(ix).

(a)Zvolmea € Aab € BaoznaCme w = b—a aC = w+ A— B. Pak C je oteviend konvexni mnozina
(Tvrzeni [I1fa), Fakt[42), pro kterou 0 € C aw ¢ C (nebot’ A N B = §). Podle Véty @9(c) a (f) je ¢
sublinearni funkciondl, u¢c < 1 na C a uc(w) > 1. PoloZime-li Y = span{w} a g(tw) =t prot € R, pak

“Tato véta byla dokazana v riizné silnych formulacich mnoha matematiky: Prvni verze pochéz{ od Stanistawa Mazura (1933),
ktery formuloval tvrzeni podobné (a) v normovanych linedrnich prostorech pro B podprostor X. Zobecnéni Mazurovy véty
do topologickych vektorovych prostorti provedl Jean Dieudonné (1941) a skupina Nicolas Bourbaki. Verzi pro B konvexni
v normovanych linedrnich prostorech dokazal Meier ,,Maks* Eidelheit (1936). Nami uvedeny dikaz, ktery v podstaté prevadi
konvexni pfipad na Mazurovu vétu, podal John Wilder Tukey (1942).
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g je linedrni funkciondl na Y. Déle g(fw) =t < tuc(w) = pc(tw)prot >0ag(tw) =1t <0 =< uc(tw)
prot < 0, tedy g(x) < puc(x) pro kazdé x € Y. Podle Hahnovy-Banachovy véty (Véta[2.3(a)) existuje
linedrni forma f na X, kterd roz$ifuje g a spliiuje f < uc na X. Specidlné f(x) < uc(x) <lprox € C,
tedy f je spojity linedrni funkciondl (Lemma[51), pro ktery f(w) = g(w) = 1.

Necht nynix € Aay € B.Pakx —y+w € C,takze f(x) = f(y)+ f(x —y +w) — f(w) <
)+ pucx—y4+w)—1< f(y). Odtud plyne, Ze f(x) <« = infg f prokazdé x € A. MnoZina f(A)
je oviem oteviend (Lemmal67), takZe kdyby pro néjaké x € A bylo f(x) = «, pak by existovalo y € A, pro
které by f(y) > «, coz nejde. Tim je nerovnost z (a) dokdzana.

(b) JelikoZ je X lokaln& konvexni prostor, existuje diky V&t&[10(a) a Disledku [57) oteviené konvexn{
V € 1(0) takové, ze (B + V) N A = @. MnoZina B + V je oteviend a konvexni (Tvrzeni [l 1[(a), Fakt[42).
Dle (a) tedy existuje g € X * takovy, Ze g(x) < inf4 g pro kazdé x € B + V. Diky kompaktnosti B existuje
x € B, pro které maxp g = g(x) < inf4 g. Funkciondl f = —g tak spliluje inzerovanou nerovnost.

Konecné, prfedpoklddejme, Ze je navic A absolutné konvexni. Necht' y € A je libovolné. Pak existuje
a € K, |¢| = 1takové, ze | f(y)| = af(y) = f(xy) = Re f(ay). Protoze ay € A,je |f(y)| =
Re f(ay) < supy Re f. Odtud plyne, Ze sup,| f| < sup, Re f < infgRe f.

O

Nasledujici disledek je analogii Disledku[2.5|a V&t [2.7]a 2.4 pro lokélné konvexni prostory.

DUSLEDEK 69. Necht' X je lokdlné konvexni prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li X Hausdorffitv, pak X* oddéluje body X .
(b) Je-li Y uzavieny podprostor X a x € X \ 'Y, pak existuje f € X* takovy, Ze f |y =0a f(x) = 1.
(c) Je-li Y podprostor X a f € Y*, pak existuje F € X* takovy, Ze F |y = f.

DUKAZ. (a) Necht x,y € X. Pouzitim Véty[68(b) pro A = {x} a B = {y} obdrzime f € X* takovy, Ze
fx) # f().

(b) Polozme A = Y a B = {x}. Dle Véty[68(b) existuje f € X* takovy, Ze supy | f| < Re f(x). Pak f
je linearni funkciondl, ktery je omezeny na celém vektorovém prostoru Y, a tedy je na ¥ nulovy. Zjevné
f(x) # 0, na zavér tedy staci vyndsobit f konstantou ﬁ

(c) Bez 4jmy na obecnosti miizeme predpokladat, Zze f # 0. Tedy existuje x € Y, pro které f(x) = 1.

Z hlediska prostoru X je mnozina Ker f relativné uzaviendv Y ax € Y \Ker f. Odtud plyne, ze x ¢ Ker /',
pri¢emz mnoZina vpravo je uzavieny podprostor X. Dle (b) tedy existuje F € X* takovy, 7Ze F(x) = 1
a F ke r = 0. Tvrdime, Ze to znamend, Zze F [y = f:Necht y € Y. Pak y — f(y)x € Ker f C Ker F,
atedy F(y) = F(y — f(»)x) + F(f(»)x) = f()F(x) = f(»).

O

DUKAZ VETY[33l Necht U € t(0) je konvexni a U # X. Pak existuje x € X \ U. Mnozina IntU je
konvexni (Tvrzeni[12e)) a obsahuje 0, tedy dle Véty [68(a) pouZité na mnoZiny IntU a {x} existuje / € X*
takovy, ze 0 = Re f(0) < Re f(x). Tudiz f # 0.

O

Nasledujici priklady ukazuji, Ze bez dodate¢nych predpokladi na mnoziny A, B ve Véte (68| se nelze
obejit.

PRIKLAD 70. Necht' X je nekonecnérozmérny pseudometrizovatelny topologicky vektorovy prostor.
Pak v ném existuje kontinuum mnoho disjunktnich konvexnich mnozin (dokonce afinnich podprostori)
Zo C X, a € R, z nich? kazdd je hustd v X . Zddné dvé tedy nelze oddélit spojitym linedrnim funkcionalem.

Skute¢né, dle Vétyexistuje nespojity linedrni funkciondl f: X — K. Polozme Z, = f~'(a), o € R.
Existuje w € X takové, Ze ¢ = f(w) # 0. Pak Z, = Zw + Ker f, tedy Z, je afinn{ podprostor. Zjevné
Zy a Zg jsou disjunktni, je-li o« # B. Kone¢né, Z, = Ker f je husty v X dle Véty 36|a ostatni Z, jsou
husté v X dle Tvrzeni[5(a).

o

PRIKLAD 71 (John Wilder Tukey (1942)). Existuji disjunktni uzaviené konvexni mnoziny A, B C £,
takové, Ze A — B je hustd v £,. Tyto mnoZziny tedy nelze odd€lit spojitym nenulovy linearnim funkciondlem
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ani v nejslabsim smyslu, tj. neexistuje f € £ \ {0} tak, aby f(x) > f(y) pro libovolnd x € 4,y € B.
Vskutku, to by znamenalo, Zze f(A—B) C [0, +00),aleR = f({,) = f(A—B) C f(A— B) C [0, +0),
COZ je spor.

PoloZzme

Xn——2
n3
B ={x e, x, =0pron > 2}.

Az{xeﬁz; X1 >n-

pronz2§,

Snadno nahlédneme, Ze A je konvexni a uzaviena (je to prinik uzavienych mnozin) a B je dokonce uzavieny
1 v
=n3 — 400, takze x ¢ A.

jednorozmérny podprostor. Dile, je-li x € B, pak pron > 2jen |x, — -
3
Tedy A a B jsou disjunktni. !
Zvolme nyni z € {, a ¢ > 0 libovoln&. Existuje k € N, k > 1 takové, Ze Y oo, ., A< %
n3

S 2 &2 :
a) i pi1Zn < 5. Definujme

pron =1,

: 1

maxs<j<k J ‘ZJ' -z
]3
pro2 <n <k,

pron > k.

=
3
|
N
3

u\N| =

n
Snadno je vidét, Ze x = (x,)o~, € A. Déle poloZme y = (x; —2;,0,0,...) € B. Pak

o0 2 o0
2= (=)l = Z(zn—%)f S22+

n=k+1 ns n=k+1

8. Souciny prostoru, kvocienty, projekce a doplnky

V tomto oddilu predstavime soucin a kvocient topologickych vektorovych prostort spolu s jejich
zakladnimi vlastnostmi.

TVRZENI 72. Necht’ X, y € I' jsou topologické vektorové prostory. Pak X = ]_[ye r Xy (se soucinovou
topologii) je topologicky vektorovy prostor. Pokud jsou X, y € I' lokdlné konvexni, je i X lokdIné konvexni.

DUKAZ. Necht' {(fy, ga)}aca je usmérnény soubor v X x X konvergujici k (f,g) € X x X. Pak
lim, fo(y) = f(y) alimy, go(y) = g(y) pro kazdé y € I, takZe ze spojitosti s¢itani na kazdém pro-
storu X, plyne, Ze limg (fo 4 ga)(y) = lime(fa(¥) + go(¥)) = f(¥) + g(¥) = (f + g)(»), neboli
fo + &« — f + g v X.Zcela analogicky dokdzeme i spojitost nasobeni skaldrem.

Predpoklddejme nyni, Ze X, y € I jsou lokdlné konvexni. Pro kazdé y € I" necht U, je baze okoli 0
v X, sestdvajici z konvexnich mnoZzin a obsahujici X,. Z definice soucinové topologie snadno plyne, Ze
systém

U= l_[ u,; U, € Uy, U, # X, jen pro kone¢né mnoho y
yel’
je bazi okoli 0 v X. ProtoZe vektorové operace jsou definovany po slozkéch, je témér ziejmé, Ze mnoziny

v U jsou konvexni. Tedy X je lokdlné konvexni.
O

Necht’ (X, 7) je topologicky vektorovy prostor a Y je podprostor X. UvaZujme (vektorovy) faktorpro-
stor X/Y a kanonické kvocientové zobrazeni ¢: X — X /Y. Na prostoru X/Y uvazujme kvocientovou
topologii o, tj. topologii definovanou tak, Ze mnoZina G C X /Y je o-oteviend pravé tehdy, kdyz ¢~ 1(G) je
T-oteviend. Prostor (X /Y, o) se nazyva faktorprostorem (téZ kvocientem) (X, t) podle Y.



ODDIL 8. SOUCINY PROSTORU, KVOCIENTY, PROJEKCE A DOPLNKY 111

TVRZENI 73. Necht’ Y je podprostor topologického vektorového prostoru (X, t). Na X /Y uvaZujme
vyse zminénou kvocientovou topologii o.

(a) Kanonické kvocientové zobrazeni q: X — X /Y je spojité linedrni oteviené zobrazeni, které je na. Ddle
plati, Ze 0 = {q(G); G € t}.

(b) X/Y je topologicky vektorovy prostor. Pokud X je lokdlné konvexni, je i X /Y lokdlné konvexni.

(c) X/Y je Hausdorffu, pravé kdyZ Y je uzavreny.

(d) Je-li X normovany linedrni prostor a Y je uzavieny, je topologie na XY generovdna normou prostoru

X/Y.

DUKAZ. (a) Fakt, Ze ¢ je linedrni a na, je ndm jiz dobfe znamy. Spojitost plyne z definice kvocientové
topologie. Je-li nyni G C X oteviend, pak ¢~ '(¢(G)) = G + Y, coZ je oteviena mnozina v X . Dle definice
je tedy g(G) oteviena.

Dile, zobrazeni g je oteviené, tedy ¢(G) € o pro G € t. Na druhou stranu, pro H € 0 je H = q(G),
kde G = ¢! (H) € 7 diky spojitosti g.

(b) Z (a) snadno plyne, Zze 0(0) = {g(U); U € 7(0)} azeje-li U baze t(0), pak {g(U); U € U} je baze
0(0). Vezmeme-li za U bazi 7(0) sestavajici z vyvazenych mnoZzin, pak snadno ovéiime, Ze systém {g(U);
U € U} splituje podminky (i)—(iii) z VEty[8l Je g(V + V) = q(V) + q(V') a ddle ¢(U) je pohlcujici pro U
pohlcujici, nebot’ g je na.) Tedy o je vektorova topologie. Je-li T dokonce lokdlné konvexni, pak g zobrazi
bazi 7(0) sestavajici z konvexnich mnozin na bazi o (0) se stejnou vlastnosti. Tedy o je pak také lokalné
konvexni.

(¢) = MnoZina {O} je uzaviend, takze Y = ¢ 1({O}) je uzavieny dle (a).

< Mnozina X \ Y je oteviena, takZe (X/Y) \ {O} = g(X \ 'Y) je oteviena dle (a). Tedy {O} je uzaviena.

(d) Systém {nUX, n € N} je bazi 7(0) a tedy systém V = {q(n Ux); n € N} je bazi a(0) (vizte
dikaz (b)). Dle Tvrzem’mje ale V = {%UX/Y; n € N}, coz je baze okoli 0 v prostoru (X/Y, ||-[|x/r)-
(Alternativni argument pro znalce topologie: Zobrazeni ¢: (X, 1) — (X/Y, |-||x/v) je spojité a oteviené
(plyne snadno z Tvrzeni[1.71)), takZe ||-||x,y generuje kvocientovou topologii.)

O

DUSLEDEK 74. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a Y = @ Pak XY je Hausdorffiv
topologicky vektorovy prostor.

DUKAZ. Dle Tvrzeni [12(d) je Y uzavieny podprostor X. Tvrzeni [73|b) fikd, Ze X/Y je topologicky
vektorovy prostor, Tvrzeni[73|c) pak implikuje, Ze X/Y je Hausdorffiiv.
O

TVRZENI 75. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor, Y C X je podprostora P: X — Y je spojitd
linedrni projekce X na Y. Pak P je oteviené zobrazeni.

DUKAZ. Necht G C X je oteviend a y € P(G). Necht' x € G je takové, ze P(x) = y. Diky linearité
PjeP(G+y—x)=PG)+P(y)—P(x)=P(G)+y—y =P(G).Diley € G + y — x, tedy
(G + y —x)NY jerelativné oteviené okoli y vY.Ale (G+y—x)NY C P(G + y —x) = P(G), coz
znamena, Ze y lezi ve vnittku P(G) vzhledem k Y. Tedy P(G) je oteviena.

O

Pro topologické vektorové prostory definujeme pojmy topologického souctu a komplementovaného
podprostoru zcela shodné jako v pripadé normovanych linearnich prostorti. Nasledujici véta je analogii

Véty [L.81]

VETA 76. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a 'Y, Z jsou jeho podprostory. Pak X =Y &, Z,
pravé kdyZ zobrazeniT: Y x Z — X, T(y,z) = y + z je izomorfismus.

DUKAZ. = Zobrazeni T je zjevné linedrni a je spojité diky spojitosti s¢itdni. Ddle pro zobrazeni S: X —
Y xZ,Skx) = (Py(x), Pz(x)) plati,Ze T oS = Id aS o T = Id, tedy T je bijekce. Zobrazeni S je
spojité diky spojitosti projekci, tedy 7" je izomorfismus.
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& Ziejmé Y + Z = X (T jena) apokud x € Y N Z, pak rovnost T (x,0) = x = T(0, x) implikuje
diky prostoté 7', Ze x = 0. Tedy X = Y & Z. Konecné, oznacime-li P: Y x Z — Y projekci na prvni
soufadnici, tj. P(y,z) = y, pak zobrazeni P o T~! je spojit4 linedrni projekce X na Y.

O

Podobné dalsi véta je zobecnénim Véty Diikaz je zcela totoZny, pouze misto Véty pouZijeme
Vétu 40} misto Véty 2.4 pouzijeme Disledek [69(c), a navic jesté pouzijeme Tvrzeni[73(c) a (a).
VETA 77. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor.

(a) Kazdy konecnérozmérny Hausdorffitv podprostor X je komplementovany.
(b) KaZzdy uzavreny podprostor X konecné kodimenze je komplementovany.

9. Slabé topologie a polary

Je-li X vektorovy prostor a zvolime-li libovolny podprostor M C X* pak na X existuje pfirozend
nejslabsi topologie takov4, Ze vzhledem k ni jsou spojité pravé prvky X* lezici v M. Pokud (X, 7) je lokdlng&
konvexni prostor a zvolime-li M = X *, pak se tato topologie (kterd je obvykle slabsi neZ ) nazyva slaba
topologie. Tato topologie zajimavym zpiisobem interaguje s topologii pivodni (vizte Véty [93|a[94). Podobné&
1ze na dudlu X* zavést tzv. slabou s hvézdickou topologii. DuleZitost obou topologii vysvitne zejména ve
Véts Disledku[I16]a Véts které hovoii o kompaktnosti jistych mnoZin vzhledem k témto slabym
topologiim.

9.1. Slabé topologie
Nésledujici lemma je klicovym tvrzenim v teorii slabych vektorovych topologii.

LEMMA 78. Necht’ X je vektorovy prostora f, f1,..., fujsoulinedrniformyna X. Pak f € span{ fi,...
pravé kdyz (j_, Ker f; C Ker f.

K dikazu vyuZzijeme nasledujici faktorizacni fakt z linedrni algebry:

FAKT 79. Necht’ X,Y, Z jsou vektorové prostorya L: X — Y a S: X — Z jsou linedrni zobrazeni.

Pak existuje linedrni zobrazeni T : Z — Y takové, Ze L = T o S, prdavé kdyZ Ker S C Ker L.

L Y
N A
Z
DUKAZ. = Je-li x € Ker S, pak L(x) = T(S(x)) = T(0) = 0.
< Vsimnéme si, Ze jsou-li x, y € X takova, ze S(x) = S(y),pak x — y € KerS C Ker L, a tedy
L(x) = L(y). MiZeme tedy definovat 7: Rng S — Y predpisem T (S(x)) = L(x) pro x € X. Ddle pro
x,yeXaceKjpeT(Sx)+S(y)=TE(x+y)=Lx+y)=Lx)+L(y)=TSx)+T(S())

aT(S(x)) = T(S(cx)) = L(cx) = cL(x) = ¢(T(S(x)), tedy T je linearni. Nyni staci rozsitit T’
libovolné na celé Z.

X

O

DUKAZ LEMMATUZ8l = Je-li f = a1 fi + -+ an fn ax € ();—, Ker f;, pak f(x) = 0.
< Definujme S: X — K” predpisem S(x) = (f1(x),..., fa(x)). Pak S je zjevné linedrni zobrazeni
aKerS = ﬂ7=1 Ker f;. Dle Faktuexistuje linedrni forma g na K” takova, Zze f = g o S. Forma g je

ovSem tvaru g(z) = Z?=1 ojz; pro néjaké konstanty oy, ..., o, € K. Tedy f = Z?=1 aj fj.
O

Ucinime jesté malou odbocku — diisledkem klicového lemmatu je mimo jiné nasledujici uzitecny fakt
z linedrni algebry:

Jnil
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FAKT 80. Necht' X je vektorovy prostor a fi,..., fn € X" jsou linedrné nezdvislé. Pak existuji
X1,....Xn € X takové, Ze fi(x;) =68, i,j =1,....n (Kroneckerovoﬂdelta).

DUKAZ. Vezméme libovolné k € {1,...,n}. Dle Lemmatu[78|plati, Ze (1<j<n Ker f; ¢ Ker f. Tudiz
existuje xx € [ 1<j<n Ker f; takové, Ze fr(xx) = 1. J#k
J#k 0

DEFINICE 81. Necht' X je vektorovy prostora M C X* je neprdzdna. Symbolem o (X, M) oznalujeme
lokalné konvexni topologii na X generovanou systémem pseudonorem {| f|; f € M}.

Uvédomme si, Ze usmérnény soubor {x,} C X konverguje k x € X v topologii (X, M), pravé kdyz
f(xy) = f(x) prokazdé f € M (Véta[58(c)). Pro zpiehlednéni zépisu budeme u znaCeni kanonickych ba-
zovych okoli 0 topologie o (X, M) vynechdvat absolutni hodnoty, tj. budeme psat Uy, .. 7,.c = U\ f11,.... ful.e-

TVRZENI 82. Necht' X je vektorovy prostora M, N C X* jsou neprdzdné. Pak o (X, M) = o(X,N),
pravé kdyz span M = span N. Specidlné, o (X, M) = o(X, span M).

DUKAZ. Nejprve dokazme specidlni pfipad. Inkluze C je zfejma. Na druhou stranu, pokud usmérnény
soubor {x,} C X ax € X jsou takové, ze f(x,) — f(x) prokazdé f € M, pak diky spojitosti s¢itani a
nasobeni v K je g(x,) — g(x) pro kazdé g € span M.
Ze specidlniho pfipadu ihned plyne implikace < v hlavnim tvrzeni. Pro = diky symetrii staci ukdzat,
Zze N C span M. Necht tedy f € N. Dle pfedpokladu je Uy,; okolim O v topologii o (X, M), tedy existuji
Ji,ooo. faneMae>0tak, ze Uy, . 5, C Ury. Odtud dostdvame, zZe Z = ﬂ;;l Ker f; C Uy, .6 C
Uy.1. Funkciondl f je tedy omezeny na podprostoru Z, coZ znamend, Ze je na ném nulovy, neboli Z C Ker f.
Podle Lemmatu[78]je tak f € span{ fi,..., f4} C span M.
O

Nasledujici tvrzeni je disledkem Tvrzeni |59, Sta¢i si uvédomit, Ze mnoZina M C X* oddéluje body X,
praveé kdyz pro kazdy x € X \ {0} existuje f € M tak, ze f(x) # 0.

TVRZENT 83. Necht' X je vektorovy prostor a M C X* je neprdzdnd. Pak topologie o(X, M) je
Hausdorffova, prdavé kdy? M oddéluje body X .

VETA 84. Necht' X je vektorovy prostora M C X* je neprdzdnd. Pak (X,0(X, M))* = span M.

DUKAZ. D Je-li f € M, je dle Véty [58(a) pseudonorma | f| spojitd v topologii o (X, M), specidlné je
omezend na n&jakém okoli 0. Tedy f je téZ omezeny na n&jakém okoli 0, takZe je spojity (Véta[33). Konet¢né,
libovolna linedrni kombinace spojitych funkciondlu je téZ spojita.

C Necht' f € (X,0(X, M))*. Pak f je omezeny na n¢jakém bazovém okoli 0, tedy existuji f1,..., fn €
M ae > Otakova, Ze f je omezeny na Uy, . r, .. Tedy f je omezeny i na podprostoru Z = ﬂ;’zl Ker f; C
,,,,, s> COZ ZNamend, Ze je na ném nulovy, neboli Z C Ker f. Dle Lemmatu[78]je tak f € span{fi...., fu} Cli
span M.

O

Uvédomme si, Ze z VEty [58(b) ihned plyne, Ze A C X je o(X, M)-omezend, pravé kdyz pro kazdé
f € M je f(A) omezena.

POZNAMKA 85. Necht' X je vektorovy prostora M C X* je neprazdna. Jsou-li f1,..., f, € M a
e>0,pak Z = ﬂ7=1 Ker f; C Uy,.,.... 5,.e- Pokud X je nekone¢nérozmérny, pak Z je netrividlni podprostor:
v opaéném piipadé by dle Lemmatu (78 kazdy prvek X* byl linedrni kombinaci f,..., f,. Tedy libovolné
okoli 0 v topologii o (X, M) na nekonecnérozmérném X obsahuje netrividlni podprostor X . Pokud je span M
nekonecnérozmérny, pak okoli Uy, . r, . (a tedy Zddné okoli 0) neni omezené: existuje f € M takovy, Ze
f ¢ span{ fi,..., fu}. Dle Lemmatutedy Z ¢ Ker f. Odtud plyne, ze Z ¢ Uy, = tUy; pro Zadné
t > 0 (Fakt[47). To mimo jiné znamend, Ze o (X, M) neni pseudonormovatelnd (Véta [64)). Srovnejte téz
s Tvrzenim 99 a Disledkem

3 Leopold Kronecker
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Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li x € X, pak stejné jako pro normované linedrni prostory
oznacime ¢, evaluacni funkciondl na X * dany pfedpisem e, (f) = f(x) pro kazdé f € X*.Z definice je
ziejmé, Ze ¢, je linedrni, je tedy &, € (X*)*. Uvédomme si, Ze na X * (zatim) neuvazujeme Zadnou topologii,
tedy zde (zatim) nem4 smysl hovofit o spojitosti &,. Déle podobnég jako dfive zobrazeni ¢: X — (X*)*
dané predpisem &(x) = &, nazyvame kanonické zobrazeni X do (X *)*. Zobrazeni ¢ je line4rni zobrazeni
(vizte diikaz Tvrzeni [2.26)), které je prosté, pokud X * odd&luje body X (4j. napt. je-li X Hausdorffiv lokdlng
konvexni prostor (Diisledek a))).

DEFINICE 86. Necht' X je topologicky vektorovy prostor.
e Topologie w = o (X, X*) se nazyva slabou topologii (t€Z w-topologii) na X .
e Topologie w* = o (X*, (X)) se nazyva slabou s hvézdickou topologii (téZ w*-topologii) na X *.

Poznamenejme, Ze je-li zobrazeni ¢ prosté, pak obvykle ztotoZniujeme X a ¢(X), a piSeme tedy napr.
w* = o(X*, X). Ddle si vSimnéme, Ze w*-topologie na X * je vZdy Hausdorffova, nebot’ £(X ) oddéluje body
X* z definice. Slaba topologie na X je Hausdorffova napiiklad pokud X je lokalné konvexni Hausdorffav
prostor (Disledek [69(a)).

Uvédomme si, Ze dle Véty c) konverguje usmérnény soubor {x, },er C X kx € X ve slabé topologii,
pravé kdyz f(x,) — f(x) pro kazdy funkciondl f € X*. Podobné, usmérnény soubor { f, },er C X*
konverguje k f € X* v topologii w*, pravé kdyz f,(x) — f(x) pro kazdé x € X, neboli topologie w* je
topologie bodové konvergence.

DUSLEDEK 87. Necht' (X, t) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) wCrta((X,w*=X"*
(b) (X*, w*)* = &(X).

DUKAZ. Jsou-li fi,..., f, € X* ae > 0, pak Uy,
Zbytek plyne z Véty [84]

f..e J& T-oteviené, odkud plyne, Ze w(0) C 7(0).

.....

O

Fakt z predchoziho disledku, Ze topologie w je slabsi neZ topologie 7, osvétluje ndzev slabé topologie.
Casto byva slaba topologie ostie slabsi neZ ptivodni topologie:

PRIKLAD 88. Necht’ X = conebo X = {,,1 < p < oo anecht’ {e,} jsou kanonické bazové vektory

v X. Pak e, — O slabg, ale |le, || = 1, tedy {e, } nekonverguje v normé. Vskutku, je-li f = (f, f2,...) €
{; = X" kde 1 < g < oo, libovolny funkciondl, pak f(e,) = f, — 0 = f(0).

o

TVRZENI 89. Necht’ X je Banachiiv prostor. Pak X je reflexivni, prdavé kdyz na prostoru (X*, ||-||)
topologie slabd a w* splyvaji.

DUKAZ. Dle Tvrzeni[82)je w = w*, tj. o(X*, X**) = o(X*, &(X)), pravé kdyZ span X ** = span (X)),
tj. praveé kdyz X** = e(X).
O

POoZNAMKA 90. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Oznacme ¥ = (X*, w*). Dle Du-
sledku[87(b) je Y* = e(X) C Y*, takZe (Y. w) = (Y.o (Y. V")) = (X*.0(X*.e(X))) = (X*,w*) =Y.
Tedy slaba topologie na (X™*, w*) splyva s ,,ptivodni* w*-topologii na X *.

TVRZENI 91. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a Y je podprostor X. Oznacme wyxy restrikci
topologie o (X, X*) na Y. Pak wxy C o(Y,Y ™). Je-li X lokdlné konvexni, pak wxy = o(Y,Y ™). Jinymi
slovy, v lokdlné konvexnim prostoru X splyvd origindlni slabd topologie na Y se slabou topologii zdédénou
z X.

DUKAZ. Ozname X* |y = {f |'y; f € X*}. Pak X* 'y C Y*. Topologie wyy je generovana systémem
pseudonorem {| f|; f € X* |y}, tedy wxy C o(Y,Y*) (Véta[58). Je-li X lokdln& konvexni, pak pro kazdé
f € Y* existuje F € X* takové, 7e F |y = f (Diisledek [69(c)). To znamend, ze X* 'y = Y*, a tedy
Wxy = G(Y, Y*).

O
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PRIKLAD 92. Bez predpokladu lokalni konvexity v pfedchozim tvrzeni se miize stit, Ze wyy & o (Y, Y™).
Necht' napfiklad X = L,([0,1]),0 < p < 1, a necht’ Y je libovolny netrividlni kone¢nérozmérny
podprostor X. Pak X* = {0} (Pfiklad [54), a tedy o (X, X*) je indiskrétni topologie. TudiZ i wxy je
indiskrétni topologie. Na druhou stranu, Y je Hausdorffiv (je to metricky prostor), a je tedy dle Véty
izomorfni eukleidovskému prostoru. Proto Y * oddé€luje body Y, takze o (Y, Y *) je Hausdorffova, odkud jiz
plyne, Ze wxy & o (Y, Y™) (dokonce je o (Y, Y*) téZ rovna eukleidovské topologii dle Véty .

o

VETA 93. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X je konvexni. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) A" = A.
(b) A je slabé uzavrend, prave kdyZ je uzaviend.
(c) Je-li X pseudometrizovatelny a x, — x slabé, pak existuji y, € conv{x;; j > n} takové, Ze y, — x.

DUKAZ. (a) Protoze w C t, je A c A" . Pro dikaz obracené inkluze vezméme x ¢ A. Dle Tvrzeni e) je
A konvexni, takZe dle oddélovaci véty (Véta b)) existuje f € X* takovy, Ze Re f(x) > supzRe f >
sup4 Re f'. Ze slabé spojitosti Re f ovSem plyne, Ze Re f(x) ¢ Re f(A) D Re f(Zw), tedy x ¢ A°.

(b) plyne ihned z (a).

(c) Necht’ {x,} C X konverguje slabé k x € X. Pak pro kazdé n € N diky (a) plati

x € {xx; k > n}w C conv{xy; k > n}w = conv{xy; k > n}.

Necht’ p je pseudometrika generujici topologii X . Pro kazdé n € N existuje y, € conv{xg; k > n} takové,
7e p(x, yy) < % Pak ovSem y, — x.
O

VETA 94 (George Whitelaw Mackey (1946)). Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X. Pak A je
omezend pravé tehdy, kdyZ je slabé omezend.

Nez dokazeme tuto vétu, uved’ me jeste pribuzné tvrzeni pro w* topologii, které je okamzitym disledkem
Principu stejnomérné omezenosti. Hlavni myslenka dikazu Véty |94|je pak podobnd, i kdyZ provedeni je
ponékud technicky ndrocné.

TVRZENI 95. Necht’ X je Banachitv prostor a A C X*. Pak A je omezend prdavé tehdy, kdyz je w*-
omezend.

DUKAZ. Jelikoz A C X* = £(X,K), podle Principu stejnomérné omezenosti (Véta[3.1) je A omezena
(v normé) pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € X je mnozina {| f(x)|; f € A} = {|lex(f)|; f € A} omezena,
neboli pravé kdyz A je w*-omezend (Véta[58|(b)).

O

Bez tplnosti ov§em piedchozi tvrzeni (na rozdil od Véty 04)) neplati, vizte Piiklad

DUKAZ VETY[94]l Vzhledem k tomu, Ze w(0) C 7(0), je kazdd t-omezend mnoZina i slab& omezena.
Predpokladejme nyni, Ze A je slabé omezend. Necht’ U € t(0). Pak existuje absolutné konvexni V' € 7(0)
takové, Ze V C U. Polozme Z = pu3,'(0). Pak Z je podprostor X (Fakt b)). Necht' Y = X/Z je
vektorovy faktorprostor. Protoze py(x) = py(y) pokud x,y € X, x —y € Z (Fakt[#5(b)), mizeme
na Y definovat funkci ||-|| pfedpisem ||X|| = uy (x) pro x € X. Snadno si lze rozmyslet, Ze ||-|| je norma.
Dile kanonické kvocientové zobrazeni ¢: (X,7) — (Y, |-]|) je spojité, nebot ¢~ '(Uy) = {x € X;
|X]| < 1} D IntV (Tvrzeni[50), tedy ¢ je omezené na okoli 0 (Véta[33).

Prostor Y* = (Y, ||-||)* je Banachiiv prostor. Je-li nyni f € Y * libovolny, pak f oq € X*, a tedy dle
predpokladu je f(q(A)) = (f o q)(A) omezena mnozina. OznaCme ¢: ¥ — Y ** kanonické vnorfeni a
poloZzme A = &(q(A)) C L(Y™, K). Protoze pro kazdé f € Y™ je suppe 4| F(f)| = supye )l /()] <
~+o00, plati dle Principu stejnomérné omezenosti (Véta , Ze supyc )|Vl = suppeqll FIl < +00, neboli
mnoZina g(A) je ||-||-omezend v Y.

Existuje tedy ¢ > 0 takové, ze uy (x) = ||g(x)|| < t pro kazdé x € A. To znamen4, Ze pro kazdé x € A
je uy(7) < 1,neboli T € V (Tvrzem’. Tedy A C tV C tU. MnoZina A je tak T-omezena.

O
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Bez predpokladu lokdlni konvexity predchozi véta neplati:

PRIKLAD 96. Necht' p € (0,1), X = {, a K C X je mnoZina z Pfikladu [66] Pak conv K je slabé
omezend (dokonce slabé€ totdlné omezend), ale neni omezena. Vskutku, ozna¢ime-li t topologii X, pak K je
7-kompaktni, a tedy 1 slabé kompaktni, nebot’ w C 7. Dle Tvrzeni[28|je tedy K slabé totdlné omezend, ¢imz
padem je diky Tvrzeni [65(b) slabé totdlné omezend i mnoZina conv K.

o

PRIKLAD 97. Necht K je kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor. Posloupnost { f,} C C(K)
konverguje slabé k f € C(K), pravé kdyz { f,} je omezend a f, — f bodové na K.

Vskutku, pokud f, — f slabg, pak { f,} je slabé omezend (Poznamka[29), a tedy i omezend (Véta[94).
Dale pro kazdé x € K je 6, € C(K)* (Diracova mira), takZe f,(x) = 8x(fn) = 6x(f) = f(x). Na druhou
stranu, je-li ¢ € C(K)*, pak dle Rieszovy véty o reprezentaci (Véta[2.20) existuje u € M(K) takovd, ze
#(g) = [ gdu pro kazdou g € C(K). Z Lebesgueovy véty pro komplexni miry (Véta pak plyne,
ze ¢(fn) = fK Jndi — fK Sduw=¢(f).

<

VETA 98. Necht’ X, Y jsou topologické vektorové prostorya T : X — Y je spojité linedrni zobrazeni.
Pak T je w—w spojité, tj. spojité jakoZto zobrazeni T : (X, w) — (Y, w).

DUKAZ. Necht {x,},er C X je usmérnény soubor konvergujici slabé k x € X.Je-li f € Y * libovolny, pak
foT e X* atedy f oT(xy) = foT(x),neboli f(T(x,)) — f(T(x)). Toznamend, ze T (x,) — T(x)
slabé.

O

Pfirozenou otdzkou je, zdali jsou slabé topologie metrizovatelné, coZ by ndm usnadnilo praci s nimi. Jak
jsme jiz vidéli v Pozndmce [85] v netrividlnim nekone¢nérozmérném piipadé nejsou nikdy pseudonormova-
telné.

TVRZENI 99. Necht' X je vektorovy prostora M C X* je neprdzdnd. Pak o (X, M) je pseudometrizova-
telnd pravé tehdy, kdyz span M md spocetnou algebraickou bdzi.

DUKAZ. Diky Tvrzeni|82|je 0 (X, M) = o(X, B), kde B je libovolna algebraicka baze span M . Implikace
<= tedy ihned plyne z Lemmatu
= Dle predpokladu existuje spocetna baze o (X, M)(0), feknéme {V,,}. Pro kazdé n € N existuji
I fk’; € M aeg, >0tak, ze Usp 7 en C V.. Topologie o (X, M) je tedy generovana spocetnym
systtmem 4 = ;2 { /..., St o(X, M) = o(X, A). Tvrzenf pak implikuje, Ze span M =
span A, tedy span M ma spocetnou algebraickou bazi.
O

TVRZENI 100. Necht’ X je nekonecnérozmérny topologicky vektorovy prostor metrizovatelny tiplnou
metrikou. Pak X nemd spocetnou algebraickou bdzi.

DUKAZ. Necht {e,}°; je spocetnd algebraickd baze X . Polozme F,, = span{ey, ..., e,}. Pak mnoZiny F,
jsou uzaviené (Dﬁsledek a X =52, Fy. takZe podle Baireovy véty (Dﬁsledek existujen € N
takové, Ze F, ma neprazdny vnitiek. Existuje tedy x € F, a V € 7(0) tak, Ze x + V C F,. ProtoZe oviem
—x € F,,jeV =(x+V)—x C F,.Jelikoz V je pohlcujici, znamend to, Ze X = spanV C F,,, cozZ je ve
sporu s nekonecnou dimenzi X .

O

DUSLEDEK 101.
(a) Necht' X je normovany linedrni prostor. Pak (X, w) je metrizovatelny, pravé kdyZ X je konecnérozmérny.
V tom pripadé slabd topologie splyvd s normovou.
(b) Necht' X je Fréchetitv prostor. Pak (X*, w*) je metrizovatelny, prdvé kdyZ X je konecnérozmérny.
DUKAZ. (a) Pokud dim X < oo, pak slaba topologie splyvad s normovou dle Disledku V opacném

pfipadé X * nema dle Tvrzeni (a Tvrzeni[2.27)) spocetnou algebraickou bazi, takze (X, w) neni metrizo-
vatelny dle Tvrzeni[99
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(b) Pokud dim X < oo, pak téZ dim X* < dim X* < oo, a tedy (X*, w*) je normovatelny dle Di-
sledku 1] V opaéném piipadé X nemad dle Tvrzeni [I00] spocetnou algebraickou bézi. ProtoZe ¢ je dle
predpokladu prosté, nema spocetnou algebraickou bazi ani £(X), takZe (X™*, w*) neni metrizovatelny dle
Tvrzeni Q91

O

Poznamenejme, Ze na rozdil od slabych topologii na celém nekonecnérozmérném prostoru jejich restrikce
na jednotkovou kouli metrizovatelné byt mohou, vizte Tvrzeni Proto také musi byt v ndsledujicim
ptikladu mnoZina A neomezen4.

PRIKLAD 102. Necht e,, n € N jsou kanonické bazové vektory v £, a polozme
A= {V/ne,; n e N} C L5

Pak0 e A, ale neexistuje posloupnost v A slabé konvergujici k 0.

Druhé tvrzeni dostaneme snadno: Libovolnd posloupnost v mnoZiné A je neomezend nebo mé konstantn{
nenulovou podposloupnost. V prvnim pfipadé nemiiZze podle Poznamky 29| a Véty 94| slabé konvergovat
k ni¢emu, ve druhém piipade pak nemuze slabé konvergovat k 0.

Dokazme nyni prvni tvrzeni. Necht’ U je libovolné slabé okoli 0. Pak existuji x,...,xx € £ ae >0
tak, Ze

V={xely;|{xxj)<ej=1....k}CU.

OznaCme z; = (|xj(1)|, xj(2)|,...) € {, apolozme y = z; + -+ + Zx. Mnozina M = {n € N;

ly(n)|? < %}je nekonecnd, nebot’ y € £,. Prokazdé n € M a j € {1,...,k} tedy plati, Ze

(Vaen.x;) = [Vix; ()] = Valy@)| <e.
neboli \/ne, € V.C U.Tedy U N A # 0.

9.2. Polary

DEFINICE 103. Necht' X je vektorovy prostora A C X. Absolutné konvexni obal mnoZiny A definujeme
jako
aconv A = ﬂ{B D A; B C X je absolutné konvexni}.

PovSimnéme si, Ze vySe uvedend definice je smysluplnd, nebot’ systém, ktery se pronikd, obsahuje alespon
cely prostor X . Snadno se nahlédne, Ze prunik libovolného systému absolutné konvexnich mnozin je opét
absolutné konvexni, a tedy absolutné konvexni obal je absolutné konvexni mnoZina.

Nasledujici charakterizace absolutné konvexniho obalu je analogii Tvrzeni[I.17]pro konvexni obal. Dikaz
je mutatis mutandis stejny.

TVRZENI 104. Necht’ X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak

n n
aconv A = Z/lix,-; Xiseos Xp €A, A1,..., Ay € K,Z|)L,-| <1l,neNjy;.
i=1 i=1
Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X. Definice pojmi span A a conv A jsou totoZné
s definicemi pfislusnych pojmi v normovanych linedrnich prostorech.

DEFINICE 105. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X . Pak definujeme uzavieny absolutné
konvexni obal A jako aconv A = [\{B D A; B C X je uzaviend absolutné konvexni}.

Je zfejmé, Ze uzavieny linedrni obal je uzavieny podprostor, uzavieny konvexni obal je uzaviena konvexni
mnoZina a uzavieny absolutné konvexni obal je uzaviend absolutné konvexni mnoZzina. I nésledujici tvrzeni
je shodné s analogickym Tvrzenim z teorie normovanych linearnich prostort. Diikaz je zcela totozny,
pouze misto Faktu [I.2T] pouZzijeme Tvrzeni[12(d), (e), (f).

TVRZENI 106. Necht’ X je topologicky vektorovy prostora A C X. Pak span A = span A, conv A =
conv A a aconv A = aconv A.
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DEFINICE 107. Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak definujeme (absolutni) poldru
mnoziny A jako
A°={f e X" |f(x)] <1prokazdé x € A}.
Pro mnoZinu B C X™* pak definujeme zpétnou (absolutni) poldru jako
B, ={x € X; |f(x)| <1prokazdé f € B}.

Pojmy anihilatort definujeme pro topologické vektorové prostory zcela identicky jako pro normované
linedrni prostory (Definice . Viimnéme si, Ze plati A C A°a By C B.. Dile, je-li X normovany
linedrni prostor, pak z definice snadno vidime, 7e (Bx)° = Bx+, a z dudlniho vyjadfeni normy (Disledek [2.6)
pak plyne, Ze (Bx+)o = By.

Necht’ (X, 7) je topologicky vektorovy prostor, A C X a B C X*. Pojem polary A° a zpétné polary B,
zavisi na topologii t, nebot’ ta urcuje, jak vypadd prostor X *. Na druhou stranu, prostor X * zde vystupuje
pouze jako mnoZina, a miZzeme na ni uvazovat libovolnou topologii, aniz by to ovlivnilo pojmy A° a B..
V kontextu polar je nejpfirozenéjsi uvazovat prostor X * s topologii w*. Pak (X*, w*)* = ¢(X) (Dusle-
dek [87|(b)), a tedy miiZzeme pracovat s poldrami podmnoZin (X *, w*) a zpétnymi poldrami podmnoZin &(X).
Plati nasledujici fakt:

FAKT 108. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor, A C X a B C X*. UvaZujeme-li na X* topologii
w*, pak A° = e(A)., &(Bs) = B°a (B°), = (B,)°.
DUKAZ. Je

e(A)o ={f € X*; |ex(f)| < 1 prokazdé x € A} = A°
a
B° ={F €s(X); |F(f)| <1prokazdé f € B} = {ex; x € X, |ex(f)| < 1 prokazdé f € B} = &(B.) }
Konec¢né, (B°)o = (¢(Bs))o = (B,)° podle pfedchozich dvou rovnosti.
O

TVRZENI 109. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X a B C X*. Pak plati ndsledujici
tvrzeni:
(a) MnoZina A° je absolutné konvexni a w*-uzaviend. MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrend.
(b) Je-li A podprostor X, pak A° = A*. Je-li B podprostor X*, pak B, = B.
(c) {0}° = X*, X° ={0}, {0}o = X apokud X* oddéluje body X, pak (X*), = {0}.
(d) Je-li & € K \ {0}, pak (AA)° = +4° a (AB), = }B..
(e) Je-li A, C X, y € I libovolny systém, pak (Uyep A,,)o = (\yer Ay Je-li By C X*, y € I" libovolny

systém, pak (Uye[' B),)0 = ﬂyer (By)o.

DUKAZ. (a) Je A° = (,c4lf € X*; | f(x)] < 1}, pfiCemZ mnoZiny vpravo jsou absolutné konvexni
a w*-uzaviené, nebot’” jsou to podiroviiové mnoziny w*-spojitych pseudonorem |e,|. Analogicky pro B..

(b) Vime, Zze B; C B,. Na druhou stranu, necht’ x € B,. Pak linedrni funkciondl ¢, je omezeny na B,
coZ je podprostor X *, takZe €, je na B nulovy. Tedy x € B . Pro A° je argumentace analogicka.

(¢) Prvni tfi rovnosti jsou ihned vidét z definice. Pokud X* oddé€luje body X, pak pro x € X \ {0}
existuje f € X* takovy, Zze f(x) # 0, takZze x ¢ (X*), = (X*), dle (b).

(dProx € X je

X€EAB)o & VfeAB: |f(x)|<1 & VgeB:|(Ag)¥)| <14
1
¢>VgeB:|g(kx)|§1¢>)txeBo<:>xexBo.

Vztah pro A° plyne obdobné, piipadné se miizeme odvolat na Fakt
(e) Prox € X je

xe(UBy) & VyelVYfeB,: |f(x)| <1 & Vyel:xe (B xe[)(Bye
yel o yel
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Vztah pro dopfednou poldru plyne obdobné, ptipadné se miizeme odvolat na Fakt

VETA 110 (O bipolére; Jean Dieudonné (1950)). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Je-li A C X, pak (A°), = aconv"” A (= aconv A, pokud X je lokdlné konvexni).
(b) Je-li B C X*, pak (B,)° = aconv” B.

DUKAZ. (a) Je-li x € A, pak pro kazdé f € A° mame | f(x)] < 1,atedy x € (A°),. To znamen4, Ze
A C (A°)o. Z Tvrzeni[109(a) tedy plyne, Ze aconv® A C (A°).. Na druhou stranu, je-li x € X \ aconv"” A4,
pak diky odd&lovaci vét& (V&ta[68(b)) existuje f € (X, w)* = X* (Dusledek [87)(a)) takovy, Ze | f(y)] < 1
proy € aconv” AaRe f(x) > 1.Tedy f € A°, apfitom | f(x)| > 1, coZ znamend, 7e x ¢ (A°),. Konecné,
fakt, Ze aconv” A = aconv A v piipadé€ lokdlné konvexniho X plyne z Tvrzeni a Véty[93(a).
(b) plyne z (a) aplikovaného na prostor (X*, w*) s pouzitim Faktu a Poznamky
O

r413

Nyni jiz mdme k dispozici pfisluSny pojmovy aparat k tomu, abychom mohli uvést ,,spravnd znéni
Lemmatu [2.12)a Véty 4.4

LEMMA 111. Necht’ X je topologicky vektorovy prostora A C X, B C X*. Pak
(a) AL je w*-uzavieny podprostor X *,
(b) B, je slabé uzavieny podprostor X,
(c) (A1) =span™ A (= span A, pokud X je lokdlné konvexni),
(d) (B )*+ = spanw* B.

DUKAZ. VSe je snadnym dtsledkem Tvrzeni a), (b), véty o bipolaie a Tvrzeni|106, uvédomime-li si, ze
At = (span A)* a B, = (span B),.
O

Necht’ X, Y jsou topologické vektorové prostory. Je-li 7: X — Y spojité linedrni zobrazeni, pak
zobrazeni T*: Y* — X* definujeme stejnym zptsobem, jako pro normované linearni prostory. Toto
zobrazeni je zjevné dobre definovano.

TVRZENI 112. Necht’ X, Y jsou topologické vektorové prostory. Je-li T : X — Y spojité linedrni
zobrazeni, pak T*: Y* — X* je w*—w?* spojité linedrni zobrazeni.

DUKAZ. Snadno je vidét, Ze T* je linedrni zobrazeni. Je-li { f, } usmérnény soubor v Y*, ktery konverguje
k f € Y* ve w*, pak pro kazdé x € X plati, Ze T* f,(x) = f,(Tx) — f(Tx) = T* f(x), neboli
T*f, = T*f vew™.
O

VETA 113. Jsou-li X, Y topologické vektorové prostory takové, Ze Y * oddéluje body Y,aT: X — Y
Jje spojité linedrni zobrazeni, pak plati, Ze
(a) Ker T* = (Rng T)%,
(b) KerT = (RngT™),,
(c) Rng T" = (KerT%*) 4,
(d) RngT*" = (KerT)t.

Diukaz této véty je shodny s dikazem Véty pouze misto Lemmatu pouzijeme Lemma

*

VETA 114 (Herman Heine Goldstine (1938)). Je-li X normovany linedrni prostor, pak (By) - By .

DUKAZ. Oznaéme Y = (X*,|||). Pak e(Bx) C X** = Y™*. Tedy dle véty o bipolafe pouZité na prostoru Y

(Véta|110(b)) je (¢(Bx).)° = aconv aconv ¢ ¥ )e(BX) = e(BX) ), pficemZ posledni rovnost plati diky
Tvrzeni[106] Na druhou stranu, podle Faktu[108]je (¢(Bx).)° = ((Bx)°)° = (Bx*)° = Bx==.

O
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*

Uvédomme si, Ze z Goldstineovy véty spemalne plyne, ze X** = g(X) ) . Vskutku, ndsobeni skala-

rem je w*-homeomorfismus, takze e(rBX) = rByx«+ pro kazdé r > 0. Odtud dostdvame, ze X ** =
UneN nBy« = UneN E(HB}() C S(X)

VETA 115 (Banach—Alaoglu—Bourbakij. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U okoli O v X,
pak U° je w*-kompaktni mnoZina.

DUKAZ. Nejprve si uvédomme, Ze (X*, w*) je dle Véty [58(c) podprostor topologického vektorového
prostoru KX se soucinovou topologii (tj. topologii bodové konvergence). Protoze U je pohlcujici, ke
kazdému x € X existuje A, > 0 takové, e Ayx € U. Polozme K = [],.y Bk(0, i) c KX. Podle
Tichonovovy Vétje K kompaktni. Dale pro kazdé f € U°ax € X je |f(x)|] = i|f()txx)| < i
coZz znamend, Zze f € K. Tedy U° C K. UkdZeme, zZe U° je uzaviend podmnoZina K, odkud ihned plyne
kompaktnost U° v topologii w*.

Necht' tedy f € T~ Pak £ jelinearni formana X (Fakt. Dale pro kazdé x € U plati, Ze | f(x)| < 1:
Pro kazdé ¢ > 0 totiZ existuje g € U° takové, Ze | f(x)—g(x)| < g, takZe | f(x)| < |g(x)|+]|f(x)—g(x)| <
1 + &. To znamen4, Ze f je omezend na okoli 0 v X, tudiz f € X™* (Véta , atedy f € U°.

O

Nasledujici specidlni piipad predchozi véty pro jeho velkou diileZitost pro jistotu zdiraznime zvI4st'.
DUSLEDEK 116. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak Bx+ je w*-kompakitni.

TVRZENI 117. Necht’ X je separabilni topologicky vektorovy prostor a {x,},>, je hustd v X. Je-li
U C X 0koli 0, pak (U°, w*) je topologicky prostor metrizovatelny metrikou

o0

L.
p(f.9) = 5y min{|(f = )(xm)l. 1}
n=1
DUKAZ. System pseudonorem P = {|ey, |}72 =1} generuje na X * lokdlné konvexni topologii o, kterd je zjevné

slabsi neZ w*. Diky hustoté {x,} v X systém J oddéluje body X *, takZe o je Hausdorffova (Tvrzeni[59).
Dle Lemmatu [61]je o metrizovatelnd metrikou p. Podle Véty je (U°, w*) kompaktni, a protoZe o je
Hausdorffova a 0 C w*, je (U°, w*) = (U°, o), nebot’ kompaktni topologie je nejslabsi Hausdorffova
topologie.

O

Nasledujici fakt fikd, Ze jinymi slovy miiZeme prostory (Bx, w) a (e(Bx), w*) ztotoZnit pomoci kano-
nického vnoteni.

FAKT 118. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnorenie: X — X** je izomorfismem
lokdlné konvexnich prostorii (X, w) a (e(X), w*). Specidlné, & je homeomorfismem topologickych prostorii

(Bx,w) a (e(Bx), w*).

DUKAZ. Oznatme 7 : X* — X *** kanonické vnofeni. Je-1i {x,} C X usmérnény soubor a x € X, pak

x,,gx SVfeX™: f(x)) > f(x) & VfeX™: T[f(é‘xy)—>7'[f(8x)<:>8(Xy)w—:8(X).

TVRZENI 119. Necht' X je normovany linedrni prostor.

®Tento tradi¢ni nazev je ponékud nepfesny; tato véta ma dlouhou a slozitou historii. Separabilni verze (tj. sekvencialni
kompaktnost): zakladni myslenku dikazu Ize nalézt uz u G. Ascoliho (1884), prvni ndznaky véty se objevuji u M. Frécheta (1906),
rizné protoformulace uvedli D. Hilbert (1906) pro £, a F. Riesz (1909) pro £, a L,([0, 1]), prvni jasnou formulaci uved! E. Helly
(1912) pro C([0, 1]), S. Banach (1929) zformuloval separabilni verzi v normovanych linearnich prostorech. Obecna verze byla
nezavisle na sobé objevena mnoha matematiky: Leonidas Alaoglu (1938), J. Dieudonné a skupina N. Bourbaki (1938), Vitold
Lvovi¢ Smuljan (Butosb JIssosud IIMymban) (1940), Sizuo Kakutani (F§ 75 §555) (1940).

7A. N. Tichonov (1930) pro soucin intervald, obecnou verzi ukazal az Eduard Cech (1937).
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(a) Je-li X separabilni a {x,} je hustd v Sx, pak (Bx+, w*) je metrizovatelnd metrikou
=1
p(f8) = 21/ =) xa)l.
n=1
(b) Je-li X* separabilni a { f,} je hustd v Sx~, pak (Bx, w) je metrizovatelnd metrikou
o0

o) = Y Sl = )l

n=1

DUKAZ. (a) Snadno si lze rozmyslet, Ze p je translaéné invariantni metrika na X*. Dale p = 2py, kde
p1(f.8) =Y 2 l(f — ©)Gxn)l = Yopzy 5 min{|(f — g)(3xa)|. 1} pro f. g € By=. Dle Lemmatul6]]
je tedy topologie o generovana systémem pseudonorem {|e Lx, |}o2 ; metrizovatelnd metrikou p. Zbytek
dikazu je stejny jako pro Tvrzeni
(b) Staci pouzit (a) na (By++, w*) a diky Faktu metriku pfesunout na By pomoci kanonického
vnofeni €.
O

Dusledkem piedchozich vysledki je nasledujici dilezita charakterizace reflexivnich prostoru.
VETA 120. Je-li X Banachuv prostor, pak X je reflexivni, pravé kdyZ Bx je slabé kompaktni.

DUKAZ. = Je-li X reflexivni, pak pro kanonické vnofeni ¢ plati, Ze ¢(Byx) = Bx=+. Slaba kompaktnost
By tedy plyne z Disledku (pouzitého na X *) spolu s Faktem (118

< Dle predpokladu a Faktu je (e(Bx), w*) kompaktni. Protoze w*-topologie je Hausdorffova,
plyne odtud (a z toho, Ze ¢ je izometrie), Ze e(BX*) je w*-uzaviend podmnoZina By«+. Z Goldstineovy véty

(Vétal|l 14) pak dostavame, Ze ¢(Byx) = &(By) Y= By++. Odtud a z linearity ¢ jiz snadno plyne, Ze X je
reflexivni.

O

VETA 121. Necht’ X je reflexivni Banachuv prostor. Pak By je slabé sekvencidlné kompakini. Tedy
Z kazdé omezené posloupnosti v X Ize vybrat slabé konvergentni podposloupnost.

DUKAZ. Necht' {x,} C Bx.Polozme Y = span{x,; n € N}. Dle Véty 2.32(b) je Y reflexivni prostor,
ktery je zfejmé separabilni. Podle Tvrzeni je Y* separabilni, takZe podle Véty [120]a Tvrzeni[119(b) je
(By, w) metrizovatelny kompakt. Protoze {x,} C By, lze z {x, } vybrat podposloupnost, kterd konverguje
v (By.w),atedyiv (Y, w),atedyiv (X, w)dle Tvrzeni[91]

O

VETA 122. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak zobrazeni x + &y |, . je linedrni izometrie
7z X do C((Bx~,w™)). Tedy kaZdy normovany linedrni prostor je izometricky podprostoru C(K) pro néjaky
Hausdorffitv kompakt K.

DUKAZ. Pro kazdé x € X je e, je w*-spojity funkcionél na X* (Dusledek [87(b)). Zobrazeni x > &,
je linedrni izometrie do X** (Tvrzeni 2.26). Zobrazeni x + & ['p,. je tedy linedrni izometrie z X
do C((By+, ")), nebot’ [lex Py, ey = SuPrepy.ex(f)] = llexllx-+ = x|l Druhd &st je
disledkem prvni ¢asti a Disledku

O

Necht' X, Y jsou vektorové prostory a 7: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky
dudlni zobrazeni T#: Y* — X* predpisem T* f(x) = f(Tx) pro f € Y#a x € X. Snadno nahlédneme, Ze
T* opravdu zobrazuje do X* a Ze je to linedrni zobrazeni. Diikaz ndsledujiciho lemmatu je mutatis mutandis
stejny jako dikaz Véty [4.6(b) pro spojity pfipad.

LEMMA 123. Necht' X, Y jsou vektorové prostory a T : X — Y je linedrni bijekce. Pak T* je bijekce
a(TH™ = (T~H*
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LEMMA 124. Necht' (X, t) je topologicky vektorovy prostor, Y je vektorovy prostor, M C Y* je
neprdzdnd a necht’ T: (X, 1) — (Y,0(Y, M)) je linedrni izomorfismus. Pak T = o(X, T*(M)).

DUKAZ. Rovnost topologii plyne z nasledujici série ekvivalenci:

a(

"7y o VieM: f(Tx) = f(Tx) &
& VfeM: T(x,)) — T (x) & VgeTHM): g(x,) — g(x).
O

T
X, > x & Tx,

PRIKLAD 125. Pro p € (0, 1] uvaZujme £ jako dudl k prostoru £, reprezentovany standardni dualitou
z Prikladu Oznalme w, topologii w* na £, danou touto dualitou. Pfesnéji, necht’ I,: £ — £ je
linedrn{ bijekce z Pfikladu |66/ a polozme wy = {I71(G); G € (L5, ,(£p))}, kde &,: £, — (£3)* je
kanonické vnofenti (e, je prosté, nebot’ £ odd€luje body £,, vizte Piiklad|66). Pro 0 < p < g < 1 pak plati,
ze w, & wy, ikdyZ tyto topologie splyvaji na omezenych podmnoZindch £o.

Oznatme &, = I} o g, tedy &,: £, — L%,. Dle Lemmatu [124]je wy = 0'(x, £,(£,)), nebot’ I, je
izomorfismus ({eo, w,) a (E;,U(E*,ep(ﬁp))). Rozmysleme si, Ze £, & £, pro 0 < p < g < 1 (jakoZto
mnoZziny): Je-li x € By, plati pro kaZdou soufadnici n € N odhad |x,|? < [x,|?,atedy x € By,. Na
druhou stranu, x = (#):11 € £y, ale x ¢ £,. Déle si v§imnéme, Ze &, = & |,. Vskutku, je-li0 < g <1,
x € by au € Lo, pak (X)) = I} (eg(0)) (4) = £ () (L) = I ()(x) = Y02, Xyt PouZijeme-li
tuto rovnost pro g = p aq = 1, dostaneme poZadovany vztah.

Je-linyni 0 < p < g < 1, pak z prostoty &; (plynouci z Lemmatu a toho, Ze £, & {4, plyne, Ze
Ep(lp) = E1(Lp) S €1(€y) = é4(£y). Dle Tvrzem’je tedy wy G wy. |

Konecné, ukazme, Ze restrikce w, a wy na By, se shoduji. Dle Diisledku @ je Bg., kompaktni v
topologii wy. Protoze w, je Hausdorffova topologie slabsi neZ wy, jsou ob€ topologie na B, shodné,
jelikoZ kompaktni topologie je nejslabSi Hausdorffova topologie.

<



Kapitola 7

Teorie distribuci

Ve fyzice je Casto obtizné urcit néjakou veli¢inu jakoZto bodovou funkeci (tj. urcit konkrétni hodnotu
v kazdém bod¢ defini¢éniho oboru), spise jsme schopni urcit (naméfit, predpovédet) jeji primérné hodnoty —
napf. ,,okamzitd rychlost* se Casto urcuje jako primérna rychlost za kratké ¢asové okamziky. To je jedna
z motivaci k tomu, chépat veli¢inu f nikoli jako bodové¢ urcenou funkci, ale pomoci jeji ,,akce* na vhodné
testovaci funkce* @, tj. jako integrdlni priméry | f¢ dA pro vhodné hustoty ¢. Ze to pro vhodné zvolenou
mnozinu testovacich funkei mize fungovat ndm napovidd nasledujici lemma, které tikd, Ze pomoci ,,akce
na testovacich funkcich je jiz funkce urena jednoznacné (v pfislusné tfidé; napr. ve tfid€ spojitych funkci je
urcena bodove). TéZ to osvétluje nazev prostoru D(S2).

LEMMA 1. Necht’ 2 C R? je oteviend.

(a) Necht' |1 je borelovskd komplexni mira na S2. JestliZe | o @ du = 0 pro kaZdou nezdpornou ¢ € D(S2,R),
pak pu = 0.

(b) Necht' f € LY(£2, ). JestliZe Jo fedA = 0 pro kaZdou nezdpornou ¢ € D(£2,R), pak f = 0s. v.
na §2.

(c) Necht' u je borelovskd komplexni mira na 2 a f € LY(£2,1). JestliZe foedu = [o fedA pro
kaZdou nezdpornou ¢ € D(82,R), pak f € L1(2,1) a p(A) = [, f dA pro kaZdou borelovskou
AC L.

K dikazu se ndm bude hodit nésledujici ,,hladké oddélovaci lemma*.

LEMMA 2. Necht’ A,U C R jsou takové, Ze dist(A,R¢ \ U) > 0. Pak existuje ¢ € C*(R?) takovd,
Ze0<¢p =<1, suppp CUaqp =1naA.

DUKAZ. Je-li A = @, pak stadf vzit ¢ = 0. Je-li U = R¢, pak stali vzit ¢ = 1. Nyni tedy miiZeme
predpoklddat, Ze A # @ a U # R?. Necht' § = 1dist(4,R? \ U). Pak § € (0, +00). Polozme B =
{x € R?; dist(x,A) < §}aC = {x € R?; dist(x, A) < 28} a uvédomme si, 7¢ B i C jsou uzaviené
(Fakt. Vezméme né&jakou nezdpornou funkci g € D (R?) spliiujici supp g C B(0,8) a fra gdA =1
a polozme ¢ = yp * g (vzhledem k Lebesgueové mife na R?). Pak ¢ € C®(R?) (Véta . Zjevné
¢ = 0ap(x) = [paxe(gx — y)dA(Y) = [pag(x — y)dA(y) = 1 pro kazdé x € R?. Dile
suppp C B + B(0,8) C C C U (Véta[5.7|(c)). Kone¢né, je-li x € A, pak pro kazdé y € B(0,§) plati
x—y € B,atedy p(x) = [505 80N xs(x =) AAY) = [p0 5 () dA(y) = 1 (VEtaS.2fa)).

DUSLEDEK 3. Necht’ K C R? je kompakini a G C R? je oteviend, G O K. Pak existuji U C G
oteviend, U D K ap € D(G) takovd, 7e 0 <o <lap =1naU.

DUKAZ. Je-li K = 0, pak stali vzit U = @ a ¢ = 0. Nyni tedy midZeme ptfedpokladat, ze K # .
Polozme § = min{dist(K,R¢ \ G), 1}. Dle Lemmatu je § € (0, +00). Polozme dile U = {x € R¥;
dist(x, K) < %} aV = {x e R?; dist(x, K) < 8}. Pak U, V jsou oteviené (Fakt, KcUcVca,
V je omezend a dist(U, R? \ V) > % Dle Lemmatuexistuje ¢ € C®(R?) takovd, 7e 0 <p < 1,90 = 1
na U asuppy C V. Tedy ¢ ma kompaktni nosica ¢ € D(V) C D(G).

O

DUKAZ LEMMATU Il (a) Necht i # 0. Pak existuje borelovskd A C £2 takovd, ze |u(A)| > 0. Mira
|| je konecna a té€sna (Véta|15.83)), existuji tedy kompaktni K C A a oteviend A C G C §2 takové, Ze

I(G\K) < 12(4)] (Lemma[15.79). Pak [11(K)| = [1(A)~(A\K)| = ()]~ |l (A\K) > L (A)].
123
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Dle Diisledku [3| existuje ¢ € D(G) takovd, zZe 0 < ¢ < 1 a ¢ = 1 na K. Dle predpokladu pak plati
0=|[podu| =|[gedu| =[x edu+ [o\x 2 di| = |L(K) =] [o\x 0 | = [(K) = g\ x  dlit] =
[W(K)| = |1l(G \ K) > 3|(A)] = |1|(G \ K) > 0, coZ je spor.

(b) Pfedpokladejme, ze f # 0 na n€jaké mnoziné kladné miry. Ke kazdému bodu x € §2 existuje
6 > 0 takové, ze U(x,8) C §2 a f je integrovatelna na U(x, §). Z Lindel6fovy vlastnosti plyne, Ze £2 1ze
pokryt spocetné mnoha piislusnymi okolimi U(x, 8). Existuje tedy U(z, 8) takové, ze U(z,8) C 2, f je
integrovatelnd na U(z, §) a f neni nulové s. v. na U(z, §). Proto existuje méfitelnd mnozina £ C U(z, d)
takovd, Ze [ f dA # 0 (R} Véta 1.39]).

Bez Gjmy na obecnosti miiZzeme predpokladat, Zze E je borelovska ([R], Véta 2.20]). Definujme nyni
borelovskou komplexni miru u na U(z, §) pfedpisem wu(A) = [, f dA pro kazdou borelovskou A C U(z, §)
(Ze je to mira plyne z Véty . ProtoZe p je nenulovd (u(E) = [, fdA # 0), existuje dle (a)
nezéaporna funkce ¢ € D(U(z,6),R) C D(£2, R) takova, Ze fU(Z,S) @ du # 0. Tedy dle Vétyméme
0% [ues) P = Jyes @f dh = [ @f dA = 0, coZ je spor.

(c) Staci dokézat, Ze za danych predpokladi je u < A. Pak totiz dle Radonovy-Nikodymovy véty
existuje i € L($2, 1) takovd, Ze u(A) = [, hdA pro kazdou A C §2 borelovskou. ProtoZe diky Vété
je [ophdA = [5@du = [, ¢f dA pro kazdou nezdpornou ¢ € D($2), je dle (b) f = h skoro viude.

Piedpoklddejme, Ze existuje E C §2 borelovsk4 takova, ze A(E) = 0a u(E) # 0. Dle Véty je |
tésnd a zevné reguldrni. Existuje tedy kompaktni K C E takova, Ze |u|(E\K) = |u|(E)—|uw|(K) < |uw(E)|.
Pak § = [uw(K)| = [W(E) — p(E\ K)| = [w(E)| — [(E \ K)| = [w(E)| — [n|(E \ K) > 0. Dile
diky kompaktnosti K existuje oteviend U D K takovd, Ze [;;| f|dA je kone¢ny. ProtoZe [i|f]dA = 0,
z absolutni spojitosti Lebesgueova integralu a vnéjsi regularity A plyne existence oteviené G D K takové,

ze 5| f1dA < % Konec¢né, z vné&jsi regularity |u| plyne existence oteviené H takové, ze K C H C G

alu|/(H\K) < %. Dle Dﬁsledkuexistuje ¢ € D(H)takova, 7e 0 < ¢ < 1 a¢@ = 1 na K. Dostavame tak

(s vyuzitim Disledku (15.95)), Ze
5=|M(K)|=‘/<Pdﬂ='/ wdu—/ @dp /wdu‘Jr’/ @dup
K H H\K H H\K
/@du‘Jr/ wdlulz‘/ fwdl‘Jr/ pdlu| < /fsadk
Q H\K 2 H\K H

8
</|f|d)t+—<8,
. 2

COZ je spor.

= =

=

+ lul(H \ K) <

1. Slabé derivace

Pracujeme-li s funkcemi tak, jak bylo naznaceno v tivodu, tj. pomoci integralnich priiméra dle testovacich
funkci, pak by se ndm hodilo v tomto systému vyvinout napf. néco jako diferencidlni kalkulus. Opét, nemusi
nds zajimat, jak je derivace definovdna bodové (ani to nejde, nebot’ samotné funkce nejsou definovany
bodove), spise nds zajim4, jak se ,,néco jako derivace* chova v priméru. Protoze nemame k dispozici bodové
hodnoty, prvni potiZi je, jakym zplisobem viibec ,.derivaci® definovat. Samoziejmé pro hladké funkce by vse
mélo fungovat jako v klasickém piipadé.

Nasledujici pozorovani ndm dava napoveédu, jak k problému pristoupit. Té€Z je vidét, pro€ je vyhodné za
prostor testovacich funkci zvolit funkce hladké a s kompaktnim nosi¢em.

TVRZENI 4. Necht (a,b) C Ra f € C'((a,b)). Pak

b b
/ Flodi = —/ o' da
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pro kaZdou ¢ € D((a, b)).

DUKAZ. Necht ¢ € D((a, b)). Pro platnost vzorce je klicovy fakt, Ze supp ¢ leZi uvnitf (a, b), tj. existuje
uzavieny interval [c,d] C (a, b) takovy, Ze supp¢ C [c, d]. Funkce f¢ je tedy rovna O na (a,c) a (d,b),
odkud plyne, Ze lim,_44 fo(x) = limy_;_ fo(x) = 0a fab fo'dA = fcd f¢'dA € R. Funkce f a ¢’
jsou spojité, podle véty o integraci per partes pro Newtonuv integral tedy mame fab flodd = [f (p]’; —

[P fo'dh =— [P fo'dn.
O

DEFINICE 5. Necht' (a,b) C Ra f € L'((a,b)). Rekneme, e funkce g € L'((a, b)) je slabou

derivaci funkce f, jestlize
b b
[ gpdA =—f fo'dr
a a

pro kazdou ¢ € D((a, b)). Rekneme, Ze borelovskd komplexni mira y na (a, b) je slabou derivaci funkce f,
jestlize
b b
/ pdu = —/ fo'dA
a a

Nasledujici véta plyne ihned z Lemmatu [T}

pro kazdou ¢ € D((a, b)).

VETA 6. Slabd derivace funkce f € LY*((a,b)) je uréena jednoznacné. Piesnéji, jsou-li g, g €
L¥((a, b)) slabou derivaci f, pak g, = g, skoro viude. Jsou-li borelovské komplexni miry [, j» na (a, b)
slabou derivact f, pak wy = o. Jsou-li g € LY*((a, b)) a borelovskd komplexni mira y na (a, b) slabou
derivaci f, pak g € L1((a,b)) a u(A) = [, g dA pro kaZdou borelovskou A C (a,b).

PRIKLAD 7. Slabou derivaci funkce f(x) = |x| na R je funkce sgn: Je-li ¢ € D (R) libovolna, pak

/wa’dk = /_(; —x¢'(x)dA + f(}+oox¢/(x) dL =

— [xp - |

—00

0 +o0

() dx + [rp(old™ — /

0

p(x)dx = — /R sgn(x)p(x) dA.

Slabou derivaci funkce f(x) = sgnx na R je mira 2§y: Je-li ¢ € D(R) libovolnd, pak

0 400
/R fo'di = [ gt /0 o' dh = [0, + [ = —p(0) — (0) = —2(0) = — /R v d2i)g

o
<

TVRZENI 8. Necht' (a,b) C R a f € LY((a,b)). Pak f md nulovou slabou derivaci, pravé kdy? je
s. v. konstantni (tj. existuje ¢ € K takové, Ze f = c s. v. na (a,b)).

DUKAZ. < Pro kazdou ¢ € D((a,b)) je [7 fo'dr = [P e/ dr = cp]l = 0 = — [P 0 dA.
= Necht’ ¢9 € D((a,b)) je libovolna funkce splnujici fab @odA = 1. Polozme ¢ = fab foodA.
Ukdzeme, Ze f = c¢'s.v. Necht' ¢ € D((a, b)) je libovolnd. Polozme ¥ (x) = [ ¢ dA — fab @dA- [ ppdA
pro x € (a,b). Pak ¥'(x) = ¢(x) — fab @ dA - @o(x) pro kazdé x € (a,b). Zjevné ¥ € C*°(R). Necht’
a, B € (a,b) jsou takova, Ze supp ¢, supp ¢o C [o, B]. Zjevn€ {(x) = 0 pro kazdé x € (a, «). Protoze
[Fodh = [Pedra [Feodd = [P @edA = 1 pro kazdé x € (B,b), je t6% ¥(x) = 0 pro x € (B,b).
Tedy v € D((a,b)). Dle definice slabé derivace tak plati fab fv'dA = 0. Proto fab fodl = fab f(v' +
fab @d)-g@o)dA = fab pdA - fab foodA = fab c@ dA. Dle Lemmatu b) odtud plyne, Ze f =cs. V.
O

Z klasickych vysledki redlné analyzy je zndm ndsledujici vysledek:
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VETA 9. Necht’ (a,b) CR a f € L¥*((a,b)).

(a) Necht a,b € R. Je-li f absolutné spojitd na |a, b], pak md vlastni derivaci s. v., f' € Li((a,b)) a f’je
slabou derivaci f. Obrdcené, md-li f slabou derivaci g € Ly((a, b)), pak existuje funkce fo absolutné
spojitd na [a, b] takovd, Ze f = fo 5. v. Potomje g = fo s. V.

(b) Funkce f md slabou derivaci v L'*((a, b)), prdavé kdyz existuje funkce fo lokdIné absolutné spojitd na
(a,b) takovd, Ze | = fo 5. v.

(c) Necht’ a,b € R. Funkce f md slabou derivaci rovnou borelovské komplexni mite | na [a, b],prdvé kdyZ
existuje zleva spojitd funkce fy konecné variace na |a, b] takovd, Ze f = fy s. v. V tom pfipadé pro
kazdé x € [a, b] plati u([a, x)) = fo(x) — fo(a). Navic u je redlnd, pravé kdy? Ize fqo volit redlnou, a
W je (konecnd) nezdpornd, pravé kdy? lze fq volit neklesajict.

EEE|dikaz do appendixu]

POZNAMKA. Obecné neplati, Ze ma-li funkce f na (a, b) vlastni derivaci f’s. v., pak f”’ je slabou
derivaci f na (a, b): Je-li f Cantorova funkce na [0, 1], pak f/ = 0s. v., ale f nema nulovou slabou derivaci
na (0, 1), nebot’ by dle Tvrzeni [§| musela byt s. v. konstantni, coZ neni. Na druhou stranu, f ma kone¢nou
variaci, a tedy dle Véty [9]je jeji slabou derivaci jistd mira na (0, 1).

2. Prostor testovacich funkci a distribuce

Pri budovani teorie distribuci vychazime z prostoru testovacich funkei £ (§2). Tento prostor vybavime
vhodnou lokéIné konvexni topologii 7 a ,,zobecnéné funkce®, tj. distribuce, pak chdpeme jako spojité linearni
funkciondly na (D(£2), r). Operace na téchto zobecnénych funkcich jsou pak definovany pomoci akce
zobecnénych funkci na pfislusSnym zplisobem transformované testovaci funkce.

Vhodnou topologii T zkonstruujeme postupné v nékolika krocich.

DEFINICE 10. Pro N € Ng a ¢ € D(R?) polozme

lelly = max [ D*¢||co.
le|<N

Snadno nahlédneme, 7e kazd4 z funkei || ¥ je normou na D(R¢). Posloupnost norem {||-|| Ni¥N—o Na
prostoru D (R¥) generuje Hausdorffovu lokdlné konvexnf topologii 7, metrizovatelnou transla¢ng invariantn{
metrikou

21
po. ) =) oy mindllp = iy, 1}
N=0

pro ¢, ¥ € D(R?) (vizte Lemmal6.61).

Poznamenejme, Ze asto se za kanonickou metriku na prostoru O (R¢) bere metrika slabsf neZ p, kterd
dava jen lokalné stejnomérnou konvergenci. Pro nase ucely — vybudovani zékladl teorie distribuci — na tom

Vv,

ovSem nezdleZi, proto pouzivime jednodussi metriku stejnomérné konvergence p.

VETA 11. Metrika p md ndsledujici vlastnosti:

(a) Necht' {@,} je posloupnost v D(R?) a ¢ € D(R?). Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ¢n — @ v metrice p.
(ii) ||¢n — @||n — O pro kaZdé N € N,.
(iii) Pro kaZdy multiindex o délky d plati, Ze D%@, — D%¢ stejnomérné na R¢,
(b) Je-li o multiindex délky d, pak zobrazeni ¢ — D%@ je spojité jakoZto zobrazeni z (D(R?), p) do
(DR?), p).
(c) Pro kazdou kompakmi K C R? je (D(K), p) iiplny metricky prostor:

Poznamenejme, Ze je-li 2 C R¢ oteviend, pak na prostoru D (£2) metrika p nenf tiplna. To je zdrojem

sV 2

potiZi, jak uvidime ddle.
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DUKAZ. (a) Ekvivalence (i)<>(ii) plyne z Véty[6.58|c) a Lemmatu ekvivalence (ii) < (iii) je zjevna.

Tvrzeni (b) plyne snadno z (a) (iii).

(c) Necht' {¢,} C D(K) je cauchyovska posloupnost v metrice p. Snadno odvodime, Ze {¢,} je
cauchyovska v kazdé z norem ||-||5, N € Ny. Vskutku, necht’ N € Ny a ¢ € (0, 1) je ddno. Nalezneme
no € N takové, Ze pro n,m > ng plati p(¢n, ¥m) < 5% . Pak ZLN min{(|¢, — ¢mlln, 1} < 5% pron,m > ny,
coz implikuje, Ze ||¢n — ¢m|ly < € pro n,m > ng. Odtud plyne, Ze pro kazdy multiindex @ € N¢ je
posloupnost { D%, }%%, cauchyovskd v Banachové prostoru C,(R?). Tedy existuje funkce ¥, € Cy,(R9)
takovd, ze D@, — V, stejnomérné na R¢. Specidlné, pro ¢ = vy, plati, Ze ¢, — ¢ stejnomérné na R¢.
Podle klasické véty z analyzy (vizte Vétu 2?) je pak ¢ € C*®°(R?) a D%, — D%@ lokdlné stejnomérné na
R pro libovolny multiindex @ € N¢. Odtud plyne, Ze D% = v, tedy D%p, — D%¢ stejnomérné na R¢
pro kazdy multiindex & € N¢. ProtoZe supp ¢, C K prokazdén € N, jeisuppg C K, atedy ¢ € D(K).
Konecné, z (a) plyne, Ze ¢, — ¢ v metrice p.

O

Vsimnéme si, Ze diky definici norem ||-|| 5 tvofi bdzi okoli nuly v topologii 7, mnoziny Uj.| .., N € Ny,
g > 0.Pro K C R kompaktni oznaéme tg topologii podprostoru na 9 (K) zdédénou z z,. Dle Véty c) je
(D(K), tx) Fréchetiv prostor. Pro dcely teorie distribuci je ov§em topologie 7, pfili§ slabd. NiZe definujeme
vhodné;jsi lokédln€ konvexni topologii na prostoru testovacich funkci.

VETA 12. Necht' 2 C R? je oteviend. PoloZme
U = {U C D(82); U absolutné konvexni, U N D(K) € tx(0) pro kaZdy kompakt K C .Q}

Pak U je bdzi okoli 0 pro Hausdorffovu lokdlné konvexni topologii t na D(S2), kterd md ndsledujici
vlastnosti:

(a) Tp ri)(ﬂ) cr.

(b) Pro kaZdou kompaktni K C §2 je D(K) uzavieny podprostor (D(82),7t) a t | px) = k.

(c) Je-li A C (D(82), t) omezend, pak existuje K C 2 kompaktni takovd, Ze A C D(K).

(d) Necht’ {¢@,} je posloupnost v D(82) a ¢ € D(S2). Pak ¢, — @ v T, pravé kdy? existuje kompakt K C §2
takovy, Ze supp ¢, C K pro kazdé n € N, a pro kaZdy multiindex o délky d plati, Ze D*¢, — D%¢p
stejnomérné na R4,

(e) Je-li 2 neprdzdnd, pak (D(52), T) je prvni kategorie v sobé.

DUKAZ. UkdZeme, ze U spliiuje piedpoklady Véty Pokud U,,U, € U,pak U = U, NU, € U:
pro kazdy kompakt K C £2 plati U N D(K) = (U; N D(K)) N (U, N D(K)) € 1x(0). Déle, necht’
U e U PakproV = U je VND(K) = (U ND(K)) € 1%(0), takze V € U, a diky konvexitd
UjeV+V = %U + %U C U. Konecné, je-li ¢ € D(£2), pak ¢ € D(K) pro n€jakou kompaktni
K C £2.Protoze U N D(K) € 1x(0), je U N D(K) pohlcujici v D(K), takZe existuje A > 0 takové, Ze
top e UND(K) CUprot € [0, A]. To znamena, Ze U je pohlcujici v D(£2). Systém U je tedy bazi okoli
lokdlné konvexni topologie t na £ (£2). Hausdorffovost t je disledkem (a) niZe.

(a) Necht' U € 7,(0). Pak existuje absolutné konvexni V' € 7,(0), V' C U. Polozme Vg = V N D(£2).
Pak pro libovolnou K C §2 kompaktni je Vo N D(K) =V N D(K) € 1x(0), takZe Vo € U C 7(0). Tedy
iU NDR2) e (0).

(b) Ukazeme, ze D($2) \ D(K) je t-oteviena. Necht’ ¢ € D(2) \ D(K). Pak existuje x € 2\ K
takové, Ze § = |@(x)| > 0. Polozme W = {yy € D(£2); ||¥ —¢llo < &}. MnoZina W je oteviend v 7, [ o).
a je tedy dle (a) i t-oteviena. Zjevné ¥ (x) # 0 pro kazdé ¢ € W, takze W C D(£2) \ D(K).

Dile, podle (a) je tx(0) C 7 [9k)(0). Na druhou stranu, U [ px) C tx(0) z definice U, a tedy
T o) (0) C % (0).

(c) Pron € N polozme K, = B(0,n) N {x € £2; dist(x,R¢ \ £2) > %} Pak K, jsou kompaktni
podmnoZziny §2 takové, Ze K,, C K, a pro kazdou kompaktni K C 2 existuje n € N tak, ze K C K,,.
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Pokracujme sporem: predpokladejme, Ze A neleZi v Zddném podprostoru D(K), K C §2 kompaktni.
Pak pro kazdé n € N existuji bod x, € 2 \ K, a funkce ¢, € A tak, ze ¢,(x,) # 0. PoloZzme

U = %w € D(2); V(x| < %l(pn(x,,)l pro kazdé n € N}.

Pak U € U. Vskutku, snadno vidime, Ze ¢ — |{(x,)| jsou pseudonormy, takZe U je absolutné konvexni,
jakozto prinik absolutné konvexnich mnozin. Déle, je-li K C §2 kompaktni, pak existuje n € N takové, Ze
K C K, atedy xx ¢ K pro k > n. Tedy

UNDK) ={y € DK); [¥(xi)| < tlox(xi)prol <k <n} D
> {y € D): Iyllo < min gw(ol| € w(0).

Z definice U ovSem vidime, Ze je-li ¢ > 0 libovolné, pak pron = [t] je %(p,, ¢ U, takze ¢, ¢ tU. Tedy A
neni T-omezend, CoZ je Spor.

(d) < Z predpokladu specidlng plyne, Ze ¢ € D(K), tvrzeni tedy plyne z (b) a Véty [11]a).

= MnoZina {¢,; n € N} U {¢} je omezend (Poznamka[6.29), tedy dle (c) existuje kompaktni K C £2
tak, Zze {¢n} C D(K), ¢ € D(K). Zbytek plyne z (b) a Véty[11[a).

(e) Pro kazdou K C £2 kompaktni ma O (K) prazdny vnitiek v (D (£2), t): pokud by tomu tak nebylo,
pak by podprostor D (K) obsahoval t-okoli 0, tedy pohlcujici podmnoZinu £ (S2), coz by znamenalo, Ze
D(K) = D(£2). To ovsem neni pravda, nebot’ existuje x € £ \ K a funkce ¢ € D(£2) takova, Ze
o(x) # 0, takze ¢ ¢ D(K). Dle (b) jsou tedy podprostory D (K) fidké v (D($2), t). Konetné, jsou-li
K, C £2 kompaktni podmnoZiny z dikazu (c), pak zjevné D(£2) = (o, D(Kn).

O

V§imnéme si, Ze topologie indukovand metrikou p je ,,nezdvisld“ na mnoZing 2 C R¢ — sta&f vzit prosté
restrikci 7, z prostoru O (R?) na podprostor D(£2). To ale neplati o vyie zavedené topologii 7. Ta zdsadnim
zpusobem zavisi pravé na volbé mnoZiny §2. Oznacime-li 7, pfisluSnou topologii na D (S2), pak je snadno
vidét, Ze Tpa [ (@) C Te. Na druhou stranu, vezmeme-li napt. ¢ € D (R¥) takovou, Ze supp ¢ = B(0, 1),
a poloZime-li ¢, (x) = %(p(x - (1- %)el) a2 =U(,2),pak ¢, = 0V (D(£2), tra [ D(02)), ale nikoli
vV (D(£2), 1), nebot’ |, cn supp ¢n € 2. Tedy tre [ o(2) S To-

Pro Ctenafe se znalosti uniformnich prostorti poznamenejme, Ze prostor (D (£2), t) neni metrizovatelny,

coz lze odvodit z toho, Ze je sekvencidlné uplny a prvni kategorie v sobé. Sekvencidlni tplnost snadno
dostaneme z Véty [12(b) a tiplnosti prostoru (D (K), p) (VEta[l1]c)).

TVRZENI 13. Necht’ 2 C R? je oteviend, Y je lokdlné konvexni prostor a T: (D(2),7) — Y je
linedrni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je spojité.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {¢,} C D(82) konvergujici k 0 v t je mnoZina {T (¢,); n € N} omezend.
(iii) Pro kaZdou kompakini K C 2 je restrikce T | o (k) spojitd.

DUKAZ. (i)=(ii) dle Véty[6.33

(ii)=(iii) ProtoZe 7 } (k) = Tk (V&ta[12[b)) a tx je metrizovatelnd, plyne tato implikace téZ z Véty [6.33]

(iii)=>(i) Necht V je absolutné konvexni okoli 0 v Y. Polozme U = T~ !(V). Pak U je absolutng
konvexni mnozina v D (§2). Pro kazdy kompakt K C £2 diky predpokladu plati, ze U N D(K) = {¢ €
D(K); T(p) € V} € tx(0), takze U € t(0). Tedy vzory okoli 0 v Y jsou okoli 0 v D(£2), coz znamena,
ze T je spojité.

O

DEFINICE 14. Necht 2 C R je oteviend. Spojité linearni funkciondly na (D(£2), r) se nazyvaji

distribuce na £2. Prostor vSech distribuci na §2 je tedy prostor D(£2)* = (D(£2), 7)*.

Z Tvrzeni 13| plyne nésledujici charakterizace distribuct:

VETA 15. Necht’ 2 C R? je oteviend a A: D(2) — K je linedrni. Pak A € D(2)*, pravé kdyz pro
kaZdou kompaktni K C $2 existuji N € Ny a C > 0 takovd, Ze | A(p)| < C|l¢||n pro kaZdou ¢ € D(K).
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DUKAZ. = Necht' K C £2 je kompaktni. JelikoZ A | p(k) je spojitd a t [ pk) = Tk, existuji N € Ny

ae > 0takovd, Ze |[A(@)| < 1 pro ¢ € Uj.y.e N D(K). Pak ale |A(p)| < %||go||N pro kazdé ¢ € D(K).
< Dle Tvrzeni |13 staci ovéfit spojitost A ['p (k) pro kazdou kompaktni K C £2. Necht’ tedy K C

£2 je kompaktni a N € Ny a C > 0 jsou piislusné konstanty z pfedpokladu. Pak |A [ o) < C na

Ujiv1 N D(K), atedy A | p(k) je spojity dle Véty
O

Konstanty N a C z predchozi véty obecné zdviseji na volbé kompaktni podmnozZiny K C £2. Nékdy se
ovSem muze stat, Ze hodnota N na volbé K nezavisi:

DEFINICE 16. Necht’ 2 C R je oteviend a A € D(£2)*. Pokud existuje N € N, takové, Ze pro
kazdou kompaktni K C §2 existuje C > 0 takové, ze |A(¢)| < C|¢||n pro libovolnou ¢ € D(K),
potom nejmensi N s touto vlastnosti nazveme fadem distribuce A. Pokud takové N neexistuje, pak fad A
definujeme jako nekonecno.

PRIKLADY 17. Necht £2 C R je oteviena.
e Necht' f € L'Y°(£2). Definujme

M@=LMM

pro ¢ € D(82). Pak Ay je distribuce na §2 fadu 0. Vskutku, pro libovolnou K C §2 kompaktni
ap e D(K)je|Ar(p)| < [l feldd < |l¢llo [x|f|dA. Distribuce tohoto tvaru se nazyvaji reguldrni
distribuce.

e Necht' i je borelovskd komplexni mira na §2. Definujme

Au(p) = /9 pdup

pro ¢ € D(82). Pak A, je distribuce na §2 fddu 0. Vskutku, pro libovolnou K C §2 kompaktni
ap € D(K)je |Au(o)] = [oleldiul = llellolul(s2) = lIxllli¢llo.

e Necht k € N. Zobrazeni A(p) = ¢®(0) pro ¢ € D(R) je distribuce na R fadu k. Vskutku,
zjevné |A(p)| = |¢®(0)| < |l¢llx. Na druhou stranu, necht ¢ € D(R) je takovd, 7e ¢ = 1 na
(—1.1). PoloZme ¥, (x) = — sin(nx) pro k liché, resp. ¥, (x) = —L cos(nx) pro k sudé. Pak
pro ¢, = ¢ - ¥ € D(supp @) je |Alpn)| = |1//,Ek)(0)| = n, zatimco z Leibnizov vzorce plyne, Ze
posloupnost {||¢n || x—1}5>, je omezend. Tedy A neni fadu k — 1.

e Zobrazeni A(p) = Y oo, @™ (n) pro ¢ € D(R) je distribuce na R ¥4du oco. Vskutku, nejprve si
uvédomme, Ze funkciondl A je dobfe definovan, nebot’ pro kazdou ¢ € D(R) obsahuje fada v
definici pouze kone¢né¢ mnoho nenulovych ¢lend. Ddle, je-li K C R kompaktni, pak existuje N € N
takové, ze K C [—N, N]. Pro ¢ € D(K) pak plati |A(p)| = ‘Z:’:l (p(”)(n)| < Z,]:’=1|(p(”)(n)| <
N ||l¢||n- Konecné, pro libovolné pevné N € Ny zkonstruujeme podobné jako v predchozim piikladu
posloupnost {¢,} C D(N + 1 — % N+1+ %]) takovou, Ze ||¢,||n < 1,ale A(p,) = (p,(,N+1)(N +
1) — +o0. Tedy A neni konec¢ného fadu.

<

PozNAMKA 18. Dle piikladu vyse 1ze kazdou lokalné integrovatelnou funkci, resp. kazdou komplexni
borelovskou miru na §2 chédpat jako distribuci. V tomto smyslu jsou tedy distribuce zobecnénim funkeci
i zobecnénim mér. Z Lemmatu [I| plynou nésledujici pozorovani:

e Jsou-li f, g € L'*(£2) takové, 7e Ay = Ag,pak f = gs. v.

e Jsou-li borelovské komplexni miry u, v na §2 takové, ze A, = A,, pak © = v.

e Jsou-li /' € LY(£2) a borelovskd komplexni mira i na §2 takové, ze Ay = A, pak f € L;(£2, 1)

a u(A) = f . J dA pro kazdou borelovskou 4 C £2.
Jinymi slovy, zobrazeni f +— Ar a u — A, jsou prostd, neboli riizné funkce (ve smyslu tiid ekvivalence
s. v.) a rizné miry urCuji riizné distribuce.

Gottfried Wilhelm Leibniz
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POZNAMKA. Necht' £2, C £2; C R? jsou oteviené mnoZiny a A je distribuce na £2;. Pak A je
i ,distribuce na £2,“, presnéji Ao, € D(§2:2)*. To plyne snadno z Véty pripadné z toho, Ze
T, Mo, C Te, (vizte pozndmku pfed Tvrzenim [13).

3. Operace s distribucemi

Jako motivace pro definici derivaci distribuce ndm bude slouZit nasledujici lemma.

LEMMA 19. Necht' k € N, f € C*¥(R¥) md vSechny parcidlni derivace aZ do Fddu k omezené a necht’
= N(‘)’, la| < k. Pak

/ DY fodi = (—1)“'/ fD% dA
R4 R4
pro kazdou ¢ € D(R?).

DUKAZ. Diikaz provedeme indukci dle ||. Pro |a| = 0 je vzorec trividlné platny. Necht’ nyni o € N¢,
0 < |a| < k a predpoklddejme, e tvrzeni plati pro libovolné B € N¢ takové, Ze |B| < |a|. Necht
J €{1,...,d} je nejmensi takové, Ze o; > 0. Pak D* = %D“‘ef, pricemzZ | — ej| = |a| — 1. Je-li tedy
¢ € D(R?), pak diky Lemmatu a s vyuzitim indukéniho pfedpokladu obdrZime

D¢
/ D* fodA = / DTS L = —/ pee £ 2% 45 =
R4 R4 j R4 0

0x; X
_ 1)1 a—e; dp _ ™ p
= (1) fDee S Edh = (=D | fD*p .
R4 X R4

j
pricemz posledni rovnost plati diky vété o zdménnosti parcidlnich derivaci.
O

Lemma vyse ukazuje, Ze akce regularni distribuce urcené funkci D f na testovaci funkci ¢ je stejnd jako
akce regularni distribuce uréené funkci f na testovaci funkci (—1)/* D*¢. Tento fakt motivuje ndsledujici
definici:

DEFINICE 20. Necht £2 C R¢ je oteviend a A € D(£2)*. Pro multiindex o délky d definujeme derivaci
D¢ distribuce A jako funkcional na O (§2) dany predpisem

(D*A)(p) = (=1 A(D*p).
Pro funkci f € C°°($2) definujeme soulin funkce f a distribuce A jako funkciondl na O (§2) dany
predpisem

(fA) (@) = A(fo).

V piipadé, 7e d = 1, pouzivame pro derivace distribuci klasické znacent, tj. D' A = A’, D?A = A",
D*A = AW apod.

Uvédomme si, ze pro konstantni funkci f(x) = c je fA(p) = A(fp) = A(cp) = c(A(p)) =
(cA)(¢), kde upln¢ vpravo je nasobeni prvku vektorového prostoru skaldrem. Znaceni je tedy konzistentni.

TVRZENI 21. Necht’ 2 C R? je oteviend, A € D(2)*, o € N(‘f a f € C*®(82). Pak plati:
(a) D*A € D(2)*.
(b) fA € D(£2)*.
(c) Je-li g € LY(2), pak fA; = Agg.
(d) Je-li g € C*N(2), pak D¥ Ay = Apeay.
(e) Je-lid =1, 2 = (a,b) a g € LY*((a, b)), pak
o A, = Ap, kde h € L¥((a, b)), pravé kdy? h je slabou derivaci g;
o A, = Ay, kde u je borelovskd komplexni mira na (a, b), pravé kdyZ ju je slabou derivaci g.

Pro diikaz (b) budeme potfebovat ndsledujici kvalitativni verzi Leibnizova vzorce:
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FAKT 22. Necht’ o € N¢. Pak existuji konstanty cg €N, B e N¢, B < « (nerovnost vektorii zde
chdpeme po slozkdch) takové, Ze pro kaZdou otevienou 2 C R? a kazdé f.g € C1*(2) plati

D*(fg)= )Y cgDPfD*Pg.

BeNg
B=<a
DUKAz. Dikaz se snadno provede indukci dle |«|. Pro |@| = 0 je vzorec trividlné platny s konstantou
¢y = 1. Necht nyni |@| > 0 a pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro multiindexy mensiho f4du. Necht
J €1{1,...,d} je nejmensi takové, Ze a; > 0. Pak D = %D“‘e-/, piiCemz |a —e;| = |o| — 1, a tedy dle
indukéniho piedpokladu mame '
d e, —e; 0(DPfD¥e~F
Da(fg) — _( Z cg ejD,BfD(x—ej—ﬂg) — cg e; ( f g) —
8Xj an
BeN¢ BeNg
B=o—e; B<a—e;
_ X e DR ey 1 DD )
BeNg
B<a—e;

Odtud jiz snadno plyne poZadovany vzorec.
O

DUKAz TVRZENI[21l (a) Funkciondl D% A je zjevné linedrni. Dale pouZijeme charakterizaci z Véty
Necht K C £2 je kompaktni a N € Ny a C > 0 jsou prislusné konstanty pro distribuci A. Pak pro
¢ € D(K) mame |[(D*A)(p)| = [(=1)*A(D%p)| = C|D%¢ln = Cllgln+ia- Tedy D*A téZ spliiuje
podminku z Véty [15]

(b) Funkciondl fA je zjevné linearni. Dale pouZijeme charakterizaci z Véty Necht K C £2 je
kompaktnia N € Ny a C > 0 jsou piislusné konstanty pro distribuci A. Pak pro ¢ € O(K) diky Faktu
plati

((FA) @) =1Afo)l = Cll felly = C max [D%(f¢)]loc = C max I DPFDPplo <
lor| < lal=< pend
B=a
= Cliglly max > cpmax|DPf(x)].
BeNg
B=a
Tedy fA téz spliiuje podminku z Véty

(© Je-li g € LI*(2), paki fg € LI(2) apro g € D(R) plati (fA,)(9) = Ag(f9) = [ g/ 0 di =
Are(@).

(d) Je-li g € C¥I(2), pak D¥g € L'*(£2), a tedy Ape, je definovdna. Necht' ¢ € D(£2) je libovolna.
Dle Disledku [3|existuji U C §2 oteviend, U D suppg a ¢ € D($2) takovd, Zze ¥ = 1 na U. Definujme
g: R4 — K piedpisem § = /g na £2 a § = 0 mimo £2. Snadno nahlédneme, 7e g € C!*/(R?), nebot’ je
nulova na oteviené mnoziné R¢ \ supp ¥ obsahujici R? \ £2. Dile supp & C supp ¥/, tedy & ma kompaktn{
nosi¢, odkud plyne, Ze vSechny parcidlni derivace g aZ do fadu || jsou omezené. Uvédomime-li si jeSté, Ze
g = gna U adiky otevienosti U jei D*g = D%g na U, miiZeme vyuZit Lemma[I9 k vypoctu

DA4(p) = ()14, (0%) = (- [ gD ar = (-1 [ gDy =
2 U
= (-1)'04/ gD%dr = (-1)'°"/ gD%d) =/ D*gpdA =
U R4 R4

:/ D“ggod)tzf D“g(pd)k:/ D%ge dA = Apag(9).
U U fe)
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(e) Necht’ ¢ € !O((ab, b)). Pak Al (p) = —A(¢)) = —fab g¢’dA. Na druhou stranu; pro h €
LY((a.b)) je An(p) = [ hodA. Tedy A}, = Ay, pravé kdyZ pro kazdou ¢ € D((a.b)) je [, hodAr =
— [P g’ dA, neboli pravé kdyZ  je slabou derivaci g. Analogicky pro borelovskou komplexni miru .

a p yzn) gICKY p P

O

PRIKLAD 23. Necht’ (a,b) C R anecht A € D((a,b))* je takova, ze A" = 0. Pak A = A, pro n&jaké
¢ € K (. A je reguldrni distribuce reprezentujici konstantni funkci ve smyslu Ptikladu [17)).
Diikaz je témér shodny s dikazem Tvrzeni [8; Necht ¢o € D((a, b)) je libovolna funkce spliujici

/ az @odA = 1. Polozme ¢ = A(gp). Necht ¢ € D((a,b)) je libovolnd. Polozime-li ¥ (x) = [ ¢ dA —
[ @dA- [T godA prox € (a,b), pak ¥ € D((a,b)) (vizte dikaz Tvrzeni. Tedy

0= (W) =-AW) = -A(p = ([ 9 dh)po) = —A@) + (J, ¢ d1) Algo) = —Alg) + [ cp 2.
<

PRIKLAD 24. Necht' Ay x| je reguldrni distribuce na R urCena lokalné integrovatelnou funkci x
log|x|. Pak jeji derivace Al’Ogl x| Je distribuce A1 dand pfedpisem
X

A%(go) = lim @dk v € DR).

E20+ JR\(~ee) X

(Upozornéme, Ze symbol A1 zde neznali reguldrni distribuci reprezentujici funkci %, nebot’ tato funkce neni
X

lokalné€ integrovatelnd na R a integral fR %(p(x) dA obecné existuje pouze ve smyslu hlavni hodnoty.) Dile je
xA 1 = Al y

kde symbol ,,x ““ zcela vlevo znaci ponékud neptesné (ale zato Citelné) funkci x — x.
Vskutku, pro libovolné ¢ € D(R) je

400
Ay (9) = AwMM=—/ w@ﬂ@ﬂﬂ——mHA“ 90 logla| a2 =

+o0
= Shm ([ @(x) log(—x)]=%, + / wi *) dA + [—¢(x) log x]F>° + / @dk) =

= lim (/ o) dA + f+oo (p() )+ hm( p(—e)loge + p(e)loge) =

e—>0+
= lim wdk—i— lim sloggw _
>0+ JR\(—g,e) X >0+ €
— (0 0) — o(—
= lim / @dk-i— lim eloge - lim ¢(e) —@(0) + ¢(0) — p(—¢) _
e>0+ R\(—¢,¢) X e—>0+ e—>04+ P
= lim wdk_i_o 2¢/(0) = lim ¢(x) dA.
20+ JR\(—g,e) X >0+ JR\(—g,e) X

pri¢emz jsme pouzili Dusledek [15.73|a integraci per partes (bud’to pro Newtonuyv integral spolu se vztahem
Newtonova a Lebesgueova integralu, nebo pro absolutné spojité funkce s vyuzitim kompaktnosti nosice ¢).
Vsimnéme si té€z, Ze z predchoziho vypoctu Cteného zprava doleva lze odvodit existenci vlastni limity

agr& JR\Cee) “’gcx) dA. Déle pro libovolné ¢ € D(R) je

xA%(go) An (x — xgo(x)) = lim (/_8 xo(x) dA + /*+°O xo(x) d/\) = [Rgodk = A1(p).

e—>0+ X X
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PRIKLAD 25. Na D(R)* nelze zavést nasobeni -: D(R)* x D(R)* — D(R)*, které je asociativni,
komutativni a spliiuje to, Ze Ar - A = fAprokazdé f € C*(R)a A € DR)*.

Vskutku, pfedpoklddejme, Ze - je ndsobeni s uvedenymi vlastnostmi. Necht’ As, je distribuce ur¢end
Diracovou mirou v bodé¢ 0 a A 1 je distribuce z Pfikladu Pak xAj,(¢) = Asy(x = x¢(x)) = 0 pro

kazdé ¢ € D(R). Tedy
O:OAL :AO'AL :('X/“S())./‘L :(AXA(SO)AL :(A(SQ'AX)'AL :AS()'(Ax-AL):
= A80 . (XA%) = A80 . Al = Al . ASO = 1A50 = ASO’

COZ je spor.

4. Prostor distribuci

Prostor distribuci je dudlni prostor k lokdlné konvexnimu prostoru testovacich funkci. Jak jsme vidéli
v oddilu [6.9] pfirozenou topologii na dudlu (nemédme-1i k dispozici a priori jinou topologii) je topologie
w*. V tomto oddilu uvidime, Ze pro prostor distribuci je vskutku topologie w* opét pfirozenou volbou. Na
prostoru D (£2)* budeme tedy vzdy pracovat s topologii w*.

PRIKLAD 26. Prostor (D(£2)*, w*), kde 2 C R? je neprizdnd oteviend mnoZina, neni metrizovatelny.
Vskutku, dle Tvrzeni je tento prostor metrizovatelny pravé tehdy, kdyz (D (£2)) ma spocCetnou alge-
braickou bazi. Kanonické zobrazeni ¢: D(£2) — (D(£2)*)* je prosté, nebot’ t je Hausdorffova lokalné
konvexni topologie. Staci tedy ukazat, ze £ (£2) obsahuje nespocetnou linearné nezavislou mnozinu.

Za tim Gcelem naleznéme u,v € R4, v # 0,ar > 0 tak, ze B(u + tv,r) C 2 pro kazdé ¢t € [0, 1].
Necht ¥, € D(2),t € [0,1] jsou funkce takové, 7e {x € R?; ¥, (x) # 0} = U(u + tv,r) (vizte
Piiklad [5.11). Pak mnoZina {v,; ¢ € [0, 1]} je linedrné nezdvisld (a ma mohutnost kontinua): Indukei dle 7
ukdZeme, Ze Yy, ..., Vy,, tj € [0, 1] po dvou rizné, jsou linedrné nezdvislé. Pro n = 1 je tvrzeni trividlni.
Indukéni krok: Bez Gjmy na obecnosti necht’ t; < f, < --- < t,,. Pak existuje x € U(u + t;v, r) takové, Ze
x ¢ Uwu+tvr),jef2,....n}. Je-iagyy + - +apyy, =0, pak a1y, (x) = 0,atedy oy = 0.Z
induk¢niho predpokladu pak plyne, Ze ¢y = -+ = o, = 0.

o

TVRZENI 27. Necht' 2 C R? je oteviend.

(a) Necht’ o € N(‘f ag e C®(82). Pak zobrazeni A — D*A a A — gA jsou spojitd linedrni zobrazeni
prostoru (D(2)*, w*) do sebe.

(b) Jsou-li fn, f € LY(£2) a jestlize pro kaZdou kompakmi K C $2 plati [x|fo — f1dA — 0, pak
Afn — Af.

(c) Zobrazeni ¢ — A, je prosté spojité linedrni zobrazeni (D(2), p) do (D(£2)*, w™).

(d) Je-lil < p <ooa f, = fvLy82), pak Ay, — Ay.

DUKAZ. (a) Linearita obou zobrazeni je zfejma z definice. Je-li { A, }, e usmérnény soubor v (D (£2)*, w*)
konvergujici k A € D($2)*, pak pro kazdou ¢ € D(82) je D% € D(S2), a tedy plati D*A,(¢) =
(=) A, (D%p) — (=1)®A(D%p) = D*A(p). Podobn&, pro kazdou ¢ € D(£2) je gp € D(2), a tedy
plati (g4,)(¢) = Ay (gp) — Algp) = (gA)(9).

(b) Pro kazdou ¢ € D(R2) je |47, (¢) = A (@) = | [g faw dh = [ fo dA] < [ | fu = fllo]dA <

1@lloo foupy| S = /141 = 0.

(c) Linearita je snadno vidét z definice. Spojitost plyne ihned z (b), nebot’ ¢, — ¢ stejnomé&rné na R¢.
Prostota pak plyne z Poznamky [I§]
(d) plyne ihned z (b), nebot’ pro K C £2 kompaktni plati diky Holderové nerovnosti (pro 1 < p < o0)

Sl o= F1aA = [l fu—= F1-1d0 < (fel o = F1P AP ([ 19d0) Y9 < || foo = Fllp, A(K)V4, kde g je
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sdruzeny exponent k p. Uvédomme si, Ze nerovnost mezi vyrazy zcela vlevo a zcela vpravo plati 1 v pfipadé,
Zze p = 1 nebo p = oo.
O

VETA 28. Necht' 2 C R? je oteviend a {A,} je posloupnost v D(2)* takovd, Ze pro kazdé ¢ € D(2)
existuje A(p) = limy o0 Ay (@). Pak A € D(£2)*.

DUKAZ. Dle Faktu je A linedrni forma na D (£2). Spojitost A je piimym diisledkem Baireovy véty o
bodech spojitosti funkci 1. Baireovy tfidy. Zde podame alternativni diikaz pomoci charakterizace z Véty
Necht K C 2 je kompaktni. Pro k € N poloZzme Ay = {¢ € D(K); |A,(p)| < k prokazdé n € N} =
Mheip € D(K); |An(p)| < k}. Kazdd z mnoZin Ax je uzaviend v (D(K), p), nebot’ A, }o(x) jsou
spojité. Ddle D(K) = |Jj—, Ak, nebot pro pevné ¢ € D(K) je posloupnost {A,(p)} konvergentni, a
tedy omezend. Prostor (D(K), p) je dplny (Véta[l1]c)), podle diisledku Baireovy véty (Disledek [15.11))
tedy existuje k € N takové, Ze Ax ma neprazdny vnitfek. Necht ¢y € D(K) a § > 0 jsou takova, ze
By, 8) C Ag.

Uvédomme si, Ze je-li ¢ € Ag, pak |A(p)| < k. Naleznéme N € Nj takové, Ze Z]Oi N41 zl] %
Necht’ nyni ¢ € D(K), ¢ # 0. Polozme ¢ = mw. Pak p(£+¢,0) < ZJI-\;O 2%||g5||] + Z;’;NH %1 <
2@lly + % =6, takZe ¥ £ ¢ € B(y,8) C Ag. Odtud plyne, Ze |A(@)| = [AZ @+ ¥ + ¢ —¥))| <

1AW + 9l + 1AW = 9)l) < k,atedy |A(p)| = leln]A@)] < Flleln

O

5. Nosic distribuce

DEFINICE 29. Necht’ 2 C R4 je oteviend a A je distribuce na §2. Rekneme, 7e oteviend mnoZina
G C £2 je nulova pro A, jestlize A(¢) = 0 pro kazdou ¢ € D(G).

VETA 30. Necht’ 2 C R? je oteviend a A je distribuce na 2. MnoZina G = | J{H C 2: H je nulovd pro A}}
je nulovd pro A a je to nejvétsi nulovd mnoZina pro A, tj. je-li H C $2 nulovd pro A, pak H C G.

DUKAZ. Mnozina G je oteviend, nebot’ je sjednocenim otevienych mnozin. Je-li ¢ € D(G), pak diky
kompaktnosti supp ¢ existuji oteviené mnoZziny Hi,..., H, C §2 nulové pro A takové, Ze suppy C
U7=1 H;. Staci tedy ukdzat, Ze kone¢né sjednoceni mnoZin nulovych pro A je opét nulovd mnoZina pro A.
Diky principu matematické indukce to staci ukdzat pro dvé mnoZziny H;, H>.

Necht’ tedy ¢ € D(H; U Hy). Polozme K = suppg \ H,. Pak K je kompaktni a K C H;. Dle
Disledku [3|existuji U C H; oteviend, U D K a ¢ € D(H,) takovd, Ze = 1 na U. Funkce (1 — ¥)¢ je
nulovd na U, a protoZze R¢ \ U je uzaviend, je supp(1—y)p C (R\U)Nsuppy C (R\K)Nsuppg C H,.
Tedy o € D(Hy) a(l —y¥)p € D(H,), odkud dostavame, ze A(p) = A((l — V) + Wgo) = A((l —
V)e) + A(Yg) =0+0=0.

To, Ze G je nejvétsi nulova pro A, plyne pfimo z definice G.

O

DEFINICE 31. Necht £2 C R je oteviend a A je distribuce na £2. Nosi¢ distribuce A definujeme jako
supp A = 2\ G, kde G je nejvétsi nulova mnoZina pro A.

POZNAMKA 32. Necht 2 C R je oteviend a A je distribuce na £2. Uvédomme si, Ze pokud ¢ €
D(S$2 \ supp A), pak A(p) = 0, nebot’ £2 \ supp A je nulovd mnoZina pro A. Odtud plyne, Ze jsou-li
0, ¥ € D(£2) takové, Ze ¢ = ¥ na okoli supp A, pak A(¢) = A(y). Vskutku, pak ¢ — ¥ = 0 na oteviené
mnoziné U D supp A, takZe supp(¢ — ) C 2 NRE\U = 2\ U C 2 \ supp A.

Na druhou stranu rovnost na supp A nestaci: Polozme A(p) = ¢’(0) pro ¢ € D(R). Pak supp A = {0}
(napf. Véta[34(d)). Je-li ¢ € D(R) takova, Ze ¢ = 1 na okoli 0, pak pro funkei ¥ (x) = x¢(x) plati, Ze
¥ (0) =0,ale A(Yy) =15#0.
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POZNAMKA 33. Necht 2 C R je oteviend a A je distribuce na £2. Pak supp D*A C supp A pro
libovolny multiindex o« € N¢. Vskutku, necht G = 2 \ supp A. Je-li ¢ € D(G), pak téz D% € D(G),
takze D*A(p) = (—1)!®A(D%¢) = 0. To znamen4, Ze G je nulovd pro D* A, a tedy supp D*A C 2\G =
supp A.

Ptfipomenme, Ze je-li p borelovskd komplexni mira na £2, pak jeji nosi€ je definovan jako supp u =
2\ G C 2 oteviend; |u|(G) = 0}.

VETA 34. Necht’ 2 C R? je oteviend a A je distribuce na £2.

(a) Je-li | € C(82), pak supp Ay = supp f.

(b) Je-li u borelovskd komplexni mira na §2, pak supp A,, = supp u.

(c) Pokud je supp A kompaktni, pak existuji N € Ng a C > 0 takovd, Ze |A(¢)| < C|l¢||n pro kaZdou
@ € D(82). Specidlné, A je konecného rdadu.

(d) supp A = {z} pro z € 2, pravé kdy A = ZIaISN ca D% As, pro néjaké N € Ny a konstanty cq,
a € N¢, |a| < N ne vsechny nulové.

DUKAZ. (a) Necht G C £2 je nejvétsi nulovd pro Ays. Je-ligp € D(82\supp f),pak As(¢) = [, fodL =
0, tedy £2 \ supp f C G, neboli supp Ay C supp f. Na druhou stranu Ay [ o) = 0, a tedy dle jedno-
znacnosti (vizte Poznamku je f = 0s.v.na G. Ze spojitosti pak plyne, Ze f = 0 na G, neboli
supp f C £2 \ G = supp Ay.

(b) Necht’ G C 2 je nejvétsi nulova pro A, anecht H = [ J{U C £2 oteviend; |u|(U) = 0}. Je-li
U C £2 oteviend takovd, Ze |u|(U) = 0, aje-li ¢ € D(U), pak [A,(p)| < [oleldlul =0,atedy U C G.
Odtud plyne, Ze H C G. Na druhou stranu A, [ 9(G) = 0, a tedy dle jednoznacnosti (vizte Pozne’lmku je
mle =0,neboli G C H.Tedy supp A, = 2\ G = 2\ H = supp .

(c) Dle Dusledku [3|existuji U C £2 oteviend, U D supp A a Y € D(£2) takovd, Ze = 1 na U. Dle
Véty [15]existuji N € Ng a C > 0 takovd, Ze |A(p)| < Cll¢||y pro kazdou ¢ € D(supp ¥). Z Faktu 22
analogicky jako v diikazu Tvrzeni 21(b) plyne existence D > 0 takového, Ze |V ¢|ly < D|¢|n pro
kazdou ¢ € D(R?). Necht nyni ¢ € D(£2) je libovolna. Pak ¢ € D(suppy) a y¢ = ¢ na U. Podle
Pozndmky 32]je tedy |A(p)| = |A(¥9)| < Cl¥¢lly < CD|pln.

(d) < MnoZina §2 \ {z} je zjevné nulovd pro Ags_, takZe supp As, C {z}. Podle Poznamky (33| je
isupp D*As, C {z} proa € N¢, takZe supp A C {z}. Pro opa¢nou inkluzi si sta&f uvédomit, 7e supp A # 0,
pravé kdyz A # 0. Necht B € N¢ je takovd, Ze cg # 0. Polozme h(x) = (x; — 21)?' - (xq — z4)P<.
Pifmocary vypocet davé, 7e Dh(z) = Oproa # B a DPh(z) = B! = Bi!---Ba!. Necht ¢ € D(R2)
je takovd, 7e ¥ = 1 na okoli z. PoloZme ¢ = ¥h. Pak D% (z) = O pro o # B a DPp(z) = B!, takze
Alp) = (=D)Pleg 1 £ 0.

= Dle (c) existuji N € Ny a C > 0 takova, ze |A(p)| < C|l¢||n pro kazdou ¢ € D(§2). UkdZeme, Ze
A € span{D%As_; a € N¢, || < N + 1}. Dle Lemmatustaél’ ovérit, Ze A(gp) = 0 pro kazdou funkci
@ € D(R2) spliiujici D*¢(z) = 0 pro viechna o € N¢, |a| < N + 1. Necht' tedy ¢ € D(£2) je takova.

Z véty o Peanové tvaru zbytku pro Taylordv polynom vice proménnych ([Z] 2.103]) snadno odvodime, Ze

D%(x) = o(|lx —z|V*17), x - 2

pro kazdé @ € N¢, |a| < N. Odtud plyne, Ze existuje 0 < r < 1 takové, 7e U(z,r) C 2 a |[D%p(x)| <
|x —z|¥V 1=l pro x € U(z,r) aa € N¢, || < N.Déle dle Lemmatuexistuje Y e D(U(0, 1)) takova,
zey = 1naU(0, %) PoloZzme v/,(x) = ¥ (*32) pro & > 0. Viimnéme si, Ze Y. € D(U(z,¢)) a0 = ¢
na U(z, 3), takZe pro & < r je dle Pozndmky

|[A@)| = [AW:0)| = CllYe0|n- (1)
Ozna¢me
A:max{ Z cg: @ 6N€,|a| SN},

BeNd
B=a
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kde konstanty cg pochézeji z Faktu Zvolme nyni libovolné 0 < ¢ < r. Proa € N(‘,’, ] < N je
DY) (x) = 0 pro x € R? \ B(z, ¢), zatimco pro x € B(z, ¢) dle Faktuplatl’, 7e

D Wep) ()] = | Y ehDPYex) D Pop(x)| = ‘ > < |ﬂlD’*w(’“ 2)D*Py(x)| <

BGNO ﬂeNo
B=a B<«a
1 oy _
<l D gl =2l P <yl 30 cpe T < Ay ve.
BeNE BeNg
B=a B=a

To znamenad, Ze ||V.¢ ||y < A||¥| ne. Vratime-li se zpét k odhadu (I)), dostdvame, Ze |A(p)| < AC ||V || ne.
Protoze ¢ 1ze volit libovolné malé, plyne odtud, Zze A(¢) = 0, coz bylo k dokazani.
O

TVRZENI 35. Necht' 2 C R? je oteviend. MnoZina viech distribuci na 2 s kompaktnim nosicem je
husta v (D(82)*, w*). Dokonce pro kaZdou A € D(§2)* existuje posloupnost {A,}7>, distribuci na 2
s kompaktnim nosicem takovd, Ze A, — A ve w*-topologii.

DUKAZ. Pron € N polozme K, = B(0,n) N {x € £2; dist(x,R¢ \ ) > rll} Pak K, jsou kompaktni
podmnoZziny £2 takové, Ze pro kazdou K C 2 kompaktni existuje no € N tak, Ze K C K, pron > ny.
Dle Disledku (3| existuji funkce ¥, € D(£2) takové, Zze ¥, = 1 na okoli K,. Necht' A € D(£2)*. Pak
supp ¥, A C supp ¥, takZe 1, A ma kompaktni nosi¢. Vskutku, necht’ ¢ € D(§2) takova, Ze supp¢ C
2 \ supp ¥, Pak ¥, A(p) = A(Ynp) = A(0) = 0. Tvrdime, Ze ¥, A — A. Vskutku, necht’ ¢ € D(£2).
Necht’ ny € N je takové, Ze suppp C K, pron > ng. Pak ¥, A(¢) = A(Ynp) = A(p) pron > ng dle
Poznamky [32]

O

6. Schwartzuv prostor

V tomto a nésledujicim oddilu budeme pracovat s prostorem R? s eukleidovskou normou.
Je-li o multiindex délky d pak pro t € C? budeme pouZivat zkratku ¢ = ! ---tgd. Pfipomenme,
7e kazdy polynom P: R? — C Ize zapsat ve tvaru P(t) = Z%Ng,mgk cat® t € R4 kde ¢ € C jsou

prisluiné koeficienty. Toto vyjadien{ je jednoznaéné aZ na nulové koeficienty. Kazdy polynom na R¢ lze
pomoci tohoto vyjadieni jednozna¢né rozsitit na polynom na C¢ prostym dosazovanim komplexnich &isel.
Dany polynom v d proménnych Ize tedy chapat jako polynom na R¢ i jako polynom na C¥.

Tvrzeni (e) a (f) ve Vété [5.22] ukazuji, Ze Fourierova transformace pfevadi derivovani na ndsobenf a
opacné. To mize byt vyhodné napiiklad pri feSeni diferencidlnich rovnic. Nicméné k praktickému vyuZiti by
bylo tfeba umét najit k transformované funkci f zpétné jeji predlohu f . PotiZ spoivd v tom, Ze obraz L (R?)
pti Fourierové transformaci je obtizné identifikovatelny. Jednou z moznosti, jak se této potiZi vyhnout, je najit
vhodnéjsi prostor, pro ktery jeho obraz najdeme snadnéji. (Pfikladem takového vhodného prostoru je napf.
£4 7 Definice|5.27|) Dile by se ndm hodilo pii derivovani pracovat s hladkymi funkcemi. Prozkoumame-li
predpoklady tvrzeni (e) a (f), potfebovali bychom, aby derivace vSech fada byly integrovatelné (tj. néco jako
,mensi nez % v nekonecnu®), a téz aby byly integrovatelné funkce x + x® f(x) pro libovolny multiindex o
délky d (tj. aby funkce f byla ,,mensi nez pievracena hodnota libovolného polynomu*). Tyto pozadavky
vedou relativné prirozené k definici Schwartzova prostoru nize.

Dalsi motivaci je pak Fourierova transformace distribuci. Vzhledem k tomu, jak se s distribucemi pracuje,
prirozené se nabizi definovat Fourierovu transformaci distribuce jako akci na Fourierovu transformaci
testovaci funkce. OvSem Fourierova transformace testovaci funkce uz nemusi byt testovaci funkce! (Vizte
Priklad[5.35]) Proto bychom rddi nalezli néjaky prostor piibuzny testovacim funkcim, ktery bude stabilni
na Fourierovu transformaci. Nejprve si ale jesté dokazme lemma, které ndam pomuze pii porovnavani
,,polynomidlni rychlosti riastu®.
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LEMMA 36. Pro N € N je funkce x — (1 + || x||?)" polynom na R%. Pro kaZdy polynom P na R?¢
existuji N € N a C > 0 takovd, Ze | P(x)| < C(1 + ||x||*)" pro kazdé x € R¥.

DUKAZ. Prvni tvrzeni je vidét z rozpisu (14 ||x|?)V = (1+ZJ ) J) .Dilenecht’ P(x) = 3"y eng jaj<k cax"‘l
Polozme C = ZaeNg’|a|5k|ca|.Prokaidéx eR%aj e{l,...,d} mime |x;| < |x|| < 1+]x||? (posledni
nerovnost ovéfime zvlast' pro ||x|| < 1 azvlast pro ||x|| > 1). Tedy | P(x)| < ZaeNg,|a|§k|COt||xl|al o] xg % EI
Peng jaj<klal (1 + [x?) < €1+ (x|,

O

Vidime tedy, Ze polynomidlni rychlost rlstu staci testovat pouze pomoci specidlnich polynomii (1 +
|xI>)¥, N € N.

DEFINICE 37. Schwartzﬁ prostor na R? je definovan nésledujicim zptisobem:
Sa={f¢€ C>®(R?,C); PD*f je omezend pro kazdé « € N¢ a kazdy polynom P na Rd}.
Vsimnéme si, Ze diky Lemmatu [36]1ze v definici Schwartzova prostoru testovat pouze polynomy tvaru
x = (14 [|x]?)V.
Thned je vidét, Ze 8,4 je podprostor vektorového prostoru C*(R?, C) a je to také vektorovy podprostor
Co(R4, C). Naopak, D(R¥) je podprostor 8;. Dile je zjevné, 7e f € 84, pravé kdyz f je hladkd a pro
kazdé o € N¢ akazdé N € N existuje C,ny > 0 takové, Ze | D% f(x)| < (HC”W pro kazdé x € R,

Jinymi slovy, funkce f a vSechny jeji parcidlni derivace ,,jdou v nekonecnu k nule* rychleji nez prevracend
hodnota libovolného polynomu.

PRIKLAD 38. Necht' f(x) = e 1¥I” pro x € R?. Pak f € 84 \ D(RY).

Zjevné f € C®(R%). Dile f je kladnd na R4, atedy f ¢ D(R?). Abychom ukézali, Ze f € 84,
uvédomme si nejprve, Ze je-li P libovolny polynomnaR¢ a j € {1,...,d}, pak - 9Py (x) = Q(x) f(x), kde
0kx) = (%(x) — 2x; P(x) je opét polynom na R?. Odtud snadno indukc{ plyne, 7e pro kazdé a € N¢
existuje polynom P na R¢ takovy, ze D® f = Pf. Sta&i tedy ukazat, 7e pro kazdy polynom R na R? je
funkce Rf omezend. Podle Lemmatu existujl’ N € N aC > 0 takovd, Ze |R(x)| < C(1 + ||x||»)V
pro kazdé x € R¥. Tedy |R(x) f(x)| < C(1 + ||x||2)Ne_”x”2, takZe si staci rozmyslet, Ze funkce g(t) =
(1 +t)Ne™" je omezend na [0, +00). To oviem plyne z jeji spojitosti a toho, Ze limy_, ;o0 g(t) = 0.

o

LEMMA 39. Necht d e N, 1 < p <oo, N > % ah(x) = mex € R?. Pak h € L,(R?).

DUKAzZ. Podle véty o substituci pouzité na sférické soufadnice (vizte [Z) Pfiklad 2.137]) a ddle podle
Fubiniovy véty (integrujeme spojitou nezdpornou funkci) plati

1 V4
/Rd((1+||x||2)N) =

1 pd=1grd=2 o od=3 ~
= _— sin® " @ sin“ "7 @y ---singy_, dA =
/0 ,+00)x(0,m)4—2x(0,27) (1 + r2)pN

400
/ / // (1+r2)PN sin? =2 gy sin? > @ -+ sin @y dpg—1 dga— - dgy dr =

=C —d,
d/o (1 + r2)pN

kde konstanta C; > 0 zavisi jen na dimenzi d. Posledni integral ovSem konverguje, nebot’ 2pN —d +1 > 1.
O

TVRZENT 40. Schwartziiv prostor md ndsledujici vlastnosti:

2L aurent Schwartz
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(@) D(R?) C 84 C Co(R?) N2 peoo Lp(R?).

(b) Je-li f € 84,ae€R\{0},beR?ah(x)= flax + b), pakh € 84.

(c) Je-li [ € 84 aa multiindex délky d, pak D f € 8.

(d) Je-li f € 84 ajestlie g € C®(R?) je omezend a md omezené viechny parcidlni derivace viech Fddii
(specidlné, je-li g € 8;), pak fg € 8,4.

(e) Je-li f € 84 a P:R% — C polynom, pak Pf € 84.

DUKAZ. (a) Vztahy D(R?) C 8; C Co(R?) jiz zndme. Necht' 1 < p < oo. Podle Lemmatuexistuje

N € N takové, ze funkce x — W le#i v L,(R?). Je-linyni f € 8, pak existuje C > 0 takové, Ze

| f(x)]? < W pro kazdé x € R?, takZe podle srovndvaciho kritéria f € L,(R%).

(b) Je-li @ € N¢ a P polynom na R?, pak P(x)D*h(x) = P(x)a*'D®f(ax + b) = Q(ax +
b)D® f(ax + b),kde Q(y) = a'“'P(%(y — b)) je polynom na R¢. Tedy PD®h je omezena na R?.

(c) Je-li B € N¢ a P polynom na R¥, pak PD# (D% f) = PD**P f, coz je omezend funkce, nebot’
f €.

(d) Je-lia € N¢ a P polynom na R, pak dle Faktu je PDY(fg) = Y pend p<a B PDAfD*Pg
pro néjaké konstanty cg. Funkce vpravo je ovS§em omezend, nebot’ f € §;.

(e) Je-lia € N¢ a Q polynom na R?, pak dle Faktu je OD*(Pf) = ZﬂeNg,ﬂsa cg QDPPDAPf
pro néjaké konstanty cg. Funkce vpravo je ovSem omezena diky tomu, Ze QD# P je polynoma f € 8.

O

Na Schwartzové prostoru nyni zavedeme topologii. Pro N € Ng a f € §; polozme
v (f) = |g|13>1<v\|x = (L+ X)) DY £ ()]

Snadno nahlédneme, Ze kazda z funkei vy je normou na &;. Hausdorffovu lokdlné konvexni topologii na §4
generovanou systémem {vy }¥°_, oznacime o. Tato topologie je metrizovatelnd metrikou z Lemmatu
Dadle nenf obtizné si rozmyslet, Ze pro kazdé f € &4 je posloupnost {vy (f)}%~, neklesajici. Odtud plyne,
Ze bazi 0 (0) tvoif mnoZziny U, ., N € Ny, ¢ > 0.

VETA 41. Metrika z Lemmatu prislusnd systému {vn}_, je tplnd. Prostor (84,0) je tedy
Fréchetuv prostor. Topologie o md ndsledujici vlastnosti:
(a) Necht' { f,} je posloupnostv 85 a [ € 84. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) fu — f vtopologiio.
(ii) Pro kazdé N € Ng a kazdy multiindex o délky d plati, Ze (1 + || x||>)N D* f,, — (1 + ||x|»)¥N D f
stejnomérné na R<.
(iii) Pro kazdy polynom P a kaZdy multiindex o délky d plati, Ze PD® f,, — PD® f stejnomérné na R¢.
(b) Jestlize f, — f v prostoru (84,0), pak f, — f v L,(RY) pro kazdé 1 < p < <.
(c) Je-li « multiindex délky d, P polynom na R a g € 84, pak zobrazeni f + D f, f +— Pfa f +— gf
Jsou spojitd linedrni zobrazeni z (84,0) do (84,0).

DUKAZ. (a) (i)<(ii) plyne z Vétyc) aztoho,Zeje-li N € Ngaa € N¢, pak ” (1+ ||x||2)ND°‘gHOo <
v (g) pro M = max{N, |«|}.

(iii)=>(ii) je trividlni a (ii)=>(iii) plyne z Lemmatu 36|

Oznacme nyni metriku z Lemmatu jako p a dokaZzme jeji uplnost. Necht’ { f,,} je cauchyovska
posloupnost v metrice p. Z nerovnosti vy (f — g) < 2¥p(f.g) platné pro f.g € 84, p(f.g) < 2LN
plyne, Ze { f,} je cauchyovska v kazdé z norem vy, N € Ny. Odtud plyne, Ze pro kazdé N € N, a kazdy
multiindex o € N¢ je posloupnost {(1 + [|x[?)V D% f,}*>_ cauchyovskd v Banachové prostoru C,(R9).
Tedy existuje funkce gn.o € Co(R?) takovd, Ze (1 + ||x]|?)Y D* f, — gn.o stejnomémé na R?. Specidlng,
pro f = goo plati, Ze f, — f stejnomémné na R?. Podle klasické véty z analyzy (vizte Vétu ??) pak
D® f,, — D f lokdlné stejnomérné na R¥ pro libovolny multiindex o« € N¢. Je-linyni N € Ny aa € N¢,
pak (1 + [|x|)V D% f, — (1 + ||x]|>)Y D* f bodové na R¥. Zaroven ale (1 + ||x|)VY D% f, — gna
stejnomérné na R?, odkud plyne, Ze (1 + ||x||2)V D*f = gy a (1 + [|x||2)V D% f,, — (1 + ||x|>)N D* f
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stejnomérné na R?. ProtoZe gy € Co(R?), dostdvame (té7 diky Vete ,7e f € 8;. Podle (a) to pak
znamena, 7ze f, — f v metrice p.

(b) Necht' f, — f v topologiioc al < p < oo. Podle Lemmatu existuje N € N takové,
7e C = [ga de < 4o00. Pro kazdé x € R plati, ze |(f, — f)(x)| < %, a tedy
1 fo = fllp < CYPon(fu— f) — 0.

(c) Linearita zobrazeni je zfejmd. Diky V&t&[6.33]stai ukazat, ze D* f, — 0, Pf, — Oa gf, — 0,
jestlize f, — 0 v topologii 0. To ukdZeme pomoci (a) (iii). Necht' Q je polynom a B € N¢. Pak
QDB(D* f,,) = QD**B f,, — 0 stejnomérné na R¥. Dile, podle Faktu 22|je QD# (P f,) rovno kone¢nému
souctu Zy, P Q,,D5 fn, kde Q, jsou polynomy. Kazd4 z funkci v této sumé ov§em konverguje k 0 stejnomérné
na R¢. Kone¢né, podle Faktu [22|je QD# (g f,) rovno konednému souétu Zy, 5 Cr.s ODY gD%f,, kde ¢, 5
jsou konstanty. Protoze funkce D” g jsou omezené, konverguje opét kazda z funkci v sumé k 0 stejnomérné
na R?.

O

PRIKLAD 42. Prostor (84, 0) neni normovatelny. Vskutku, v opacném piipadé dle Véty existuji
N € Ny ae > 0 takova, ze U, . je omezené. Existuje tedy ¢ > 0, pro kter€ je U, . C tU,,, 1. Pro

n € N nyni vezméme funkce

fule) = o0 ) e e,

kde ¢ € D(R?) je takovd, Ze ¢ = 1 na néjakém okoh 0.Je-lia € Ngl, || < N, pak podle Faktuexistujl’
konstanty c; € N takové, Ze pro x € R¢ je

1 & _ _
D%f,(x) = N chD“ ke1 g (x)n* sin® (nx;).
k=0

Tedy | Dfn(x)| < ,,LN > FL, ck| D**e19(x)|. Diky kompaktnosti nosi¢e ¢ odtud plyne, Ze lim, vy (f,) =

0, takZe existuje no € N takové, ze f, € U, . pron > ny. Na druhou stranu, diky tomu, Ze f,(x) = mrg’—,i,“)
na néjakém okoli 0, dostdvdme odhad
2N+1 £ 2N+ICOSO
U2N+1(fn) — 8 2N+1 (0) W =n.

Tedy pokud f, € tU,,, 1, pak n <, coz je spor.
o

Funkce z 84 jsou integrovatelné (Tvrzeni d0|(a)), takZe maji Fourierovu transformaci. Diky vlastnostem
Schwartzova prostoru jsou pro funkce z §; automaticky splnény predpoklady pro derivovani Fourierovy
transformace, takZe na 8, je kalkulus Fourierovy transformace snadno zformulovatelny:

TVRZEN{ 43. Necht' f € 85 aa € N¢.
(a) D“f(t) = (lt)“f(t) pro kazdét € R4,
(D) Daf = moef kde mgy(x) = (—ix)®.
DUKAZ. (a) Vzorec plyne snadno indukci dle |«| z Véty e), pricemz v indukcnim kroku jsou predpo-
klady splnény, nebot D? f € 8; C L,(R¥) pro kazdé f € N¢ dle Tvrzeni [40(c) a (a).
(b) Vzorec plyne snadno indukci dle || z Véty [5.22/f), pfi¢emZ v induk¢énim kroku jsou piedpoklady

splnény, nebot’ my f € 84 C Li(R?) dle Tvrzeni 40e) a (a).
O

Niésledujici véta hovoti o tom, Ze Schwartziiv prostor se chova vyborné vzhledem k inverzni Fourierové
transformaci.

VETA 44. Fourierova transformace je izomorfismem prostoru (84, 0) na sebe. Navic pro f € 8, plati,

v

ze

f(x) = f(—x) prokazdé x e R? a f = f
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DUKAZ. Necht f € 8;.Prokazdéa € N¢ dle Tvrzeni b) plati, Ze D¢ f =h pro néjakou funkci i € 8,4
(Tvrzeni e)). Protoze h je spojita dle Véty a), plyne odtud s pomoci Véty , 7e f € C®(RY).
Dile, je-li o, B € N¢, pak pouZijeme-li Tvrzeni43(b) a (a), dostaneme 1# D* f (t) = il%(it)’gmaf(t) =

”LB‘DB (mq f)(t) pro kazdé t € R¢ (uvédomme si, Ze my f € 84 dle Tvrzeni 40(e)). Funkce napravo je

ovSem omezend (Véta a)). Odtud snadno plyne, Ze PD“ f je omezend pro libovolny polynom P a
libovolny multiindex o € N¢, coZ znamend, 7e f € 8. Tedy Fourierova transformace zobrazuje 84 do 8.
Jiz vime, Ze Fourierova transformace je prosté linearni zobrazeni (Disledek [5.29)). Pro dikaz spojitosti

staci dle Véty ukdzat, 7e fn — 0 v o kdykoli f, — 0vo. Necht tedy { f,,} je posloupnost v §; jdouci
k 0 v topologii 0. Necht’ dale o, B € N¢. Stejné jako vyse obdrzime, Ze t# D"‘ﬁ(t) = ”%Dﬁ(ma fn) (1)
pro kazdé ¢t € R? an € N. Dvojnéasobnou aplikaci Véty c) dostaneme, ze D#(my f,) — 0 v 0. Podle

Véty b) tedy DB (mqy f,) — 0 v prostoru L;(R%). Diky V&té [5.22(a) tak plati, Ze D?(mq f,) — 0
v prostoru Co(R?), tj. stejnomérné na R¢. ProtoZe to plati pro kazdy multiindex B € NZ, plyne odtud, Ze

PD* f,, — 0 stejnom&rné na R¢ pro kazdy polynom P na R?. Véta a) konecné fika, Ze to znamena, Ze
ﬁ —0vo. n krdt

Pro lepsi prehlednost oznacme ¥ : 8; — 84, F(f) = f adile ¥" = FoF o---0F.Z véty
o inverzi (Véta dostdvame, ze F2 f(x) = f(—x) pro kazdou f € 8; akazdé x € R?. Aplikujeme-li
piedchozi vztah na 2 f misto na f, dostaneme, 7e F* f(x) = F2(F2 f)(x) = F2f(—x) = f(x) pro
kazdé x € R¢. Odtud déle plyne, 7e ¥ o 3 = Id, coz implikuje, 7e ¥ jenaa F ! = F3. Tedy ¥ ! je
také spojité.

O

7. Temperované distribuce

Nasledujici tvrzeni ndam osvétli vztah prostort (D(R9), 7) a (84, 0'), coZ ndm umozni vybudovat teorii
Fourierovy transformace i pro distribuce.

LEMMA 45. Necht’ K C R? je kompaktni. Pak o fok) = Tk-

DUKAZ. Funkce x — (1 + ||x]|?)" je na K omezend, coZ znamend, Ze normy vy a ||| 5 jsou na D(K)
ekvivalentni. Odtud Ize snadno odvodit, Ze o | px) = k.
O

TVRZENI 46. Podprostor D(R?) je husty v (84, 0) a pro topologii T plati, Ze o fo®aey C T. Jinymi
slovy, vnoreni Id : (D(R?), 1) — (84, 0) je spojité a na hustou podmnoZinu.

DUKAZ. Necht f € 8;. Vezméme néjakou ¢ € D(R?) takovou, Ze ¢ = 1 na B(0, 1) (vizte napf.
Lemma , a poloZme ¢, (x) = go(}%x) afy=¢nf prox € R an € N.Pak f, € D(R?). Tvrdime, 7e
fan — f v prostoru (84, 0). Vskutku, je-li a € N(‘f a P polynom na R¢, pak dle Faktu je

PD(f — fa) = ) csPDPFD P (1~ pn)
BeNE
B=<a

pro néjaké konstanty cg. Protoze DY ¢, (x) = ﬁD”(p(%x), je pro pevné y posloupnost funkci { DY (1 —

@n)}22, stejné omezend na R¢. Déle je D” (1 — ¢,)(x) = 0 pro x € B(0,n). Dle Tvrzeni @kc), (e)a(a)
je PDPf € Co(R?), odkud plyne, 7e posloupnost { PD?fD*# (1 — ¢,)}>, konverguje stejnomérné k 0
naR9. Tedy f, — f v 84 (Vétat1fa)).
Je-li K C R kompaktni, pak dle Lemmatu je o low) = Tk, takze Id : (D(K),tx) = (84.0) je
spojita. Dle Tvrzem’je tedy Id : (D(R?), 1) — (84,0) spojita.
O
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Pripometime, Ze prostor (84, o) je metrizovatelny dplnou metrikou, feknéme p, . Pak z Tvrzeni 46| plyne,
7e prostor (84, ps) je ziplnénim prostoru (D (R?), py). Dile z Tvrzeni plyne, Zeje-li ® € (8;,0)%, pak
D pma) € (D(R?), 7)*, neboli restrikce @ na D(R?) je distribuce na R¥.

DEFINICE 47. Distribuce na R?, které jsou restrikcemi funkcionalli z (84, 0)*, se nazyvaji temperované
distribuce.

Protoze diky hustoté D(R) v (84, 0) jsou spojité linedrni funkcionaly na (84, o) uréeny jednoznaéné
svymi restrikcemi na D (R?), je obvyklé ztotoZiiovat temperované distribuce s funkciondly z (84, 0)*.
Zkracen€ budeme t€Z psit (84,0)* = &7.

Nisledujici véta charakterizuje ty distribuce z D (R¢)*, které jsou temperované. Srovnejte téZ s Vétou

VETA 48. Necht' A € D(R?)*. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) A je temperovand.
(ii) A je spojitd i v (slabsi) topologii .
(iii) Existuji N € Ng a C > 0 takovd, Ze | A(¢)| < Cvy(¢) pro kazdou ¢ € D(R?).

DUKAZ. (i)=(ii) plyne z definice temperované distribuce.

(i1)=(iii) JelikoZ mnoZziny U,, ., N € Ny, ¢ > 0 tvofi bazi 0 (0), existuje N € Ny a ¢ > 0 takové, Ze
| A(p)| < 1 pro kazdou ¢ € U,, . N D(RY). Pak ale |A(p)| < %vN(go) pro kadou ¢ € D(RY).

(iii))=>(i) Podle Hahnovy-Banachovy véty (Véta miZeme A roz§ifit z podprostoru D (R¥) na cely
prostor 8, tak, Ze toto roziiteni A splituje |A(f)| < Cvy(f) pro f € 84. Pak |A| < C na Uyy 1, atedy

A € 8} dle Véty[6.33]

PRIKLADY 49. Uved me nasledujici ptiklady temperovanych distribuci:

e Necht’ A € D(R?)* je distribuce s kompaktnim nosi¢em. Dle Véty c) existuyji N e NgaC >0
tak, Ze |A(¢)| < Clle|lxy < Cv(p)n pro kazdou ¢ € D(R?). Tedy A je temperovand dle Véty

Chceme-li vypocitat hodnotu A(f) pro f € 8; (ve smyslu jednoznacného rozsifeni), zvolme

libovolnou ¥ € D(R?) takovou, Ze ¥ = 1 na oteviené mnoZiné obsahujici supp A. Ozna&ime-li
L =suppy, pak Q: (84,0) = (D(L), ), Q(f) = ¥ f je spojité linedrni zobrazeni (Véta[d1fc)
a Lemma . Polozime-li @(f) = A(Yf) = A(Q(f)) pro f € 84,pak ® € 87.Prog € D(RY)
pak plati, Ze ®(¢) = A(Y¢) = A(p) (Pozndmka[32), a tedy @ je hledanym rozsifenim distribuce A.

e Necht’ 14 je nezdporna borelovskd mira na R? takov4, Ze S(1+ [|x]|*)™™ du = C < +o0o pro n&jaké
N € Ny. Pak A, je temperovana distribuce a vzorec A, (f) = [p. f dp plati pro viechny f € 8,.
Vskutku,

A ()] = /Rd [y = A+ IHY )] o @+ X1V di(x) < Con (f).

e Necht' g je méfitelnd funkce na R¥ takov, 7e x > (1+ ||x[|?) VY g(x) € L,(R?) pro néjaké N € N
al < p < oo. (Toto specidlné plati pro funkce z L,(R¢) nebo pro funkce majorizované n&jakym
polynomem.) Pak A, je temperovand distribuce a vzorec Ag(f) = [pa fg dA plati pro viechny
f € 84. Vskutku, necht’ ¢ je sdruZeny exponent k p. Ozname s(x) = 1 + ||x||%. Dle Lemmatu
existuje M € Ny takové, ze sV =M ¢ L, (R?). Pak diky Holderové nerovnosti je

1A ()] s/ Ifgld?t:/ M A 15N gl -1V MdA <
R4 R4

M -N N-M -N N-M
< IIs™ flloolls™ gllplls™ g = 5™ &llplls™ ™ lgvaa ().

O

<

TVRZENI 50. Necht’ A je temperovand distribuce na R¢, o € N(‘,l, g € 84 a P je polynom na R?. Pak
DA, gA a PA jsou téZ temperované distribuce a vzorce

o DYA(f) = (=)™ A(D*f),

e (gN)(f) =Agf)a
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o (PA)(f) = A(PY)
plati pro kaZdou f € 8. Ddle zobrazeni A — D*A, A +— gA a A — P A jsou spojitd linedrni zobrazeni
z prostoru (85, w*) do sebe.

DUKAZ. V3sechna uvedend tvrzeni snadno plynou z Véty 41]c), vySe uvedenych vzorci a vlastnosti w*-to-
pologie.
O

Poznamenejme Ze dle Disledku b) neni (85, w*) metrizovatelny, nebot’ §; je zjevné nekonecné-
rozmérny.

Pro temperované distribuce nyni miZeme zavést jejich Fourierovu transformaci, jak bylo avizovano
v tvodu predchoziho oddilu.

DEFINICE 51. Fourierova transformace temperované distribuce A na R? je definovana vzorcem A (f) =
A(f) pro f € 84.

Z Véty #4] plyne, Ze Fourierova transformace temperované distribuce je opét temperovand distribuce.
Prvni ¢ast nasledujici véty fikd, Ze definice Fourierovy transformace je konzistentni ve smyslu ztotoznovani
funkce f a pfislu$né distribuce Ay.

VETA 52.

(a) Je-li g € L1(R?), pak Ag je temperovand distribuce a //1; = Ag. Je-lig € L>(R?), pak //1; = AF(g)

kde F je rozSitenim Fourierovy transformace z Plancherelovy véty (Véta[5.33)).
(b) Je-li A temperovand distribuce na R¢ a o € N(‘)i, pak
o DUA = s, A, kde s4(x) = (ix)?, a
e DA = m kde my(x) = (—ix)*.
(c) Fourierova transformace ¥ temperovanych distribuci je izomorfismem prostoru (8%, w*) na sebe. Plati
proni, Ze ¥4 = Id.

DUKAZ. (a) Necht g € L;(R?). Pak § € Co(R?) C LY*(R?) (Véta a)), a tedy Az je distribuce.
(Mohli bychom pouZit faktu, Ze § € Loo(R%), takze Ag je temperovand, ale obejdeme se bez toho —
temperovanost vyplyne z rovnosti nize.) Pro f € &, pak diky Vété h) plati, ze

T =ach = [ Fewr=[ raon=as(s),

Je-li g € L,(R?), pak Ize postupovat analogicky, jako vyse, pouze je tieba ovéfit, Ze [ra f gdA =
[ga fF(g)dA pro kazdou f € 8;: Oznatme L, = Ly(R%) a L, = L{(R%). Protoze L, N L je hustd
v L, (obsahuje napf. jednoduché funkce nulové mimo mnoZinu kone¢né miry, déle vizte napt. [R, Véta 3.13];
alternativné Ize pouzit Diisledek [5.13)), existuje posloupnost {g,} C L, N L takovd, Ze g, — g v L,. Podle
Vétyje tedy &, = F(gn) = F(g) v Lp. Necht f € 8;. ProtoZe h — [p o hf ddah — [pa hfdx
jsou spojité linedrni funkciondly na L, (Véta[2.15] Tvrzeni[#0(a), Vétafid), plati s vyuzitim Véty [5.22(h), Ze

Fedi=tim | Fg,di = lim ng,,d)L:/ fF(g)dA.
n—>o0o d n—>o0o R4 R4

R4
(b) Je-li f € &4, pak diky Tvrzeni , Tvrzeni b) a linearité A plati, Ze
D¥A(f) = D*A(f) = (1) A(D* f) = (~1) A(mq f) =
= ()" A(ne ) = Alsa ) = (sa D) ().
Podobné, diky Tvrzeni[50} Tvrzeni [43](a) a linearité A plati, Ze
(DA)(f) = (=) AD*f) = (-1 AD*[) = () A(sa ) =
= A(mo f) = (ma A)(f) = ma A(f).

R
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(c) Snadno je vidét, Ze ¥ je linedrni. Necht' {®, },er C & je usmérnény soubor, ktery w*-konverguje
k @ € 8. Pro kazdou f € 8, pak F(®,)(f) = @, (f) = @(f) = F(P)(f). Tedy F je spojité. Dile
pro kazdou f € 84 je dle Véty [44]

FHO)S) = FHD)Sf) == (f) = D(f),
neboli 4 = Id. Odtud déle plyne, 7e F o F3 = Id = F30F ,cozimplikuje, 7e ¥ je bijekcea F ! = F3.
Tedy ! je také spojité.
O






Kapitola 8

Bochneriv integral

V této kapitole vybudujeme analogii teorie Lebesgueova integralu pro integraci vektorovych zobrazeni,
tzv. Bochnertliv integral. Stejné jako ve skaldrni teorii hraji dileZitou roli méfitelnd zobrazeni, pficemz jejich
charakterizace dand Vétou |1 7|umoziiuje v fadé pripadi ovéfit silnou méfitelnost potiebnou k bochnerovské
integraci. Poznamenejme jesté, Ze podstatnou roli bude v nasi teorii hrat dplnost uvazované miry.

1. Méritelna zobrazeni

Pripomenme, Ze jsou-li (X, &), (Y, T) méfitelné prostory, pak f: X — Y se nazyva méfitelné, pokud
f~YT) € 8 prokazdou T € 7. Je-li X topologicky prostor, pak pokud nenf feceno jinak, uvazujeme na X
borelovskou o-algebru.

Nasledujici tvrzeni je zobecnénim zdkladni véty z teorie miry pro méfitelné (komplexni ¢i numerické)
funkce.

TVRZENI 1. Necht’ §2 je méfitelny prostor a X je metricky prostor. Pak bodovd limita posloupnosti
méritelnych zobrazeni 7 §2 do X je méFitelné zobrazeni.

DUKAZ. Necht' f,: 2 — X,n € N je posloupnost méfitelnych zobrazeni, ktera bodové konverguje
k f: £ — X. Vezméme libovolnou uzavienou F C X. Polozme Gy = {x € X; dist(x, F) < %}. Pak Gy

jsou oteviené mnoZiny takové, 7e F C Gy a F = ;= Gk. Tvrdime, 7e

o 0

e =0U N A Go.

k=1m=1n=m
odkud plyne méfitelnost f, nebot’ mnoZzina vpravo je zjevné méfitelnd. Vskutku, necht 1 € f~1(F).
Pro kazdé k € N je Gy okoli f(t), takZe existuje ny € N takové, ze f,(t) € Gi pron > ng. Tedy
t € (nen, fu "(Gk). To znamena, ze t € Jp—; (e, fn ' (Gi) pro kazdé k € N.
Na druhou stranu, je-lit € |, (oo, fo~ ' (Gk) pro kazdé k € N, pak pro kazdé k € N existuje ng
takové, Ze f,,(t) € Gy pron > ny. To znamen4, Ze f(t) = lim,_o f4(t) € Gy pro kazdé k € N, neboli

f(t) e F.
O

Vime, Ze v teorii integrace skaldrnich funkci hraji dilezitou roli jednoduché funkce. Tento koncept bude
zasadni 1 pro teorii vektorového integralu.

DEFINICE 2. Necht’ £2 a X jsou mnoziny. Zobrazeni f : £2 — X se nazyva jednoduché, pokud f(£2)
je kone¢nd mnoZina.

nadno je videt, ze jsou-li 2, meritelné prostory a f — ednoduche zobrazeni takove, ze
Snadno je vidét, Ze jsou-li £2, X méfitelné p y 2 — X jednoduché zob i takové, 7
f71(x) je méfitelnd mnoZina pro kazdé x € f(£2), pak f je méfitelné.

VETA 3. Necht’ §2 je mé¥itelny prostor a X je separabilni metricky prostor. Pak f: 2 — X je méritelné,
pravé kdy?Z je bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méritelnych zobrazeni z §2 do X .

DUKAZ. < plyne ihned z Tvrzeni
145
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= Necht' {x,};2; je hustd v (X, p). Zvolme pevné n € N. Definujme mnoZiny Af ;) C X, kde

(k,j) € {1,...,n}?* s lexikografickym uspofdddnim, nasledovné:
_ 1 1
?k,j) = U, =) \ U U(xs, y=)-
(r,s)<(k,j)

Tyto mnoZiny jsou zjevné borelovské a po dvou disjunktni. Pro ¢ € §2 definujme f,(¢) = x;, je-li f(¢) €
Af, ;) pro n€jaké (k,j)e{l,...,n}% fu(t) = x; jinak. Pak f; je jednoduché méfitelné zobrazeni.

Je-linynit € 2 am € N, pak existuje j € N takové, Ze p(f(t),x;) < =, 4. f(t) € U(x;, ).
Polozme ny = max{m, j}. Necht n > ng. Pak existuje (r,s) € {1,...,n}*> minimalni takové, Ze f(t) €
U(xs, m) a navic plati, ze (r,s) < (n + 1 —m, j). To znamena, Ze f(t) € AL yar=n+1-—m.
Odtud plyne, Ze f,(1) = xy, atedy p(fo(2), f(1)) = p(xs. f(1)) < 7597 < 5 Tim jsme dokazali, Ze
Ju(t) = f(1).

O

Pro méfitelnd zobrazeni do neseparabilnich prostord miZe dojit k nepiijemnému jevu — soucet méfitelnych
zobrazeni nemusi byt méfitelné zobrazeni.

PRIKLAD 4. Necht' X je normovany linearni prostor takovy, Ze card X > ¢ (napf. £,(2¢)). Definujme
zobrazeni f,g: X x X — X predpisy f(x,y) = x, g(x,y) = —y. Vezméme déle na X borelovskou
o-algebru B ana X x X soucinovou o-algebru B x B. Pak snadno nahlédneme, Ze f i g jsou méfitelna
zobrazeni, ale h = f + g neni méfitelné, nebot’ A~1(0) = {(x,x); x € X}, coz dle Lemmatunem’
méfitelnd mnoZina.

o

Abychom se vyhnuli vySe uvedenému jevu, mohli bychom se omezit pouze na zobrazeni se separabilnim
oborem hodnot. Nicméné pro vybudovani teorie integralu se z formdlnich divodi zdd vyhodné umét
integrovat také zobrazeni, kterd se na mnozZiné nulové miry mohou chovat jakkoliv. ProtoZe je potfeba, aby
integrované zobrazeni bylo zaroven méfitelné v klasickém smyslu (abychom dostali méfitelnost funkce
t = || f(®)|), je nezbytné v celé teorii pracovat s Gplnymi mirami.

Je-li (£2, ) prostor s mirou a M je mnoZina, pak symbolem Z(f2, M) ozna¢ime mnozinu vSech
zobrazeni definovanych p-s. v. na £2 s hodnotami v M .

DEFINICE 5 (Salomon Bochner (1933)). Necht' (£2, i) je prostor s mirou a X je metricky prostor.
Zobrazeni z £(S2, X)) nazveme silné¢ méfitelnym (t€Z bochnerovsky méfitelnym) vzhledem k p, pokud je
K-s. v. bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méfitelnych zobrazeni z £2 do X.

LEMMA 6. Necht’ (§2, i) je prostor s uplnou mirou, X je metricky prostor a f € £(82, X). Pak [ je
silné méfitelné, pravé kdyZ je méritelné a existuje E C 2 takovd, Ze t(E) = 0a f($2 \ E) je separabilni.

Poznamenejme, Ze Gplnost u je zde naprosto zdsadni.

DUKAZ. = Existuji jednoduchd méfitelna zobrazeni f,: 2 — X pron € N a E C £ takova, Ze
n(E) =0a f, — f na§2\ E.Dle Tvrzeni[l|je f [ o\rg méfitelné. Diky tplnosti i je tedy f méfitelné.
Déle f(2 \ E) C (52, f(£2), pfi¢emZ mnoZina vpravo je zjevné separabilni (je to uzdvér spoetné
mnoziny).
< Dle Véty 3|je f '@\ bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méfitelnych zobrazeni definova-
nych na £2 \ E. Nyni stac{ tato jednoducha zobrazeni dodefinovat konstantni hodnotou na E.
O

Specialné, pro zobrazeni do separabilnich metrickych prostord pojmy méfitelnosti a silné méfitelnosti
splyvaji. Tedy napfiklad spojité zobrazeni ze separabilniho metrického prostoru s mirou, kterd je ziplnénim
borelovské miry, do metrického prostoru je silné¢ métitelné.

PRIKLAD 7. Necht' I' je nespocetnd mnoZina a y je aritmetickd mira na I". Definujme f: " — co(I")
predpisem f(y) = e, = xg. Pak f je méfitelné, nebot’ kazdd podmnoZina I" je pu-méfitelnd, ale dle
Lemmatu [6| neni f silné méfitelné, nebot’ f(I") je neseparabilni a miru 0 mé pouze prazdnd mnoZina.
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Poznamenejme, Ze existence podobného prikladu pro o-kone¢nou miru jiZ tzce souvisi s axiomy teorie
mnozin (vizte téZ Tvrzeni[14.10).
o

DUSLEDEK 8. Necht’ (52, jt) je prostor s viplnou mirou, X je metricky prostor a { f,} C £ (82, X) je
posloupnost silné méfitelnych zobrazeni, kterd konverguje bodové s. v. k f € A(S2, X). Pak [ je silné
méritelné.
DUKAzZ. Dle pfedpokladu existuje H C §2 takovd, ze (2 \ H) = 0 a f, — f bodové na H. Dle
Lemmatu [0 jsou f, |z méfitelnd, a tedy i f |x je méfitelné (Tvrzeni [I)). Diky tdplnosti w je tedy f
méfitelné. Déle dle Lemmatu [6existuji £, C £2 takové, Ze u(E,) = 0a f,(§2\ E,) je separabilni. PoloZme
E =(Q2\H)UU,—, Ey. Pak u(E) = 0. Protoze f(R2\E) C Une, /2(82\ En),je f(£2\ E) separabilni.
Dle Lemmatu[6]je tedy f silné méfitelné.

O

LEMMA 9. Necht’ §2 a X jsou mé¥itelné prostory, X je zdroveri vektorovy prostor nad K, f,g: 2 — X
Jsou jednoduchd méritelnd zobrazeni a a € K. Pak f + g a af jsou jednoduchd méritelnd zobrazeni.

DUKAZ. Zobrazeni f + g je jednoduché, nebot’ (f + g)(£2) C f(£2) + g(£2), kde vpravo je kone¢na
mnozina. Diéle, je-li x € (f + g)(£2), pak

(f+o7@w= {J fwng .
uef(£2)
veg(£2)
utv=x
coz je méfitelnd mnoZina, nebot’ sjednoceni vpravo je konecné. Tedy f + g je méfitelné.
Je-li @ = 0, pak je tvrzeni o a.f trividlni. Pro o % 0 je (af)(£2) = a(f(£2)) a (f) "' (x) = f7'(ix),
odkud tvrzeni ihned plyne.
O

Z definice silné méfitelnosti a Lemmatu[9]ihned plyne ndsledujici diisledek:

DUSLEDEK 10. Necht’ (§2, t) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor nad K, f,g €
K (82, X) jsou silné méritelnd a o € K. Pak f + g a of jsou silné méFitelnd zobrazeni.

vvvvvv

DEFINICE 11 (Izrail Moisejevic Gelfancﬂ (1938), Billy James Pettis (1938)). Necht’ (§2, i) je prostor
s mirou a X je normovany linearni prostor. Zobrazeni f € A(S2, X) nazveme slabé méfitelnym, pokud pro
kazdé ¢ € X* je ¢ o f méritelnd funkce.

Zjevné kazdé méfitelné zobrazeni do normovaného linedrniho prostoru je slabé méritelné.

PRIKLAD 12. Necht' £2 = [0, 1] s Lebesgueovou mirou a X = ¥£,([0, 1]). Definujme zobrazeni
f:10,1] — X predpisem f(t) = e, (pfipomenime, Ze e; = x). Pak f je slabé méfitelné, ale neni
méfitelné (a tedy ani silné méfitelné).

Necht’ ¢ € £,([0, 1])* je déno. Dle Véty 2.15]c) existuje y € £»([0, 1]) takové, Ze

$x)= ) x(5)y(s) prox € L([0.1]).
s€l0,1]

Odtud vidime, Ze ¢ o f(t) = ¢p(e;) = y(t) pro kazdé ¢ € [0, 1]. Jelikoz Zte[()’l]|y(t)|2 < 400, je mnozina
{t €[0,1]; y(r) # 0} spoletnd (vizte téZ V&tu[1.33(d)). Tedy funkce ¢ o f je s. v. rovna 0, takZe je méfitelnd.
Na druhou stranu, je-li £ C [0, 1] Lebesgueovy miry 0, pak existuje neméfitelna A C [0,1] \ E ([R}
Véta 2.22]). PoloZime-li nyni G = | J,. 4 U(es, 1) C X, pak G je oteviend mnoZina a f~'(G) = A. Tedy

f neni méfitelné.
o

1M3pannb Mouceesuu [enbdana
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DEFINICE 13. Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, 7e A C By~ je 1-normujici, pokud
[ x[| = supreql f(x)| pro kazdé x € X.

Samotnd mnoZina By~ je 1-normujici diky dudlnimu vyjadfeni normy (Disledek [2.6). Dokonce jen Sy«
je l-normujici (Disledek 2.3)).

LEMMA 14. Necht' X je normovany linedrni prostor. Je-li A C Bx+ mnoZina w*-hustd v Bx~, pak A je
1-normugjici.

DUKAZ. Necht x € X anecht’ f € By~ je takové, ze f(x) = ||x||. Pro kazdé ¢ > 0 existuje g € A takové,
zeg € [+ Uretj.|gx) — f(¥)] <& Pakoviem g(x) = f(x) + g(x) — f(x) > [ x]| —&.
O

LEMMA 15. Necht’ X je normovany linedrni prostora A C Bx+ je 1-normujici. Pak Ao = Bx. Dokonce
prokaZdé x € X ar > Oplati, Ze B(x,r) = (\reqly € X5 [ f(y) = f()| <1}

DUKAZ. Je-li x € Ao, pak | f(x)| < 1 prokazdé f € A, takZe ||x|| = supsc4]f(x)| < 1, neboli x € Bx.
Na druhou stranu By = (Bx+)o C Ao.
Obecnéjsi tvrzeni plyne z ndsledujictho vypoctu (vyuZivajicitho Tvrzeni d)):

B(x,r)=x+rBX=x+er=x+(%A)o:x+ ﬂ{zeX; lg(x)| <1} =

gG%A
=x+(NzeX; /@Iy =(Vx+zzeX|f@|<r}=
feA feA
=y eX: If(—xl=r}
feA

O

Necht' A je podmnoZina vektorového prostoru na K. Ozname jako spang A mnoZinu vSech linearnich
kombinaci prvkl A s raciondlnimi koeficienty (v piipadé K = C minéno s raciondlni redlnou i imaginarn{
casti).

LEMMA 16. Necht’ X je normovany linedrni prostor a A C X. Pak spang A je husty v span A a Bx N
spang A je hustd v Bx M span A. Odtud plyne, Ze je-li M C X separabilni, pak span M je téZ separabilni.

DUKAZ. Necht' x € span A. Pak x = 27=1 ajx;, kde xq,...,x, € Aaay,...,o, jsou néjaké skalary.
Necht’ ddle ¢ > 0. PoloZzme M = ||x;| 4 -+ + ||x»||. Pak existuji B; € Q (resp. B; € Q 4+ iQ) tak, Ze
1B —aj| < g atedy |x =372 Bix; | = | 7o (@ = B)xi | < Xioiley = Billlxll <.

Je-linyni x € By N span A, pak dle pfedchoziho existuje {x,} C spang A takovd, Ze x, — x a | x,[ <
1+ % pro kazdé n € N. Pak nnjxn € Bx Nspang 4 a x, — x.

Je-li M C X separabilni, pak existuje A C M spoletnd, hustda v M. Pak M C A C span A, a tedy i
span M C span A C spang A, kde spang, A4 je spocetna.

O

Nyni jiZ miZeme snadno dokdzat vétu charakterizujici silnou méfitelnost. Implikaci (iii)=>(i) se fika
Pettisova vétall

VETA 17. Necht’ (£2, j¢) je prostor s tiplnou mirou, X je normovany linedrni prostor a f € £(S2, X).
Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) f je silné méritelné.
(ii) f je méritelné a existuje E C S2 takovd, Ze W(E) = 0a f(§2 \ E) je separabilni.
(iii) f je slabé méritelné a existuje E C §2 takovd, Ze W(E) = 0a f(£2 \ E) je separabilni.
(iv) Existuji E C §2,Y C X separabilni podprostora A C By~ spocetnd tak, Ze uW(E) = 0, f(2\E) C Y,
By« N span A je w*-hustd v By~ a ¢ o f je méFitelnd pro kazdé ¢ € A.

2B. J. Pettis (1938), v podstaté totéZ tvrdil i I. M. Gelfand (1938).
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DUKAZ. (i)<(ii) plyne z Lemmatu @ (i1)=>(iii) je trividlni.

(iii)=>(iv) Polozme Y = span f(§2 \ E). Pak Y je separabilni dle Lemmatu[16] Ddle dle Disledku
a Tvrzeni[6.119(a) je (By~, w*) metrizovatelny kompakt. Tedy je to separabilni prostor a existuje spocetnd
A C By~, kterd je w*-hustd v By«.Je-li¢p € A a 5 € X* jeho rozsiteni z Hahnovy-Banachovy véty, pak
do flae =o f ok je méitelna dle predpokladu.

(iv)=(ii) Ukazme, Ze g = f | @\r je méfitelné. ProtoZe Y je separabilni, existuje spocetnd {y,} hustd
v Y. Pak kazda oteviend mnozina v Y je spocetnym sjednocenim kouli tvaru B(y,, %) n,k € N. Staci tedy
ukdzat, ze g~ 1(B(x, r)) je méfitelnd pro kazdé x € Y ar > 0. Diky predpokladu je dle Lemmatumnoiina
M = By~ Nspangp A w*-hustd v By« (w*-topologie je slabsi, nez normova), takZe dle Lemmatu (14|je M
1-normujici. ProtoZe M je spocetnd, staci diky Lemmatu [I5|ukdzat, Ze prokazdé x € Y, r > 0a ¢ € M je
mnozina g '({y € Y; [¢p(y) —op(x)| <r}) ={t € 2\ E; ¢ o f(t) € Bx(¢(x), r)} méfitelnd. To je ale
zfejmé, nebot’ ¢ o f je dle predpokladu méfitelnd pro kazdé ¢ € M (linedrni kombinace méfitelnych funkei
je opét méfitelnd funkce).

O

Typickym piikladem pouZiti podminky (iv) je napf. situace,kdy ¥ = £,,1 < p < ocoa 4 = {fu;
n € N} je mnoZina soufadnicovych funkcionald.

TVRZENI 18. Necht’ (£2, i) je prostor s iiplnou mirou, X je normovany linedrni prostora f € £(S2, X)
Je silné mé¥itelné. Pokud pro kazdé ¢ € X* je¢po f = 0s. v, pak f = 0s. v

DUKAZ. Dle Lemmat|6|a[l6]existuji E C §2 miry 0 a Y separabilni podprostor X tak, ze f(£2\ E) C Y.
Déle dle Dusledku a Tvrzeni[6.119)a) je (By~, w*) metrizovatelny kompakt. Tedy je to separabilni
prostor a existuje spocetna {¢,} C By=, kterd je w*-husta v By=, a tudiZ 1-normujici dle Lemmatu
OznaCme ggn rozsiteni funkcionald ¢, na X z Hahnovy-Banachovy véty. Dle piredpokladu existuji £, C £2
nulové miry takové, 7e ¢y o f = Ona 2\ E,. Polozme A = E U e En.Pak u(A) = 0apror € 2\ A

je f(t) € Y, takZe || f(t)]| = sup,enlon(f(2))| = 0.
O

2. Bochneruyv integral

Nejprve definujeme Bochnerav integral pro schodovité funkce. Poté zavedeme Bochnertiv integral silné
méfritelné funkce pomoci limity posloupnosti integrali ze schodovitych funkci, tedy procesem technicky
ponékud odliSnym, ale se shodnymi rysy, jako ve skaldrnim ptipade¢.

DEFINICE 19. Necht (§2, ) je prostor s mirou a X je normovany linearni prostor. Zobrazeni f: 2 — X
se nazyva schodovité, jestliZe je jednoduché, méfitelné a pro kazdé x € f(£2) \ {0} je u(f~1(x)) < +o0.

DEFINICE 20. Necht' (£2, i) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: 2 — X je
schodovité. Pak pro kazdou méfitelnou £ C §2 definujeme Bochnertv integral f pies E jako

[ fau= 3 wrtwnbnx

xe f(£2)\{0}

Uvédomme si, Ze pro X = R nebo X = C je Bochnertv integrél ze schodovité funkce roven Lebesgue-
ovu integralu. (Pro nezaporné funkce je to pfimo definice, pro ostatni si to 1ze snadno rozmyslet.)
Dale si vS§imnéme, Ze je-li f: §2 — X schodovité a E C §2 méfitelnd, pak yg f je téz schodovité a pro
x € f()\{0}je (xe /)7'(x) = f~'(x) N E. Tedy
[fa= 3w @nBr= ¥ w(Gef @)= [ efau.
E xef(@\0} xef(@\0} @

LEMMA 21. Necht’ (£2, 1) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: 2 — X je
schodovité. Jsou-li A, B C §2 disjunktni méFitelné podmnoZiny, pak [, g fdu = [, fdu + [z fdu.
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DUKAZ.

fadu= > u(f7TONUAUB)x= Y ((f' @) NA)+pu(fTI(x)NB))x =

AUB xe f£(2)\{0} xe £(2)\{0}
= Y w@ndrs Y ug @B = [ faut [ fau
xe £(2)\{0} xe £(2)\{0} 4 B

O

VETA 22. Necht’ (52, j1) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor nad K, f,g: §2 — X jsou
schodovitd zobrazeni a o € K. Pak f + g a af jsou schodovitd a [ (f + g)du = [ fdu+ [pgdu
a [pof du =a [, fdu pro kaZdou méFitelnou E C 2.

DUKAZ. Dle Lemmatu[)jsou f +g acf jednoduchd méfitelnd zobrazeni. Protoze pro y € (f +¢)(£2)\{0}
je (f + 7' C Uner@no /1) UlUyeganio & (v), je f + g schodovité. Vzorec staci zjevné
dokdzat pro E = §2. Oznaéme E,, = f~'(u) N g~'(v) prou,v € X. Pak 2 = U,c r(@)veg(2) Euw j€
méfitelny disjunktni rozklad §2. S pomoci Lemmatu 21| tedy dostdvame, Ze

Jorou=Y [ Graau=% [ o +0d= 3 nEaw+o) =

Ey,

uc f(£2) u€ f(£2) u€ f(£2)
veg(£2) veg(£2) veg ()
(u,v)#(0,0)
= > wEaut ¥ wEawv=Y [ o+ Y [ edu-
ue f(2) ue f(2) ue f(2) Y Buw ue f(@) Y Euw
veEL () veg(£2) veEg(£2) veg(£2)
(u,v)7#(0,0) (u,v)7#(0,0)

2 2

pricemz ve tieti a paté rovnosti jsme vyuZili definici integralu a toho, Ze integrél z nulového zobrazeni je
nula.
Konecné, podivejme se na tvrzeni o ndsobku f. Je-li « = 0, pak tvrzeni zfejmé plati. Je-li o # 0, pak
tvrzeni plyne téméF ihned z definice a z toho, Ze (af) '(ax) = f~'(x) pro x € X.
O

Uvédomme si, Ze z véty vyse specidlné plyne indukci, Ze je-li f = Z‘?:l X4,X; libovolné vyjadrent
schodovitého zobrazeni takové, Ze (A;) < +oo proviechna j € {1,...,n},pak [, fdu = Z;=1 w(A4;N
E)x;.

Je-li (£2, ) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f € A(£2, X) je méfitelné zobrazent,
pak funkce t > || f(¢)| je méfitelnd na §2, nebot’ je sloZenim spojité funkce |[|-|| a méfitelného zobrazeni f.
Tuto funkci budeme znacit || f||. Nasledujici piiklad ukazuje, Ze slaba méfitelnost f jesté méfitelnost || f ||
nezaruci.

PRIKLAD 23. Necht' §2 = [0, 1] s Lebesgueovou mirou a X = £,([0, 1]). Zobrazeni f z Pfikladu[12]
neni méfitelné, ale je slabé méfitelné a || f(z)|| = 1 pro kazdé ¢ € [0, 1], takZe funkce || f || je méfitelna.
Necht' E C [0, 1] je lebesgueovsky neméfitelna mnozina a definujme zobrazeni g: [0, 1] — X predpisem
gt) = xg(t) f(t) = xe(t)e;. Pak g je slabé méritelné (argument je zcela stejny, jako pro f), ale funkce
|l g || méfitelna neni, nebot’ || g|| = xE-

o

LEMMA 24. Necht’ (£2, ) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: 2 — X je
jednoduché méfitelné zobrazeni. Pak f je schodovité, pravé kdyZ [, f||du < +oo. V tom pFipadé je
HfE f d,u” < [ell 1 d pro kaZdou méFitelnou E C £2.

Uvédomme si, Ze na levé strané nerovnosti je Bochneriv integral, zatimco na pravé strané je Lebesguetiv
integral.
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DUKAZ. Necht' f = Z;-’:l X4,Xj,kde A; jsou po dvou disjunktni a x; jsou po dvou riizné a nenulové. Pak
1A= 227y xa; lIxjll atedy foll £l die = 3774 1u(A;)]Ix;]l. Odtud jiZ prvni tvrzeni snadno plyne. Dile,

pro £ C 2 méfitelnouje | [ f du| = | X7_y w(A; 0 E)x; || = 372y w4 0 Bl Il = [g I f 1l dp.
O

LEMMA 25. Necht’ (£2, |1) je prostor s mirou, X je Banachiiv prostor, f € E(2,X)a f,: 2 — X,
n € N je posloupnost schodovitych zobrazeni takovd, Ze lim, o [o|l fu(t) — f ()|l diu(t) = 0. Pak pro
kazdou méfitelnou E C 2 existuje lim,_, o || g Jndu. Navic je-li g,: 2 — X, n € N posloupnost
schodovitych zobrazeni se stejnou viasmosti, jako md { f,}, pak im, oo [ &n dpt = lim, oo [ fu dpt.

DUKAZ. Uvédomme si, Ze z predpokladu specidlné plyne, Ze funkce || f, — f || jsou méfitelné. Prom,n € N
je diky Vété[22]a Lemmatu 24]

[ = ]|

S/(||fm—f||+||f—fn||)du=/IIfm—fIIdM+f||f—fn||dM-
2 2 2

[E (o — fu) du

Sfllfm—fnllduffIIfm—ntIdMS
E 22

Odtud plyne, Ze posloupnost { [, f, du}o2; je cauchyovskd v X, a protoZe X je tiplny, md tam limitu.
Dokazme nyni druhou ¢ast tvrzeni. Posloupnost {/,} definovand jako hy,—1 = fu, hon = gn pro
n € N md stejnou vlastnost jako { f,}, podle prvni ¢isti tedy posloupnost { [ h, du}5>,; ma limitu v X
Posloupnosti { [ fn du}s, a {5 gn di}o2; jsou z ni oviem vybrané, takZe museji mit stejnou limitu,
O

Predchozi lemma ndm umoZiuje definovat Bochnertiv integral jako limitu integralti ze schodovitych
zobrazeni.

DEFINICE 26. Necht' (£2, 1) je prostor s mirou, X je Banachiv prostor a f € Z£(82, X). Rekneme, Ze
f je bochnerovsky integrovatelné, pokud existuje posloupnost f,: §2 — X, n € N schodovitych zobrazeni
takovd, Ze lim, o0 [o || fn — f Il diw = 0. Pro kaZdou méfitelnou E C §2 pak definujeme Bochnerdv integrél

f pres E jako
/fd,u: lim / fndu.
E n—oo JE

Diky Lemmatu 25|je definice korektni, nebot’ limita existuje a je nezavisla na volbé posloupnosti { f,, }.
Vsimnéme si, Ze z definice pfimo plyne, Ze je-li u Gplnd, f € A£(£2, X) je bochnerovsky integrovatelné
age E(£2,X) jetakové, Ze g = f s. v., pak g je téZ bochnerovsky integrovatelné a [, gdu = [ fdu
pro kazdou méfitelnou E C 2.

Nasledujici véta udava uziteCnou charakterizaci bochnerovsky integrovatelnych funkci.

VETA 27. Necht’ (52, j4) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachiiv prostor a f € E(82, X). Pak [ je
bochnerovsky integrovatelné, pravé kdy? je silné méritelné a || f || je lebesgueovsky integrovatelnd. V tom
pripadé je ”fE f d,uH < [g Il f 1l d pro kaZdou méFitelnou E C 2.

DUKAZ. = Necht' { f,} je posloupnost schodovitych zobrazeni z definice [, f du. Pak posloupnost funkci
{t = || fu — fI(2)}52, konverguje k O v prostoru L; (). TudiZ existuje vybrand posloupnost { f,, } takovd,
ze || fo, — f || = 0bodové s. v. ([R, Véta 3.12]), neboli f,, — f bodové s. v. Tedy f je silné méfitelné.

Dile funkce || /| je nezdpornd méfitelnd (Lemmal6), tedy jeji Lebesgueiv integral existuje. TéZ existuje
n € N takové, ze [oll fu — flldu < +oo. takze [ollfIldi = [oll full due + [oll fo = flldu < +ov,
pficemZ konecnost pfedposledniho integrdlu plyne z Lemmatu

Kone¢né, necht’ E C £2 je méfitelnd. Pak | [ fudi| < [z |l full dit < 400 pro kazdé n € N dle Lem-
matu Vyraz vlevo konverguje dle definice k || [ / dje|. Pro vyraz vpravoje | [ || full dp — [ 11 £ | dpe| <

Jell Bl =10 dp < [l fu= fldpe < [oll fu — 1l dw — 0. Odtud plyne, Ze | [ f d| < [z I/ ] dps.
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< Necht' f,,: 2 — X, n € N je posloupnost jednoduchych méfitelnych zobrazeni a E C £2 nulové
miry takova, Ze f, — f bodovéna 2 \ E.Prot € £2 definujme

Ju(®)  pokud || fn ()] = 2] F (D],

) =
gn(0) 0 jinak.

Pak g, je zjevné jednoduché méfitelné zobrazeni (mnozina {t e 2; || < 2| f (z‘)||} je méfitelnd),
pro které || g, || < 2||f||. Odtud plyne, Ze ||g,| je lebesgueovsky integrovatelnd, a tedy g, je schodovité
(Lemma[24)). Snadno si rozmyslime, Ze ||g,(1)— f(t)|| — Oprot € 2\ E:Je-li f(t) = 0, pak g,(¢t) = 0 pro
kazdé n € N. Jinak je || f,(¢)|| < 2|/ f(¢)| pro vSechna dost velka n, a tedy pro tato n je g,(t) = f,(t) —
f(@).Jelikoz [lgn = f < gall + L/ | = 3]/ Il, z Lebesgueovy véty plyne, Ze lim [ lgn — f | dp = 0.

O

Je-li X = K, pak pojem siln¢ méfitelné a méfitelné funkce do X splyva. Z predchozi véty a z nerovnosti
|[ fuduw— [ fdu| < [|fa — f1dp pro Lebesgueiiv integrl tedy specidlné plyne, Ze ve skaldrnim pfipadé
je Bochnertiv integral totéZ jako Lebesguetv.

VETA 28. Necht’ (2, ju) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostor nad K, f,g € £(£2, X)
Jsou bochnerovsky integrovatelnd a o € K. Pak zobrazeni f + g a af jsou bochnerovsky integrovatelnd

a[p(f+g)du=[p fdu+ [pgdua [paf du =«a [, f du pro kazdou méFitelnou E C 2.

DUKAZ. Necht { f,} a {g,} jsou posloupnosti schodovitych zobrazeni takové, ze [, || fu — fldu — 0
a [ollgn — flldu — 0. Zobrazeni f, + g, a af, jsou schodovité dle Véty Zobrazeni f 4+ g aaf jsou
silné méfitelnd dle Véty 27)a Disledku[10] takZe funkce || f, + g» — (f + &) a |loef — otf || jsou méfitelné
dle Diisledku [10]a Lemmatu[6] Dale [yl fu + gn — (f + @) dpt < [l fo — flldp + [ollgn — gl dp — 0
a [ollafu—af | du = |a| [oll fu—f || di — 0. Odtud plyne, Ze f+g acf jsou bochnerovsky integrovatelna
a (téZ s vyuzitim Véty 22)) Ze plati piislusné vzorce.

O

VETA 29 (o majorizované konvergenci). Necht’ (§2, i) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachitv prostor
a{fu} C E(£2, X) je posloupnost silné méritelnych zobrazeni. Necht' [ € E(S2, X) je takové, Ze f, — f
bodové s. v., a necht’ g € L1() je takovd, Ze pro kazdé n € N je || f,(¢)|| < g(t) pros. v.t € §2. Pak f, i
f jsou bochnerovsky integrovatelnd a nll)rrc}o Joll fu = flldiw = 0. Specidlné, [, f du = nll)ngo Jo fudu.

DUKAZ. Zobrazeni f je silné méfitelné dle Disledku[8] Snadno nahlédneme, Ze || f(¢)|| < g(¢) pro s. v.
t € §2. Tedy zobrazeni f, i f jsou bochnerovsky integrovatelna dle Véty [27| JelikozZ pro s. v. ¢t € £2 plati, Ze
| fn(t) — f(t)]| <2g(t) prokazdé n € N, tvrzeni plyne ihned z Lebesgueovy véty. Posledni ¢ast véty plyne

zodhadu || [ fodp — [ £ | < [oll fo — £l i, keery plati diky Vétdm 28/a[27]
O

VETA 30. Necht’ (§2, jv) je prostor s konec¢nou viplnou mirou, X je Banachiv prostor a { f,} C £(£2, X)
Je posloupnost silné méritelnych zobrazeni. Necht’ f € E(S2, X) je bochnerovsky integrovatelné takové, Ze
fo — f stejnomérnés. v. na 2. Pak [, fdu = lim [, fodpu.
n—>oo

DUKAZ. Necht' E C £2 je takova, ze u(£2 \ E) = 0a f, — f stejnomérné na E. Ddle necht’ ng € N je
takové, Ze supg || fu — f| < 1 pron = no. Pak pron = ng je || fu | = | /n (@) = fFOI + /O] = g(1)
prot € E,kde g = || f|| + 1, coZ je integrovatelnd funkce diky V&té[27]a kone¢nosti miry . MiiZeme tedy
pouZzit Vétu 29

O

7. Veéty [2'7|a z absolutni spojitosti Lebesgueova integralu ([R], cviceni 1.12]) ihned dostavame nésledujici
vétu:

VETA 31 (absolutni spojitost Bochnerova integrdlu). Necht’ (£2, i) je prostor s iplnou mirou, X je
Banachiv prostor a f € &E(S2, X) je bochnerovsky integrovatelné. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje § > 0
takové, Ze || [ f du| < & kdykoli E C 82 je takovd, Ze u(E) < 8.
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VETA 32. Necht’ (2, jb) je prostor s viplnou mirou, X a Y jsou Banachovy prostory, f € K(S2,X)
je bochnerovsky integrovatelné a T € £(X,Y). Pak T o f je bochnerovsky integrovatelné a pro kaZdou

méritelnou E C §2 plati, Ze
/TOfd,bL:T(/fd,LL)
E E

DUKAz. Predpokladejme nejprve, Ze f je schodovité. Necht' f = Z;;l X4,%j, kde A; jsou po dvou
disjunktni a x; jsou po dvou rizné a nenulové. Pak 7' o f = Z;-':l x4, T (x;), odkud snadno plyne, ze T o f
je schodovité. Dédle [ T o fdu = Y"7_ u(4; N EYT(xj) = T(X]_ m(A; N E)x;) = T(f f dp).

Dokazme nyni obecny pripad. Diky spojitosti 7" snadno nahlédneme, Ze zobrazeni T o f je silné
méfitelné. Necht' { £} je posloupnost schodovitych zobrazeni z definice [, f du.Pak {T'o f,} je posloupnost
schodovitych zobrazeni a

/||Tofn—TOf||dM=/||T(fn(t)—f(t))||du§/||T||-||fn—f||du= ||T||/||fn—f||du—>0-
22 22 22 2

Zobrazeni T o f je tedy bochnerovsky integrovatelné a pro kazdou méfitelnou E C §2 diky predchozimu
odstavci a spojitosti 7" dostdvame, Ze

/ETofd,u:nli)ngo ETofnd/L:nli)ngoT(/Efndu):T(nli)n;o/Efndu)zT(/Efdu).

FAKT 33. Necht’ (£2, u) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachiiv prostor, x € X a f € Ly(u). Pak
[ f(O)xdu(t) = ([ f du)x pro kazdou méFitelnou E C S2.

DUKAZ. Definujme 7T: K — X pfedpisem 7'(s) = sx. Pak T € £(K, X). Tvrzeni tedy plyne z Véty [32]
O

O

PRIKLAD 34. Necht' (§2, ) je prostor s uplnou mirou a f € A(£2,K"). Oznatme f1,..., f, €
A (£2,K) komponenty zobrazeni f,tj. f = (f1,..., fu). Pak f je silné méfitelné, pravé kdyz f1,..., fu
jsou méfitelné a f je bochnerovsky integrovatelné, pravé kdyz fi,..., f, € L1(n). V tom pripad¢ pak
fgfd“ = (fg fld/‘l“’"'9f_Q fndl'L)-

Vskutku, predné si uvédomme, ze K" je separabilni, a tedy pojmy silné méfitelnosti a méfitelnosti
splyvaji. OznaCme ey, ..., e, kanonickou bazi K” a ¢y, ..., ¢, souradnicové funkciondly na K”. Je-li f
méfitelné, pak f; = ¢; o f je téZ méfitelna diky spojitosti ¢;. Je-li navic f bochnerovsky integrovatelné,
pak integrovatelnost f; spolu se vzorcem pro [, f du plyne z Véty

Obrécené, jsou-li fi,..., f, méfitelné, pak t — f;(¢)e; je méfitelné, nebot’ s — se; je spojité. Protoze
f(@) = Z;l=1 fi(t)ej, je f (siln¢) méfitelné, jakoZto soucet (siln€) méfitelnych zobrazeni (Disledek .
Jsou-li navic fi,..., fu € L1(u), pak z Faktu[33|plyne bochnerovska integrovatelnost zobrazeni ¢ > f;(t)e;
a integrovatelnost f plyne z linearity Bochnerova integralu (Véta[28).

o

PRIKLAD 35. Necht' I" je libovolnd neprazdnd mnozina, u je aritmetickd mirana I" a X je Banachiv
prostor. Pak f: I" — X je bochnerovsky integrovatelné, pravé kdyz je zobecnéna fada Zye r f(y) absolutné
konvergentni. V tom piipadé je [ fdu = 2er S

Vskutku, predpokladejme, Ze f je bochnerovsky integrovatelné. Je-li F C I" konecna, pak Zye FllfWI =|
Jel Flidi < [oll £l dp, takZe i sup{}" [l f()Il; F C T konetnd} < [o|lflldu < +oo (VEa7).
Zobecnénd fada ) . f(y) je tedy absolutné konvergentni dle Tvrzen{

Opacné, je-li fada Zyef || f(v)]|| konvergentni, pak dle Véty d) je mnozina {y € I'; f(y) # 0}
spocetnd; necht’ {y,} C I je libovolnd prostd posloupnost obsahujici v§echny jeji prvky. Polozme f, =
Xvioyat [ - Pak f, jsou schodovitd zobrazenia f, — f bodové. Tedy f je silné méfitelné. Dle Leviovy véty

o monoténni konvergenci a Véty e)je [pllfIldw = limy oo [pll full dpe = limy o0 37 | f ()|l =
Y ,er /()| < +oo, takZe f je bochnerovsky integrovatelné (Véta[27).
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Konetné, protoZe || /()| < | f(y)| pro kazdé y € I', dle V&t 29} b) a e)je [r fdu =
im [, fudp =1m 37, f(v;) = X er f()-

<

VETA 36. Necht’ (§2, i) je prostor s viplnou mirou, X je Banachitv prostor a f € E(S2, X) je bochne-
rovsky integrovatelné. Je-li [ f du = 0 pro kazdou méFitelnou E C 2, pak f = 0. v.

DUKAZ. Necht ¢ € X*. Pak dle Vétyjedb of eLi(wafyz¢o fdu=¢([; fdu)=0prokazdou
méfitelnou £ C £2. To znamend, Ze ¢ o f = 0s. v. ([R, Véta 1.39(b)]). Tedy f = 0s. v. dle Tvrzeni
O

VETA 37. Necht’ (§2, i) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostor a f € AE(S2, X) je bochne-
rovsky integrovatelné. Pak pro kaZdou E C S2 kladné miry je

1 _
M[Efd,u e conv f(E).

DUKAZ. Piedpoklddejme, Ze tvizeni neplati, tj. x = 5 [ f diu ¢ conv f(E). Dle Véty b) existuje
¢ € X* takové, Ze @ = supp Regp o f < Re¢(x). Je-li u(E) < +oo, pak diky VEt&[32plati, Ze

1 1 1
a<Re¢(x)—Re(m/E¢ofdu)_M/ERegbofdugm Eozd,u—a,

coz je spor. Je-li u(E) = +o00, pak x = 0, takze o < ¢(0) = 0. Je tedy (znovu diky Vété|32))

—oo<Re¢(/Efd,u)=/ERe¢ofdM§/Eozd/L=—oo,

COZ je opét spor.
O

VETA 38. Necht’ (82, i) je prostor s iplnou mirou, Y je Banachuv prostor, P je metricky prostor, xo € P
a f: P x 82 — Y. Pfedpoklddejme, Ze t — f(x,t) je silné méFitelné pro kaZdé x € P a x — f(x,t) je
Spojité v xg pro s. v. t € §2. Ddle predpokldadejme, Ze existuje g € Li(u) takovd, Ze pro kazdé x € P je
| f(x.0)|| < g(t) pros.v.t € 2. Pak zobrazeni F: P — Y, F(x) = [, f(x,1)du(t) je spojité v x,.

DUKAZ. Necht’ {x,} C P je libovolnd posloupnost konvergujici k xo. Pron € N definujme f,: 2 — Y
predpisem f,(t) = f(x,,t). Pak zobrazeni f, jsou silné¢ méfitelna, f,(t) — f(xo,?) pros. v.t €
2 apro kazdé n € N je | fu(?)|| < g(t) pros. v. t € 2. Dle Véty 29 je tedy lim,— o0 F(x,) =
limy, 0 f_Q Ja@)dp(r) = f_Q S (xo0,0)du(t) = F(xo)-

O

VETA 39 (Fubiniova véta pro Bochnertv integral). Necht’ (£21, ju1) a (§22, i12) jsou prostory se o-ko-
necnymi uplnymi mirami a necht’ v je ziiplnénim soucinové miry jt1 X (. Necht’ X je Banachiiv prostor a
f € E(82) x §25, X) je bochnerovsky integrovatelné vzhledem k v. Potom pro [i1-s. v. s € §21 je zobrazeni
t — f(s,t) bochnerovsky integrovatelné na §2,, pro jLy-s. v. t € §2, je zobrazeni s — f(s,t) bochnerovsky
integrovatelné na $2; zobrazeni Y1 (s) = [ f(s,t) dua(t) a Y2(t) = [ f(s,1) dii(s) definovand s. v.
na §21, resp. §2, jsou bochnerovsky integrovatelnd a

Yiduy = fdv= [ Yrdu,.
2 21x2; 2
DUKAZ. Zjevné stati dokdzat &ast véty tykajici se ¥y, které budeme nadéle znadit . Rezy zobrazeni
budeme znacit takto: f*(t) = f(s,t) pros € §2;. Podle Lemmatu [f]existuji separabilni uzavieny podprostor
Y C X amnoZina N C £2; x £, tak, Ze v(N) = 0 a f(§2; x 2, \ N) C Y. Dle Disledku [6.116|
a Tvrzeni [6.119a) je (By+, w*) metrizovatelny kompakt, tedy existuje spocetnd {¢,} C By, kterd je
w*-husta v By«. Diky Fubiniové vété pro Lebesguetv integrdl pouZzité na funkce yn a || f | existuje
Ey C $21 takova, Ze u1(82; \ Eo) = 0 a pro kazdé s € Ej plati, Ze ur(N°¥) = 0, kde N* = {t € §2;;
(s,t) € N}, funkce || f||* je integrovatelna na §2, a funkce g(u) = fﬂz | £ |* du, je integrovatelnd na £2;.
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Dale pro kazdé n € N je funkce ¢, o f méfitelnd vzhledem k v, a tedy existuje £, C £2; takovd, Ze
p1(21\ Ex) =0agy o f5 = (¢no f)* je to-méfitelnd pro kazdé s € E,. Polozme E = (,—, E,. Pak
w1(821\ E) = 0.Je-lis € E,pak f(£2, \ N°) C Y aprokazdén € N je ¢, o f*° méfitelnd. Tedy dle
Véty|17|je f* silné méfitelné na §2,. Dale je || f*|| = || f||*, atedy f* je bochnerovsky integrovatelné na
2, dle Véty 27]

Pros € Eje y(s) = [o, f*dpa = [g,\ns [*dpa € Y. Je-li nyni ¢ € X*, pak dle Véty je
oy (s) = o, ¢of*dua = [ (¢of)* duspros € E. Nadruhou stranu, ¢o f € L;(v) (Véta, a tedy
dle Fubiniovy véty pro Lebesguetv integrél je funkce ¥4 (s) = [ o,(@0 f)* du definovand s. v. na §21, je tam
integrovatelnd a fﬂl Ve du = /91 2> ¢o f dv. Tedy specidlné ¢poyy = Y4 s. v. na £21, odkud plyne, Ze ¢poyy
je méfitelnd na £2,. Dle Véty je tedy v silné méfitelné na £2,. Déle je ||y (s)| < f_Qz | /5] dua = g(s)
pro s € E, odkud plyne, Ze ¥ je bochnerovsky integrovatelné (Véta|27/)).

Kone¢né, pro kazdé ¢ € X* je ¢ ([, v dp1) = [, dovdis = [o Yedur = [ o ¢ fdv =
¢( /, 21%2> f dv), pficemz jsme dvakrat vyuzili Vétu ProtoZze X* oddéluje body X, plyne odtud, Ze

le wdul = fQ]Xszdv'
O

3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

V tomto oddilu zavedeme vektorovou analogii skaldrnich Lebesgueovych prostort L.

DEFINICE 40. Necht' (£2, ) je prostor s Giplnou mirou, X je Banachiiv prostora 1 < p < oo. Symbolem
L,(w, X) ozna¢ime mnoZinu vSech silné méfitelnych zobrazeni z £(2, X) takovych, Ze || f|| € Ly(w),
faktorizovanou podle rovnosti p-s. v.

Dile pro f € Lp(ut, X) definujeme || £z, = [t = 1S O], )

Vsimnéme si, Ze podle Véty [27|je L, (u, X) mnoZina vSech bochnerovsky integrovatelnych zobrazen{
z B($2,X).

VETA 41. Necht’ (2, i) je prostor s vuplnou mirou, X je Banachitv prostoral < p < oo.

(a) Ly(i, X) je Banachiiv prostor s normou || f ||, u,x)-
(b) Je-li X Hilbertuv prostor, pak L,(ju, X) je Hilbertiiv prostor se skaldrnim soucinem

8 Loy = /9 (F(1). (1)) dp.

DUKAZ. (a) Necht' f,g € L,(, X) aa € K. Zobrazeni f + g aaf jsou silné méfitelna (Disledek [10).
Dile || £l llgll € Lp(n), takZe i || /|| + [lgll € Lp(u). Protoze 0 < || f + gl < | f|| + [[g]l. plyne odtud,
e | f +gll € Lo a [If + gl g = 111+ 0gll,, g0 < 1AL, g + (181, - Podobng,

Hef I, g0 = Nl 1, = lel[1£1],, 0 Konetng, je-ti |L£ 12,61 = 0. pak [ £]] = 0. v.
atedy f = 0s.v. Toznamend, Ze L, (i, X) je vektorovy prostora f + || f||z, (., x) je normana L, (u, X).
Diikaz tplnosti je slovo od slova stejny jako diikaz pro L,(n) v [R], Véta 3.11], zaménime-li v§echny vyskyty
absolutni hodnoty za normu v X.

(b) Zvolme pevné f,g € L,(u, X) a ukazme, ze funkce t — (f(¢), g(¢)) je méfitelnd. Diky spoji-
tosti funkce (-,-): X x X — K (Tvrzeni [I.86(b)) stati ukdzat m&fitelnost zobrazeni ¥: 2 — X x X,
U(t) = (f(t),g(t)). Po odstranéni mnoziny nulové miry a pfejmenovani mizeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, Ze f, g jsou definovdna na 2, jsou méfitelnd ve smyslu o-algeber a zobrazuji po fadé do
separabilnich podprostord Y a Z. Prostor Y x Z je separabilni metricky prostor, ma tedy bazi otevienych
mnozin skladajici se ze spocetného systému mnozin tvaru U(x,r) x U(y,r). Staci tedy ukazat, ze vzor
libovolné mnoZiny U(x,r) x U(y,r) C Y x Z pfi zobrazeni ¥ je méfitelnd mnoZina. To je ale zfejmé z
toho, Ze =1 (U(x,r) x U(y,r)) = f~1(U(x,r)) N g~ (U(y,r)).
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Déle z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (Tvrzeni|1.83) dostavame, Ze |{ f(z), g(t))| < || f(®)|l]lg@)]|
prokazdé ¢ € £2.Z Holderovy nerovnosti tedy plyne,ze t — ( f(¢), g(¢)) € L1(u),takze vyraz ( f, 8)r,(u,x)
je dobte definovan. Fakt, Ze uvedeny vzorec ddva skaldrni soucin, ktery navic generuje kanonickou normu na

L,(p, X), je nyni snadno vidét.
O

VETA 42. Necht’ (§2, i) je prostor s uplnou mirou, X je Banachitv prostoral < p < oo.

(a) MnoZina schodovitych zobrazeni z §2 do X je hustd v L,(u, X).
(b) Jsou-li X i L,(1) separabilni, je L,(j, X) také separabilni.

DUKAZ. (a) Dikaz je prakticky shodny s dikazem Véty 27, kde se vlastné dokazuje pfipad p = 1: Necht’
f € Ly(u, X). Necht’ f,: £2 — X,n € N je posloupnost jednoduchych méfitelnych zobrazenia £ C £2
nulové miry takova, Ze f, — f bodovéna £2 \ E. Prot € §2 definujme

Ju(®)  pokud || fn ()]l = 2| F(D)]].

) =
gn(0) 0 jinak.

Pak g, je zjevné jednoduché méfitelné zobrazeni, pro které || g,| < 2| .f|. Odtud plyne, Ze | g.||? je
lebesgueovsky integrovatelnd, a tedy podobné jako v Lemmatu [24] si 1ze rozmyslet, Ze g, je schodovité.
Dale || f(t) — gn(®)|| > Oprot € 2\ E: Je-li f(t) = 0, pak g,(t) = 0 pro kazdé n € N. Jinak
je | @ < 2||f(@)] pro vSechna dost velkd n, a tedy pro tato n je g,(¢t) = f,(t) — f(t). Jelikoz
If = &nll” = (IS + llgn)? < 371Lf |17, z Lebesgueovy véty plyne, Ze lim [ollgn — f 117 dj = 0.

(b) Mnozina A = {yg; E C £2,u(E) < 400} je podmnoZina separabilnitho metrického prostoru
L,(w), tedy existuje spocetnd & C {E C £2; n(E) < +oo} takovd, Zze {yg; E € &} je husti v A
v metrice prostoru L,(u). Dile existuje spocetnd Q C X hustd v X. Snadno nahlédneme, Ze mnoZina vSech
schodovitych zobrazeni z §2 do X tvaru 27=1 XE;Xj, kde E; € € ax; € Q, je spocetnd. Dle (a) staci
ukdzat, Ze tato mnoZina je hustd v mnoZiné€ vSech schodovitych zobrazeni z 2 do X v metrice prostoru
LP (,LL, X)

Necht’ tedy f: £2 — X je schodovité, f = 27=1 X4,;Xj, kde u(A;) < +o0, a necht ¢ € (0, 1).
PoloZzme M = max{||x1|| + 1o xall + Lllxa s - - ||XA11||Lp(M)}‘ Pak existuji By,...,B, € &
ayr,....yn € Qtak, Ze || xa;, — x8; |L,(w) < 537, allX; — ¥jll < 537, pro viechna j € {1,...,n}. Tudiz

n
Hf = X8V
j=1

n
<Y lxaxi = 18, Yillax) <

n
> a; X — 18, 7)

j=1

LP(H’aX)

n
<Y (lxayx = xa; 35 Ly + Ixa, i — x8, Vi lLyx) =
j=1

= > (I = 00, |y o + 950 s = 23,0, ) =
j=1

n
= (7 = il lxay lepao + 1951 lxa, = x8;lz,00) <
j=1

" £ £
< M+ M ): .
;(2Mn + 2Mn ¢




Kapitola 9

Hlubsi vlastnosti lokalné konvexnich topologii,
slaba kompaktnost

1. Kompaktni konvexni mnoziny

DEFINICE 1. Necht' C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru. Rekneme, Ze x € C je extre-
malnim bodem mnoziny C, jestliZze x neni vnitinim bodem zadné usecky lezici v C, tj. pokud u,v € C
ax = Au+ (1 —A)v prongjaké A € (0, 1), pak u = v. Mnozinu vSech extremdlnich bodi C znac¢ime ext C.

Snadno si lze rozmyslet, Ze x € ext C, pravé kdyZ x nenf sttedem Zadné nedegenerované usecky leZici
v C, apravé kdyz C \ {x} je konvexni.

Uvédomme si, Ze pokud A je podmnoZina vektorového prostoru, pak extconv A C A. Vskutku, je-
lix € convAd\ A, pak x = > 7'_ Aixi,kden > 1, x1,...,X, € A, A1, hy > 0a ) i A = 1.
Bez djmy na obecnosti miZzeme predpoklddat, Ze x; ¢ conv{xa, ..., x,}. PoloZzime-li u = Y 7_, A;, pak
y=> i, %xi econvA,x = A1x; + pny ax; # y,takZe x ¢ extconv A.

Dale je-li C konvexni podmnoZzina topologického vektorového prostoru X, pak ext C C dC. Vskutku,
je-li x € IntC, pak existuje U vyvazené okoli 0 takové, Zze x + U C C. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme
predpoklddat, Ze X je netrivialni, takze existuje y € U, y # 0 (U je pohlcujici). Pak tsecka s krajnimi body
x+ yax—yleziv C ax jejeji vnitini bod, takZe x ¢ extC.

Ne kazd4 uzaviena konvexni mnoZina mé né&jaky extremalni bod: stalf vzit napt. libovolnou pfimku v R?.
Extreméalni body tedy hraji roli pfedevsim pfi studiu uzavienych omezenych konvexnich mnozin.

PRIKLAD 2. Extremélnimi body uzavieného Ctverce v roving€ jsou prave jeho vrcholy. Extremdlnimi
body uzavieného kruhu v roviné jsou pravé body jeho hrani¢ni kruznice.
o

Pfipomenme, Ze afinni podprostor vektorového prostoru X je mnoZina tvaru x + Y, kde x € X
a Y je vektorovy podprostor X. Afinni zobrazeni mezi vektorovymi prostory X a Y je zobrazeni tvaru
x+>a+ L(x),kde L: X — Y jelinearni aa € Y. Posunuti zachovava konvexitu, takZe obrazem i vzorem
konvexni mnoZiny pfi afinnim zobrazeni je opét konvexni mnoZina.

DEFINICE 3. Necht' C je konvexni podmnoZina redlného vektorového prostoru X. Afinni nadrovina
W C X se nazyva opérnou nadrovinou mnoziny C (v bodé x € C), pokud W N C # @ (resp.x € W N C)
a C lezi celd v jednom z poloprostort uréenych W (tj. existuji nenulova linearni forma f na X a« € R tak,
7eW = f~(a)asupe f < ).

FAKT 4. Necht’ C je konvexni mnoZina ve vektorovém prostoru X .

(a) Je-li B C C konvexni, pak B NextC C ext B.

(b) Je-li Y vektorovy prostora T': X — Y afinni zobrazeni, pak T zachovdvd konvexni kombinace. Je-li T
prosté, pak ext T(C) = T (extC).

(c) Je-li X redlny a W C X opérnd nadrovina mnoZiny C, pak ext(C N W) = W NextC.

DUKAZ. (a) Necht’ x € B NextC. Pak x neni vnitinim bodem Zadné usecky lezici v C, a tedy ani v B,
takZe x € ext B.

(b)Necht T =a+ L,kdea € Y aL: X — Y jelinedrni. Pak T (D}, A;ix;) = a+ Y i AiL(x;) =
S Ai(a+ L(x;)) = Y AT (x;) kdykoli Y.7_, A; = 1ax; € X. Je-li T prosté, pak pro kazdou
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nedegenerovanou usecku [x, y] C C je T bijekce mezi [x, y] a nedegenerovanou useckou [T (x), T'(y)]
v T(C). Odtud jiz rovnost ext T(C) = T (ext C) snadno plyne.

(c)Dplynez(@proB=CnNnW.

C Necht @ € R a f je linedrni forma na X takovd, z2e W = f~!(«) asup. f < a. Necht z €
ext(C N W).Jsou-li x, y € C takové, 7e 7 = %x + % ¥, pak x, y € W.V opacném piipadé by totiz platilo,
Zea = f(z) = %f(x) + %f(y) < o, coz je spor. To ale znamend, Ze x = y = z, neboli z € extC.

O

VETA 5. E]Je—li C kompaktni konvexni podmnoZina R", pak kazdy bod mnoZiny C je konvexni kombinact
nejvyse n + 1 extremdlnich bodit mnoZiny C. Tedy C = convextC.

V diikazu vyuZzijeme nasledujici lemma:
LEMMA 6. Necht' C C R”" je konvexni. Pak bud’to Int C # @, nebo C leZi v néjaké afinni nadroviné v R”.

DUKAZ. Predpokladejme, Zze C lezi v afinni nadroving€ W. Je-li x vnitini bod C, pak R” = span(C — x) C
W — x, nebot’ okoli 0 je pohlcujici a W — x je nadrovina. To je spor.

Na druhou stranu, necht’ C neleZi v Zadné afinni nadroviné. Bez Gjmy na obecnosti miZeme predpo-
kladat, ze 0 € C, a tedy span C = R”". Pak existuji linedrné nezavislé vektory xq,...,x, € C. Linedrni
zobrazeni T: R" — R”, T'(e;) = x;, kde ey, ..., e, jsou kanonické bazové vektory v R”, je izomorfis-
mus (Véta . Oznacme A = conv{0,eq,...,e,} = {t € [0, 1]%; Z;’zl t; < 1}. Snadno spocteme, Ze
B ((ﬁ, ceeh % , ﬁ) C A (koule v normé ||| «0), takZe A ma neprazdny vnitfek. Protoze T(A) C C, ma
i C neprazdny vnitiek.

O

DUKAz VETY[3l Bez 4jmy na obecnosti piedpokladejme, ze C # @. Dikaz provedeme indukci podle n.
Pron = 1 je C uzavieny interval a tvrzeni je tak ziejmé. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro dimenzi
n — 1 anecht C C R”. Pfedpoklddejme nejprve, Ze Int C = 9. Podle Lemmatu [6|leZi C v néjaké afinni
nadroving W . Pak existuje afinnf bijekce T : R"~! — W, ktera je homeomorfismus (Véta . Mnozina
T-1(C) c R"! je kompaktni a konvexni, takZe miizeme vyuZit indukéniho predpokladu v R”~!. Tvrzen{
véty pro C pak plyne z Faktu [{(b).

Necht' nyni IntC # @ a x € C.Je-li x € dC, pak podle odd&lovaci véty (Véta[6.68(a)) pouZité na
mnoZiny Int C a {x} a podle Tvrzeni[6.12]e) existuje f € (R")* takovy, Ze f(y) <« = f(x) pro kazdé
y € C,neboli W = f~!(«) je opérnd nadrovina mnoZiny C v bodé x. Podle indukéniho predpokladu (vizte
argument vyse) je x konvexni kombinaci nejvyse n extremalnich bodti kompaktni konvexni mnoziny C N W,
coZ jsou podle Faktu (c) téz extremdlni body C.

Zbyva pripad, kdy x € IntC. Protoze 0C # @ (v opacném piipadé by C i R” \ C byly uzaviené,
a tedy C by byla obojetnd, coZ neni moZné), dle predchoziho existuje z; € ext C. Pfimka prochdzejici
body z; a x protind kompaktni konvexni mnozinu C v dsecce [z1, ], kde y € dC. Podle predchoziho je y
konvexni kombinaci nejvyse n extremalnich bodt z,, ..., zx mnoziny C. Tedy y = Zf:z a;Z;,kdea; >0
a Z;-‘:z oj = 1.Ddle x = ay + (1 —a)z; proné&jaké o € (0, 1), takZze x = Zj;z ooz + (1 —a)zy, coz
je konvexni kombinace k < n + 1 extremdlnich bodid z, ..., Zk.

O

DUSLEDEK 7. Je-li A C R" a x € conv A, pak existuje nejvyse (n + 1)-prvkovd podmnoZina B C A
takovd, Ze x € conv B.
DUKAZ. Necht x = Y /-, o;x; je konvexni kombinace prvkd z A. MnoZina C = conv{xy,...,Xnm} je
kompaktni (je spojitym obrazem kompaktni mnoziny {)L e 0,11 Y A = l} pri zobrazeni A +—
> UL, Aix;), takZe podle Véty je x € conv B, kde B C extC ma nejvySe n + 1 prvka. Ale extC C

{X1,...,xm} C A.
O

DUSLEDEK 8. Necht’ K C R” je kompaktni. Pak conv K je téZ kompaktni.
'H. Minkowski v R3 (nejpozdéji 1909), v R” pak C. Carathéodory (1911) a Ernst Steinitz (1913).
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DUKAZ. Polozme A = {1 € [0, 1]"*1; ST A = 1}. Pak A je kompaktni podmnoZina R”*!. Definujme
zobrazeni @ : Ax K"+1 — R” piedpisem @(A, x1, ..., Xpp1) = Yooy Aixi. Pak @ je spojité, a tedy Rng @
je kompaktni. Podle Disledku (7|je conv K C Rng @ C conv K, takZe conv K = Rng @ je kompaktni.

O

V nekonecnérozmérnych prostorech mame nésledujici verzi:

TVRZENI 9. Necht’” X je Fréchetitv prostor a K C X je kompaktni. Pak conv K a aconv K jsou
kompaktni.

DUKAZ. MnoZina K je totdlné omezend (Tvrzeni[6.28)), takZe i conv K je totdlné omezeny (Tvrzeni
[6.65[b) a[6.27](e)). Necht’ p je translaéné invariantni Gplnd metrika generujici topologii X . Dle Faktu je
conv K totdlné omezeny v metrice p. Navic je conv K uzavieny, a tedy dplny v metrice p. To znamena, Ze je
kompaktni.

Déle polozme L = Ulalsl aK. Pak L je vyvéazend a kompaktni (je spojitym obrazem kompaktu
Bk (0, 1) x K pri spojitém zobrazeni («, x) — ax), takze podle predchoziho je conv L kompaktni. ProtoZe
aconv K C conv L (Tvrzeni|6.106] Fakt|6.44{(a)), je i aconv K kompaktni.

O

Priklad [6.66| ukazuje, Ze bez lokdln{ konvexity pfedchozi tvrzeni neplati.
V nekonecnérozmérnych prostorech je situace kolem extremdlnich bodl ponékud komplikovanéjsi.

PRIKLAD 10. Jednotkova koule v ¢y nema zZadny extremdlni bod. Je-li totiz z € B,, libovolny bod, pak
existuje n € N takové, Ze |z, | < % Polozime-li x = z + %en ay =2z-— %en, kde e, je prisluSny kanonicky
bazovy vektor, pak x,y € Bey, x # y az = 3x + 3y, takZe z neni extremdlnim bodem B, .

o

DEFINICE 11. Necht' C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru. Rekneme, 7e neprazdnd E C C
je extremalni podmnozinou C, pokud Zadny bod E neni netrividlni konvexni kombinaci bodii z C, z nichZ
néktery lezi mimo FE, tj. je-liAx + (1 —A)y € E pronéjakd x,y € C aA € (0,1),pak x,y € E.

Vsimnéme si, Ze x je extremdlnim bodem C, pravé kdyZ {x} je extremalni podmnoZinou C. Déle je
snadno vidét, Ze sjednoceni, resp. neprazdny priinik libovolného systému extremalnich podmnoZzin C je opét
extremdlni podmnoZina C'.

PRIKLADY 12.

e Je-1i C konvexni podmnoZina vektorového prostoru, pak C a ext C jsou extremdlni podmnoZiny C
(jsou-li neprdzdné).

e Libovolna hrana uzavieného Ctverce v roviné, resp. sjednoceni libovolnych hran je jeho extremalni
podmnoZzinou.

e Je-li C konvexni podmnoZina redlného vektorového prostoru X a W je opérnd nadrovina C, pak
C N W je extremalni podmnozina C. Vskutku, necht’ f je nenulova linearni forma na X takova, Ze
W = f~Ya) asupc f < a. Piedpoklddejme, Ze u = Ax + (1 — L)y € C N W pro n&jakd x,y € C
aAde (0,1).Je-li f(x) <anebo f(y) <a,paka = f(u) =Af(x)+ (1 —21)f(y) < «, cozje
spor. Tedy x,y € W.

Dile pokud je navic X topologicky vektorovy prostor, pak C N W C dC: Necht x € C N W.
Predpokladejme, Ze x € IntC. Necht' e € X je takovy, Ze f(e) = 1. ProtoZe C — x je okolim 0,
mnozina C — x je pohlcujici, a tedy existuje ¢t > 0 takové, Ze te € C — x. Ale f(x + te) =
f(x)+tf(e) =a+1t > a,cozje spor.

e Je-li C uzaviend konvexni podmnoZina topologického vektorového prostoru, kterd mé neprazdny
vnitfek, pak dC je extremalni podmnoZinou C (je-li neprazdna). Vskutku, bez Gjmy na obecnosti
muiZeme predpokladat, Ze prostor je redlny. Pro kazdy bod x € dC existuje podle oddélovaci véty
(Vétal6.68|(a)) a Tvrzeni|6.12fe) opérné nadrovina C v bodé x (vizte téZ dikaz Véty[5). Tedy (i diky
druhé &ésti predchoziho bodu) dC = (J{C N W; W je opérnd nadrovina C} a miZeme pouZit
predchozi bod.
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<

DEFINICE 13. Necht' C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru. Rekneme, 7e funkce f: C — R
je konvexni, pokud pro kazdé x,y € C aA € [0, 1] plati, Ze f(Ax + (1 —A)y) <Af(x)+ (1 —=A)f(»).

LEMMA 14. Necht’ C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru, f: C — R je konvexni a E je
extremdlni podmnoZina C. Pak mnoZina bodu, ve kterych f nabyvd maxima na E, je bud’to prdzdnd, nebo
Jje to extremdlni podmnoZina C.

DUKAZ. Oznaéme F = {x € E; f(x) = maxg f} a pfedpoklddejme, Ze je neprazdnd. Ddle oznaCme
M = maxg f. Necht Ax + (1 — A)y € F pronéjakda x,y € C a A € (0,1). Pak dle predpokladu
x,y € E,Cili f(x) <M a f(y) < M.Pokud x nebo y nelezi v F, pak f(x) < M nebo f(y) < M, takze
M=fAx+ (1 —-21)y) <Af(x)+ (1 —A)f(y) < M, cozje spor. Tedy F je extremalni podmnoZina C.

O

Pripomenme, Ze systém mnoZin se nazyva centrovany, pokud kazdy jeho konecny podsystém ma4 ne-
prazdny prunik, a Ze centrovany systém uzavienych podmnozin kompaktniho prostoru ma neprazdny prunik.

LEMMA 15. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X * oddéluje body X (napr. Hausdorffitv
lokdlné konvexni prostor) a necht’ C C X je konvexni. Pak kaZdd kompaktni extremdlni podmnoZina C
obsahuje extremdlni bod C.

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Ze X je redlny. Uvédomme si, Ze X je Hausdorffiv,
nebot’ podle predpokladu je (X, w) Hausdorffiiv. Necht' E C C je kompaktni extremalni podmnozina C.
PoloZzme
K ={K C E; K je kompaktni extremalni podmnoZina C'}.

Pak (K, D) je ¢astecné usporddand mnoZina, kterd je neprazdnd (obsahuje E). Je-li R fetézec v K, pak
(\ker K je kompaktni extremdlni podmnoZina C (je neprdzdnd, nebot’ R je centrovany a K € K jsou
uzaviené diky Hausdorffovosti X), ktera je zjevné horni zdvorou R. Podle Zornova lemmatu tedy existuje
maximalni prvek F € K. Tvrdime, Ze F je jednobodova mnoZina (a tedy je to extremdlni bod C). Jsou-li
x,y € F,x # y, pak dle predpokladu existuje f € X* takovy, Ze f(x) < f(v). ProtoZze F je kompaktni,
nabyva f na F maxima, takZe dle Lemmatu|l4lje H = {z € F: f(z) = maxg f} extremalni podmnoZina
C. Dile je H zjevné uzaviend podmnoZina F, takZe je kompaktni. ProtoZze x ¢ H,je F 2 H, coZ je spor s
maximalitou F'.

O

Pripomenime, Ze redlnd funkce f na topologickém prostoru X se nazyva shora polospojitd, pokud pro
kazdé a € R je mnozina {x € X; f(x) > «} uzaviena.

VETA 16 (Bauerdv princip maxim. Necht' X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X* oddéluje
body X (napr. Hausdorffiiv lokdlné konvexni prostor), necht’ K C X je neprdzdnd kompaktni konvexni
mnoZina a f: K — R je shora polospojitd konvexni funkce. Pak f nabyvd maxima na K v extremdlnim
bodé K.

DUKAZ. Oznaéme M = {x € K; f(x) = maxg f}. Podle Tvrzeni|15.62|je M neprazdnd, takze podle
Lemmatu|14{je M extremdlni podmnoZina K. Déle je M zjevné uzaviend podmnoZina K, a tedy je kompaktni.
Podle Lemmatu [I5|obsahuje M extremélni bod K.

O

VETA 17 (Krejnova—Milmanov. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X* oddéluje
body X (napt. Hausdorffitv lokdlné konvexni prostor) a necht’ K C X je kompaktni a konvexni. Pak
K =convext K.

’Heinz Bauer (1958)

3Vétu dokazal Griffith Baley Price (1937) pro normové kompaktni mnoziny ve striktné konvexnich prostorech, Marko
Grigorovi¢ Krejn (Mapko I'puroposud Kpeiin) a David Pinchusovi¢ Milman (Jasua [MTuaxycoBuu Musbsman) (1940) a nezavisle
Késaku Yosida (77 H #1F) a Masanori Fukamiya (Z5= i) (1941) pro w*-kompaktni mnoZiny v dudlu Banachova prostoru,
a konecné John Leroy Kelley (1951) pro topologické vektorové prostory.
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DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme piedpoklddat, Ze X je redlny a K je neprazdna. Uvédomme si,
Ze X je Hausdorffiiv, nebot’ podle predpokladu je (X, w) Hausdorffiiv. Dle Lemmatu [15|je mnoZina ext K
neprazdnd. Zfejmé convext K C K (K je uzaviend diky Hausdorffovosti X) a je to konvexni kompaktni
mnozina. Predpokladejme, Ze existuje x € K \ convext K. MnoZina conv ext K je kompaktni i ve slabé
topologii, a tedy je slabé uzaviend, nebot’ dle predpokladu je (X, w) Hausdorffliv. Dle odd€lovaci véty
pouZité v lokdlné konvexnim prostoru (X, w) (V&ta[6.68(b)) a Disledku[6.87(a) existuje f € (X, w)* = X*
takovy, Ze f(X) > SUPyex x Jf - TO je oviem spor s Bauerovym principem maxima (Véta[16).

O

PRIKLAD 18 (Stefan Straszewicz (1935)). MnoZina ext K nemusi byt uzaviend ani v R3: PoloZme
A=1{(x,y,0); (x =124+ y2=1}U{(0,0,1),(0,0,—1)}. Pak extconv A = A \ {(0,0,0)}.
o

2. Svazy vektorovych topologii

Pfipomenime, Ze systém 7 vSech topologii na néjaké mnoZiné usporddany inkluzi tvoii tdplny svaz:
libovolny podsystém +A C 7 ma supremum a infimum, tj. nejmensi horni zdvoru a nejvétsi dolni zavoru;
plati, Ze inf A = () A a [ 4 tvoii subbdzi topologie sup +4. Je-li néktera z topologii v 4 Hausdorffova,
pak sup #4 je zjevné Hausdorffova, na druhou stranu inf 4 nemusi byt Hausdorffova ani pokud jsou vSechny
topologie v 4 Hausdorffovy (a ani pro dvouprvkovou #, vizte Piiklad [15.37).

Uvédomme si, Ze chceme-li dokazat, ze casteCn€ usporddand mnozina M je Uplny svaz, staci ukdzat, Ze
kazda podmnoZina M ma supremum (ekvivalentné kazd4 neprazdnd podmnoZina M ma supremum a M ma
nejmensi prvek). Pak totiZ inf A = sup{x € M; x je dolni zavora A}.

Pokud bude tfeba zdtraznit, Ze supremum, resp. infimum se bere v ¢astecné usporadané mnoziné M,
budeme pouzivat znaceni sup,,, resp infy.

TVRZENI 19. Necht’ X je vektorovy prostor. Oznacme T systém vSech topologii na X a 'V systém vSech
vektorovych topologii na X usporddané inkluzi. Je-li A néjaky systém vektorovych topologii na X, pak
supq o je vektorovd topologie, tj. supy A = supg A. Systém 'V je tedy iiplny svaz.

Ddle je-li A neprdzdny a pro kazZdé o € A je ddna néjakd bdze U, okoli 0 v topologii o tvorend
vyvdzZenymi mnoZinami, pak 8 = | c 4 Uo je subbdzi okoli 0 v topologii sups, 4. Bdzi okoli 0 pro topologii
infy A pak tvori systém vSech mnoZin Uy C X takovych, Ze existuje posloupnost neprdzdnych vyvdaZenych
mnoZin {U,}52 | otevienych ve vSech topologiich o € A takovd, Ze Uyy1 + Uy41 C U, pro kaZdé n € N.

DUKAZ. Je-li 4 prazdny, pak sups + je indiskrétni topologie, kterd je ziejmé vektorova. Pfedpokladejme
tedy, Ze A je neprazdny. Neni pfili§ obtiZné si rozmyslet, Ze pro kazdé x € X je {x + U; U € &} subbazi
filtru okoli x v topologii sups #. Necht' U je baze okoli 0 generovana subbazi §. Ukazeme, ze U spliiuje
predpoklady Véty odkud plyne, Ze sups + je vektorova topologie. (ii) plyne z toho, Ze prunik konecné
mnoha pohlcujicich mnozZin je pohlcujici, (iii) plyne z toho, Ze libovolny prinik vyvazenych mnoZin je
vyvazeny. Pro dikaz (i) zvolme U € U. Pak U = U; N --- N Uy, kde U; € Uy, . Existuji tedy V; € U,
takové, ze V; + V; C U;. PoloZzime-li V = Vi N---NV,,pak V € U. Jsou-li nyni x,y € V, pak
x+yeV;+V,CcU;prokazdé j € {l,...,n},atedy x +y € U. Toznamend, Ze V + V C U.

Necht’ ddle B je systém vSech mnozin U; C X takovych, Ze existuje posloupnost neprazdnych vyvaze-
nych mnoZin {U, }72, otevfenych ve vSech topologiich o € + takovd, Ze U, + U,4+1 C U, pro kazdé
n € N. Pro kazdou U; € B8 je zjevné piislusnad U, téZ prvkem B a snadno nahlédneme, Ze B je baze filtru
(B je neprazdny, nebot’ X € B), takze dle Véty |6.8|je B baze okoli 0 pro néjakou vektorovou topologii ©
na X.Zjevné je t C o pro kazdou o € +A. Na druhou stranu, necht’ p je vektorova topologie na X takové,
ze p C o pro kazdou o € 4. Je-li U; oteviené vyvazené okoli 0 v p, pak existuje posloupnost {U,}>2 ,
otevienych vyvdzenych okoli 0 v p takova, Ze U,4+; + U,4+1 C U, pro kazdé n € N. Pak jsou ovSem U,
oteviené v kazdé topologii o € A, takze U; € 8. Odtud plyne, Ze p C 7, takZe t = infy A.

O
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TVRZENI 20. Necht’ X je vektorovy prostor. Oznacme T systém vsech topologii na X a € systém vsech
lokdlné konvexnich topologii na X usporddané inkluzi. Je-li A néjaky systém lokdlné konvexnich topologii
na X, pak supg A je lokdlné konvexni topologie, tj. supe A = supg A. Systém € je tedy iiplny svaz.

Ddle je-li kazdd o € A generovand néjakym systémem pseudonorem Py, pak topologie supe A je genero-
vand systémem pseudonorem \ J . 4, Ps. Topologie infe A je pak generovand systémem vsech pseudonorem
na X, které jsou spojité ve vsech topologiich z A.

DUKAZ. Je-li 4 prazdny, pak sups + je indiskrétni topologie, kterd je zfejmé lokalné konvexni. Je-li 4
neprazdny, pak staci pouZit Tvrzeni |19 na baze U, tvorené absolutné konvexnimi mnoZinami.

Ozna¢me t topologii generovanou systémem pseudonorem | J, 4 5. Pak zjevné o C t pro kazdou
o € 4. Na druhou stranu, necht’ p je lokdlné konvexni topologie na X takova, Ze o C p pro kazdou o € A
anecht’ R je systém pseudonorem generujici p. Je-li p € | J, 4 Po, pak p je spojitd v néjaké o € A, a tedy
iv p. Proto je U, . € p(0) pro kazdé ¢ > 0. Odtud plyne, Ze T C p. To znamend, Ze T = supy .

Ozna¢me nyni & systém vSech pseudonorem na X, které jsou spojité ve vSech topologiich z 4. Pak &
je neprazdny, nebot’ 0 € . Déle oznacme t lokaln¢ konvexni topologii na X generovanou systémem F.
Pak v C o pro kazdou o € A, nebot’ U, . € 0(0) pro kazdé p € # a e > 0. Na druhou stranu, necht’ p je
lokélné konvexni topologie na X takova, Ze p C o pro kaZzdou o € 4 a necht’ R je systém pseudonorem
generujici p. Pak R C P (Véta[6.58(a)), a tedy p C 7. To znamend, Ze T = infe .

O

Vsimnéme si, Ze infe € = infy € je indiskrétni topologie. Snadno je vidét, Ze v této topologii jsou jedind
spojitd pseudonorma na X a jediny spojity linedrni funkciondl na X nulové. Déle topologie supe € = sups €
je nejsilnéjs$i mozna lokalné konvexni topologie na X . Tato topologie je zjevné generovédna systémem vSech
pseudonorem na X a jeji bazi okoli O tvori vSechny absolutné konvexni pohlcujici podmnoziny X. (Je-li U
absolutné konvexni a pohlcujici, pak %U je téz absolutné konvexni a pohlcujici a %U + %U C U. Tedy lze
aplikovat Vétu ) Kazd4 linearni forma na X je v této topologii spojit4, tj. X* = X*.

Déle pripomenme, Ze je-li X konecnérozmérny vektorovy prostor, pak na X existuje jen jedna jedind
Hausdorffova vektorové topologie (a je to topologie generovand eukleidovskou normou) (Disledek [6.41).

PRIKLAD 21. Necht' X je nekonecnérozmérny vektorovy prostor. Polozme
A = {o(X,M); M C X* oddéluje body X}.

Pak vSechny topologie v 4 jsou Hausdorffovy (Tvrzeni [6.83), ale inf A (ve svazu lokdlné konvexnich
topologii) je indiskrétni topologie.

Vskutku, predpokladejme, Ze p je nenulova pseudonorma na X . Pak existuje posloupnost {x,} linearné
nezavislych vektord v X takovd, 7e p(x,) > 1 pro kazdé n € N: Dle Hahnovy-Banachovy véty (Véta[2.3(b))
existuje nenulovd f € X* takov4, Ze | f| < p. ProtoZze X je nekonedn&rozmérny, Ker f je téZ nekone&né-
rozmérny (Lemmall.123), takZe existuje posloupnost {y,} C Ker f linedrn& nezévislych vektord. Necht
x € X je takovy, ze f(x) = 1. PoloZzme x, = y, + x. Vektory x, y1, y2, ... jsou linedrn¢ nezdvislé, takze
i posloupnost {x,} je linearné nezavisla. Konecné, p(x,) > | f(x,)| = |f(x)| = 1.

Dopliime {x,} na bazi B prostoru X. Pro kazdé v € B definujme linedrni formu £, na X pomoci hodnot
na bazi jako f,(u) = 8,,, (Kroneckerovo delta) prou € B. Pak M = { f,; v € B} oddéluje body X, nebot’
je-lix € X\ {0}, pak x = Y./, jv;, kde v; € B aw; # 0, takZe fy, (x) = a1 # 0. Nicméné p nenf
spojita v o (X, M), a tedy ani v inf 4, nebot’ x, — 0 v o (X, M) (pro kazdé v € B je f,(x,) # 0 nejvyse
pro jeden index n), ale p(x,) - 0.

o

LEMMA 22. Necht’ X je vektorovy prostor a Uy, U, C X jsou pohlcujici absolutné konvexni mnoZiny.
Je-li f linedrni funkciondl na X, pro ktery | f| < 1 na Uy N U,, pak existuji fi, f>» € X* takové, ze | fi| < 1
naUl, |f2| flnaUzaf :f1+f2.

DUKAZ. Na vektorovém prostoru X x X definujme funkci p(x, y) = max{uy, (x), Ly, (¥)}. S pomoci
Véty d) snadno ovéfime, Ze p je pseudonorma. Déle oznaéme ¥ = {(x,x); x € X}. Pak Y je
podprostor X x X a predpis g(x,x) = f(x) definuje linearni funkcional g na Y. ProtoZe | f| < 1 na
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Ui N Uy, plyne z VEty [6.49(g), Ze | f| < puinus. Tedy |g(x. x)| = | f(0)] = puvinu,(x) = p(x. x) pro
kazdé x € X, pficemzZ posledni nerovnost plyne z toho, Ze ¢ = max{uy,, kv, } je nezdporné¢ homogenni,
{x € X; qx) < 1} = {x € X; py,(x) < L,uy,(x) < 1} C Uy N U, az Véty 6.49g). Je tedy
|g| < pnaY az Hahnovy-Banachovy véty (Véta[2.3[b)) plyne existence linedrniho funkciondlu G na

vvvvv

fi. fa € X5 1 /i) = p(x,0) = py, (x) < 1prox € Uy, | f2(x)] < p(0,x) = py,(x) < 1prox € U,
a fi(x) + fa(x) = G(x,x) = g(x,x) = f(x) prokazdé x € X.
O

TVRZENI 23. Necht’ X je vektorovy prostor a A je libovolny neprdzdny podsystém svazu lokdlné
konvexnich topologii na X . Pak (X,inf A)* = (), c4(X,0)* a (X,sup A)* = span|J (X, 0)"

DUKAZ. Inkluze (X,inf A)* C (), c4(X.0)* je zjevnd. Na druhou stranu, je-li f € [),c4(X,0)*, pak
pseudonorma | f'| je spojitd ve viech topologiich z +, takZe je spojité i v inf 4 (Tvrzeni 20). Funkciondl f
je tedy spojity v inf 4, nebot’ je omezeny na U, s ;.
Dale inkluze span | .4 (X,0)* C (X, sup 4A)* je zjevnd. Na druhou stranu, je-li /' € (X, sup #4)*, pak
U, 7)1 je okoli O v topologii sup +, takZe dle Tvrzeni 20{je Up,.... p,.« C U|r.1 pro néjaké pseudonormy
Pls-.., pnag > 0, piicemZ p; je spojitd v o; € »A. Podle Lemmatu 22]existuji fi,..., f, € X* takové, ze
f=hf+ -+ fualfil <1naU, . i =1,...,n Funkciondl f; je tedy omezeny na okoli O v topologii o3,
neboli je spojity v 0;. To znamend, Ze f € span |, 4(X,0)*.
O

FAKT 24. Necht' X je vektorovy prostora M C X* je neprdzdnd. Pak o (X, M) je nejslabsi topologie
ve svazu vSech topologii na X takovd, Ze vsechny funkce z M jsou v ni spojité.

DUKAZ. Oznaéme 0 = o(X, M). Kazda z funkci v M je o-spojitd (Véta[6.84). Na druhou stranu, je-li
takova topologie na X, ze vSechny funkce z M jsou v ni spojité, pak prokazdé x € X, f € M ae > 0je
x + Ure = f7HU(f(x),¢)) € t(x). Odtud plyne, Ze o (x) C t(x) prokazdé x € X,atedy o C 7.

O

DEFINICE 25. Necht' X je vektorovy prostor, M je podprostor X# a +4 je systém vsech lok4lng kon-
vexnich topologii T na X takovych, Ze (X, t)* = M. Topologie u(X, M) = sup 4 se nazyva Mackeyova
topologie.

Dle Tvrzeni20|je (X, M) lokélné konvexni.

VETA 26 (G. W. Mackey (1946)). Necht' X je vektorovy prostora M je podprostor X*. Pak (X, u(X, M))* =}
M. Tedy pro lokdlné konvexni topologii Tt na X plati, Ze (X, t)* = M, pravé kdyzo (X, M) C © C u(X, M).

DUKAZ. Véta plyne ihned z Tvrzeni[23|a Faktu
O

VETA 27 (G. W. Mackey (1946)). Necht’ 1y, 12 jsou lokdlné konvexni topologie na vektorovém prostoru X
takové, Ze (X, 11)* = (X, ©2)*. Pak (X, 1) a (X, 1) maji stejné omezené mnoziny.

DUKAZ. Oznaéme X* = (X, 11)*. Zjevné stali ukazat, Ze (X, 1) a (X, o (X, X*)) maji stejné omezené
mnoziny. To ale plyne z Véty [6.94]
O

DUSLEDEK 28. Necht’ (X, t) je pseudometrizovatelny lokdlné konvexni prostor. Pak u(X, X*) = t.

DUKAZ. Z definice plyne, Ze T C u(X, X*). Na druhou stranu, podle V&t[6.33] 26|a[27]je Id : (X, 1) —
(X, u(X, X*)) spojita, neboli u(X, X*) C .
O

Z predchoziho dasledku specialn€ plyne, Ze pokud X je normovany linearni prostor, pak u(X, X*) je
normova topologie na X .
Stejné jako v dikazu Véty 27|z Véty b) plyne nésledujici:
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VETA 29. Necht’ t1, 1, jsou lokdlné konvexni topologie na vektorovém prostoru X takové, Ze (X, 11)* =
(X, 1p)*. Pak (X, 11) a (X, 1) maji stejné konvexni uzaviené mnoZiny.

BB [kanonické zobrazeni ¢ je definovano jen pro TVS]

VETA 30 (Richard Friederich Arens (1947)). Necht’ X je vektorovy prostor a M je podprostor X*. Pak
Mackeyova topologie (X, M) je generovdna systémem pseudonorem

{pK; K C M je o(M, e(X))-kompaktni absolutné konvexnz’},
kde pk(x) = supsek|f(x)| prox € X.

DUKAZ. OznaCme t topologii generovanou systémem pseudonorem {px} a u = (X, M). Ukdzeme
nejprve, Ze u C 7. Existuje baze 14(0) tvofend uzavienymi absolutné konvexnimi mnoZinami (Disledek[6.57).
Necht' tedy V' € wu(0) je n-uzaviena absolutné konvexni. Mnozina V° C M je absolutné konvexni
(Tvrzeni [6.109(a)) a o (M, e(X))-kompaktni (Véta [6.115). To znamend, Ze Uy .1 € 7(0). Podle véty
o bipoldfe (Véta[6.110) je V = (V°)o = {x € X; supseyo| f(¥)| < 1} = {x € X; pyo(x) < 1} D Up,op,
takze V € 7(0).

Pro opacnou inkluzi sta¢i ukazat, ze (X, 7)* = M a pouZzit Vétu Podle predchoziho odstavce jiz
vime, Zze u C t,atedy M = (X, u)* C (X, t)*. Na druhou stranu, necht’ f € (X, t)*. Pak existuji § > 0
ao (M, e(X))-kompaktni absolutné konvexni mnoziny K1, ..., K, C M takové, Ze | f| < 1na Uy ... px, .6-
Podle Lemmatuexistuji fio..o, fn€ X*takové, ze f = fi+--+ fnalfi| <1na Upx, .5 pro kazdé
i €{l,...,n}. Dle Fakt[6.47)je Upy, 5 = $Upy. 2 D $(Ki)o, takie diky Tvrzeni|6.109(d) a vét& o bipoldfe
(pouZzité napf. v prostoru (X, u); Véta|6.110) je f; € (Upy,5)° C (%(Ki)o)o = 2((Ki)o)° = 3K; C M.
Odtud plyne, 7ze f € M.

O

3. Topologie w;

DEFINICE 31. Necht' X je normovany linedrni prostor. Definujme

wy = {G C X*; pro kazdou omezenou B C X* je G N B relativné w*-oteviend v B}.

Vzhledem k tomu, Ze w* |'p je topologie na B, je ihned vidét, Ze w; je topologie na X *. TéZ je zfejmé,
e w* C wy.
FAKT 32. Necht’ X je normovany linedrni prostor.
(a) G C X™ je wi-oteviend, prdavé kdyZ existuje posloupnost {r,} C (0, +00), r, — +00 takovd, Ze pro
kaZdé n € N je G N B(0, ry) relativné w*-oteviend v B(0, ry).
(b) F C X* je w)-uzaviend, prdvé kdyZ pro kazdou omezenou B C X* je F N B relativné w*-uzaviend
v B, a pravé kdy? existuje posloupnost {r,} C (0,+00), r, — +00 takovd, Ze pro kazdé n € N je
F N B(0, ry) w*-uzavrend.

DUKAZ. (a) = je trividlni. <= Necht’ B C X * je omezend a necht’ n € N je takové, ze B C B(0, r,). Podle
predpokladu existuje U € w* takovd, 7e GN B(0,r,) = UNB(0,r,). TedyGNB = (GNB(0,r,))NB =
(UN B0, r,)) N B =U N B, takze G N B je relativné w*-oteviend v B.

(b) F je w;-uzavfend, pravé kdyz X* \ F € wy, pravé kdyZ pro kazdou omezenou B C X* je
(X™*\ F)N B relativné w*-oteviena v B, pravé kdyzZ pro kazdou omezenou B C X*je B\((X*\ F)NB) =
F N B relativné w*-uzaviend v B. Druha ¢ast se dokaZe stejné jako (a), navic pouZijeme fakt, Ze By=(0, ry)
jsou w*-uzaviené (napiiklad z Tvrzeni[6.109(a)).

O

LEMMA 33 (S. Banach (1929, 1932), J. Dieudonné (1950)). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor,
F C X jeuzaviend, C C X je slabé uzaviend absolutné konvexni a U C X je oteviené okoli F N C. Pak
pro kazdou kompaktni K C X existuje konecnd M C C° takovd, Ze F N K " M, C U.



ODDIL 3. TOPOLOGIE W 165

DUKAZ. Predpokladejme, Ze pro néjakou kompaktni K C X tvrzeni neplati. Pak pro kazdou kone¢nou M C
C° jemnozina Kpy = FNKNM,N(X\U) neprazdnd. MnoZina M, je uzaviend (Tvrzeni[6.109(a)), mnoZina
Ky je tedy relativné uzaviena podmnoZzina kompaktu K. Oznaéme M systém vSech kone¢nych podmno-
zin C°. Podle véty o bipolare (Véta a Tvrzenl’e) jeC =(C°, = (UM€M M)o = pren Mo.
Podobng, systém {Kpr; M € M} je centrovany, nebot’ jsou-li My, ..., M, € M,pak (\/_, K, = Kp pro
M = Ji_, M;. Odtud plyne, 7e @ # (\prene Kt = FOKN(X\U)N\yyee Mo = FNKN(X\U)NC,
COZ je spor.

O

VETA 34 (J. Dieudonné (1950)). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak w; je lokdlné konvexni
topologie na X* generovand systémem pseudonorem

{p{x”}; {xn} C X je posloupnost konvergujici k 0},
kde pix,y(f) = sup,en|f(xa)| pro f € X*.

DUKAz. Ukdzeme nejprve, Ze w; je transla¢né invariantni, tj. prokazdou G e wia f € X*je f+G € w;.
Odtud ihned plyne, Ze w, (f) = f + w;(0) pro kazdé f € X*. Necht tedy G € wy a f € X*. Je-li
B C X* omezend, pak B — f je téZ omezena, takze existuje U € w* takova, Ze GN(B—f) = UN(B—f).
Toznamendze (f +G)NB=f+(GNB—-f)=f+UNB-f)) =(f+U)N B jerelativné
w*-oteviend v B.

Oznacme + systém vSech posloupnosti v X konvergujicich k 0. Nyni staci ukdzat, Ze systém {U,_ .;
s € A, e > 0} tvoii subbazi w; (0) (ve skutecnosti dokonce {U,, 1; s € #A} tvoii bazi wy (0)). Necht
{xn} € Aae>0.Jelir >0, pak mnozina F' = {n € N; ||x,]| > 3=} je konecnd a | f(x,)| < rllx,|| <5
pro f € Bx«(0,r)an € N\ F. Tudiz Uy, , N Bx«(0,r) ={f € Bx«(0,r): | f(x,)| <epron € F},
coZ je mnoZzina relativné w*-oteviend v By« (0, r). Odtud plyne, Ze Uy, , e € wy (0).

Na druhou stranu, necht’ V' C X je wy -oteviené okoli 0. Indukci zkonstruujeme posloupnost konecnych
mnozin {M,} v X takovych, Zze M,, C Bx(0, ﬁ) pron > 2 a (U;;l M,-)o N Bx+(0,n) C V pro
kazdé n € N. Necht' n € N a predpoklddejme, Ze jiZ madme k dispozici mnoZiny My, ..., M,_;. Necht
U € w* je takovd, ze V N Bx«(0,n) = U N Bx+(0,n). Nyni pouZijeme Lemma 33| na prostor (X*, w*),
F = (U:’;ll Mi)o, C = Bx«(0,n — 1), U a K = Bx=(0,n). Pfedpoklady jsou splnény: F je uzaviena dle
Tvrzeni[6.109(a), déle slabd topologie na (X *, w*) je opét w* (Pozndmkal6.90), takZze C je slabé uzaviend
diky Dusledku a Hausdorffovosti w*, F N C C V N Bx«(0,n) C U dle indukéniho piedpokladu
a K je kompaktni dle Disledku Existuje tedy kone¢na M, C C° takovd, ze F N (M,). N K C
U. Ztotoznime-li, jak je zvykem, e(X) a X, pak M,, C C, = Bx(O0, ﬁ) (posledni rovnost plati pro
n > 2 dle Tvrzeni [6.109(d)) a z (M), se stane (M,)°. S pomoci Tvrzeni [6.109(e) tak dostdvame, Ze
(U2, Mi)" N Bx«(0,n) = F N (M,)° N Bx«(0,n) C U N Bx«(0,n) C V.

Sefad’me nyni prvky spocetné mnoziny M = | oo, M, do libovolné prosté posloupnosti {x, }, pfi¢emZ
je-1i tato posloupnost konecnd, pak ji doplnime nulami na nekone¢nou posloupnost {x, }>> . Pro kazdé
¢ > 0 je mnoZina {n € N; [|x,| > e} kone¢n4, takze x, — 0. Konetné, Uy, , 1 C M° C V, nebot’ je-li
f € M°, pakpron € N takové, Ze || f || < n,je f € M° N Bx+(0,n) C (U/—, M;)° N Bx+(0,n) C V.

O

VETA 35. Necht’ X je Banachiiv prostor. Pak (X*,w;)* = e(X), kde ¢: X — X** je kanonické
vnoreni.

DUKAZ. Ozna¢ime-li p4 pseudonormu na X* danou vzorcem p4(f) = sup,c4|f(x)| pro neprizd-
nou omezenou A C X, pak pro kazdé f € X* diky linearité¢ a spojitosti f snadno obdrZime, Ze
PacoiwA(f) = Pacova(f) = pa(f). Je-li nyni {x,} posloupnost v X konvergujici k 0, pak mnoZina
{x,} U {0} je kompaktni, tudiz K = aconv{x,} = aconv({x,} U {0}) je absolutné¢ konvexni a kompaktni
(Tvrzeni[9), a tedy i o (X, X*)-kompaktni. ProtoZe pix,; = pk., podle Vét[34]a30]je wy C u(X*, e(X)).
Na druhou stranu, o (X*, £(X)) = w* C wy, a tedy podle Mackeyovy véty (Véta26) je (X*, wy)* = &(X).

O
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DUSLEDEK 36 (M. G. Krejn a V. L. Smuljan (1940)). Necht' X je Banachiiv prostor a C C X* je
konvexni. Pak C je w*-uzavrend, prdavé kdyz pro kazdé n € N je C N B(0,n) w*-uzavrend.

DUKAZ. Podle Véty[33]je (X*, wy)* = e(X) = (X*, w*)*, takZe miZeme aplikovat V&tu [29)a Fakt [32(b).
O

PRIKLAD 37. Necht' e,, n € N jsou kanonické bazové vektory v £, a polozme A = {ﬁen; ne N} C

£,. Prokazdé n € N je A N B(0,n) konecnd, a tedy w*-uzaviend. Nicméné dle Prikladu|6.102/je 0 € /_1w,
takZe A neni slabé uzaviend, a protoze £, je reflexivni, je w* = w (Tvrzeni|[6.89), takZe A neni w*-uzaviena.
Predpoklad konvexity ve Vété[36]je tedy podstatny.

o

DUSLEDEK 38. Necht' X je Banachiiv prostor a F € (X*)*. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) F je w*-spojity.
(ii) F 'p,. je w*-spojitd.
(iii) Ker F N By~ je w*-uzaviend.
DUKAZ. (i)=(ii)=(iii) jsou trivialni.
(iii)=(i) Diky tomu, Ze Ker F je podprostor X *, pro kazdé n € N plati, ze Ker F N Bx«(0,n) =
n(Ker F N Bx+). Podle Véty [36je tedy Ker F w*-uzaviené. Nyni sta¢i aplikovat Vétu[6.36]
O

4. Slaba kompaktnost

V tomto kritkém oddilu se informativné seznamime s nékterymi hlubSimi vétami o slabé kompaktnosti.

Je-li X reflexivni Banachiiv prostor, pak By je slabé kompaktni (Véta[6.120). ProtoZe kazdy f € X* je
slabé spojity (z definice slabé topologie), nabyva | f| na By maxima, a tedy f nabyva na By své normy.
Slavnd Jamesova véta pak tikd, Ze plati i opa¢nd implikace:

VETA 39 (Robert Clarke James (1964@. Necht’ X je Banachiv prostor. Pak X je reflexivni, pravé kdyZ
kaZzdy funkciondl z X* nabyvd na Bx své normy.

Ve skutecnosti plati dokonce obecnéjsi verze:

VETA 40 (R. C. James (1964)). Necht’ X je redlny Banachiiv prostor a K C X je slabé uzaviend. Pak
K je slabé kompaktni, pravé kdyz? kazdy funkciondl z X * nabyvd na K maxima.

Nésledujici vétu srovnejme s Disledkem [§]a Tvrzenim 9}

VETA 41. EINecht’ X je Banachiiv prostor a K C X je slabé kompaktni. Pak jsou mnoZiny conv K
a aconv K slabé kompaktni.

DUKAZ. Bez Gijmy na obecnosti miuzeme piedpoklddat, Ze X je redlny. Je-li f € X*, pak supy f =
SUPsiw ¢ J » takZe f nabyva maxima na conv K v bodé slabé kompaktni mnoZiny K. ProtoZe conv K je
slabé uzavieny (Véta[6.93), staci pouzit Jamesovu vétu (Véta[d0).

Pro aconv K je argument podobny: Necht' y € K je bod maxima funkce | f| na K. Je-li f(y) > 0,
pak poloZime z = y, jinak vezmeme 7z = —y. Snadno nahlédneme, Ze pro libovolné x € aconv K je
f(x) <|f(»)| = f(z), pficemz z € aconv K. Funkcional f tudiZ nabyva maxima na aconv K, a tedy i na
aconv K.

O

4Separabilm’ verzi dokézal v roce 1957, obecnou pak v roce 1964.
M. G. Krejn a V. L. Smuljan (1940) dokézali variantu se sekvencidlni kompaktnosti, odtud Ize odvodit verzi s kompaktnosti
pomoci Eberleinovy-Smuljanovy véty (Véta .



ODDIL 4. SLABA KOMPAKTNOST 167

Vv

Jiny dikaz predchozi véty, ktery je sice sloZitéjsi, ale pouziva jednodussi vysledky, nez je Jamesova véta,
Ize nalézt na strané

Pfipomenme, Ze topologicky prostor se nazyvd spocetné kompaktni, pokud z kazdého spocetného
otevieného pokryti 1ze vybrat kone¢né podpokryti, a topologicky prostor se nazyva sekvencidlné¢ kompaktni,
pokud z kazdé posloupnosti 1ze vybrat konvergentni podposloupnost. Dadle pfipomenime, Ze topologicky
prostor je kompaktni, pravé kdyZ v ném kazdy usmérnény soubor méa konvergentni usmérnény podsoubor. Je
znamo, Ze topologicky prostor je spocetné kompaktni, pravé kdyz v ném kazda posloupnost mé konvergentni
usmérnény podsoubor. Tedy podmnoZzina A topologického prostoru je

e kompaktni, pravé kdyZ kazdy usmérnény soubor v A mé konvergentni usmérnény podsoubor s limitou
v A,

e spocetné kompaktni, pravé kdyz kazda posloupnost v A ma konvergentni usmérnény podsoubor
s limitou v 4,

e sekvencidlné kompaktni, pravé kdyz kazda posloupnost v A ma konvergentni podpodposloupnost
s limitou v A.

Plati nasledujici vztahy: Kompaktni prostory jsou spocetné kompaktni (to je ziejmé z definice) a podle
piedchoziho jsou sekvencialng kompaktni prostory také spo¢etné kompaktni. Zadné jiné vztahy mezi témito
pojmy obecné nejsou. Nicméné plati nasledujici véta, jejimz velmi specidlnim pfipadem je Véta
VETA 42 (William Frederick Eberlein (1947), V. L. Smuljan (1940@. Necht’ X je normovany linedrni

prostor a K C X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) K je slabé kompaktni.

(ii) K je slabé spocetné kompakini.
(iii) K je slabé sekvencidlne kompaktni.

Dikaz této véty lze nalézt v oddilu

6gmuljan dokazal implikaci (ii)=>(iii), Eberlein pak implikaci (ii))=(i).






Kapitola 10

Banachovy algebry

V tad¢ klasickych Banachovych prostorti (napt. C(K)) se kromé vektorovych operaci pfirozené vyskytuje
operace nasobeni prvkid prostoru mezi sebou. Toto ndsobeni je Uzce svdzano s jak s vektorovymi operacemi
(napf. je distributivni), tak s topologii Banachova prostoru (je spojité). Vznikd ndm tak bohatsi struktura
tzv. (Banachovy) algebry. V této kapitole uvidime, Ze tato dodate¢nd algebraicka struktura ndim umoznuje
dokazat celou fadu dalSich zajimavych obecnych vysledkd.

1. Zakladni vlastnosti

DEFINICE 1. Rekneme, 7e (4, +,—, 0, -, ) je algebra nad K, pokud (A4, 4+, —, 0, -;) je vektorovy prostor
nad K, (A4, +, —, -, 0) je okruh, a navic plati, Ze (« ~sa) -b =a - (¢ -sb) = a -5 (a - b) pro vSechnaa,b € A
aa € K. Algebra nad K se nazyva komutativni, pokud je jeji okruhové ndsobeni - komutativni.

Jak je zvykem, znak pro ndsobeni skaldrem vynechdvame, tj. piSeme « -sa = aaproox € Kaa € A.
Podobné, znak pro ndsobeni prvkii A budeme téZ obvykle vynechévat, tj. budeme psata - b = ab pro
a,b € A. Dale budeme Casto misto ,,algebra nad K* fikat pouze (nepfesn¢) algebra.

Podalgebra algebry je jeji podmnoZina uzaviend na algebrové operace, tj. je to vektorovy podprostor uza-
vieny na okruhové ndsobeni. Snadno je vidét, Ze priinik libovolného systému podalgeber je opét podalgebra.

Pfipomenime, Ze v okruhu pro kazdy jeho prvek x plati, Ze Ox = x0 = 0. Déle, ma-li okruh (dokonce
sta¢i monoid) levou i pravou jednotku, pak jsou si tyto prvky rovny a jsou (oboustrannou) jednotkou. Tedy
jednotka v okruhu, existuje-li, je ur¢ena jednoznacné. Tuto okruhovou jednotku v algebie budeme obvykle
znacit e a budeme ji fikat jednotka algebry. VSimnéme si, Ze obsahuje-1i okruh alespon dva prvky, pak e # 0.
Vskutku, je-li e = 0, pak pro libovolny prvek x uvazovaného okruhu je x = ex = Ox = 0.

Nésledujici tvrzeni tik4, Ze pokud algebra jednotku neobsahuje, miZeme ji pfirozené vnofit do algebry
s jednotkou.

TVRZENI 2. Necht’ A je algebra nad K. PoloZme A. = A X K a definujme vektorové operace na A.
obvyklym zpiisobem (tj. po sloZkdch) a ddle ndsobeni prvkii A, pomoci vzorce

(a,a)(b,B) = (ab + ab + Ba,af) proa,be A o, p K.

Pak A, je algebra s jednotkou (0, 1) a A Ize identifikovat s jeji podalgebrou A x {0}. Je-li A komutativni, je
A téZ komutativni.

DUKAZ. Vime, Ze A. je vektorovy prostor. Ovéime nyni vlastnosti nasobeni prvkd A.. Asociativita: pro
libovolnda,b,c € Aawa,B,y € K je

((a,a)(®.B))(c,y) = (ab+ ab + Ba,af)(c,y) = (abc + abc + Bac + afc + yab + ayb + Bya,afy),
(a,a)((b, B)(c, )/)) = (a,a)(bc + Bc + yb, By) = (abc + Bac + yab + abc + afc + ayb + ,Bya,a,By),l
odkud asociativita plyne. Distributivita: pro libovolnd a,b,c € Aaw, B,y € K je
(a,2)((b,B) + (c,y)) = (@, )b+ c,B+y)=(ab+ac+ab+ac+ fa+ya,af +ay) =
= (ab + ab + Ba,af) + (ac + ac + ya,ay) = (a,a)(b,B) + (a,a)(c.y),
((b,,B) + (c, y))(a,a) =b+c,p+y)a,a)=(ba+ca+ Pa—+ya+ab+ac,af +ay) =
= (ba 4+ Ba + ab,af) + (ca + ya + ac,ay) = (b, f)(a,a) + (¢, y)(a, a).

169
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Konec¢né, pro libovolnd a,b € Aaw, B,y € K je
y((a, @), B)) = y(ab + ab + Ba,ap) = (yab + ayb + Bya,afy) =
= (ya,ay)(b,B) = (y(a,a)) (b, p) =
= (a,a)(yb, By) = (a,a)(y(b, B)).
Dale (0,1)(a,@) = (0a 4+ la 4+ «0, 1) = (a,®) a (a,x)(0,1) = (a0 + @0 + la,al) = (a,®) pro
kazdéa € Aaa € K, atedy (0, 1) je jednotka v A.. Fakt, Ze A x {0} je podalgebra, je snadno vidét. Je-li A

komutativni, pak komutativita A, plyne ihned z definice ndsobeni.
O

Poznamenejme, Ze pokud jiz algebra A obsahuje jednotku e, pak z jednoznacnosti jednotky plyne, Ze
prvek (e, 0) jiZ neni jednotkou v A..

Necht A, B jsou algebry nad K. (Algebrovy) homomorfismus @: A — B je zobrazeni, které je
homomorfismem mezi pfisluSnymi vektorovymi prostory (tj. je linedrni) a zaroven je homomorfismem
mezi prislusnymi okruhy (tj. je multiplikativni, neboli @(ab) = @(a)@P(b)). Ihned vidime, Ze Rng @ je
podalgebra B. Snadno nahlédneme, ¢ je-li C podalgebra B, pak ®~1(C) je podalgebra A. Jako obvykle,
@ nazyvame (algebraickym) izomorfismem algeber A a B, pokud @ je bijekce. Déle pfipomenime fakt
z univerzalni algebry, Ze je-li @ algebraickym izomorfismem algeber A a B, pak @~ ': B — A je opét
algebrovym homomorfismem.

_ FAKT 3. Necht’ A je algebra, B je algebra s jednotkou e a ®: A — B je homomorfismus. Pak
®: A. — B, ®(x, L) = @(x) + Ae je homomorfismus rozsirujici P.

DUKAZ. Linearita @ je zjevna. Ddle proa,b € Aaa, B € K plati, 7e
@ ((a,a)(b, B)) = ®(ab + ab + Ba,apf) = ®(ab + ab + fa) + afe =

= @(a)P(b) + a@(b) + BP(a) + afe = (P(a) + ae)(P(b) + Be) = P(a, )P (b, B).
O

TVRZENI 4. Necht’ A je algebra s jednotkou e a B je podalgebra A neobsahujici e. Pak C = B+span{e}
je podalgebra A a zobrazeni ®: B, — C, ®(x, 1) = x + Ae je izomorfismus.

DUKAZ. Vsimnéme si, Ze @ je roz§ifenim Id : B — C z Faktu[3] Tedy @ je homomorfismus. Fakt, Ze @ je
bijekce, je snadno vidét.
O

DEFINICE 5. EIDvojici (A, ||I-]) nazyvame normovana algebra, pokud A je algebra, (A4, ||-||) je normovany
linearni prostor, a pro kazdé a,b € A plati, Ze ||ab|| < ||a]|||b||. Je-li metrika generovana ||-|| dplna, pak
(A, |I-]l) se nazyva Banachovou algebrou.

TVRZENI 6. Necht’ (A, ||||) je normovand algebra. Ndasobeni prvkii A je lipschitzovské na omezenych
mnoZindch (a tedy spojité) jakozto zobrazeni z A x A do A.

DUKAZ. Zvolme R > 0 a (x,y), (u,v) € A x A spliyjici p((x,y),0) < R, p((u,v),0) < R, kde p je
soucinova metrika na A x A. Pak
lxy —uvll < [lxy —xvl| + lxv —uv| = [lx(y = )| + [(x —wvll < x|y — vl + [vlllx —ul <

< R(lx —ull + Iy = vll) < 2Rp((x, y). (u,v)).

DUSLEDEK 7. Necht’ A je normovand algebra a B je podalgebra A. Pak B je té% podalgebra A.

]Koncept okruhu operatort se objevuje u J. von Neumanna (1930), ktery teorii dale rozpracoval s Francisem J. Murraym
(1936-43), vse v kontextu operdatorti na Hilbertové prostoru, coZ bylo pro jejich teorii zdsadni. Abstraktn{ piistup k Banachovym
algebram zavedla sovétska Skola: I. M. Gelfand, Mark Aronovi¢ Najmark (Mapk Aponosrd Haiimapk), Dmitrij Abramovi¢ Rajkov
(Amutpuii AbpamoBuy Paiikos), Georgij Jevgenévi¢ Silov (Teopruii Esrensesuy [lIunos). Nazev Banachova algebra navrhl patrné
M. A. Zorn.
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DUKAZ. Jiz vime, 7¢ B vektorovy podprostor A (Fakt|1.21). Necht x,y € B. Pak existuji {x,} C B,
{yn} C B takové, ze x, — x a y, — y. JelikoZ x, v, € B ax,y, — xy, plati, ze xy € B.
O

DUSLEDEK 8. Pro kaZdou normovanou algebru A existuje jeji ziiplnéni, tj. Banachova algebra takovd, Ze
A je jeji hustd podalgebra. Toto rozsiteni je urceno jednoznacné aZ na izometrii. Md-li algebra A jednotku e,
pak e je i jednotkou v ziiplnéni A.

DUKAZ. Podle Véty [2.28|existuje Banachuv prostor A, ktery je ziplnénim normovaného linedrniho pro-
storu A. Roziffen{ ndsobeni z A na A tak, aby A byla normovand algebra, se provede zcela analogicky, jako

rozsifeni skaldrniho souéinu v diikazu Véty [2.28] Zachovini jednotky plyne také ze spojitosti ndsobeni.
O

PRIKLADY 9. (a) Je-li I" neprazdnil EMMmnoZina, pak prostor £, (I") s ndsobenim prvkl definovanym
bodové (tj. xy(y) = x(y)y(y) pro kazdé y € I') je komutativni Banachova algebra s jednotkou (tou
je vektor x(y) = 1 pro kazdé y € I'). Viimnéme si, Ze v této algebie plati | x| = |x||* pro kazdé
x € loo(I).

(b) Je-li T topologicky prostor, pak prostorem C,(7) = Cy(T, K) rozumime normovany linedrni prostor
vSech omezenych spojitych funkci na 7' s normou || f||ec = sup,ez|f(x)|. Snadno je vidét, ze Cy(T) je
podalgebra £,,(7") a z véty o stejnomérné limité posloupnosti spojitych funkci plyne, Zze C,(T') je uzavieny
podprostor Banachova prostoru £, (7), a tedy je to komutativni Banachova algebra s jednotkou. Specialné,
je-li K kompaktni prostor, pak C,(K) = C(K).

(c)Je-li L je lokdlné kompaktni topologicky prostor, pak prostorem Co(L) = Cy(L, K) rozumime prostor
spojitych funkci f na L takovych, Ze pro kazdé ¢ > 0 je mnozina {x € L; | f(x)| > e} kompaktni. Na Co(L)
uvazujeme normu || f'|jco = sup,cz|f(x)]. VSimnéme si, Ze je-li L kompaktni, pak Co(L) = C(L).Je-li L
nekompaktni, pak mtizeme alternativné popsat Cy(L) nasledovné: Je-li K Alexandrovova kompaktiﬁkaceﬂ L,
tj. K = L U {oo}, pak Co(L) = {f |r; f € C(K), f(c0) = 0}. Odtud je snadno vidét, ze Cy(L) je
uzavienou podalgebrou Cy,(L), tedy je to komutativni Banachova algebra.

Dale snadno nahlédneme, ze C.(L) = { f € C(L); supp f kompaktni} je podalgebrou Cy(L), tedy je
to komutativni normovana algebra. Je-1i L Hausdorffiv, pak C.(L) je husta v Co(L): Necht' f € Co(L)
ae>0.Pak K = {x € L; | f(x)| > &} je kompaktni podmnoZina L, a tedy dle Lemmatu existuje
g € C.(L,[0,1]) takova, ze g = 1 na K. Pak fg € C.(L) a| fg — flloo < €. Je-li L nekompaktni, pak
mize platit, Ze C.(L) G Co(L) (napf. pro L = R”, vizte str.[80); miiZe ale také i v netrividlnim piipadé byt
C.(L) = Co(L) (napt. pro L = [0, wy)).

Je-li L Hausdorffiv a nekompaktni, pak algebry Co(L) a C.(L) nemaji jednotku: Necht’ e je jednotka
v nékteré z téchto algeber. UkaZeme, Ze pak e(x) = 1 pro kazdé x € L, coZ nelze. Necht' tedy x € L je
dano. Pak existuje kompaktni okoli V' bodu x. ProtoZe L je tplné regularni, existuje f € C(L) takova, Ze
f(x)=1laf =0nalL\IntV.Tedysupp f C V,takze f € C.(L).Pak e(x) f(x) = (ef)(x) = f(x),
atedy e(x) = 1.

(d) Je-li £2 C C otevrend, pak prostor H*°(§2) vSech omezenych holomorfnich funkci na §2 je uzaviend
podalgebra Cy,($2), tedy je to komutativni Banachova algebra s jednotkou.

(e) Je-li 2 C C oteviend omezend, pak A = {f € C(2); f o € H(R2)} je uzaviena podalgebra
C(£2), tedy je to komutativni Banachova algebra s jednotkou. Lze ji téZ chdpat jako podalgebru H*°(£2)
téch funkci, které maji spojité roziifeni na 2.

o

PRIKLAD 10. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K. Prostor £ (X)) s ndsobenim definovanym
jako skladani operatord, tj. ST = S o T, je algebra s jednotkou /d: Pro libovolna S, 7, U € £(X),x € K

ZPavel Sergejevi¢ Alexandrov (ITaBen Cepreesuu Anekcanapos), 1924
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ax € X plati, Ze

(STHU)x = (ST)(Ux) = S(T(Ux)) = S(TU)x) = (S(TU))x,
ST+U)Y)x=SU(T+U)x)=S(Tx+Ux)=8(Tx)+ SUx)=ST)x +(SU)x = (ST + SU)x,
(T+U)S)x=(T+U)Sx)=TSx)+USx)=(TS)x +US)x =(TS +US)x,
(@(ST)x =a((ST)x) = a(S(Tx)) = (@S)(Tx) = (@S)T)x = S(a(Tx)) = S((@T)x) = (S@@T))x. |}

Dle Faktu je tedy £(X) normovana algebra s jednotkou. Je-li X Banachiyv, pak £(X) je Banachova
algebra (Véta[[.50)
Dile, dle Véty d.12(b), (d), (c) je K (X) podalgebra £(X), kterd je uzaviend, a tedy Banachova, v
pripadé, Zze X je Banachiv. S vyuzitim Véty [4.12(b) pak snadno nahlédneme, ze ¥ (X) je podalgebra J (X).
Pokud dim X > 1, pak Zadn4 z téchto tfi normovanych algeber neni komutativni: Necht u,v € X jsou
linearné nezavislé. Dle Hahnovy-Banachovy véty existuje f € X ™ tak, ze f(u) = 1. Definujme S, T €
F (X) nasledovné: S(x) = f(X)uaT(x) = f(x)v.Pak ST (u) = S(v) = f(v)u #v =T(u) = TS(u).
Pokud dim X = oo, pak K (X) ani ¥ (X) nema jednotku: Predpokladejme, ze E € K (X), resp.
€ ¥ (X) je jednotka. Necht' x € X \ {0} je libovolné. Pak dle Hahnovy-Banachovy véty existuje f € X*
takovy, Ze f(x) = 1. Definujme T € ¥ (X) pfedpisem 7(y) = f(y)x. VSimnéme si, ze T(x) = x,
atedy E(x) = E(T(x)) = (ET)(x) = T(x) = x. To znamen4, Ze E = Id, coz je spor s predpokladem
nekonec¢né dimenze X (Véta[l.68). Uvédomme si, Ze tento argument je zcela analogicky jako v Piikladu [9(c),
nebot’ Hahnova-Banachova véta je vlastné linedrni verzi uplné regularity.
o

PRIKLAD 11. Je-li I" neprdzdnd mnoZina a 1 < p < oo, pak prostor £,(I") s ndsobenim prvka
definovanym bodové (tj. xy(y) = x(y)y(y) pro kazdé y € I') je komutativni Banachova algebra. Vskutku,
prox,y € {,(I") alibovolnou F' C I" kone¢nou je

DxMyMIP = lxMIPly»)I” < (Zmyw) S Iy < lIxIZ 11y 7.

yeF yeF yeF yeF

Odtud plyne, Ze nasobeni je dobfe definovdno a || xy|| < ||x||||y||. Tato algebra ma jednotku, pravé kdyz I"
je kone¢na, nebot’ jedinym kandidatem na jednotku je vektor e(y) = 1 prokazdé y € I'.
o

PRIKLAD 12. Na prostoru L (Rd) definujeme ndsobeni jako konvoluci, tj. fg = f * g. (Pfesné&ji, pro

f.g € L1(R%) definujeme fg = f x g, kde f resp. g jsou libovolné reprezentanty tiid f, g definované
vSude na Rd . To, Ze takto definované ndsobeni nezdvisi na volbé reprezentantii, plyne z Véty |1 c).) Dle
Vét e) a je L1(R%) s timto ndsobenim komutativni Banachovou algebrou (vizte téZ Vétu|13.16). Tato
algebra nem4 jednotku: Predpokladejme, 7e f € L;(R¢) je jednotka. PoloZme g = cy B(0,1), kde ¢ > 0 je
zvoleno tak, aby g bylo regularizaéni jadro. Déle polozme g,(x) = n¢g(nx) pro x € R¢ an € N. Pak

gn — 0 bodové s. v. Dle Véty [5.14(b) plati, Ze g, = f * g il [, takZe existuje podposloupnost {gy, },
kterd konverguje bodové s. v. k f ([R], Véta 3.12]). To znamend, Ze f = 0 s. v., coZ neni mozné.

Jiny argument pro komplexni pifipad (zde je ovSem, alesponi formalné, nutno pracovat s mirou g
z oddilu|5.2): Uvédomme si, Ze v komplexnim piipadé je Fourierova transformace ¥ : L;(R¢) — Co(R?)
prosty spopty algebrovy homomorfismus, coZ plyne z Vety .a) (g) Predpokladejme 7e f € Li(RY) je
jednotka a necht’ g € L 1(R9) je funkce z Prﬂdadu 6, Pak g = f x g = f 2. ProtoZe ¢ je kladnd na RY,
plyne odtud, Ze f = 1naR?, coZ je spor s tim, Ze f € Co(R?).

<

Nasledujici priklad ukazuje, Ze podalgebra miZe mit jednotku riiznou od jednotky ptivodni algebry. (Pro
jiny pfiklad tohoto jevu v abstraktn{ situaci vizte téZ pozndmku za Tvrzenim 2])
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PRIKLAD 13. Necht 4 = C([0,1] U [2,3]) a B = {f € A; supp f C [0, 1]}. Pak B je uzaviena
podalgebra A. Dile A ma jednotku yo,1ju[2,3], kterd nepatii do B. Na druhou stranu, B md jednotku x[o,1],
kterd neni jednotkou v A.

o

TVRZENI 14. Necht’ (A, ||-||) je normovand algebra. Definujeme-li na A. normu predpisem ||(a, o) ||4, =
lall + || (1. Ae = AD1K), pak A, s touto normou je normovand algebra. Je-li (A, ||-||) Banachova algebra,
je i A. s vySe uvedenou normou Banachova algebra.

DUKAZ. Fakt, Ze (4., ||-||4.) je normovany linedrni (resp. Banachiv) prostor je ukdzan v oddilu[1.5] Kone¢ng,
pro vSechnaa,b € Aaa, B € K plati, ze

(@, a)(®. B)lla. = (ab + ab + Ba,ap)|a. = llab + ab + al + |ap]| <
< llab|| + lflibl + [Blllall + lfIp] < lalllbl + lelliol + [Blllall + lel|B] =

= (lall + lel) (121l + 1B1) = ll(@. ) |l4. | D, B)l..

takZe (A., ||-||4.) je normovanad algebra.
O

DEFINICE 15. Necht' 4 a B jsou normované algebry a @: A — B je (algebrovy) homomorfismus.
Rikdme, 7Ze @ je izomorfismus normovanych algeber A a B (nebo jen izomorfismus), pokud @ je homeomor-
fismus A na B; fikdme, Ze @ je izomorfismus A do B (nebo jen izomorfismus do), pokud @ je izomorfismus
AnaRng®.

Pfipomenime, Ze jednou ze zdkladnich reprezentaCnich vét pro grupy je tvrzeni, Ze kazdou grupu G
Ize vnoftit do grupy vSech bijekci na G s operaci skldddni. Nasledujici véta je analogii této reprezentace
v kontextu normovanych algeber. (Pfipometime téZ Piiklad [[.61])

VETA 16. Necht' A je normovand algebra. Pro kazdé a € A definujme levou translaci L,: A — A
predpisem L,(x) = ax. Pak L, € £(A) a zobrazeni [ : A — £(A), I(a) = L, je spojity algebrovy
homomorfismus s ||I|| < 1. Md-li A jednotku e, pak I je izomorfismus do a I1(e) = Id. Plati-li ||e|| = 1
nebo || x?|| = ||x||? pro kazdé x € A (nap¥-. je-li A podalgebra o (I")), pak I je izometrie do.

DUKAz. Diky vlastnostem ndsobeni v A je vidét, Ze L, je linedrni, z nerovnosti | L, (x)|| = |lax]| < |la||||x]|
pak plyne spojitost L, a fakt, ze | L,|| < ||a||. Déle Lo4p(x) = (a + b)x = ax +bx = L,(x) + Lp(x) =
(La+Lp)(x), Laa(x) = (@a)x = a(ax) = aLq(x),a Lap(x) = (ab)x = a(bx) = La(bx) = LaoLp(x)
pro libovolnd a, b, x € A, a € K, atedy I je algebrovy homomorfismus, ktery je spojity diky nerovnosti
vyse.

Predpokldadejme nyni, Ze A ma jednotku e. Bez Gijmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze A je
netrividlni (. A # {0}). a tedy e # 0. Pak [la|| = |1@)] = |Lall = | La(iye)| = fyllacl = fylal
pro kazdé a € A, takZe I je izomorfismus do (Tvrzeni[1.62(a)), piipadné izometrie do, pokud ||e|| = 1. Fakt,
ze I(e) = Id je ziejmy z definice /.

Kone&né, plati-li ||x2|| = |x||? pro kazdé x € A, pak |la| > |I(a)|| = ||Ld| = HLa(”;—"a) | =
”Cll—"||a2|| = |la|| pro kazdé a € A\ {0}.

O

Nasledujici tvrzeni je (t€éméf) specidlnim piipadem predchozi véty o reprezentaci. VSimnéme si, Ze z néj
téZ plyne, Ze na kazdé koneCnérozmérné algebre existuje norma, kterd z ni déla Banachovu algebru.

TVRZENTI 17. Necht' A je n-rozmérnd algebra s jednotkou. Pak A je izomorfni podalgebre ctvercovych
matic M(n x n).

DUKAZ. Translace L, z Véty[16]je automaticky spojitd (Véta[1.68)). Zobrazeni I : A — £(A) z Véty
je podle algebraické ¢asti jejiho dikazu algebrovy homomorfismus. Protoze L,(e) = x pro kazdé x € A,
je KerI = {0}, atedy I je prosté. ProtoZze dim A = n, je algebra £(A) algebraicky izomorfni algebre
M(n x n).

O
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Je-li A netrividlni (tj. A # {0}) normovana algebra s jednotkou, pak ||e|| > 1. Vskutku, |le| = |ee| <
lelllle]l, a tedy bud’ e = 0, nebo |e|| > 1. Viimn&me si, Ze pro algebru £;({1,...,n}) z Pikladu [I1] je
|le|| = n. Pro normu z Tvrzeni[l4]je |le] = 1.

DUSLEDEK 18. Necht’ (A, ||||) je netrividlni normovand algebra s jednotkou. Pak na A existuje ekviva-

lentni norma |||-||| takovd, Ze (A, ||||||) je normovand algebra a |||e||| = 1.

DUKAZ. Necht' 1: A — £(A) je vnofeni z Véty Pro x € A polozme |||x||| = | I(x)]||. ProtoZe
I je izomorfismus do, je |||-]|| ekvivalentni norma na A. Navic je |[|[xy|]| = [I(xy)] = |[{(x)I(y)| <
LTI = [llx]l[ - lvlll, a tedy (A, [||-[[[) je normovand algebra. Konecné, I(e) = Id, a tedy |[|le]|| =
|| Id || = 1 (posledni rovnost plyne z toho, Ze A neni trividlni).

O

Ma-li algebra A nad K jednotku, pak miZeme studovat jeji invertovatelné prvky vzhledem k ndsobeni.
Pfipomenime, Ze v okruhu s jednotkou (stac¢i dokonce v monoidu) plati, Ze pokud x m4 levy a pravy inverzni
prvek, pak jsou si tyto rovny (a je to tedy inverzni prvek k x). Specidlné€, inverzni prvky k invertovatelnym
prvkdm jsou jednoznacné uceny. Déle invertovatelné prvky tvofi grupu, tj. jsou-li x, y € A invertovatelné,
pak i xy je invertovatelny a (xy)™! = y~!'x~!. Tuto grupu invertovatelnych prvki budeme znadit A*.
Vimn&me si, Ze je-li x € AX, pak Ax € A* prokazdé A € K \ {0} a plati, Ze (Ax)~' = ;x~'. Nésledujici
fakt je zfejmy.

FAKT 19. Necht’ A je algebra s jednotkou a B je jeji podalgebra obsahujici e. Pak B* C A* N B.

Nasledujici fakt bychom mohli zformulovat pouze v kontextu algeber, je nicméné uZitecné si uvédomit,
ze z pomérn¢ komplikované algebraické struktury algeber neni potfeba viibec nic.

FAKT 20. Necht’ A, B jsou pologrupy, ®: A — B je homomorfismus na a necht’ A je navic monoid
s jednotkou e. Pak B je monoid s jednotkou ®(e) a je-li x € A invertovatelny, pak ®(x) je invertovatelny
a ®(x)"! = &(x7Y). Je-li navic @ bijekce, pak ® | 4 je izomorfismus grup A* a B*.

DUKAZ. Necht' y € B anecht x € A je takové, Zze y = ®(x). Pak yd(e) = & (x)P(e) = P(xe) =
D(x)=yad(e)y = P(e)P(x) = P(ex) = P(x) = y.Dileprox € A" je D(x)P(x71) = d(xx7!) =
D(e) = O(x7x) = O(x 1) D(x), a tedy P(A*) C B*. Je-li @ bijekce, pak pro opatnou inkluzi stali
aplikovat pfedchozi tivahu na zobrazeni @~ 1.

O

PRIKLADY 21. (a) Necht' I" je neprazdnd mnozina. Snadno Ize nahlédnout, Ze
loo(IN) = {x € £oo(I'); existuje § > 0 tak, Ze [x(y)| > § prokazdé y € I'}.

(b) Je-li X Banachiv prostor, pak dle Tvrzeni je L(X)* ={T € £(X); T je bijekce}.

(c) Necht A = C(]0,1]) a necht’ B je algebra vSech polynomu na [0, 1]. Pak B je podalgebra A
obsahujici jednotku A. Zjevné je 1 + x € A* N B,ale 1 + x ¢ B*.

(d) Oznaéme U, resp. D, otevieny, resp. uzavieny, jednotkovy kruh v C a T jednotkovou kruznici v C.
Necht A ={F € C(D); Fly e HU)},C =C(T)aB ={f € C; f marozsiteni F € A}. Pak B je
podalgebra C. Zobrazeni ¥ : A — B, ¥ (F) = F |1 je zjevné homomorfismus A na B. Ddle diky principu
maxima modulu ([R}, 12.1]) pro kazdé F € A plati, Ze | (F)| = maxy|F| = maxp|F| = || F||, neboli
je izometrie. JelikoZ A je Banachova algebra (Pfiklad Ofe)), plyne odtud, Ze B je uzavfend podalgebra C
(Tvrzeni[I.62]c)).

Polozme F(z) = zproz € Da f = Fr € B.Pak f € C* N B, ale f ¢ B* dle Faktu 20} nebot
F ¢ A

o

Daéle budeme pouzivat nésledujici konvenci: je-li x libovolny prvek algebry s jednotkou, pak definujeme
symbol x? = e.

LEMMA 22. Necht’ A je normovand algebra s jednotkou a x € A. Je-li fada Y o, x" konvergentni, pak
Yo" =(e—x)"L



ODDIL 1. ZAKLADNI VLASTNOSTI 175

Konvergentni fadé ) o, x" se fikd Neumannova fadeﬂ

DUKAz. Z piedpokladu plyne, Ze x™ — 0. Diky spojitosti ndsobeni pak plati, Ze

00 k k k+1
(e—x)Zx”:(e—x)klim Zx”:klim(e—x)Zx” (Zx —Zx):
n=0 oonzo e n=0

k—H) —e

= lim (e — x a
—>00
00 k k+1
n B T n . -1 . =1 k-‘rl = e.
(E)e-omm(B)enmm (B L) e

LEMMA 23. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x € Uy, pak Fada )", , x" konverguje absolutné atedy ;2 ox" = (e—x)"L
(b) Necht’ x € A* anecht’ h € A je takové, Ze ||h| < B _1" Pak x +h € A™.

pak H(x +h) P —xT+x 1hx_lﬂ <2[lx7 12 |A )%

1
< —_—
= 2fx=tp

DUKAZ. (a) Jelikoz ||x | < |lx||I*, je fada Zflo o X" absolutné konvergentni. Diky tplnosti 4 je tedy tato
fada konvergentni a miiZeme pouzit Lemma 2
(b) JelikoZ ||—x~a| < ||x~||Ik] < 1,je e-l—x_lh invertovatelny diky (a), atedy x+h = x(e+x"1h) €
“a(x +h)"! = (e + x7'h)~1x~1. Ddle si pov§imnéme, Ze je-li y € Uy, pak z (a) dostdvame, Ze
o0
=Dy —ety

Z( 1y <Z||y ||<Z||y||"— ”y” -
n=0

Je-li tedy ||| < gy, pak [x~A]) < x~ 17 < 1. a tedy

e+~ —e+yl=

-1 -1 —1p -1 _ —17\—1 ~17) ! xRl ~1
|x+m) " —x x| = (e +x7'h) T —e+ xTh) x H_l x| <

lx= 1A
< 2llx7HPllA].
O

DEFINICE 24. Necht’ G je grupa a 7 je topologie na G. Rekneme, Ze (G, ) je topologické grupa, pokud
jsou grupové operace (tj. ndsobeni -: G x G — G ainverze ~!: G — G) spojité.

VETA 25. Necht' A je Banachova algebra s jednotkou. Pak A™ je oteviend podmnoZina A a je to
topologickd grupa.

DUKAZ. Otevienost mnoziny A* plyne z Lemmatu [23|b). Spojitost ndsobeni v A je zfejma (Tvrzeni[6).
Spojitost inverze pak plyne z odhadu

Ie+ B~ =x7H = oo+ 7= a7+ x T T | e T < 20T PRI + TP AL

ktery plati diky Lemmatu [23|b) na vhodném okoli bodu x € A*.
O

Jak jsme vidéli v Pfikladu [21(d), i pro Banachovu algebru A a jeji uzavienou podalgebru B se miiZe stat,
ze B* & A* N B. Nicméné, z A* N B mohou zmizet pouze celé komponenty A N B najednou:

TVRZENI 26. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a B je jeji uzaviend podalgebra obsahujici e.
Pak (0gB*)NA* =@ a

= U {C C B; C je komponenta A* N B protinajici B*} .

3Zairodky tohoto objektu pouZzival Carl Gottfried Neumann (1877) (pro konkrétni integralni operator a bodovou konvergenci),
v abstraktnéj$i verzi (pro maticové operatory) ji pak poprvé pouZil Alfred Cardew Dixon (1901).



176 KAPITOLA 10. BANACHOVY ALGEBRY

DUKAZ. Dle Faktu[19]je BX C A* N B. Definujme g: A* — A jako g(x) = x~!. Pak g je spojité

(Véta[25). Déle g | px zobrazuje do B* aje-lix € (A* N B) \ B>, pak g(x) ¢ B.Je-litedy x € dg B> =

Bx" \ B*, pak x ¢ A*N B.V opa¢ném piipadé by totiZ ze spojitosti g plynulo, Ze g(x) € B~ c B = B.
Druhd ¢ast tvrzeni pak plyne z prvni ¢asti pomoci Lemmatu aplikovaného na X = B.

O

2. Spektralni teorie

Pomoci analogie s operétory (vizte oddil 4.3|a téZ Vétu[16) rozsifime pojem spektra na prvky obecnych
Banachovych algeber. Pozdé€ji uvidime, Ze pojem spektra hraje v teorii Banachovych algeber zdsadni roli.

DEFINICE 27. Necht' A je algebra nad K s jednotkou. Pro x € A definujeme rezolventni mnoZinu
prvku x jako

p(x) ={L €eK; Ae —x € A™}
a spektrum prvku x jako
o(x) =K\ p(x).
Nema-li A jednotku, pak pro x € A definujeme vyse uvedené pojmy vzhledem k algebie A..

Bude-li nutné uvést, vzhledem k jaké algebie bereme vyse uvedené pojmy, budeme psat napt. o4(x) pro
spektrum x vzhledem k algebie A.

PRIKLADY 28. (a) Necht' T je topologicky prostor. Pak prostor C(7") = C(T,K) s nasobenim prvki
definovanym bodové je komutativni algebra nad K s jednotkou (tou je funkce konstantni 1). Je-li f € C(T),
pak o (f) = Rng f. Vskutku, funkce A — f je invertovatelna, pravé kdyz existuje g € C(T) takové, Ze
(A — f(x))g(x) = 1 pro kazdé x € T, neboli pravé kdyz g = ﬁ € C(T). To nastane, pravé kdyz
f(x) # A prokazdé x € T, neboli A ¢ Rng f.

(b) Necht £2 C C jeoteviendanecht A = {f € C(R2); f o € H(2)}. Pak A je podalgebra C(£2),
tedy je to komutativni algebra s jednotkou. Je-li f € A4, pak o(f) = Rng f. Argumentace je stejnd, jako
v pripadé (a).

(c) Necht' I' je neprazdna mnozina. Je-li f € o (I"), pak o(f) = Rng f. Vskutku, dle Prikladu a)
je funkce A — f invertovatelna v £, (1), prave kdyz existuje § > 0 takové, ze |A — f(y)| > § pro kazdé
y € I', neboli pravé kdyz A ¢ Rng f.

o
DEFINICE 29. Prvek x grupoidu se nazyvé idempotentni, pokud x? = x.

Prikladem idempotentnich prvki jsou charakteristické funkce podmnoZzin I" v £, (I") nebo projekce
v £(X).
Nasledujici piiklad je téméf formdlnim zobecnénim Piikladu [4.18§]

PRIKLAD 30.
(a) Netrividlni idempotent v monoidu (tj. rizny od jednotky) nemad levy ani pravy invers.
(b) Je-li x nenulovy idempotent v okruhu s jednotkou, pak e — x nemd levy ani pravy invers.
(c) Necht x je idempotent v algebie nad K s jednotkou. Je-li A € K\ {0, 1}, pak (Ae —x)~! = %e + ﬁx.
Je-li tedy x netrividlni (tj. x # 0 a x # e), pak o(x) = {0, 1}.
Dokazme postupné vySe uvedend tvrzeni.
(@) Je-lix? = xayx =e,pak x = ex = (yx)x = y(xx) = yx = e. Podobné, pokud xy = e, pak
X =Xe =XXxy =Xy =e.
(b)Je-li(e—x)y = e,pakx = xe = x(e—x)y = (x—x2)y = 0y = 0. Podobné&, pokud y(e —x) = e,
pak x = ex = y(e — x)x = y(x — x?) = y0 = 0.
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(c) Predpokladejme, Ze (Ae — x)y = e. Pak Ay — xy = e, takze xy = Ay —e. Didle x = xe =
x(Ae —x)y = (Ax —x)y = (A — Dxy = (A — 1)(Ay — e). Odtud plyne, Ze y = (25X + ). Pro takto
definované y je pak (Ae — x)y = ﬁx +e— M+_1)x — %x = e apodobné y(Ae — x) = e.

o

TVRZENI 31. Necht’ A, B jsou algebry a ® : A — B je algebraicky izomorfismus. Pak o(®(x)) = o(x)
pro kazdé x € A.

DUKAZ. Nemé-li A jednotku, pak ani B nemi jednotku (Fakt [20{ pro @~ !). V tom piipadé snadno na-
hlédneme, Ze rozsifeni @: A. — B., @(x,1) = (P(x), 1) z Faktu je téz izomorfismus. MuzZeme
tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze A m4 jednotku. Pro kazdé x € A diky Faktu [20] plati, Ze
AD(e) — D(x) = @(Ae — x) € B, praveé kdyz Ae — x € A*. Odtud poZadovana rovnost ihned plyne.

O

LEMMA 32. Necht’ M je monoid a x,y € M. Jsou-li alespori dva z prvkii x, y, Xy a yx invertovatelné,
pak jsou invertovatelné vSechny Ctyri.

DUKAZ. Necht' I C M je grupa invertovatelnych prvkGi v M. Je-lix,y € I,pakixy € [ ayx € I.Je-li
x,xy € I,paky = x }(xy) € I,atedyi yx € I.Podobné je-li x, yx € I, pak opét y = (yx)x~! € I.
Konecné, je-li xy, yx € I, pak (yx)~'y je levy invers k x, nebot’ ((yx)_ly)x = (yx)"'(yx) = e, a
podobné& y(xy)~! je pravy invers k x. Tedy x € I a dle ptedchoziho pakiy € 1.

O

TVRZENI 33. Necht’ A je algebra nad K.

(a) Je-li A netrividlni, pak o (0) = {0}.

(b) Md-li A jednotku, pak o (e + Bx) = a + Bo(x) pro kaZdé x € Aaw, B € K.

(c) Je-lix € A,n e Nai €o(x), pak A" € o(x").

(d) Je-li x € A*, pak A € 0 (x), pravé kdyZ ; € o(x™").

(e) Jsou-li x,y € A, pak mnoZiny o(xy) a o(yx) se lisi nejvyse o prvek 0. Je-li navic x € A*, pak
o(xy) =o(yx).

(f) Je-li z € A%, pak o(x) = o(zxz~ ") pro kazdé x € A.

DUKAZ. (a) Prvek Ae — 0 = Ae je invertovatelny tehdy a jen tehdy, pokud A # 0.

(b) Je-li A trividlni, pak je na obou strandch rovnosti prizdnd mnoZina. Pfedpoklddejme nyni, Ze A4 je
netrividlni. Je-li B # 0, pak Ae — (e + Bx) = B (A,%"‘e —x),atedy A € o(ae+ Bx), pravé kdyz A’%"‘ € o(x),
odkud rovnost ihned plyne. Je-li B = 0, pak dle pfedchoziho a (a) je o (e + fx) = o(we +1-0) =
a+1-{0} ={a} = o+ Bo(x).

(c) Bez tjmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze A ma jednotku. Snadno ovéfime, Ze

AMe—x" = Ae—x)(A" e+ A" x4+ AX" 24X = A" e A x4 X" 24X (Ae—x).

Je-li tedy A" € p(x"), pak dle Lemmatu [32|je Ae — x invertovatelny, neboli A € p(x).

(d) Nejprve si uvédomme, Ze 0 ¢ o (x). Dale zjevné sta¢i dokazat pouze implikaci <= a tu pak aplikovat
nax~'a . Necht tedy A € p(x), A # 0.Pak e —x7' = (;x —e)x™' = =3 (he —x)x~! € A%, atedy
1 €pxh.

(e) Bez ijmy na obecnosti miZzeme predpokladat, Ze A md jednotku. Necht' A € p(xy) \ {0}. PoloZzme
z = (le — xy)~!. Pak

1le+ yzx)(Ae — yx) = e — 1yx + yzx — yyzxyx = e — 7 yx + 1yz(Ax — xyx) =
=e—1yx+ yz(le —xy)x = e — ;yx + yyex =e
a(ke—yx)%(eqtyzx) = e—%yx+yzx—%yxyzx = e—%yx—l—%y()te—xy)zx =e,atedy A € p(yx).
Pro opacnou inkluzi sta¢i vyménit roli x a y.

Poznamenejme, Ze na vzorec pro inverzni prvek k e — yx lze prijit ndsledovné: predpokldddme-li, Ze
A je Banachova algebra a x, y € Uy, pak dle Lemmatu a) je e — yx invertovatelny a (e — yx)™! =
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S ox)" =e+ >0  y(xy)" Ty = e+ y(Xaeo(xy)")x = e + yzx, pfiemZ jsme vyuZili spojitosti
ndsobeni.
Je-lix € A, pak xy € A*, pravé kdyZ yx € A* (Lemma|32), atedy 0 € o(xy), pravé kdyz 0 € o(yx).
(f) Pro kazdé A € K je le — zxz™! = z(ke)z7! —zxz7! = z(he — x)z7!, takZe Ae — zxz 7! je
invertovatelny, pravé kdyZz Ae — x je invertovatelny.
O

PRIKLAD 34. Necht A = £({,), L € A je posun doleva, tj. L(x) = (x2,X3,...)a R € A je posun
doprava, tj. R(x) = (0, x1, X3, ...). Pak snadno zjistime, Ze 6 (LR) = o(Ild) = {1} ao(RL) = {0,1}
(vizte Piiklad 30| nebo [4.18)).

o

Nasledujici tvrzeni rozsifuje Tvrzeni [33|f) pro piipad algebry operatorti.

TVRZENI 35. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, T € £(X)a S: X — Y je linedrni
izomorfismus. Pak pro operdtor S o T o S™' € £(Y) plati, Ze 6(SoT o S™') =0(T)ao,(SoToS™) =
op(T).

DUKAZ. Polofme U = S oT oS 1. Pak T = S7!oU o S, takZe stadi ukézat, ze o(U) C o(T)
a0,(U) Cop(T).Didlepror € KjeAly —U = S o (Ax —T) o S~'. Odtud plyne, Ze je-li A € p(T), pak

iA e p(U) (Fakt[1.63), aje-li A ¢ 0,(T), pakiA ¢ o,(U).
O

Je-li A algebra, pak idedlem v A rozumime vektorovy podprostor B v A, ktery je zaroveni okruhovym
idedlem, tj. plati, Ze ab € B aba € B prokazdé a € A ab € B. Kazdy idedl je zjevné podalgebra.

Vsimnéme si, Ze A je idedlem v A.. Jinym prikladem idedlu je K (X) v £(X) pro normovany linearn{
prostor X (Vétaf.12). Ddle si uvédomme, Ze vlastni idedl v algebfe A nikdy neobsahuje jeji jednotku, a tedy
Zadny prvek vlastniho idedlu v A nenf invertovatelny v A.

FAKT 36. Necht' A je algebra a B je idedl v A. Pak B je idedl i v A..

DUKAZ. Jsou-lia € A,b € Baa € K, pak (a,a)(b,0) = (ab + ab,0) € B a (b,0)(a,a) = (ba +
ab,0) € B.
O

TVRZENI 37. Necht’ A je algebra.

(a) Pro kazdé x € A je O € o4,(x). Nemd-li tedy A jednotku, pak 0 € o(x) pro kaZdé x € A.

(b) Md-li A jednotku, pak o4,(x) = 04(x) U {0} pro kaZdé x € A.

(c) Necht' A md jednotku e, B je podalgebra A neobsahujicie a C = B + span{e}. Pak oc(x) = op,(x)
pro kaZdé x € B.

(d) Necht’ B je podalgebra A a x € B. Pokud B md jednotku, kterd neni jednotkou v A, pak o4(x) C
op(x) U {0}, v ostanich pripadech je o4(x) C op(x).

(e) Je-li B vlastni idedl v A, pak op,(x) = 04(x) pro kaZdé x € B.

DUKAZ. (a) Tvrzeni ihned plyne z faktu, Ze x € A nemad inverzi v A., nebot’ A je vlastni idedl v A..
(b) Necht e je jednotka v A a oznatme u = (0, 1) jednotku v A.. Necht’ x € A je ddno. Dle (a) je
0 €04,(x). Je-li A € pa(x) \ {0}, pak existuje y € A takové, Ze y(Ae — x) = (Ae —x)y = e. Pak

(Au—x)(y— e+ ju) =Auy —ue +u> —xy + jxe — jxu = Ay —e+u—xy + ;X — ;X =

=ley—xy—et+u=Qe—x)y—e4+u=e—e+u=u a
(y—%e—i—%u)(ku—x):)&y—e—i—u—yx—i-%x—%x=y()&e—x)—e—|—u =u,
atedy A € pg (x).

Na druhou stranu, je-li A € pg_(x), pak existuje y € A, takové, Zze y(Au — x) = u = (Au — x)y.
Vynésobime-li obé rovnosti prvkem e zleva i zprava, obdrzime ey (Aue — xe) = eue = (Aeu — ex)ye,
neboli (ey)(Ae —x) = e = (ke — x)(ye). ProtoZe e € Aa Ajeidedl v A.,je ey € A a ye € A, atedy
ey = ye € Ajeprvek inverzni k Ae — x v A, coZ znamena, Zze A € p4(x).
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(c) Dle Tvrzeni[d]je C podalgebra A a existuje izomorfismus @ : B, — C, ktery je identitou na B. Tedy
oc(x) = oc(P(x)) = op,(x) pro kazdé x € B dle Tvrzeni
(d) Maji-li A a B spole¢nou jednotku, pak inkluze o4(x) C op(x) plyne z Faktu |19, Nemaji-li A a B
spolec¢nou jednotku, pak miZeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, Ze A ma jednotku (oznacme ji e),
nebot’ jinak je 04(x) = 04,.(x) a B je podalgebra A., kterd s ni nema spolec¢nou jednotku. Polozme C =
B + span{e}. Pak 04(x) C oc(x) = op,(x) dle prvni ¢asti a (c). To znamen4, Ze pokud B nema jednotku,
pak 04(x) C op,(x) = op(x) z definice; pokud B m4 jednotku, pak o4 (x) C op,(x) = op(x) U {0} dle (b).
(e) Diky Faktu 36| miZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze A ma jednotku e. Dle predpokladu je
e ¢ B.Polozme C = B +span{e}. Necht x € B.Dle (c)jeop,(x) = oc(x).Dle(d)jeos(x) C oc(x).Na
druhou stranu, necht’ A € p4(x). Pak existuje y € A takové, Ze y(Ale —x) = (Ae —x)y = e. Pokud A = 0,
pak e = —yx € B, coZ je spor. Tedy A # 0. Protoze e = Aye — yx = Ay — yx,je y = %e + %yx eC,
atedy y jeinverzni k Ae — x v C. To znamen4, Ze A € pc(x).
O

PRIKLAD 38. Necht' 4 a B jsou algebry z Pfikladu[13] Snadno nahlédneme, Ze B je vlastni idedl v A.
Polozme f = cxjo,1] € B pro n&jaké ¢ € K. Pak op(f) = {c} (Tvrzeni[33|b)) ao4(f) = 0p,(f) = {c,0}
(Tvrzeni[37(b), (e)).

<

TVRZENI 39. Necht’ A, B jsou algebry, ®: A — B je homomorfismus a x € A. Md-li A jednotku e
a @ (e) neni jednotkou v B, pak og(D(x)) C a4(x) U {0}, v ostatnich pripadech je og(®(x)) C 04(x).
DUKAZ. Predpoklddejme nejprve, Ze A md jednotku. Oznatme C = @(A). Je-li A € pg(x), pak Ae —
x € A%, atedy dle Faktu 20| je A®@(e) — @(x) = ®(he —x) € C*, tj. A € pc(P(x)). To znamena,
7e oc(P(x)) C o04(x). Je-li nyni ®@(e) jednotkou v B, pak op(P(x)) C oc(P(x)) C o4(x), jinak je
0g(P(x)) C oc(P(x)) U{0} C 04(x) U {0} (Tvrzeni[37(d)).

V pfipadé, Ze A nema jednotku, vezméme rozSifeni @: A, — B. z Faktu [3| Podle Tvrzen{ b)
a predchoziho piipadu je pak op(®(x)) C 0p (P (x)) = aBe(Eﬁ(x)) C 04,(x) = 04(x).

O

DEFINICE 40. Necht' A je algebra. Pro x € A definujeme spektralni polomér prvku x jako
r(x) = sup{|A| € [0, +00); A € o(x)}.
Zdtraznéme, Ze supremum bereme v mnoziné€ [0, +00), specidlné tedy supremum prazdné podmnoziny
je 0.
VETA 41. Necht’ A je Banachova algebra a x € A. Pak p(x) je oteviend, o(x) je kompaktni a
r(x) < inf V/|lx*| = lim +/[x"].
neN n—00
Uvédomme si, Ze specidlné plati r(x) < ||x||. V dikazu vyuzijeme nasledujici lemma.

LEMMA 42. Necht’ {a,} je posloupnost redlnych Cisel.

(a) Pokud apyp < a, + a, provSechnam,n € N, pak lim % = inf % < 4o00.
n—>00 neN 7

(b) Pokud {a,} je nezdpornd a ay+, < ama, pro vSechnam,n € N, pak lim /a, = in1£1 Yay, € R.
n—>o0 ne

DUKAZ. (a) Indukci snadno obdrzime, Ze a,, < ga, pro viechna p, g € N. Zvolme pevné libovolné n € N.
Prom e N existuji g,,, rm € Ng takova, Ze m = g,un + rpy, ar, < n.Pak

a_m_ ann-i-rm < dmdn +arm _a_n ndm +arm _a_n(l_r_m)+arm

m m

m m - m n m m n
pro kazdé m € N. Posloupnosti {r,,} a {a,,, } jsou omezené, nebot’ mnoZzina {r,,; m € N} je konecnd. Plati

tedy
limsupa—m < lim sup (a—" (1 — r_m) + aﬂ) = lim (a—" (1 — r_m> + %) =
mooco M~ m—oco \N m m m—>c0 \ m m n
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Tento odhad plati pro kazdé n € N, atedy limsup 22 < inf 22 < liminf 22, odkud jiZ tvrzen{ plyne.
m—oo neN " n—oo '

(b) Je-li a,, = 0 pro néjaké m € N, pak 0 < a4n < 0a, = 0,tedy a, = Opron > m a
tvrzeni plati. Predpokladejme nyni, Ze {a,} je kladna. Polozme b, = loga, pron € N. Pak b4, =
logam+n < log(ama,) = loga,, + loga, = b, + b, pro vSechna m,n € N. MiZeme tedy aplikovat
(a) na posloupnost {b,}. Pak lim,_, . {/a, = lim,_ . exp % = explim,_, l% = expinfyeyn b;” =
inf,en €Xp % = inf,en Yay.

O

DUKAzZ VETY [41]. Bez ijmy na obecnosti miizeme piedpoklddat, Ze A ma jednotku. Zobrazeni g: K — A,
g(A) = e — x je spojité a p(x) = g~ 1(A™). Otevienost p(x) tedy plyne z otevienosti A* (Véta . Dile,
splituje-li A € K nerovnost |A| > || x||, je prvek Ae —x = A(e — 7) invertovatelny dle Lemmatu a), takze
A € p(x). Odtud plyne, Ze r(x) < ||x|| a o(x) je kompaktni.

Konecné, je-li A € o(x), pak pro kazdé n € N je A" € o(x") (Tvrzeni[33(c)), a tedy dle pfedchoziho
odhadu je |A|" = |A"| < r(x") < ||x"]|]. Odtud plyne, Ze r(x) < inf,en v/||x"|. Zbytek tvrzeni pak plyne
z Lemmatu [42|(b) aplikovaného na posloupnost {[x" |}, nebot’ [|x™*"|| < [x™|||x"]|.

O

VETA 43. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji uzaviend podalgebra obsahujici e
a x € B. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) dpp(x) C dpa(x) a
pp(x) = U{C C K; C je komponenta ps(x) protinajici pg(x)}.

(b) Je-li C komponenta ps(x), pak bud’ C C og(x), nebo C N opg(x) = @. Ddle je dop(x) C do4(x).
(c) Je-li pg(x) souvisld, pak op(x) = 04(x).
(d) Md-li og(x) prdzdny vnitiek, pak op(x) = 04(x).

DUKAZ. (a) Z Tvrzeni [37(d) plyne, Ze pp(x) C pa(x). Necht A € dpg(x). Pak existuji posloupnosti
{an} C pp(x)a{B,} C op(x) takové, Ze limwa,, = lim B, = A. Tedy aye —x € B* a f,e —x € B\ B>
pro kazdé n € N. Protoze lim(a,e — x) = lim(B,e — x) = Ae — x, plyne odtud, Ze Ae — x € dgB™.
Tvrzeni 26| pak implikuje, Ze le — x ¢ A*, atedy A ¢ pa(x). Aplikaci Lemmatu nyni obdrzime
pozadovanou rovnost.

Dile, dpop(x) C pp(x) C pa(x), atedy dpg(x) C pa(x) \ pa(x) C Ipa(x).

(b) je jen jind formulace (a).

(c) plyne z (a).

(d) MnoZina ps(x) C K je oteviend (Véta 41)), takZze kazda jeji komponenta je oteviend (toto plati
i obecné v lokdlné souvislych topologickych prostorech). Z (b) tedy plyne, Ze p4(x) N op(x) = @, neboli
og(x) C 04(x). Opacnd inkluze je v Tvrzeni[37(d).

O

Predchozi vétu 1ze neformalné popsat takto: Mnozinu og (x) obdrzime z mnoziny o4 (x) tak, Ze ,,zalepime
nékteré jeji omezené diry*“.

PRIKLAD 44. Necht A4, B a C jsou Banachovy algebry z Pfikladu 21(d). PoloZzme F(z) = z pro

zeDaf =F|reB.Pakoc(f)= f(T) =T dle Pfikladu28(a) aog(f) = o (Y (F)) = 04(F) =
F(D) = D dle Tvrzeni[31]a Prikladu 28(b).
o

DEFINICE 45. Necht' Y je normovany linearni prostornad K, 2 C K, f: 2 — Y aa € £2. Jestlize
existuje limita lim W € Y, pak tuto limitu nazyvame derivaci zobrazeni f v bodé a a znacime ji

, XxX—a
1 (@).
Dulezitym faktem je, Ze spojité linedrni funkciondly komutuji s derivaci:

FAKT 46. Necht' Y je normovany linedrni prostor nad K, 2 C K, f: 2 — Y aa € §2. Pokud existuje
f'(a), pak pro kazdé ¢ € Y* je (¢ o [)'(a) = (f'(a)).
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DUKAZ.

lim

x—>a

=¢(f'(@)).

O

(¢of)/(a):;i_r}}l(bof(x)_(pof(a) — hm(ﬁ(W) :¢(

X —d xX—>a

f(X)—f(a))
X —a

FAKT 47. Necht' Y je normovany linedrni prostor nad K, 2 C K, f: 2 — Y aa € $2. Existuje-li
f'(a), pak f je spojité v bodé a.
DUKAZ. Diky spojitosti ndsobeni skaldrem je lim (f(x) — f(a)) = lim(x — a)% =0-f'(a) =0.
xX—a x—a
O

DEFINICE 48. Necht’ A je algebra s jednotkou a x € A. Na p(x) definujeme rezolventu (t€Z rezolventni
zobrazeni) prvku x predpisem

R,(A) = RQe—x)"1, Aepk).

Nema-li A jednotku, pak definujeme rezolventu vzhledem k algebie A..

TVRZENI 49. Necht’ A je Banachova algebra a x € A. Pak zobrazeni A + Ry (A) md derivaci v kaZdém
bodé mnoZiny p(x).

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, Ze A ma jednotku. Je-li A € p(x), pak diky
1 sy
Lemmatu b) prot €K, 0 < |f| < MeTGe—=TT plati, Ze

HR4A+?—RAM%_

= ﬁ H Ae—x+te) ' —Ae—x)""+(Ae—x)""te(le —x)7! H <

1 _ _
=< H2II(A€ =) Pllzell® = 20l [ (Ae = x) 7P fle|*.

Odtud ihned plyne, Ze R (1) = —((Ae — x)_l)2 = —R, (L)%

((te —x)™1)?

O

DEFINICE 50. Necht' Y je komplexni normovany linedrni prostor, 2 C C je otevienda f: 2 — Y.
Rekneme, Ze f je holomorfni na §2, jestlize pro kazdé z € £2 existuje f'(z).

Diky Faktu[46|a V&t& 1ze celkem bez problémi pienéet vétsinu tvrzeni o holomorfnich funkcich na
holomorfni zobrazeni do Banachova prostoru. Jako ptiklad muze slouzit nasledujici véta.

VETA 51 (Liouvilleova véta). Necht’ Y je komplexni normovany linedrni prostor a f: C — Y je
holomorfni na C. Je-li f omezené, pak je konstantni.

DUKAz. Predpoklddejme, Ze f neni Konstantni. Pak existuji u,v € C takové, ze f(u) # f(v). Dle
Disledku [2.5] existuje ¢ € Y * takovy, Ze ¢ (f(u)) # ¢(f(v)). Funkce ¢ o f je oviem dle Faktu 6] celd
omezend funkce, a tedy je dle Liouvilleovy véty pro skalarni funkceﬁ ([R], Véta 10.23]) konstantni. To je spor.

O

VETA 52. Necht’ A je komplexni Banachova algebra a x € A.

(a) Rezolventni zobrazeni Ry je holomorfni na p(x).

(b) Je-li A netrividlni, pak o (x) # .

(c) r(x) = inI£I VIx*| = lim {/||x"| (tzv. Beurlinguv-Gelfandiv vzore.
ne n—>oo

DUKAZ. Bez Gijmy na obecnosti mizeme piedpokladat, Ze A ma jednotku.
(a) plyne z Tvrzeni 49|

4y oseph Liouville ve skutenosti dokdzal jeden z dtsledkd (1847), piimo tvrzeni Liouvilleovy véty dokazal A.-L. Cauchy
(1844).
3Arne Karl-August Beurling (pro jisté konvolucni algebry; kolem 1938), I. M. Gelfand (1941)
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Dle Lemmatu [23|a) je

Rx()t)zi(e——> _ i:j() (1)

prokazdé A € C, |A| > ||x].
(b) Predpokladejme, Ze o (x) = @, tj. p(x) = C. Podle (a) je zobrazeni R, holomorfnina C. Pro A € C

spliujici |A| > ||x|| plati dle (T)), ze
Z (nxu) L
A=A I/\I 1— ||x||| Al — [l

IRx(M)]l < ﬁi H (%)

Odtud plyne, Ze lim|3|— o0 Rx(A) = 0. To znamend, Ze R, je omezené a holomorfni na C, a tedy dle
Liouvilleovy véty (Véta konstantni. JelikoZ limjz|— 400 Rx(A) = 0, je Ry = 0 na C. Speciélné,
R.(0) = 0, neboli x~! = 0. To viak neni mozné, nebot’ A je netrivialni, a tedy O neni invertovatelny.

(c) Diky Véte 41| staci ukazat, ze r(x) > limsup,_ ., v/[|x"||. Necht r > r(x) a necht’ ¢ € A* je
libovolny. Podle (a) a Faktu46|je funkce f(A) = A - ¢ o Ry (A) holomorfni na p(x), a tedy i na mezikruZz{

= {A € C; |A] > r(x)}. Dle (1) plati f(A) = > oey ¢i’f1") pro |A| > |x||. Diky jednoznacnosti
rozvoje funkce f v LaurentOVLﬁ fadu na P plati predchozi rovnost i pro A € P. Specidlné, z rozvoje
fry=> 0¢(r,,) plyne, Ze hmn_,oogb(x ) = 0.

Dokazali jsme tedy, Ze r—Z — 0 slabé, coZ znamen4, Ze posloupnost {f—z} je slabé omezena, a tedy

omezena (Véta . Vx| < r¥/C pro

kazdé n € N, a tedy limsup,,_, ., v/[|x"|| < r.JelikoZ r > r(x) bylo libovolné, plyne odtud pozadovana
nerovnost.

O

Miize se zdat zvlastni, Ze definice spektralniho poloméru zavisi pouze na algebraické struktufe Banachovy
algebry A, zatimco Beurlingliv-Gelfandiv vzorec zdvisi na normé algebry. Nicméné tato norma je dzce
svazana s algebraickou strukturou pomoci nerovnosti ||xy| < ||x||||¥]. Neni téZ obtiZzné si v§imnout, Ze
vysledek Beurlingova-Gelfandova vzorce se nezméni pfechodem k ekvivalentni algebrové normé.

Dale si v§imnéme, Ze je-li A komplexni Banachova algebra, B jeji uzaviend podalgebra a x € B, pak se
miZe stt, Ze 04(x) & op(x). Nicméné z Véty c) plyne, Ze r4(x) = rp(x), coz znamen4, Ze ob¢ spektra
maji stejnou ,,opsanou kruznici®. To je i v souladu s Vétou ktera fik4, ze prechod od o4(x) k o (x)
muZe nanejvys ,,zalepit vnitini diry*.

Nasledujici disledek je drobnym zobecnénim Lemmatu 23]a).

DUSLEDEK 53. Je-li A komplexni Banachova algebra, x € Aa A € C, |A| > r(x), pak fada Y -, 3

konverguje absolutné. Md-li tedy A jednotku, pak Ry(A) =Y 72, A,’fil

DUKAZ. Naleznéme g € (0,1) takové, Ze r(x) < g|A|. Dle Véty [52|c) existuje no € N takové, Ze
pron > ng je v/ ||x"|| < ¢|A|, neboli < q Odtud plyne absolutm’ konvergence fady Y -, E—Z
Z Lemmatutedy dostdvame, 7Ze Ry (A) = (e -3 =3 D N An

I’l

O

VETA 54 (S. Mazur (1938), I. M. Gelfand (1941)). Necht’ A je netrividlni komplexni Banachova algebra
s jednotkou. Pokud A* = A\ {0}, pak A je izomorfni C. Pokud navic |le|| = 1, pak A je izometricky
izomorfni C.

DUKAZ. Je-li x € A, pak dle Véty [52(b) existuje A € o(x). Dle pfedpokladu je pak Ae — x = 0, neboli
x = Ae. To znamend, Ze A = {Ae; A € C}. Definujme y: C — A predpisem (A1) = Ae. Snadno
nahlédneme, Ze ¥ je algebrovy izomorfismus. Déle ||y (4)| = |A|||le||, a tedy ¥ je izomorfismus (popiipadé
izometrie, pokud |le| = 1).

O

®pierre Alphonse Laurent
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3. Holomorfni kalkulus

Pomoci algebraickych operaci (sCitdni a ndsobeni) na redlnych nebo komplexnich Cislech a limitnich
VVVVVV o fl—': Na Banachov¢ algebie mame k dispozici
zékladni stavebni kameny pro tvorbu takovychto funkeci (algebraické operace a limitni pfechody), nabizi
budou mit tyto funkce obvyklé vlastnosti (tj. zda bude platit vhodny , kalkulus* pro pocitani s takovymito
funkcemi).

Necht' A je Banachova algebra nad K s jednotkou a x € A. Déle necht’ ¥ je néjaka algebra funkci
definovanych na podmnoZiné K, kterd obsahuje polynomy. Funkénim kalkulem pro x budeme rozumét
néjaky homomorfismus @ : ¥ — A takovy, ze @(1) = e, @(Id) = x, a ktery je navic spojity, piipadné
sekvencidlné spojity, v néjakych vhodnych topologiich na ¥ a A. (Napf. stejnomérnd, lokdlné stejnomérna,
¢i bodové konvergence na ¥ a normova nebo rtizné slabé topologie na A.) Nasim cilem je samozfejmé mit
funk¢ni kalkulus pro co nejvétsi algebru F . Postupné ukdZeme, jak vybudovat kalkuly pro rtizné algebry ¥,
pricemz konstrukce vyzaduji, Ze ¢im vétsi je algebra ¥, tim silnéj$i omezeni musime klést na algebru A,
resp. prvek x.

Uc¢inme nejprve nasledujici obecné pozorovani: Necht’ @: ¥ — A je funk¢ni kalkulus pro x € A4
a necht’ funkce z algebry ¥ jsou definovany na mnoziné §2 C K. Je-li algebra ¥ dostate¢né bohata tak, Ze
obsahuje funkce ¢ ﬁ prokazdé A € K\ §2, pak £2 D o(x). Vskutku, v tom piipadé snadno nahlédneme,
ze o3 (Id) C 2. Dle Tvrzeni[39]je oviem o (x) = o(®(Id)) C oz (1d) C £2.

Dile si v§imnéme, Ze @(¥) je komutativni podalgebra A, nebot’ ¥ je komutativni.

V tomto oddilu ukdzeme, jak zkonstruovat holomorfni funkcni kalkulus pro libovolny prvek komplexni
Banachovy algebry, tj. ¥ budou funkce holomorfni na né¢jakém okoli o (x) s topologii lokdlné stejnomérné
konvergence. Neni pfili§ obtiZzné ukézat, Ze takovyto kalkulus, pokud existuje, 1ze vyrobit jen jedinym
moZnym zpusobem, a to ve velmi silném smyslu:

VETA 55. Necht' A je komplexni algebra s jednotkou a x € A. Necht' §2,, 82, C C jsou oteviend
okoli 0(x) a necht’ ®@;: H(82;) — A je algebrovy homomorfismus takovy, Ze ®;(1) = e, ®;(Id) = x a ®;
je sekvencidlné spojity z topologie lokdlné stejnomérné konvergence na H(S$2;) do néjaké Hausdorffovy
topologie T na A, i = 1,2. Jsou-li f; € H($2;), 1 = 1,2 takové, Ze f1 = f> na 21 N §2,, pak 1(f1) =
D,(f2).

DUKAZ. Polome 2 = £2; U £2,. Necht A € C \ 2. Oznatme g(z) = A —z a h(z) = 3. Pak
glo, hle € H($2;),i = 1,2a (e —x)P1(hlg) = P1(gle)Pi(hle) = ¢1(1) = e = &(1) =
(1 L 2,)B2(g 1 2,) = Ba(h h ) (he — x), odkud plyne, Ze @, () 2,) = (e — x) ™! = By(h 1 g,). Oditud
snadno dostdvame, Ze @ (R ['p,) = P2(R |',) pro libovolnou racionélni funkci R s pély mimo mnozinu §2.
Dale definujme f € H(£2) predpisem f(z) = fi(z) pro z € £2;. Dle Rungeovy Vét}ﬂ([R, Véta 13.9])
existuje posloupnost racionalnich funkci {R,} s pdly mimo mnozinu §2, kterd konverguje lokalné stej-
nomérné k f na §2. Dle pfedpokladu a predchoziho odstavce je tedy @1(f1) = lim,— 00 P1(Ry ['2,) =

limy, - oo ¢2(Rn rﬂz) = @2(f2)-
O

Ukazuje se, zZe jednim z vhodnych néstroji ke konstrukci holomorfniho kalkulu je Cauchyiv vzorec.
Necht’ X je komplexni Banachtv prostor. Je-li y: [a,b] — C cestaa f: (y) — X spojité zobrazeni,

pak zobrazeni t > y'(t) f(y(t)) je po Castech spojité (a tedy silné méfitelné a omezené) na [a, b], mizeme
tedy definovat integral f podél y predpisem

f f= / Y (0) £ (r(6)) dA QD).
y [a,b]

Carl David Tolmé Runge (1885)
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kde vpravo je Bochneriyv integral. Dale stejné jako pro komplexni funkce definujeme integrdl podé€l fetézce
I' =y + -4 y, v C ze spojitého zobrazeni f: (I") — X predpisem

[r=] st

LEMMA 56. Necht' I' je fetézec v C, X je komplexni Banachuv prostor, f: (') — X je spojité

ap e X* Pak¢([ f)= [rdo f.
DUKAZ. Necht' I = y; + -+ + yu, kde y; : [a;, b;] — C jsou cesty. Pak dle Véty|[8.32]je

¢(/Ff)=¢(i1/ ) Z¢(/ )=iqb(f[a_,b‘]Vf(f)f(yf(f))d“’))=

— Z / B(//(0) £ (7 (1)) dA(1) = Z [ 082 S0, @0 =

=;/w¢of=/r¢of-

O

Je-li £2 C C oteviend a K C 2 kompaktni, pak fekneme, Ze cykl I obtha K v £2, pokud (I") C £2 \ K,
indrz =1proz € Kaindpz = 0proz € C\ £2. Z komplexni analyzy vime, Ze takovy cykl vZdy
existuje.

Jako ilustraci metody, jak pfevadét véty z teorie komplexnich funkci na zobrazeni z C do Banachova
prostoru, uved’me ndsledujici verzi Cauchyovy véty:

VETA 57. Necht’ 2 C C je oteviend, X je komplexni Banachitv prostor a f: §2 — X je holomorfni.
Jsou-li I, Iy dva cykly v §2 takové, Ze indr, (z) = indp,(z) pro kazdé z € C \ $2, pak fr f = sz f

DUKAZ. Necht ¢ € X* je libovolny. Pak je funkce ¢ o f holomorfni na £2. Ddle polozme I" = I} = I'5.
Pak indj(z) = 0 pro kazde z € C\ £, podle Cauchyovy véty je tudiz [ ¢ o f = 0. Dle Lemmatu 56| je
tedy ¢ (/[ /) = 0 pro kazdé ¢ € X*. ProtoZe X* odd&luje body X, je fn f _fl’z f=[rf=

O

Predchozi véta ndm umoZziuje zavést ndsledujici definici.

DEFINICE 58. Necht' 4 je komplexni Banachova algebra s jednotkou a x € A. Je-li f € H($2), kde
§2 C C je oteviené okoli o (x), pak definujeme

1 1 3
f(x)=— / SRy = —/ f(a)(oe —x) ' da,
2wi Jr 2wl Jr
kde I' je libovolny cykl obihajici o(x) v £2.

Dfive, nez ukdZzeme, Ze s takto definovanymi funkcemi Ize pracovat pomoci prirozeného kalkulu, uvedeme
nékterd pomocnd poctarska tvrzeni.

LEMMA 59. Necht’ (52, 1) je prostor s vuiplnou mirou, A je Banachova algebra a f € L(u, A). Pak pro
kaZdé x € A a kaZdou méritelnou E C S2 plati, Ze

x( [ fdu) S CLIC ( / fdu)x= [ s@xauc

DUKAZ. Necht' x € A. Operator levé translace L,: A — A, Ly(y) = xy patii do £(A). Dle Véty
tedy pro kazdou méfitelnou E C £2 plati, ze

x( [ fdu) =Lx( / fdu) = [ Lao = [ xrowo.
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Obdobné odvodime druhou rovnost.

O
FAKT 60. Necht G je grupa. Komutuji-li spolu u,v € G, pak spolu komutuji i prvky u, v, u™!, v,
DUKAZ. Tvrzeni plyne z néasledujicich vypoctu:
w v = (u) T = (wu) T = v,
wv ' = v louv ! = v luwv ™! = v_lu,
u v =uvuu = twout = vuh
O

LEMMA 61. Necht’ A je algebra s jednotkou, x € A a jt,v € p(x).

(a) Rx(M)Rx(V) = Rx(V)Rx(M)-
(b) Rx(it) — Rx(v) = (v — )Ry () Rx (V) (tzv. rezolventni identita).

DUKAZ. Snadno vidime, Ze prvky e — x a ve — x spolu vzdjemné komutuji. Tvrzeni (a) tedy plyne
z Faktu |60, Podobné diky Faktu |60| plati, Ze spolu vzdjemné& komutuji prvky R, (i)~ a R, (v), a tedy

Ry (i) — Re(v) =Rx (W) Rx (V)R (V)™ — Ry () Rx () "' Rx(v) =
= Re(W R (MR (1) = Re()Re () R ()™ =
= R: (W R (v)(Rx(v) ™' = Re()™') =
= Rx(WRx(v)(v — e = (v — ) Rx (1) Rx (v).

O

VETA 62 (holomorfni kalkulus). Necht’ A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, 2 C C
je oteviené okoli o(x) a f € H(S2). Zobrazeni ®: H(S2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice md
ndsledujici vlastnosti:

(a) Na prostoru H(S2) uvaZujme topologii lokdlné stejnomérné konvergence. Pak @ je spojity algebrovy
homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a ®(Id) = x.

(b) f(x) € A, pravé kdy? f(L) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom pripadé je f(x)™! = %(x).

(c) a(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

(d) Pokud g € H($21), kde $21 je oteviené okoli f(o(x)), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

(e) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).

(f) Je-li B komplexni Banachova algebra a ®: A — B spojity homomorfismus takovy, Ze ©(e) je jednotka
v B, pak f(O(x)) = O(f(x)). Specidlné, je-li z € A*, pak f(zxz™') = z f(x)z~ .

DUKAZ. (a) Linearitu @ obdrzime snadno z linearity integralu podél fetézce. Ukazme nyni ‘multiplikativitu.
Necht' ¢ € H(£2). Naleznéme otevienou mnoZinu U C C takovou,Ze o(x) C U C U C 2aU je
kompaktni. Déle necht’ I" je cykl obihajici o(x) v U a necht” A je cykl obihajici U v §2. Pak I" i A obihaji
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o(x) v £2, takze

F)g() = (27” [ r:) a0 = o [ roR 000 =

- [ 1OR0 (57 [ LRy (5) s ) ar =
= g [ ([ 1050 R0 R a5 ) ar =
= G [ ([, 00 = )d’
:ﬁ/ﬂ)(/ =t )R’“(Z)dt_(znli)Z/p(Aw&“m)dt:
= e oo ([ 55 g() )Rx“)dt_ﬁﬁ(pfg)ig(S)R(s)dl) -

_ 1 8(s) ) 1 £() -
- (2m‘)2/ f()(/ )Rx(l)d’— (Zni)Z/Ag(s)( S—dZ)R (s) ds =
= 5 [ S0sOR 0 = o),

pfi¢emz druhd a ¢tvrtd rovnost plynou z Lemmatu [S9] patd rovnost plyne z rezolventni identity (Lemmal61[(b))
diky disjunktnosti (1) a (A), sedma rovnost plyne z linearity vnéjSiho integralu a z Faktu osma rovnost
plyne z Fubiniovy véty (Véta[8.39), a devatd rovnost plyne z Faktu[8.33] Konecné, desatd rovnost plyne
z toho, Ze podle Cauchyovy véty je | r {: (tt) dt = 0 pros € (A), nebot’ pro tato s je funkce ¢ +— %
holomorfni na U, a déle podle Cauchyova vzorce je [ AS &9 (S) ds =2nig(t)prot € U.

Pro spojitost @ sta¢i ukazat sekvencidlni spojitost v 0 (Veta@ spolu s Pfikladem [6.63)). Necht' tedy

fn € H($2) a f, — 0 lokdlné stejnomérné. Necht' I" = y; + --- + yx je cykl obihajici o(x) v £2 a necht’
it laj,bj] - C.Pakpron € N je

kb
1000 = | [ Aot R <3 [ o1 Ut IRl <

< SUPIfn(u)IZ / VO] [Re (0] b

Odtud plyne, Ze f,(x) — 0, nebot’ (I") je kompaktni podmnoZina 2.

Abychom ukézali posledni vlastnost @, vezméme k € Ny a polozme g(u) = u* prou € C. Pak
g € H(C). Dile vezméme r > | x| a polozme y(t) = re'’, t e [0, 271] Pak y obiha o(x) v C, nebot’
r > ||lx|| = r(x), aje-li I' cykl obthajici o' (x) v 2, pak g(x) = 5= [ §Rx = 5= [, &Rx (Vetap0u21ta
na mnoZinu p(x)). Plati tedy

_ N " S kX"
o0 = 57 [ stomw = [0S = | Zy(z)y(r) ) =
kX" _ - L u” n_ k
~ omi Zf[o 27] YOy y(@)"+1 A = nz_;) (2711' /,, untl1 du) e

pfi¢emZ jsme postupné pouZili Disledek [53] Vétu spolu s faktem, Ze pfislu$na fada konverguje absolutné
stejnomérné na [0, 2], a Fakt Dosazenim k = 0, resp. k = 1, dostdvame kyzeny vztah.
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(b) = Necht’ f(A) = 0 pro n¢jaké A € o(x). Pak existuje g € H(£2) tak, Ze f(u) = (A —u)g(u) pro
u € 2. Dle (a) je tedy (Ae — x)g(x) = f(x) = g(x)(he — x). Pak f(x) ¢ A* dle Lemmatu 32} nebot’
Ae —x ¢ A*.

< Diky spojitosti f existuje oteviend §2; C £2 takova, Ze 0 (x) C §2y a f # Ona §2;. Pak % € H(§2y)
a dle (a) pouzitého na funkce z H(§2;) jee = (f%)(x) = f(x)%(x).

(c) PouZijeme-li postupné (a) a (b), obdrZime, Ze

Aeo(f(x) @ re—f() ¢ A & A-flx) g A" & peco(x):A—f(n) =06 4e flo).

(d) MnoZina f(co(x)) je kompaktni, existuje tedy oteviend V' C C takovd, ze f(o(x)) CV CV C £,
a V je kompaktni. Polome U = f~!(V). Pak U je oteviené okoli o (x), a tedy existuje cykl I" obihajic{
o(x) v U. Necht' I je cykl obihajici V v £2;. Je-li v € (I'}) a polozime-li h(v) = v — f(u), pak & je
holomorfni na £2 a nenulovana U D o(x), takze % je holomorfni na U. Podle (a) je tedy h(x) = ve — f(x)
adle (b) je

1 1 1
Rro(0) = (e = [ = (™ = 200 = 5= | — R du,

ProtoZze Iy dle (c) obihd o (f(x)) v §21, je

o0 =5z [ ereo =5 [ w0 (557 [ e an) av =
_ 1 gv) _ 1 g(v) _
= @iz (/F . _f(u)Rx(u)du) dv = (27”.)2/ (/Fl = f )Rx(u)dv) du =

_ 1 g() B .
= Qniy /F (/F1 o — ) dv)R () du = / §(f ) Rx(u)du = (g o [)(x),

pri¢em? jsme postupné pouZili Fubiniovu vétu (Véta [8.39), Fakt 8.33] Cauchytiv vzorec pro body z mnoZziny
f(I')) C V afakt, ze g o f je holomorfnina U.

(e) Necht' y komutuje s x. Snadno vidime, Ze pak y komutuje i s ke—x pro kazdé A € C, dle Faktu[60]tedy
komutuje i s R, (A) pro kazdé A € ,o(x) Necht' I je cykl ObﬂlajICI o (x) v £2. Diky Lemmatu [59] dostavame,
?e( y)f(X) = Vo Jr fRx = 57 [ f@)YR ) du = o [ fa) R )y du = (57 [r fRx)y =

X)y.

(f) Dle Tvrzeni 39)je 0 (@ (x)) C o(x), tedy f(©(x)) je dobfe definovéno. Necht' ¥;: H(2) — B
je homomorfismus z (a) pro prvek ®@(x) € B, tj. ¥1(1) = O(e) a ¥;(Id) = O(x). Dile ¥, = @ o
@: H(S2) — B je spojity algebrovy homomorfismus, pro ktery ¥,(1) = O(e) a ¥,(Id) = @(x). Dle
Véty[Bilje f(O(x)) = ¥i(f) = ¥a(f) = O(P(f)) = O(f(x)).

Kone¢né, zobrazeni @: A — A, ©(x) = zxz ™', je spojity homomorfismus, nebot’ @ (xy) = zxyz~ ! =

zxz27zyz7! = O(x)O(y), a O(e) = e. Miizeme tedy pouZit pfedchozi obecné tvrzeni.

O

POZNAMKA 63. Dle Véty |55|je jiz definice f(x) jednoznacné urcena prirozenymi vlastnostmi kalkulu.
Pokud bychom tedy napfiiklad ke konstrukci f(x) pouZili metodu Taylorovych fad nazna¢enou v ivodu,
pak bychom dospéli ke stejné hodnoté, jako pomoci Cauchyova vzorce vyse: Jsou-li Ay € Ca R > 0
takové, ze o(x) C U(Ag, R), a je-li f holomorfni na U(Ay, R) a je zde vyjadiena mocninnou fadou
FQ) =30 g an(A — Ao)", pak

o0
f@) =) an(x = 200)".
n=0
Vskutku, pro polynom py (1) = Z,I,V:o an(A — Xo)" z (a) plyne, Ze py(x) = Zfl\’:o an(x — Age)". Protoze
pn — f lokdlng stejnomérné na U(Ae, R), plyne vzorec pro f(x) ze spojitosti @ (Véta[62](a)).

PRIKLAD 64 (holomorfni kalkulus pro nilpotentn{ prvky). Necht’ A je netrividlni komplexni Banachova
algebra s jednotkou a x € A je nilpotentni, tj. existuje n € N takové, ze x” = 0. Pak o(x) = {0} a pro f
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holomorfni na okoli O je
n—1
1
_ 2 s k
O kZ /0.
=0
Vskutku, dle Véty [52(c) je r(x) = 0, diky neprdzdnosti spektra (Véta[52(b)) je tedy o (x) = {0}. Zbytek
plyne z Poznamky |63 a z toho, Ze x* = 0 pro k > n.
o

PRIKLAD 65 (holomorfni kalkulus pro matice). Ztotoznime-li obvyklym zpisobem komplexni matice
z M(n x n) s operatory z £(C"), pak M(n x n) se standardnimi maticovymi operacemi je komplexni
Banachova algebra s jednotkou. Necht' A € M(n xn) a f je holomorfni na okoli o (A) (tj. mnoZiny vlastnich
¢isel). Pak existuji matice Q, J € M(n x n) takové, ze Q je regularni, J je Jordanova, A = QJQ~! a prvky
na diagonale J patii do o(A4). OznaCime-li pro B € M(r xr) a C € M(s x s) jako B & C matici
(B2) e M((r +s)x (r +s)),pak J = J1 & J & -+ & J, pro n&jaké Jordanovy buiiky Ji, ..., Jpm.
Protoze 0(J;) C 06(A),l = 1,...,m,je f holomorfni na okoli (J;) a mdme tak definovanu matici f(J;)
(vSe se odehrava v algebfe M (k x k), kde k je fad bunky J;). Pro f(A) pak plati vzorec

fA=0(fUn® & f(Un)Q",

A1 oo ..
pficemz pro Jordanovu buiku J, x = ( '(') A . ) e Mk xk),Aea(A)je
R
’ ” (k—1)
fO) LR e
/ (k—2)
0 F) fl(!/l) o f(k—z)(!k)
fUak) = :
o ... 0 foy L&
0 ... 0 fh)

Vskutku, z Véty [62(f) plyne, Ze f(A) = Qf(J)Q .

Diale, pro B,D € M(r xr)aC, E € M(s x s) je snadné ovérit, Ze (B @ C)(D & E) = (BD & CE).
Odtud ihned dostdvame, Ze jsou-li B a C regularni, pak B @ C jeregulirnia (B ® C) ' = B '@ C L.

Je-li B: L — M(r x r) maticové funkce na intervalu L C R, pak dle Pfikladu 8.34] plati, Ze

[ By = ( | bi,-a)dx(t)) ,
L L i,j=1.r

je-li jedna ze stran rovnosti definovana. Odtud snadno plyne, Ze je-li navic C: L — M(s X s), pak
[, (B(t) & C(t)) dA(t) = ([, B(t)dA(r)) @ [; C(t) dA(r), je-li jedna ze stran rovnosti definovdna. Jsou-li
nyni D € M(r xr)a E € M(s x s) takové, Ze a(D) Uo(E)Ua(D @& E) C a(A), je-li I cykl obihajici
0 (A) v defini¢nim oboru funkce f a oznacime-li I jednotkovou matici v M (k x k), pak

rwep =5 | f@ah.-Deb d=; | f@lal D)o@l - £)" -
— 57 | F@@l = D) @ @l - ) do -
=57 [V@t - D)) & (f@iel, ~ £))da =

1 _ 1 _
= (%/Ff(a)(alr — D) lda) 52 (%/Ff(a)(als—E) 1d0l) = f(D) & f(E).

Odtud jiz indukci snadno plyne, ze f(J) = f(J1) D - D f(JIm).



ODDIL 4. MULTIPLIKATIVN{ LINEARNI FUNKCIONALY 189

Kone¢né, pro Jordanovu buiiku J; x, A # 0 snadno spocteme, Ze

1
A 22 A3 prs
0 % _)%2 ( 1)k—2 Akl—l
J,x,k_l T
1 1
0 Oz 1
1
0 .......... 0 +
Tedy pro « z defini¢niho oboru f a A # « je
fl@)  _flo) f(@) Sf(@)
a—A  (@—A)2 (a—A)3 (a—/lgk
0 [« _J© _f@
» ;) a—A  (@=A)2 T (@—A)FT
f@) (@l — k) = —f@Da—ak = | oo
O 0 M f(o)
T
o
0 ... 0 pr

ProtoZe pro A € 0(A) a kruznici I obihajici {A} v defini¢nim oboru f podle Cauchyova vzorce plati, Ze

e [ (o{_("i)) =1 zll__ll))(f), vzorec pro f(J ) odtud ihned plyne.

<

Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A a f, g jsou holomorfni na otevieném okol{
o(x). Pokud f = g naokoli o(x), pak f(x) = g(x) (Véta[57). Pokud plati jen f = g na o (x), pak nemusi
byt f(x) = g(x):

PRIKLAD 66. Necht A4 = (§18) € M(3 x 3). Pak 0(4) = 0(4) = {0, 1}. Polozme f(z) = z
ag(z) =z>Pak f =gnao(A4),ale f(4) = Aag(Ad) = 4> = (éz )

[=f=)=)

<

4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Pripomenime, Ze je-li X normovany linedrni prostor, pak kanonické vnoreni e: X — X** je linedrni.
V kontextu algeber, kde zakladnimi zobrazenimi jsou algebrové homomorfismy, bychom tedy chtéli, aby
podobné vnofeni bylo navic multiplikativni. Ukazuje se, Ze podobnou roli, jako X ™* (tj. linedrni funkcionaly)
pro normované linedrni prostory, budou v této teorii hrat multiplikativn{ linedrni funkcionaly.

DEFINICE 67. Necht' A je algebra nad K. Homomorfismus ¢: A — K nazyvdme multiplikativnim
linearnim funkciondlem (tedy ¢ je linearni a ¢(xy) = ¢(x)@(y) pro vSechna x, y € A). Mnozinu vSech
nenulovych multiplikativnich linearnich funkcionéli na A znacime A(A).

Uvédomme si, Ze je-li ¢ € A(A), pak ¢ je na. Ma-li tedy A jednotku, pak p(e) = 1, aje-li x € A, pak
p(x) #0ap(kx!) = @ (Fakt. Na druhou stranu, je-li x € A nilpotentni, pak ¢(x) = 0 (existuje
n € N takové, ze x" = 0, takZze ¢(x)" = ¢(x") = ¢(0) = 0). Déle si v§imné€me, Ze jadro multiplikativniho
line4rniho funkciondlu na A je idedlem v A, nebot’ jadro okruhového homomorfismu je okruhovym idedlem.

PRIKLADY 68. (a) Kanonickym piikladem multiplikativnich linedrnich funkcionall jsou evaluacni
funkciondly (Diracovy miry) na algebrach z Pfikladi [9} tj. na algebie £ (I") a jejich podalgebrich Cy,(T),
Co(L), ...Konkrétng, pro y € I' polozme f,(x) = x(y), x € {x(I"). Pak f, je zjevné spojity linedrni
funkcional na £ (I") pro ktery f,(xy) = xy(y) = x(¥)y(y) = f,(x) f,,(»). Vizte téZ Piiklad [86]

Podobné, téZ na algebrach £, (1) z Prikladu 1 1|jsou evaluacni funkciondly multiplikativni.

(b) Jinym dilezitym piikladem jsou funkcionaly g, (1) = i(¢),t € R¢ nakomplexni algebie L (R?, 114)
z Pfﬂ(ladu Pak g, je multiplikativn{ line4rn{ funkciondl, nebot g, = f; 0 F,kde F: L;(R?) — Co(R?)
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je Fourierova transformace (vizte Ptiklad a f; je evaluadni funkciondl na Co(R?) z (a). Vizte té%
Piiklad 87
o

Na druhou stranu se muzZe stat, Ze na Banachové algebfe Zadné netrividlni multiplikativni linearn{
funkciondly neexistuji:

PRIKLAD 69. Necht' X je kone¢n€rozmérny Banachtiv prostor s dim X > 1. Pak A(£(X)) = 0.

Necht' n = dim X. Z linearni algebry vime, Ze prostor &£ (X) lze reprezentovat jako prostor ¢tvercovych
matic ¥adu n. Pro i, j € {1,...,n} oznaéme jako E" matici, kterd je nulovd kromé& hodnoty 1 na pozici
(i,j).Pak {EY; i, j € {l,...,n}} je baze prostoru £(X). Pfimoc¢arym vypoctem obdrZime, Ze

E'', pokud j =k,

Eij Ekl —
0 jinak.
Necht' ¢ je multiplikativni linedrni funkciondl na £(X). Pak ¢(T) = Z? e i) pro kazdé
T € £(X),kde T = szzl T, EY, Tij € K. Proi # j je o(EV)p(EY) = ¢(EVEY) = ¢(0) = 0,

atedy (EV) =0.Proi € {1,...,n —1}je o(E") = (E"E") = @(E™")¢p(E™) = 0 dle pfedchoziho
pfipadu. Kone¢né, o(E"") = @(E™ E™) = @(E™)@(E') = 0. Odtud plyne, Ze ¢ = 0.
o

Jak uvidime pozdéji, alesponl pro komplexni komutativni Banachovy algebry A4 s jednotkou je mnoZina
A(A) neprazdna (Disledek [81)). Pro redlné komutativni Banachovy algebry A s jednotkou miZe byt mnoZzina
A(A) prazdna:

PRIKLAD 70. Necht A = C jakoZto algebra nad R. Pak A(A) = 0. Je-li totiz ¢ € A(A), pak
0(i)? = ¢(i?) = p(—1) = —¢(1) = —1, coz neni mozné pro Z4dnou hodnotu ¢(i) € R.
o

Pro komplexni komutativni Banachovy algebry bez jednotky miZe byt mnoZina A(A) neprazdna (napf.
Piiklad [68](b)), ale miiZe byt i prazdnd (a to i v netrividlnim pfipadé):

PRIKLAD 71. Na A = (K2, ||||oo) definujme ndsobeni vzorcem xy = (x2y2,0) pro x = (x1,x3),y =
(y1, y2) € K2. Pak 4 je komutativni Banachova algebra bez jednotky, kde kazdy prvek A je nilpotentni,
atedy A(A4) = 0.

Vskutku, komutativita je zjevna. Déle pro kazdé x, y,z € A a A € K plati, Ze

(xy)z = (X2)2,0)2 = 0 = x(¥222.0) = x(yz);
x(y +2) =x(y1 + 21,2 + 22) = (X2y2 + X222,0) = (x2¥2,0) + (x222,0) = xy + x2;
(Ax)y = (Ax1,Ax2)y = (Ax2y2,0) = A(x2y2,0) = A(xy);
zbytek vlastnosti ndsobeni plyne z komutativity. Kone¢né, ||xy oo = |X2¥2] = |X2||y2] < 1 X|loo |V || co-
Tedy A je komutativni Banachova algebra. Déle A nema jednotku, nebot’ pro libovolny x € A4 je (1,0)x =

0 # (1,0). Kone¢né, pro libovolny prvek x € A je x> = 0 (vizte diikaz asociativity soucinu).
o

TVRZENI 72. Necht’ A je algebra nad K. Pak A(A) je linedrné nezdvisld mnoZina.

DUKAZ. Matematickou indukci ukdZeme, Ze kazda n-prvkova podmnozina A(A) je linedrné nezavisla.
Pron = 1 je tvrzeni trividlni. Necht’ nyni n € N, pfedpoklddejme, Ze pro toto n tvrzeni plati, a necht’

©1, s Pnt1 € A(A) jsou po dvou rizné. Jsou-li ¢y, ..., ¢,+1 linearné zavislé, pak dle indukéniho pred-
pokladu existuji ¢y,...,c, € K takové, Ze ¢,11 = c1¢1 + -+ + cn9,. Dile dle Faktu [6.80] existuji
X1,..., X%, € Atakové, Ze @ (xj) = Ok,j. k. j =1,....n.Pak @pp1(xx) = cx, k =1,....n.

Je-lin = 1, pak ¢1(x?) = ¢1(x1)? = 1, takZe ¢? = ¢p(x?) = c1¢01(x?) = ¢;. Tedy ¢; = 0, nebo
c1 = 1. Prvni moZnost je ve sporu s nenulovosti prvkti A(A), druhd je ve sporu s tim, Ze ¢, # ¢;.
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Je-lin > 1, poloZme z = x;x3---x,. Pak ¢;(z) = @;j(x1)---¢j(x,) = 0,j = 1,...,n. Odtud
dostavame, ze ¢y -+ ¢y, = Qpy1(X1)  On+1(Xn) = @u+1(2) = c101(2) + -+ + cnn(z) = 0, neboli
alespon jeden z koeficienti cy, .. ., ¢, je nulovy. To je ov§em spor s indukénim predpokladem.

O

TVRZENI 73. Necht’ A je algebra. KaZzdy multiplikativni linedrni funkciondl ¢ na A md jednoznacné
rozsireni ¢ € A(A.) dané vzorcem @(x, L) = ¢(x) + A a A(A.) = {@; ¢ € A(A) U {0}}.

DUKAZ. Necht' ¢ je multiplikativni linearni funkcional na A. Vzorec pro rozsiteni plyne z Faktu [3| Jelikoz
¢((0,1)) = 1,je ¢ € A(A.). Jednoznacnost rozsifeni plyne z toho, Ze je-li ¥ € A(A.), pak ¥ ((x,A)) =
¥ ((x.0) 4+ (0. 1)) = ¥(x) + Ay ((0,1)) = ¥ (x) + Ay (e) = ¥ (x) + A. Tvar A(A,) pak plyne z toho, Ze
je-li ¢ € A(A.), pak ¢ = ¥ |4 je multiplikativni linedrni funkciondl na A a = ¢.

O

TVRZENI 74. Necht’ A je algebra a ¢ € A(A). Pro kaZdé x € A je p(x) € 0(x), a tedy |p(x)| < r(x).

DUKAZ. Mé-li A jednotku a je-li A € p(x), pak Ae —x € AX,atedy 0 # ¢p(Ae — x) = Ap(e) — p(x) =
A — p(x), neboli p(x) # A. Proto je ¢(x) € o(x).
Nema-li A jednotku, vezméme ¢ € A(A.). Pak dle predchoziho je ¢(x) = @(x) € 04.(x) = 04(x).
O

EEN|Tedy je-li A(A) # 0, pak o(x) # @ pro kazdé x € A.]

DUSLEDEK 75. Necht’ A je Banachova algebra. Pak A(A) C By~ (specidlné, kaZdy multiplikativni
linedrni funkciondl na A je automaticky spojity). Pokud A md jednotku, pak ||¢|| > ﬁ pro kazdé ¢ € A(A).
Specidlné, je-li |le| = 1, pak A(A) C Syx.

DUKAZ. Je-li A trividlni, pak A(A) = @, takZe tvrzeni plati. Necht’ tedy A je netrividlni. Je-li ¢ € A(A),
pak dle Tvrzeni[74]a Véty 41]je |g0(x)| < r(x) < | x| prokazdé x € A, takze ¢ je spojity a ||¢| < 1. Ma-li

A jednotku, pak [lo[| > |¢(i5)| = 17
O

Nasim cilem nyni bude dokazat rozsifovaci/oddélovaci vétu Hahnova-Banachova typu (Véta pro
multiplikativn{ linedrni funkciondly (Véta[80). Hlavnim technickym ndstrojem pro tento ticel pro nis budou
idedly (pfipomenme, Ze jadro multiplikativniho linearniho funkciondlu je idedl), dokdZeme si tedy nejprve
nékolik pomocnych tvrzeni o idedlech. Priklady ukazuji, Ze rozSifovaci véta nemuze platit pro
obecné algebry. My ji dokdZeme pro komplexni komutativni algebry s jednotkou, pfi¢emz kli¢ovou roli zde
hraje fakt, Ze v komutativni algebfe existuji hlavn{ idedly (vizte téZ Lemma [79).

Nejprve si v§imnéme, Ze jsou-li A, B algebry, @: A — B je homomorfismus a I C B je idedl
v B, pak @ 1(I) je idedl v A. Vskutku, @~1(I) je podprostor A a je-li x € &~ 1(I) aa € A, pak
P(ax) = P(a)P(x) € I, atedy ax € ®~1(I) a analogicky pro xa.

Necht' A je algebra nad K a [ je ideal v A. Pak A/ je vektorovy prostor a zaroven téz okruh, kde
nasobeni je ddno vzorcem Xy = xy.Je-linyni x,y € Aa«a € K, pak (aX)y = axy = (;xTy = @) =
xay = xX(ay) = 05/(367) = axy = a(xy). To znamend, ze A/I s piisluSnymi operacemi je algebra nad K,
tzv. faktoralgebra algebry A podle idedlu 7. Mé-1i A jednotku, pak e je zjevné jednotka v A/I. Z definice
ihned vidime, Ze kanonické kvocientové zobrazeni g: A — A/I je algebrovy homomorfismus na.

Necht nyni A4 je normovand algebra a / je uzavfeny idedl v A. Pak (A/1, ||-||4/1).kde ||-||4/7 je kanonicka
kvocientova norma, je normovana algebra: Je-li x,y € A a e > 0, pak existuji u,v € [ takové, Ze
lx +ull < |X|layr +eally +v|| <|[Vlla/r + e Pakuy + xv +uv € I, atedy

1XV0a/1 = 1XYllayr < lIxy +uy +xv +uvl| = [(x +u)(y +v)|| < [[x +ulllly +v[ <
< (IxXNlasr + &) UYlla/z + ).

JelikoZ & > 0 bylo libovolné, plyne odtud, Ze ||Xy|la/r < |[X||la/z||¥]la/1- Je-li navic A Banachova algebra,
pak A/ je téz Banachova algebra (Véta(1.72).
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DEFINICE 76. Necht’ A je algebra. Maximalnim idedlem v A nazveme takovy vlastni idedl v A, ktery je
maximalni vzhledem k usporadani vSech vlastnich idedld v A inkluzi.

Je-li A algebraa ¢ € A(A), pak codimKer¢p = 1 (Lemma|(l.123)), a tedy Ker ¢ je maximaln{ idedl v A.

TVRZENI 77. Necht' A je algebra s jednotkou. Pak kaZdy vlastni idedl v A je obsaZen v néjakém
maximdlnim idedlu v A.

DUKAZ. Necht’ [ je vlastni ideal v A. PoloZzme
g =1{J C A: J jevlastniidedla I C J}.

Pak 4 je neprazdna mnozina ¢astecné usporadand inkluzi. UkdZeme, Ze jsou splnény predpoklady Zornova
lemmatu: Je-li R fetézec v ¢, pak je snadno vidét, Ze R = | J, . J je idedl v A obsahujici /. ProtoZe pro
kazdé J € Rjee ¢ J,jetaké e ¢ R, atedy R je vlastni a je to horni zdvora R v . Podle Zornova lemmatu
tedy existuje maximdlni prvek J € ¢.

O

TVRZENI 78. Necht' A je Banachova algebra s jednotkou. Je-li I viastni idedl v A, je i I viastni idedl
v A. Tedy kaZdy maximdlni idedl v A je uzavieny.

DUKAZ. Vime, 7e I je podprostor A (Fakt. Dile necht x € I aa € A. Pak existuje posloupnost
{x,} C I takova, Ze x,, — x. Protoze x,a € [ aax, € I pro kazdé n € N, a protoZe nasobeni je spojita
operace (Tvrzem’@, takZe ax, — ax a x,a — xa,jeax € I axa € I.To znamen4, 7e Tje ideal v A.
Konecné, 7 je vlastni, a tedy I N A* = @. ProtoZe A je oteviena (Véta , jeil N A* = @. Specidlng,
e ¢ 1,atedy I je vlastni.
O

Je-li A komutativni algebra nad K a x € A4, pak xA je okruhovy idedl (tzv. hlavni idedl). ProtoZe pro
kazdéa € Aaw € K je a(xa) = x(xa) € xA, je xA podprostorem A, a tedy je to i algebrovy ideal.

LEMMA 79. Necht’ A je komutativni algebra s jednotkou a x € A neni invertovatelny. Pak hlavni idedl
x A je vlastni.

DUKAZ. ProtoZe x neni invertovatelny, je xa # e pro kazdé a € A. Tedy e ¢ x A.
O

VETA 80. Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra s jednotkou a 1 je vlastni idedl v A.
Pak existuje ¢ € A(A) takovy, Ze ¢ |1 = 0.

DUKAZ. Dle Tvrzeni[77]existuje maximalni idedl J D I v A. Dle Tvrzeni[78|je J uzavieny, a tedy A/J je
komutativni Banachova algebra s jednotkou e. Necht' ¢: A — A/J je kanonické kvocientové zobrazeni.
Tvrdime, Ze kazdy nenulovy prvek v C = A/J je invertovatelny: Pfedpokladejme Ze x € A \ J je takovy,
7e X neni invertovatelny. Dle Lemmatu (79| je hlavni idedl XC vlastni, takze ¢ ¢ XC, a dile X = Xe € xC.
Pak ¢~} (xC) je idedl v A, ktery je vlastni, nebot’ e ¢ g~ (XC), obsahuje J, nebot’ 0 € XC, a je v&tii nez
J,nebot’ x € g71(xC). To je v§ak spor s maximalitou J .

Dle Mazurovy-Gelfandovy véty (Véta[54)) je tedy A/J izomorfni C. Oznacime-li j: A/J — C tento
izomorfismus, pak ¢ = j o g € A(A), nebot’ j i g jsou na. Konecné, je-lix € I C J, pak g(x) = 0, a tedy
o(x) = 0.

O

DUSLEDEK 81. Je-li A netrividlni komplexni komutativni Banachova algebra s jednotkou, pak A(A) # 0.

DUKAZ. Sta¢i pouZit Vétu 80| na idedl {0}.
O

DUSLEDEK 82. Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra s jednotkou. Pak zobrazeni
®: ¢ > Ker ¢ je bijekce mezi A(A) a mnoZinou vSech maximdlnich idedlii v A.
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DUKAz. UkaZme nejprve, Ze @ je prosté. Necht’ ¢, ¢ € A(A) jsou takové, ze Ker ¢ = Ker . Pak ¢ = c¢
pro néjaké ¢ € C (Lemma|6.78)). JelikoZ 1 = ¥ (e) = cp(e) = c, dostdvame, Ze ¢ = .
Nyni ukdZeme, Ze & je na. Necht' / je maximdlni idedl v A. Dle Véty [80|existuje ¢ € A(A) takovy, Ze
I C Ker ¢. ProtoZe Ker ¢ je maximdlni idedl v A, je nutné I = Ker g.
O

Je-li A Banachova algebra, pak dle Disledku(75|je A(A) C By+. Nebude-li feCeno jinak, pak na A(A)
budeme vzdy uvaZovat topologii w* zdédénou z A*.

VETA 83. Necht’ A je Banachova algebraa M = A(A) U {0} C (Bg*, w*) je mnoZina vSech linedrnich
multiplikativnich funkciondlii na A. Pak M je kompaktni, A(A) je lokdlné kompaktni a md-li A jednotku,
pak A(A) je kompaktni. Neni-li A(A) kompakini, pak M je Alexandrovova kompaktifikace A(A).

Zobrazeni @ : M — A(A.), kde @(¢) = ¢ je jednoznacné rozsiveni ¢ na prvek A(A.), je homeomorfis-
mus.

DUKAZ. Analogicky jako ve Faktu [6.39]se ukdZze, Ze M je w*-uzaviend. Dle Disledku[75]je M C By-,
a tedy dle Dtsledku je M kompaktni podmnoZina (B4+, w*). MnoZina A(A) je oteviend v M (ma
uzavieny dopln€k), takZe je lokdlné kompaktni (vizte napf. Lemma spolu s Tvrzenim [[5.48|(c)). Ma-li
A jednotku, pak A(A) = {p € M; p(e) =1} = {p € M; g.(¢) = 1}, coz je w*-uzaviend podmnozina M .
V tomto piipadé je tedy A(A) kompaktni.
Konecné, @ je bijekce dle Tvrzeni (73| Je-li {¢, } usmémény soubor v M konvergujici (ve w*-topologii)
k ¢ € M, pak pro kazdé (x, L) € A plati, Ze ¢, ((x, 1)) = ¢, (x) + A — @(x) + A = @((x, A)). Zobrazeni
® je tedy spojité. ProtoZze M je kompaktni, je @ homeomorfismus.
O

Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze A(A) muze byt kompaktni i v pripadé, Ze A nema jednotku.

PRIKLAD 84. Na A = (K2, ||-||;) definujme ndsobeni vzorcem (a, b)(c,d) = ((a +b)(c +d), 0) pro
a,b,c,d € K. Pak A je komutativni Banachova algebra bez jednotky a A(A4) = {(1,1)} (atedy A(A) je
kompaktni).

Vskutku, komutativita je zjevna. Déle pro kazdé a, b, c,d, e, f, A € K plati, Ze

((a.b)(c.d))(e, ) = ((@a+b)(c+d),0)e, f) = ((a+Db)c+d)e+ f).0)=
= (a,b)((c + d)(e + £),0) = (a,b)((c,d)(e, f));
(a.b)((c.d)+ (e. f)) = (@, b)(c+e,d+ f)=(@a+b)(c+d+e+ f).0)=
= (@ +b)(c +d),0) + ((a + b)(e + 1).0) = (a.b)(c.d) + (a.b)(e. f);

(A(a,b))(c.d) = (Aa,Ab)(c.d) = (A(a + b)(c + d),0) = A((a + b)(c + d),0) = A((a,b)(c.d)):
zbytek vlastnosti nasobeni plyne z komutativity. Kone¢né, |(a,b)(c,d)||1 = |la + bl|c + d| < (la| +
bD(|c| + |d]) = ||(a,b)|1]|(c,d)|1. Tedy A je komutativni Banachova algebra. Ddle A nem4 jednotku,
nebot’ pro libovolny (a, b) € A je (0, 1)(a,b) = (a + b,0) # (0, 1).

Ozna¢me ey, e, kanonické bazové vektory v A. Pak e? = €2 = eje; = €. Je-li tedy ¢ € A(A), pak
p(e1)? = p(e?) = p(er) ap(ez)* = p(e3) = p(ey). Protoze ¢ # 0, plyne odtud, Ze ¢(e;) = 1. Konetné,
z rovnosti g(e1)p(ez) = ¢(e1es) = @(e1) dostadvame, Ze i ¢(e;) = 1, neboli ¢ = (1, 1) € (K?)*.

o

TVRZENI 85. Necht' A, B jsou Banachovy algebry a ®: A — B je algebraicky izomorfismus. Pak
zobrazeni W = ®* | 5(py je homeomorfismus A(B) na A(A).

DUKAZ. Pro kazdé ¢ € A(B) je ®*(¢) slozenim homomorfismii, a tedy je to multiplikativni linedrni
funkciondl. Dle Lemmatu je @* bijekce, a tedy ¥ zobrazuje do A(A). Je-li {¢, } usmémény soubor v
A(B) konvergujici k ¢ € A(B) ve w*-topologii, pak pro kazdé x € A je ¥(¢,)(x) = ¢, (Px) = ¢(Px) =
U (p)(x), atedy ¥(py) — ¥(p) ve w*-topologii. Aplikujeme-li nyni predeslé dvahy na (&%)~ = (@71)*,
dostaneme, 7e (©*)~! zobrazuje spojit€¢ A(A4) do A(B), atedy ¥~ ! = (") |} (4.

O
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PRIKLAD 86. Necht' L je lokdlné kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor a A = Cy(L). Definujme
6: L — A(A) predpisem 6(x) = 8. Pak § je homeomorfismus.

Predpoklddejme nejprve, Ze L je kompaktni. Zobrazeni § je prosté, nebot’ L je T, 1,a tedy C(L) oddéluje
body L. Ukazme, Ze je na. Pfedpokladejme, Ze existuje ¢ € A(A) takovy, Ze ¢ # 8, pro kazdé x € L.
Pak pro kazdé x € L existuje g, € C(L) takové, Ze p(gx) # 8x(gx). PoloZzme f;, = gx — ¢(gx). Pak
(fx) = ¢(gx) —9(gx)p(1) = 0a fi(x) = 6x(fx) = 6x(gx) —¢(gx)dx(1) # 0. Existuje tedy Uy oteviené
okoli x takové, Ze f, # 0 na U,. Diky kompaktnosti L existuji xq,...,x, € L tak, Ze L C U?=1 Uy, .
Polozime-linyni & = Y 7_,| fx,|>, pak h € C(L)ah > Ona L, atedy h € A*. To znamend, Ze ¢(h) # O.

Na druhou stranu ale ¢(h) = 27=1 ¢(ij)¢(E) = 0, coZ je spor.

Dile je-li {x,} usmérnény soubor v L konvergujici k x € L, pak pro kazdou f € C(L) plati, Ze
8x, (f) = f(xy) = f(x) =6x(f).14.8(x,) — 6(x) ve w*-topologii. Zobrazeni § je tedy homeomorfismus
diky kompaktnosti L.

Necht’ nyni L neni kompaktni a oznacme K = L U {oo} Alexandrovovu kompaktifikaci L. Snadno
nahlédneme, 7e C(K) = Co(L) & span{1}. Dle Tvrzeni[je tedy @: A. — C(K), D(f,A) = f + A alge-
braicky izomorfismus. Necht' déle n: K — A(C(K)) je homeomorfismus z predchozi ¢astia ¥: A(A4.) —
A(A) U {0}, W(¥) = ¥ P4 je homeomorfismus z Véty [83] Definujme § = ¥ o @* o 5. Pak dle Tvrzeni[85]je
8 homeomorfismus K na A(A) U {0}. ProtoZe pro kazdé x € K a f € Aje ®*(8,)(f,0) = §.(D(f.0)) =
8x(f), plyne odtud, Ze @*(8,) 4 = 8x |4, a tedy §(x) = ¥(P*(8)) = 8« 4. Specidlng, §(co) = 0, coz
znamend, Ze 6 'z je homeomorfismus L na A(A).

o

PRIKLAD 87. Uvazujme komplexni algebru L;(R?, uy) z Piikladu Pak A(L{(R%)) = {x
e Hx): 1 € R4Y C Loo(R9) a zobrazeni ¢ > e #%*) je homeomorfismem R¢ na A(L;(R%)). Dikaz lze

nalézt v kapitole [I3] (Pfiklad [[3.31(c) a Véta[I3.21).

<

TVRZENI 88. Necht’ S, T jsou topologické prostory a h: S — T je spojité a na. Pak ®: C,(T) —
Co(S), @(f) = [ o h je izometricky izomorfismus Banachovy algebry Cy(T) do Banachovy algebry Cy(S).
Jsou-li S a T lokdlné kompakini Hausdorffovy prostory a h je homeomorfismus, pak @ | c,(r) je izometricky
izomorfismus Banachovych algeber Co(T) a Cy(S).

DUKAZ. Pro f € C,(T) je f o h spojita a omezena, a tedy f o h € C,(S). Snadno nahlédneme, Ze @ je

algebrovy homomorfismus. Ddle ||@( f)| = supg|f o k| = supy|f| = || f|| pro kazdé f € Cy(T).
Necht nyni S a T jsou lokdlné€ kompaktni a 4 je homeomorfismus. Je-li f € Co(T)ae > 0,pak {x € S;
|foh(x) > ¢t =h'({y € T; |f(y)| > ¢}) je kompaktni. Tedy f o h € Co(S). Konetné, @ Icyr)
zobrazuje na Cy(S), nebot’ pro kazdé g € Cy(S) je (stejné jako vyse) goh™' € Co(T) aP(goh™!) = g.
O

VETA 89. Necht' K, L jsou lokdlné kompaktni Hausdorffovy topologické prostory. Pak ndsledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Banachovy algebry Co(K) a Co(L) jsou izometricky izomorfni.
(ii) Algebry Co(K) a Co(L) jsou algebraicky izomorfni.
(iii) Prostory K a L jsou homeomorfni.

DUKAZ. (i)=(ii) je trividlni, (ii)=>(iii) plyne z Tvrzeni [85]a Piikladu[86] (iii)=> (i) plyne z Tvrzeni
O

Pripometime, Ze diky Hahnové-Banachové vété X * odd€luje body normovaného linearniho prostoru X,
coz ma vyznam napiiklad pro vnoieni X do X **. Podobny vyznam pro Banachovu algebru A ma situace,
kdy A(A) oddéluje body A. Uvédomme si, Ze je-li A algebra a A(A) oddéluje body A, pak A je jiz
nutné¢ komutativni: Vskutku, pokud xy # yx pro néjaka x,y € A, pak existuje ¢ € A(A) takovy, Ze
p(x)e(y) = o(xy) # ¢(yx) = p(y)p(x) = @(x)¢(y), coZ je spor.

DEFINICE 90. Komutativni algebra A se nazyva polojednoducha, pokud A(A4) oddé€luje body A, tj.
pokud ({Ker¢; ¢ € A(A)} = {0}.
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EEE[Pozor, A trividlni je dle definice polojednoduchd, ale A(A4) = @.]

Uvédomme si, Ze libovolna podalgebra B komutativni polojednoduché algebry A je opét polojednoducha:
Pro libovolny x € B, x # 0 existuje ¢ € A(A) takovy, ze ¢(x) # 0. Pak ¢ ' € A(B), nebot’ ¢ ['p(x) =
¢(x) # 0.

Priklady komutativnich polojednoduchych Banachovych algeber: £,,(I") a libovolné jeji uzaviené
podalgebry (Cy(T'), Co(L), ...; vizte Piiklady [9) a déle £,(I") (Pfiklad [TI). Vskutku, ihned je vidét, Ze
mnozina evaluacnich funkciondlii { f,,; y € I'} (vizte Ptiklad [68]) odd&luje body pfisluiné algebry. Dal$im
piikladem je komplexni algebra L;(R?, u4) z Piikladu Vskutku, funkciondly f;(u) = #i(t),t € R?
z Piikladu [68(b) oddéluji body L (R?, 114) dle Disledku

Na druhou stranu, algebry z Piikladi (kde A(A) = @), a déle algebra A z Pfikladu [84] a jeji
rozsiteni A, (kde A(A) # 0) jsou komutativni ale ne polojednoduché. (Pro algebry z Prikladu 84| staci vzit
vektor (1, —1), resp. (1, —1,0), vizte Tvrzeni[73])

Niésledujici véta je zobecnénim Dusledku

VETA 91. Necht' A, B jsou Banachovy algebry a B je komutativni a polojednoduchd. Pak kaZdy
homomorfismus z A do B je automaticky spojity. TéZ kazdé sdruZené linedrni multiplikativni zobrazeni 7 A
do B je automaticky spoyjité.

DUKAZ. Necht @: A — B je homomorfismus. PouZijeme vétu o uzavieném grafu (Véta[3.13). Ovéime
tedy, ze @ ma uzavieny graf. Necht’ posloupnost {x,} C A konverguje k x € 4 a @®(x,) — y pro néjaké
y € B. Vezméme libovolné ¢ € A(B).Pak ¢ o @ € A(A) U {0} C A* (Disledek[73), a tedy

p(y) = o( lim D(x,)) = lim @(@(x)) = lim g o D(x,) = g 0 D(x) = P(S(x)).

Tedy ¢(y) = ¢(D(x)) pro kazdé ¢ € A(B). Jelikoz A(B) oddé€luje body B, plyne odtud, Zze y = ®(x).

Necht’ nyni @ je sdruZené linearni a multiplikativni. UkdZeme opét, Ze @ ma uzavieny graf. Necht’
posloupnost {x,} C A konvergujek x € A a @(x,) — y pro néjaké y € B. Vezméme libovolné ¢ € A(B).
Pak o o @ € A(A) U {0} C A*, atedy

70) = ( lim &(x,)) = lim G(D(x,) = lim Fo D(xn) = 0 D(x) = F(D(x)).

Tedy ¢(y) = ¢(@(x)) pro kazdé ¢ € A(B). Jelikoz A(B) oddéluje body B, plyne odtud, Ze y = P(x).
Nym pouzijeme vétu o uzavieném grafu na linearni zobrazeni @: Ap — Bg, CD(x) ®(x). Protoze
graf P = graf @, ma P uzavieny graf, a tedy je spojité.
O

DUSLEDEK 92. Necht' A je komutativni polojednoduchd algebra. Pak vSechny normy na A, ve kterych
je A Banachova algebra, jsou ekvivalentni.

DUKAZ. Necht’ ||-||; a ||||> jsou normy na A, se kterymi je A Banachova algebra. Pak jsou Id : (A, |-|1) —
(A, I'l2) a Id : (A, ||-]l2) = (A, ||I-]l1) spojité dle Véty[91] MiZeme tedy aplikovat VEtu[1.13]
O

5. Gelfandova transformace

Pfipomenme, Ze dle Véty Ize kazdy normovany linedrni prostor interpretovat jako podprostor
prostoru spojitych funkci na vhodném kompaktu. V kontextu Banachovych algeber bychom pochopitelné
chtéli, aby takovéto vnoreni respektovalo strukturu algebry, tj. aby bylo algebrovym homomorfismem.
Ukazuje se, ze misto kompaktu ( By, w*) je tedy tieba vzit prostor (A(A), w*).

DEFINICE 93. Necht’ A4 je Banachova algebra nad K. Pro x € A definujeme xX: A(A) — K predpisem
X(¢) = ¢(x), fj. X = &x | A(4)- Funkci X fikdme Gelfandova transformace prvku x.
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Vsimnéme-si, Ze je-li A(A) = @, pak X je prazdné zobrazeni.

Pro x € A je X spojita funkce, coZ je snadno vidét z definice topologie w*. Neni-li A(A) kompaktni,
pak z Véty [83|dostavame, ze A(A) U {0} je Alexandrovova kompaktifikace A(A). Protoze &,(0) = 0, plyne
odtud, Ze X € Co(A(A)). Tvrzeni[74]pak ddvé, Ze Rng X C o(x), atedy ||X| < r(x). (Pfipomefime, Ze je-li
A(A) = @, pak Cy(A(A)) je trividlni Banachova algebra, jejimZ nulovym (a jedinym) prvkem je prazdné
zobrazeni.)

VETA 94. Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra a x € A. Md-li A jednotku, pak
Rng X = o(x). Nemd-li A jednotku, pak o(x) \ {0} C RngXx C o(x).

DUKAz. Predpoklddejme, Ze A ma jednotku. Pokud A € o(x), pak Ae — x neni invertovatelny, a tedy dle
Lemmatu[79)je (Ae — x) A vlastni idedl. Dle Véty 80|tedy existuje ¢ € A(A) takovy, ze ¢ = 0 na (e —x)A.
To znamend, 7Ze 0 = g(Ale — x) = A — @(x), neboli ¢(x) = A. Odtud plyne, Ze Rngx = o(x).

Necht’ nyni A nemd jednotku. Oznac¢me @ Gelfandovu transformaci prvku x = (x,0) € A.. Dle
predchoziho kroku je @(A(Ae)) = 04.(x) = 04(x). Jelikoz A(A.) = {@; ¢ € A(A) U {0}}, kde ¢ je
rozsiteni z Tvrzem’ dostavame, Ze @(A(Ae)) ={Y(x); vy € A(A.)} = {{5(x); ¢ e A(A)U {0}} =
{p(x); ¢ € A(A) U{0}} = X(A(A)) U {0}. Odtud jiz plynou uvedené inkluze.

O
DUSLEDEK 95. Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra a x € A. Pak ||X||cyaa)) =
r(x).
DUKAzZ. Dle Véty 94| plati, Ze
|X]| = sup{|A|; A € RngXx} = sup{l)tl; Aef{0}uU Rng)?} =sup{|A]: A € 0(x)} = r(x).
O

PRIKLADY 96. (a) Necht' L je lokalné kompaktni Hausdorftiv topologicky prostora A = Cy(L). Dle
Pfﬂ(ladulze A(A) ztotoznit s L pomoci zobrazeni x > §,. Pakpro f € Aax € L je f(x) =0x(f) =
f(x), atedy Gelfandova transformace je identita (modulo ztotoznéni L a A(A)).

(b) Necht 4 = L(R?, j14) je komplexni algebra z Pfikladu [87| a necht’ n: RY — A(A), n(t) =
x > e %) je tam uvedeny homeomorfismus. Pak pro f € A at € R? je f(n(t)) =n@)(f) =
fra [ (x)e %) dj g (x), neboli Gelfandova transformace je vlastné Fourierova transformace (modulo zto-
toznéni R a A(A)).

o

DEFINICE 97. Necht’ A4 je Banachova algebra. Zobrazeni I': A — Cy(A(A)), I'(x) = X nazyvame
Gelfandovou transformaci algebry A.

TVRZENI 98. Necht’ A je Banachova algebra a I je jeji Gelfandova transformace. Pak plati ndsledujici
tvrzeni:
(a) I je spojity homomorfismus a ||| < 1.
(b) Podalgebra I'(A) C Cy(A(A)) oddéluje body A(A).
(c) I je prostd, pravé kdy? A(A) oddéluje body A, tj. pravé tehdy, pokud A je komutativni a polojednoduchad.

DUKAZ. (a) Linearita I" plyne z linearity zobrazeni x + &,. Déle pro x,y € A akazdé ¢ € A(A) je
F(xy)(@) = o(xy) = o(x)p(y) = T'(x)(@)T'(y)(@) = (I'(x)I'(y))(¢). Spojitost a odhad normy plyne
z toho, Ze ||T'(x)|| = ||X]| < r(x) < ||x]|| pro kazdé x € A dle Véty 41|
(b) Pokud ¢, ¥ € A(A), ¢ # V¥, pak existuje x € A takové, Ze p(x) # ¥ (x), neboli I'(x)(¢) #
I'(x) ().
(c) Stali si uvédomit, ze Ker I' = ({Ker¢; ¢ € A(A)}.
O

VETA 99. Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra a I' je jeji Gelfandova transformace.
Pak plati ndsledujici tvrzeni:
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(a) T je izomorfismus do, prdvé kdy? existuje K > 0 takové, Ze ||x?| > K| x||* pro kazdé x € A.
(b) T je izometrie do pravé tehdy, kdyZ ||x?| = ||x||? pro kaZdé x € A.

Poznamenejme, Ze pokud nastane (a) v predchozi vété, pak se Gelfandova transformace nazyva Gelfan-
dovou reprezentaci. V tom piipad¢ totiz miZeme algebru A reprezentovat jako jistou uzavienou podalgebru
komutativni algebry spojitych funkci na kompaktu.

DUKAZ. = Necht C > 0 je takové, Ze ||X|| = C|lx|| pro kazdé x € A; v piipad€ (b) miZeme vzit
a vezméme C = 1. Pak pro kazdé x € A dle Tvrzeni “a) plati, ze | x| = ||x?| = 2] = |%)* =
C?||x]||? (pro kli€ovou druhou rovnost vizte téZ poznamku v Pfikladu Eka)). V piipadé (a) tedy vezmeme
K = C?2, v pfipad& (b) pak obdrzime ||x?|| = ||x||?, nebot’ opaén4 nerovnost plati automaticky.
< V piipadé (b) polozme K = 1. Necht’ x € A. Indukci obdrzime nerovnost ||x2" || > K?"~1||x||*",
neboli %/|x2"|| = K'727"||x| pro kazdé n € N. Diky Disledku [95| a Vé&t& c) tak dostdvame, Ze
I1x] = r(x) = K|lx]|.
O

Gelfandova transformace mé zaruceny rozumné vlastnosti pouze v komutativnim pfipad€. Pro nékteré
lokdlni vysledky v nekomutativnich algebrach lze ovSem vyuZit Gelfandovu transformaci pro vhodné
zvolenou komutativni podalgebru. K tomu ndm pomtiZe nasledujici pojem.

DEFINICE 100. Necht' A je grupoida M C A.Pak mnozina M¢ = {a € A; ax = xa pro kazdé x € M }}
tj. mnoZzina vSech prvki A komutujicich s kazdym prvkem M, se nazyva komutant mnoZiny M.

Rekneme, Ze podmnoZina grupoidu komutuje, pokud viechny jeji prvky spolu vzdjemné komutuji.

TVRZENI 101. Necht’ A je grupoid a M C A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) M C (M°)-.
(b) MnoZina M N M* komutuje.
(c) Pokud komutuje M, pak komutuje téZ (M °)°.

DUKAZ. (a) Necht’ x € M. Pro kazdé a € M° plati, Ze ax = xa, atedy x € (M°)°.
(b) Pokud x,y e M N M€, pak x € M ay € M€, coz znamend, 7Ze yx = xJ.
(c) Pokud M komutuje, pak M C M€, odkud plyne, Ze M€ D (M€)°. Proto (M) = M N (M°)°
komutuje dle (b).
O

TVRZENI 102. Necht’ A je algebraa M C A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) M€ je podalgebra A.
(b) Md-li A jednotku, pak e € M°.
(c) Je-li A normovand, pak M€ je uzavrend.

DUKAZ. (a)Zjevné 0 € M€, atedy M¢ je neprazdna. Necht' a,b € M a A € K. Pro kazdé x € M plati, Ze
(a+b)x =ax+bx =xa+xb=x(a+b),atedya + b € M°. Podobné, (Aa)x = A(ax) = A(xa) =
x(Aa) a(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab), atedy M* je podalgebra.
(b) Prokazdé x € M jeex = x = xe,atedy e € M°.
(c) Necht” {a,} C M* je posloupnost s limitou a € A. Pro libovolné x € M diky spojitosti ndsobeni
plati, Ze ax = lim, o apx = lim,_ o Xa, = xa. Tedy M€ je uzaviend mnoZina.
O

TVRZENI 103. Necht’ A je algebra s jednotkou e a necht' M C A komutuje. Pak B = (M°)° je
komutativni algebra s jednotkoue, M C B a B* = A* N B. Tedy pro kazdé x € B plati, Ze o4(x) = op(x).
DUKAZ. Dle Tvrzeni[I0Ifa), (c) a[102fa), (b) je B komutativni algebra s jednotkou e a M C B. Necht’
x € A* N B.Pak plati xa = ax pro kazdé a € M°. Vyndsobime-li tuto rovnost zleva i zprava prvkem x~!,
obdrzime, Ze ax™! = x~'a pro kazdé a € M*¢, coZ znamen4, ze x~! € B. Proto je x € B*. Opa¢n4 inkluze
je obsazena ve Faktu[T9]

O
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VETA 104. Necht' A je komplexni Banachova algebra a x,y € A spolu komutuji. Pak plati ndsledujici:
(a) o(x +y) Co(x)+oa(y)ao(xy) Co(x)a(y).
(b) rix +y) =r(x)+r(y)ar(xy) <r(x)r(y).
DUKAZ. (a) Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze A ma jednotku. Polozme B = ({x, y})¢. Dle

Tvrzeni[I03]a[I02(c) je B komplexni komutativni Banachova algebra s jednotkou a x, y € B. UvaZujme
Gelfandovu transformaci na B. Pak dle Tvrzeni Véty [94)a Tvrzeni[9§|(a) je

oa(x+y) = op(x+y) = Rngx +y = Rng(¥+7) C RngX+Rng J = 05(x)+0p(y) = 04(x)+04(»),
oa(xy) = op(xy) = RngXxy = Rng(¥y) C (RngX)(Rng y) = 05(x)op(y) = 04(x)oa(y).
(b) ihned plyne z (a).
O
PRIKLAD 105. Necht 4 = (${)aB = (¢ ) reprezentuji prvky komplexni Banachovy algebry £ (C?).
Pak A+ B =(98).A4B=(}9)a BA = (3 9). Z linedrn{ algebry vime, Ze (T) = 0,(T) pro kazdé
T € £(C?). Ddle det(Al — A) = det(Al — B) = A2, det(A] — (A + B)) = A*> — 1 adet(A] — AB) =
det(L] — BA) = A(L — 1), takze 0 (A) = o(B) = {0}, 0 (A + B) = {—1,1} a5(AB) = 6(BA) = {0, 1}.
Nejsou tedy splnény vztahy z Véty [104]
o

6. B*-algebry

Zacnéme nejprve motivaci, kterd vede k abstraktnimu pojmu B*-algebry. Necht' H je Hilbertiv prostor.
Vezmeme-li v potaz identifikaci H* s H z Véty pak s dudlnim operatorem ke spojitému linearnimu
operatoru 7': H — H lze pracovat opét jako s operdtorem na H . Pfesnéjsi vyznam této kryptické pozndmky
osvétli nasledujici véta a definice.

VETA 106. Necht’ Hy, H, jsou Hilbertovy prostory a T € £(Hy, H,). Pak existuje jednoznacné urceny
operdtor T* € £(H,, Hy) takovy, Ze pro kazdé y € H, a x € H, plati
(Tx.y)a, = (x.T"y)m,
Ddle plati, 2e T* = Iy o T* o I, kde I;: H; — H?, j = 1,2 jsou pFislusné sdruZené linedrni izometrie
z Very|l.122

DUKAZ. Necht' y € H; je ddno. Polozme g(x) = (T'x, y) pro x € Hy. Pak g € H;", nebot’ je to sloZenina
T afunkciondlu f, € H) z Véty|1.122} a tedy dle Véty [1.122]existuje prave jeden prvek z € H; spliujici
(Tx,y) =g(x) = (x,2)
pro kazdé x € H;. Oznacime-li z = T™*y, pak jsme pravé dokdzali existenci a jednoznacnost zobrazeni
T*. Jeho linearita a spojitost plyne z formule ve druhé casti véty, kterou nyni dokdzeme: Pro kazdé y € H,

ax € H plati, Ze
(T o T 0 Ly) = (U7 o T* 0 Lhy)) () = (T*(1y)) () = (1y)(Tx) = (Tx.y) = (x.T*y).
Z Lemmatu[1.95]tedy plyne, Ze T* = I o T* o I,.
O

DEFINICE 107. Operator T z pfedchézejici véty nazyvame hilbertovsky adjungovanym operitorem
kT.

Necht H,, H, jsou Hilbertovy prostory a T € L(Hy, H). Uvédomme si, Ze pro kazdé y € H,
ax € H; plati téZ

(T"y,x) = (x. T*y) = (Tx,y) = (y. Tx).
Prlpomenme zeje-li T € £(K",K™) reprezentovany matici A, pak dle Pfikladu[4.3]je T* reprezento-
vany matici A



ODDIL 6. B*-ALGEBRY 199

POZNAMKA. Jsou-li X, Y normované linedrni prostory a 7: X — Y sdruzené linedrni zobrazent,
pak snadno nahlédneme, Ze i pro T plati Tvrzeni[I.45] (Pouziva se pouze to, ze T je aditivni, nezdporné
homogenni, a T(—x) = —T(x) pro kazdé x € X.) Déle definujeme-li pro T spojity normu stejnym
zpusobem, jako pro linedrni operatory, pak pro ni bude platit Lemma (1.46|a Fakt|1.49]

VETA 108. Necht' H,, H,, H3 jsou Hilbertovy prostory.
(a) Je-liT € £(Hy, Hy), je T** = (T*)* =T.
(b) Zobrazeni T + T* je sdruZené linedrni izometrie £(Hy, Hy) na £(H,, Hy).
(c) Necht' T € £(H1,Hy)a S € £(Hy, H3). Pak (S o T)* = T* o S*. Ddle (I1dg,)* = Idp,.
(d) Necht' T € £(Hy, H,). Pak |T* o T|| = [T o T*| = || T
(e) T™ je izomorfismus, prdvé kdyZ T je izomorfismus.
(f) T* je kompaktni, pravé kdyZ T je kompaktni.

DUKAZ. (a) Pro kazdé y € H, a x € H; plati, ze (T**x,y)u, = (x,T*y)u, = (Tx,y)n,. Diky
Lemmatu tedy T** =T.
(b) Necht' S, T € £(H;, H,) a « je skalér. Pak pro kazdé y € H, a x € H; plati, Ze

(X.(S+T)y)=(S+T)x.y) =(Sx+Tx,y) = (Sx,y) +(Tx.y) = (x.8*y) + (x. T*y) =
= (x, "y +T"y) = (x,(S*+T")y)

(x,(@T)"y) = ((@T)x,y) = {(a(Tx),y) = (Tx,y) = a{x, T"y) = (x,0(T"y)) = (x, @T")y).
Diky Lemmatu[1.95tedy (S + T)* = S* + T* a («T)* = aT*, takZe zobrazeni T + T* je sdruZené
linearni. To, Ze je izometrické, plyne z Vétapomoci odhadu |[T*| < [ I7NT* 2]l = 1T =
\T*| = Iy o T* o ;Y| < | LINT*II, ] = |T*]]. Konené&, zobrazeni T + T* je na: Pro dané
S € £(H,, Hy) polozime T = S* € £(Hy, Hy). Pak T* = §** = § podle (a).

(c)Prokazdé y € Hyax € Hy mame (x,(S o T)*y)u, = (SoTx,y)u, = (S(Tx),y)u; =
(Tx,S*y)u, = (x,T* o S*y)u,, atedy diky Lemmatu[1.93]je (S o T)* = T* o S*.

Konec¢né, pro kazdé y, x € Hy je (x, (Idu,)*y) = (Idu,x,y) = (x,y), tedy (Idu,)*y = y.

(d)Dle (b)je |[T* o T|| < IT*|IIT|| = |IT||*>. Na druhou stranu,

IT1* = sup |Tx[|* = sup (Tx, Tx)| = sup|{x,T* o Tx)| < sup||lx|[|T* o Tx|| < |T* o T].

xEBHl xGBHl XGBHI XGBHI
Kone¢né, polozme S = T*. Pak dle (a), predchoziho a (b) je |[T o T*|| = |[T** o T*|| = ||S* o S|| =
IS1> = IT]>.

(e) Plyne z Vét[106]a[4.6(b) a dile z (a).
(f) Plyne z Vét[106]a[d.13] argument se skldddnim je analogicky jako v dikazu Véty d).
O

Vyse zminéné vlastnosti hilbertovsky adjungovanych operatort z &£ (H ) jsou extrahovany do nasledujici
abstraktni definice:

DEFINICE 109. Necht' A je algebra nad K. Zobrazeni *: A — A se nazyva algebrova involuce, pokud
ma nésledujici vlastnosti:

o (x +y)* =x"+ y*prokazdé x,y € A,

o (Ax)* = Ax* prokazdé x € A4a ) €K,

o (xy)* = y*x*prokazdé x,y € A,

e (x*)* = x pro kazdé x € A (tj. zobrazeni * je involuce).
Algebfe, na které je definovana algebrovd involuce, budeme fikat algebra s involuci.

Vsimnéme si, ze 0* = (0—0)* = 0* —0* = 0.

Existence algebrové involuce vynucuje na algebie jistou symetrii. Jednoduchym pfikladem algebry
s involuci jsou komplexni &isla, kde involuce je komplexni sdruZeni. Véta[108| pak ik, Ze £ (H ), kde H je
Hilbertiv prostor, je algebra s involuci danou adjungovanym zobrazenim 7'+ T*. Trividlnim piikladem
algebry s involuci je pak redlnd komutativni algebra s involuci danou identickym zobrazenim.
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FAKT 110. Necht’ A je algebra s involuci. Pak (a,a)* = (a*, o) pro (a,a) € A, je algebrovd involuce
na A. rozsirujici involuci 7 A.

DUKAZ. Stali rozepsat definice:
((@,a0) + 0. B) =@+ba+p) =(@+b)a+pB)= (@ +ba+p) =(a"a)+ (}*.p) =
= (a,0)" + (b, B)",
(Ma,@)" = (Aa, ra)* = ((ka)*, Aa) = (Aa*, @) = A(a*, @) = A(a, )",
((@,a)(b,B))" = ((ab + ab + Ba,ap))” = ((ab + ab + Ba)*,af) = (b*a* + &b* + Ba*,ap) =
= (0*.B)(a*.@) = (b. f)*(a.a)",
((@,)*)" = (@ @) = (a, ).

TVRZENI 111. Necht’ A je algebra s involuci a x € A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li e levd nebo pravd jednotka v A, pak e je jednotka a e* = e.
(b) Necht’ A md jednotku. Pak x* € A™ pravé tehdy, kdyZ x € A*. V tomto pFipadé pak (x*) ! = (x~H*
(c) A € o(x) pravé tehdy, kdyZ A € o(x*). Tedy r(x*) = r(x).

DUKAZ. (a) Je-li e € A leva jednotka, pak pro kazdé x € A je xe* = (ex*)* = (x*)* = x, a tedy
e™ je prava jednotka. To znamend, Ze e* = e je oboustrannd jednotka. Pro pravou jednotku je argument
analogicky.

(b) Je-li x € A, pakdle (a)je (x H)*x* = (xx H* =e* =eax*(x"1)* = (x71x)* = e* = e. Tedy
x* € A%a(x*)"! = (x~1H*. Pokud x* € A%, pak dle pfedchoziho je x = (x*)* € A*.

(c) Diky Faktu muiZeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat, Ze A ma jednotku. Tvrzeni pak plyne
z (a) a (b), nebot’ A € p(x) & de —x € AX & de —x* = (e — x)* € AX & 1 € p(x*).

O

TVRZENI 112. Necht’ A je komutativni polojednoduchd Banachova algebra. Pak kaZdd algebrovd
involuce na A je spojitd.

DUKAZ. Necht' * je involuce na A. Zobrazeni x + x* je sdruZené linearni a diky komutativité A téz
multiplikativni. Proto je spojité dle Véty 01}
O

DEFINICE 113. Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A4 se nazyva samoadjungovany, pokud x* = x.

Dle Tvrzeni [I11[a) je jednotka v algebfe s involuci samoadjungovand. Nasledujici fakt ukazuje, Ze
samoadjungované prvky maji nékteré podobné vlastnosti jako redlna ¢isla vnorena do komplexnich Cisel
a involuce md podobné vlastnosti jako komplexni sdruzovéni.

FAKT 114. Necht' A je algebra s involuci a x,y € A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripadé i prvek i (x — x*) jsou samoadjungované.

(b) Je-li x samoadjungovany, pak je samoadjungovany i prvek tx prot € R.

(c) Je-li A komplexni, pak existuji jednoznacné urcené samoadjungované prvky u,v € A takové, Ze x =
u + iv. Pro né pak plati, Ze x* = u —iv.

(d) Jsou-li x, y samoadjungované a komutuji spolu, pak xy je samoadjungovany.

(e) Je-li x samoadjungovany, pak yxy* je samoadjungovany.

DUKAZ. (a) Plati, Ze (x + x*)* = x* + (x*)* = x* + x = x + x*, dédle (x*x)* = x*(x*)* = x*x

a(xx*)* = (x*)*x* = xx*. V komplexnim piipadé pak (i (x —x*))* = —i(x* —x) = i(x — x7*).
(b) Je (tx)* = tx* = tx. '
(c) Polozime-liu = %(x +x*)av = zll.(x—x*) = —%(x—x"), dostaneme dle (a) a (b) samoadjungované

prvky, pro které u 4+ iv = %(x +x*) + %(x —x*)=xau—iv= %(x +x*) — %(x —x*) = x*. Pokud
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a+ib=c+id,kdea,b,c,d € A jsousamoadjungované, paka —ib = (a +ib)* = (c+id)* = c—id.
Sectenim téchto rovnosti dostaneme a = ¢, jejich odectenim b = d.
(d) plyne z rovnosti (xy)* = y*x* = yx = xy.
(e) plyne z rovnosti (yxy*)* = yx*y* = yxy*.
O
Siln€jsi strukturu pochopitelné dostaneme, pokud bude v normované algebre involuce svdzdna s normou
(podobné jako je svazano s normou nasobeni). Pokud nam jako model slouzi algebra £(H ), pak miZeme
vyuZit vlastnost (d) z Véty - 108] kterd imituje vlastnost komplexné sdruzenych &isel v algebie C: [@a| = |a?.

DEFINICE 115. Banachova algebra A s involuci se nazyva B*-algebraﬂ pokud pro kazdé x € A je
I x| = [lx]1>.

Vsimnéme si, Ze v netrividlni B*-algebie s jednotkou je ||e| = 1, nebot’ dle Tvrzeni a)je el =
le*ell = [le]>.

s Vs

PRIKLADY 116. (a) Komplexni ¢isla s involuci @ — « jsou komutativni B*- algebra

(b) £(H), kde H je Hilbertiv prostor, s involuci 7+ T* je B*-algebra (Vé&ta[108). Jeji uzaviend
podalgebra K (H) (Véta[d.12)) je uzaviend na involuci (Véta[108[f)), a tedy je to téZ B*—algebra.

(c) Je-li I' neprazdnd mnoZina, pak algebra £, (I") s bodovym ndsobenim a s involuci (x,)yer —
(X,)yer je komutativni B*-algebra.

(d) Je-li L lokaln& kompaktni topologicky prostor, je Co(L) s involuci f*(x) = f(x),x € L komutativni

*-algebra.

(e) Na Banachové algebie H>°(U), kde U je otevieny jednotkovy kruh v C, definujme f*(z) = f(2)

pro f € H*®(U) a z € U. Pomoci Cauchyovych-Riemannovych podminek ovéﬁ’me ze f* € H®(U):

Podle definice je f;*(x,y) = fi(x,—y) a f5(x,y) = —folx,~). Tedy Uiix,y) = Y(x,—y) =

afz (x —y) = 3f2 (x y)a afl (x y) = %(x, —y) = %(x, —y) = —W(x,y). Dile snadno vidime, Ze
Je algebrova 1nvoluce ktera navic spliiuje || f*|| = || f|| (srovnejte s tvrzenim Lemmatu |117)). Tato algebra

s involuci nicméné neni B*-algebra.

Vskutku, necht’ f(z) = exp(iz). Pakproz = x +iy,kde x,y € R, je

| f(2)] = lexp(iz)| = |exp(ix — y)| = [exp(ix)|lexp(—y)| = exp(—y) a
| f*(2)] = |exp(iZ)| = lexp(ix + y)| = |exp(ix)|lexp y| = exp y,

takze | f*(z) f(z)| = | f*(2)|| f(z)| = 1 pro z € U. Na druhou stranu, | f(—i)| = exp 1. Tedy || f* f|| =
1 <exp2 <|fI>*

(f) Polozme A = K3
|x1]| pro x = (x_1, X0, x1) € A. Bez problémil 1ze ovéfit, Ze A je Banachova algebra. Definujme déle na A

operaci * predpisem x,, = X_,. Opét snadno nahlédneme, Ze * je algebrovd involuce. Nicméné neplati, Ze
lx* [ = [lx][, nebot (0, 1, )| = 2a [[(0, 1, D*[| = [I(1, 1,0)| = 1.

<

LEMMA 117. Necht' A je normovand algebra s involuci. Pak ndsledujict tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ||x*x|| > ||x||? pro kaZdé x € A.
(ii) ||xx*| = ||x||* pro kaZdé x € A.
(iii) ||x*x|| = ||x||* pro kazdé x € A.
(iv) ||xx*|| = ||x||* pro kazdé x € A.

8N&kteif autori pouzivaji téz termin C*-algebra. Historie t€chto pojmu je nasledujici: Objekt B*-algebry definovali I. M.
Gelfand a M. A. Najmark (1943), ndzev B*-algebra pro néj zavedl Charles Earl Rickart (1946). Ve svoji pfelomové praci Gelfand
a Najmark dok4zali reprezentacni vétu (vizte VEtu v ndsledujici formé: Je-li komplexni B*-algebra takov4, Ze pro kazdy jeji
prvek x je e + x*x invertovatelny, pak ji 1ze reprezentovat jako uzavienou *-podalgebru &£ (H ), kde H je Hilbertiv prostor. Ve
stejné praci uvedli domnénku, Ze podminka invertovatelnosti e + x*x je nadbytecna. Irving Ezra Segal (1947) zaved] pro uzaviené
*_podalgebry £ (H) ndzev C*-algebra. Ze je podminka Gelfanda a Najmarka vskutku nadbyte¢na dokézal Irving Kaplansky
(1953) (Véta . To znamena, Ze kazdou komplexni B*-algebru lze reprezentovat jako C*-algebru.
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Ve vsech pripadech je pak || x*|| = ||x|| pro kaZdé x € A.

DUKAz. UkdZzeme nejprve, Ze kterékoli tvrzeni implikuje rovnost ||x*|| = ||x||. Necht’ x € A. Z (i) nebo
(iii), resp. (ii) nebo (iv), dostavame, Ze || x||* < [|x*x| < |lx*|ll|x], resp. [|x]|*> < |lxx*|| < [lx*|l]lx]-
Odtud plyne, ze ve vSech pfipadech je ||x|| < ||x*||. Aplikujeme-li nyn{ stejny odhad na x*, obdrZzime, Ze

x| < 1) ™| = [lx ], a tedy [lx*|| = [|x].
S vyuzitim tohoto faktu nyni snadno dokdZeme ekvivalenci vSech tvrzeni:
()=>(iii) Pro x € A je [|x*x|| < [lx*||[|lx]| = [|x]|.
(ii)=(iv) Pro x € A je [lxx*| = [|(x*)*x*| = [lx*]|* = ||x]*.
(iv)=(i1) je trividlni.
(i)=>(@) Prox € A je [x*x|| = [x*(x*)*[| = [lx*[* = [|lx]|*.

O

Disledkem pfedchoziho lemmatu je fakt, Ze pokud A je B*-algebra, pak jeji involuce * je sdruZené
linearni izometrie 4 na A, nebot’ || x* — y*| = |[(x — ¥)*|| = ||x — y|| pro kazdé x, y € A.

TVRZENI 118. Necht’ A je B*-algebra bez jednotky. Pak na A. s involuct z Faktu existuje norma
||| rozSirujict puvodni normu na A (a ekvivalentni normé z Tvrzeni|14) takovd, Ze A. je B*-algebra.

DUKAZ. Nejprve si uvédomme, Ze A ma kone¢nou kodimenzi v A., takze libovolné dvé normy na A,
rozsifujici normu z A jsou ekvivalentni (Véty [2.8]a[I.81).

Necht 7: A — £(A) je homomorfismus z Véty [16] Pro kazdé a € A je pak ||L,|| < |la|| a na
druhou stranu ||a||? = ||aa*|| = ||La(a®)| < ||[Lalllla*| = ||La||||a|| tedy / je izometrie do. Necht’ déle
T: Ac — £(A) je roziifeni z Faktu Definujeme-li ||| (a, A)||| = [|[7(a, A)]|| pro (a. 1) € A, pak (Ae, |||1]I})
je normovana algebra, nebot’ T je prosty homomorfismus. Prostota plyne z toho, Ze Id ¢ I(A), nebot’ jinak
by existovalo a € A takové, Zze L, = Id, tj. ax = x pro kazdé x € A, neboli a by byla leva jednotka v
A, coZ je ve sporu s Tvrzenim a). Je-li tedy f(a, A) = 0,pak I(a) = —Ald, coZ znamend, ze A = 0
aa = 0 diky prostoté /.

Ukazme, Ze (4., |||]||) je B*-algebra: Uplnost plyne z ekvivalence |||||| a ||-|[x z Tvrzeni Necht’
(a,A) € A.. Pak pro kazdé x € A je

IT(a, M)x|? = [lax + Ax|?> = |[(ax + Ax)*(ax + Ax)|| = Hx*(a*(ax + Ax) + Alax + Ax)) H =
= |x*T (@ V) (I(a, Mx)| < Ix* | 1 (@ X) o T(@. )| lIx]| = |T((@*, A)(a, )| lIx]>

Odtud dostdvame, Ze [||(a, V[I* = 7@ 2)[> < |T((@*, 1) (@, 1)| = Il(@. 2)*(a, )|l Zbytek plyne
z Lemmatu 171
O

DEFINICE 119. Necht' A je algebra s involuci.

e Pokud A ma jednotku, pak prvek x € A se nazyva unitarni, splituje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
-1 *
X =x*.

e Prvek x € A se nazyva normdlni, pokud komutuje s x*, tj. pokud x*x = xx*.

Vsimnéme si, Ze jednotka v algebfe s involuci je unitdrni (Tvrzeni[I11|a)) a samoadjungované i unitdrni
prvky jsou normélni. Je-li algebra komutativni, pak vSechny jeji prvky jsou normélni. Pro x unitarni, resp.
normdlni, zjevné plati, Ze x* je unitdrni, resp. normalni.

FAKT 120. Necht’ A je algebra nad K s involucia x,y € A.
(a) Md-li A jednotku a jsou-li x, y unitdrni, pak xy je unitdrni.
(b) Je-li x normdlni, pak x" je normdlni pro kaZdé n € N.
(c) Md-li A jednotku a je-li x normdlni a y unitdrni, pak yxy™ je normdlni.
(d) Md-li A jednotku a je-li x normdlni a A € K, pak Ae — x je normdini.

* .k

DUKAZ. (a) plyne z rovnosti (xy)*(xy) = y*x*xy = y*ey = y*y = e a (xy)(xy)* = xyy*x* =
xx* =e.
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(b) Opakovanym pouzitim normalnosti x postupn¢ dostaneme, Ze
P ymp postup
(xn)*xn — (x*)nxn — (x*)n—lxx*xn—l —_ .. = x(x*)nxn—l —_ ... = xn(x*)n — xn(xn)*'

* *

(¢) plyne z rovnosti (yxy*)*(yxy*) = yx*y*yxy* = yx*xy* = yxx*y* = yxy*yx*y* =
(yxy*)(yxy*)*. _

(d) Plati, Zze (Ae — x)* = Ae — x*. ProtoZe prvky {e, x, x*} spolu vzdjemné komutuji, komutuji spolu i
(Ae —x)* ade —x.

O

VETA 121. Necht’ A je B*-algebra a x € A.
(a) Je-li x normdlni, pak || x| = ||x||* pro kazdé n € N a pro A komplexni je r(x) = || x||.
(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = ||x||.
(c) Md-li A jednotku a x je unitdrni, pak o(x) C {A € K; |A| = 1}. Je-li navic A netrividlni, pak || x|| = 1.
(d) Je-li x samoadjungovany, pak o(x) C R.

DUKAZ. (a) Plati, Ze

4 2 212

lxl1* = lx*x]1 = [|(x*x)* (x*x) || = [Ix*xx*x]| = [|x*x*xx]| = [[(xx)* (xx) || = %22,
takZe ||x2| = |x||2. Odtud indukci obdrzime, ze |x2|| = ||x||*" pro kazdé k € N. Je-li tedy n € N
ak e N takové, Ze n < 2%, pak [|x||** = x| = x> 7| < [l |12 < x| x> = [1x]12"

Odtud plyne, 7e [lx" | [|x[** = = [lx||" x[*"~", takze [|x"|| = [|x]".

Je-1i A je komplexni, pak podle Véty c) jer(x) = lim,—o0 v/ |IX"*] = [Ix]|-

(b) Dle Faktu[114{a) je x*x samoadjungovany, a tedy normalni. Diky (a) je tak r(x*x) = |x*x|| = ||x]|?.
Analogicky pro prvek xx*.

(c) Je-li A trividlni, pak o(x) = @ a tvrzeni plati. Necht’ tedy A je netrividlni. Jelikoz 1 = |e| =
|x*x| = ||x||?, dostdvéme, Ze || x| = 1. Z Lemmatu [[17] pak obdrzime, ze ||x~!|| = [|x*|| = [|x|| = 1.
Je-linyni A € o(x), pak dle Tvrzeni[33(d) a Véty1]je [A] < x| = 1a |} < [Ix7"|| = 1. Tedy |A] = 1.

(d) V realném piipadé neni co dokazovat, necht’ tedy A je komplexni. Diky Tvrzeni muzeme
bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze A ma jednotku. Necht o + i € o(x), kde o, B € R. Pak dle
Tvrzeni[33(b) pro kazdé ¢ € R plati, Ze « + i + it € o(x + ite), a tedy dle Véty [41]je

o’ +(B+0?=la+i(B+0I* < |x +ite]> = ||(x +ite)*(x +ite)| = | (x —ite)(x +ite)] =
= [lx® + || < [x?] + %
Odtud dostdvame, Ze pro kazdé r € R je a® + B2 + 2Bt < ||x?|, coZ je moZné pouze v piipadé, ze B = 0.
O
DUSLEDEK 122. Necht’ A je netrividlni komplexni komutativni B*-algebra. Pak A(A) # 0.

DUKAZ. Zvolme x € A, x # 0. Dle Véty b) je r(x*x) = ||x||* > 0, takZe o(x*x) \ {0} # @. Dle
Veéty je tedy Rng x*x # 0, takze A(A) # 9.
O

DUSLEDEK 123. Necht’ A je komplexni algebra s involuci. Pak na A existuje nejvySe jedna norma, se
kterou A je B*-algebra.

DUKAZ. Necht' A1 = (A, ||||1) a A2 = (A, ||]|2) jsou B*-algebry. Pak dle Véty b) pro kazdé x € A
plati, Ze [|x[|T = ra, (x*x) = ra,(x*x) = [[x[)3.
O

Podle predchoziho diisledku je tedy v komplexnim piipad€ norma |||-||| z ditkazu Tvrzeni jedinou
moznosti, aby (4., |||-]||) byla B*-algebra.

DEFINICE 124. Necht' A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy homomorfismus @: A — B
nazyvame *-homomorfismus, pokud zachovava operaci *, tj. @(x*) = &(x)* pro kazdé x € A.
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DUSLEDEK 125. Necht’ A je komplexni B*-algebra. Pak kaZdy multiplikativni linedrni funkciondl na A
Jje *-homomorfismus.

DUKAZ. Necht' ¢ je multiplikativni linedrni funkciondl na A. Pro ¢ = 0 tvrzeni zjevné plati, predpokladejme
tedy, ze ¢ # 0.Je-li y € A samoadjungovany, pak dle Tvrzeni|74|a Véty d)jegp(y) e a(y) C R.Je-li
nyni x € A, pak dle Faktu ¢) existuji samoadjungované u,v € Atak,Ze x = u +ivax* =u —iv.
Protoze ¢(u) € R a ¢(v) € R, dostdvame, ze ¢(x*) = ¢p(u —iv) = p(u) —ie) = pu) +ip(v) =
e(u +iv) = @(x).

O
Nasledujici disledek je vzhledem predchozimu tvrzeni ¢aste¢nym zobecnénim Dusledku

DUSLEDEK 126. Necht' A, B jsou komplexni B*-algebry a @ : A — B je *-homomorfismus. Pak @ je
automaticky spojity a navic ||®@| < 1.

DUKAZ. Diky Vété b) a Tvrzeni 39| pro kazdé x € A plati, Ze |@(x)||*> = r(®(x)*®(x)) =
r(@(x*x)) < r(x*x) = [|x|]?.
O

DUSLEDEK 127. Necht’ A je komplexni B*-algebra a B je jeji B*-podalgebra. Pokud A a B maji
spolecnou jednotku, pak B* = A* N B. Ddle necht’ x € B. Pokud B md jednotku, kterd neni jednotkou v A,
pak o4(x) = op(x) U {0}, v ostatnich pripadech je c4(x) = op(x).

DUKAZ. Necht' x € A* N B. Pak x*x € A (Tvrzeni[l11|b)), a tedy 0 ¢ o4(x*x). JelikoZ op(x*x) C R
(Fakt [114{(a), Véta [121(d)), mnoZina op(x*x) ma prazdny vnitfek v C, a tedy dle Véty #3(d) plati, ze
op(x*x) = 04(x*x). Odtud plyne, Ze 0 ¢ o (x*x),neboli x*x € B*. Diky tomujex™! = x~1(x*)"1x* =
(x*x)~'x* € B, takZe x € B*. Opacn4 inkluze je obsaZena ve Faktu
Déle necht’ x € B. Pokud A a B maji spole¢nou jednotku, pak o4(x) = op(x) dle pfedchoziho.
Nemaji-li A a B spolecnou jednotku, pak miZzeme bez (ijmy na obecnosti predpokladat, ze A ma jednotku
(oznacme ji e), nebot’ jinak je o4(x) = 04,(x) a B je podalgebra A., ktera s ni nema spole¢nou jednotku.
PoloZzme C = B + span{e}. ProtoZe C je uzaviend na involuci, je to B*-podalgebra A (Tvrzeni ). Tedy
o4(x) = oc(x) = op.(x) dle predchoziho pfipadu a Tvrzeni [37)c). Dikaz nyni dokonéime pouZitim
Tvrzeni[37(b).
O

VETA 128 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943)). Necht’ A je komplexni komutativni B*-algebra. Pak
Gelfandova transformace je izometricky *-izomorfismus A na Co(A(A)).

DUKAZ. Necht I': A — Cy(A(A)) je Gelfandova transformace. Pak I" je homomorfismus dle Tvr-
zeni a). Diky Dusledku je I'(x*) (@) = p(x*) = ¢(x) = I'(x)(p) prokazdé x € Aag € A(A),
tedy I" je *-homomorfismus. Dale dle Dusledku [95|a Véty b) pro kazdé x € A plati, ze || (x)|? =
(PaE3] H2 = [Ir@P| = IFG)r@)| = IF*x)| = r(x*x) = |[x||*. Tedy I je izometrie do a
specidlné I"(A) je uzaviend podalgebra Co(A(A)).

Konecné, podle predchoziho je I'(A) uzaviena na komplexni sdruZovani a dale oddéluje body A(A)
(Tvrzeni 98(b)) a pro kazdé ¢ € A(A) existuje x € A tak, Ze I'(x)(¢) = @(x) # 0. Podle Stoneovy-
WeierstraBovy véty| pro lokdlné kompaktni prostory (Véta tedy I'(A) = I'(A) = Cy(A(A)).

O
DUSLEDEK 129. Komplexni komutativni B*-algebra A md jednotku, prdavé kdy? A(A) je kompakini.

PRIKLAD 130. Definujeme-li na algebie A z Piikladu [84] involuci pfedpisem (a,b)* = (a@,b), pak
snadno nahlédneme, Ze A je algebra s involuci. Dile ||(a,b)*| = |(@,b)| = |a| + |b] = |a| + |b| =
||(a,b)| pro kazdé (a,b) € A. Konecné, Gelfandova transformace A je *-homomorfismus. Vskutku, pro
peA(A)={(1,1)}ax =(a,b) € Aje

F(x*)g) = px") =a+b=a+b=ex) =T

Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1885) a Marshall Harvey Stone (1937)
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Nicméné A(A) je kompaktni, pfestoze A nema jednotku.
o

DUSLEDEK 131. Necht’ A a B jsou komplexni komutativni B*-algebry. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) A a B jsou izometricky *-izomorfni.
(ii) A a B jsou algebraicky izomorfni.
(iii) Prostory A(A) a A(B) jsou homeomorfni.

DUKAZ. Tvrzeni plyne ihned z V&t[128]a[89|uvédomime-li si, Ze zobrazeni @ z Tvrzeni [88|je *-homomor-
fismus.
O

Nasledujici reprezentacni vétu uvedeme bez dikazu.

VETA 132 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943), I. Kaplansky (1953. KaZdou komplexni B*-algebru
lze izometrickym *-izomorfismem vnorit do L(H ') pro vhodny komplexni Hilbertitv prostor H.

7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

V oddilu 3] jsme zkonstruovali holomorfn{ kalkulus pro libovolné prvky libovolné komplexni Banachovy
algebry. V tomto oddilu ukdZeme, jak struktura komplexni B*-algebry umoziiuje vybudovat spojity kalkulus
pro jeji normdlni prvky. Tento spojity kalkulus bude pfitom rozsifenim kalkulu holomorfniho.

TVRZENI 133. Necht’ A je normovand algebra nad K, 2 CK, f,g: 2 — Aat € §2. Pokud existuji
() ag'(t), pak (fg)'(t) = f'(1)g) + f(1)g'(¢).

DUKAZ. Dle Faktud7|je g spojité v t. Diky spojitosti ndsobeni v A je tedy

(f9)(0) = lim f$)gls) — fg@) _ . (f(s) = f())g(s) + lim (1) (g(s) —g))

s —1 s>t s —1 s>t s —1

= (g + f(1)g'(1).

O

Necht' A je Banachova algebra s jednotkou. Je-1i A komplexni, pak pro kazdé x € A mame definovanu
hodnotu exp x (vizte Deﬁnici. ProtoZe expa = Y .o, ‘fl—': pro o € C, plati dle Poznamky |63| Ze

o0
xi’l
expx = E —.
n!

n=0

Timto vzorcem muizZeme ovSem definovat hodnotu exp x i v redlné Banachové algebie, nebot’ snadno
nahlédneme, Ze fada je absolutné konvergentni.

VETA 134. Necht’ A je Banachova algebra nad K s jednotkou e a x € A.
(a) Pokud y € A komutuje s x, pak exp x exp y = exp(x + y).
(b) expx € A% a (expx)~! = exp(—x).
(c) Pro A € K poloZme f(A) = exp(Ax). Pak f'(A) = exp(Ax)x pro kaZdé A € K.
(d) Je-li A algebra se spojitou involuci, pak (exp x)* = exp x*.
(e) Je-li A komplexni algebra se spojitou involuct a x je samoadjungovany, pak exp(ix) je unitdrni.

Ovizte 62 pozndmku pod Carou na str. @
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DUKAZ. (a) Dtkaz je zcela shodny s dikazem pro piipad A = R (vizte napf. [J, Véta 183]), pouze je
potfeba vyuZit komutativitu pro platnost vzorce (x + y)" = >, _, (Z)xk yrk,

(b) Dle (a) je exp x exp(—x) = exp(—x)expx = exp(x —x) =exp0 = e.

(c) Nejprve ukazme, Ze limy,_, % = x. Vskutku,

W 1 h|\n— 1 n
Z Zl | IIXII <|h|ZIIXI.|

n=2

exp(hx) —e
_  — x|l =
h

pro |h| < 1. Diky (a) a spojitosti nasobeni je tedy

, exp(Ax + hx) —exp(Ax) . exp(Ax)exp(hx) —exp(Ax)
f'(A) = lim = lim =
h h h—0 h
exp(hx) —e

= exp(Ax) %1_1)1}) = exp(Ax)x.

(d) Plyne snadno ze spojitosti involuce.
(e) Diky (d) a (a) je (exp(ix))*exp(ix) = exp(—ix)exp(ix) = exp(ix —ix) = exp0 = e a také

exp(ix)(exp(ix))* = exp(ix)exp(—ix) =exp0 =e.
O

VETA 135 (Bent Fuglede (1950), Calvin R. Putnam (1951%. Necht’ A je komplexni B*-algebra, x € A,
anecht’ a,b € A jsou normdlni a plati, Ze ax = xb. Pak a*x = xb™*.

DUKAZ. V trividlni algebfe rovnost zfejmé plati, pfedpokladejme tedy, Ze A je netrividlni. Diky Tvrzeni
muiZeme bez Ujmy na obecnosti predpoklddat, Ze A ma jednotku. Indukci snadno dokdzeme, Ze a”x = xb"
pro kazdé n € Ny: a"tlx = a(a"x) = a(xb™) = (ax)b" = (xb)b" = xb"*!. Diky spojitosti ndsobeni
tedy pro kazdé A € C dostdvdme, Ze exp(Aa)x = Y no 24x = 3% % = xexp(Ab). Podle
Véty [[34(b) je tedy

x = exp(—Aa)x exp(Ab) 2)
pro kazdé A € C. Polozme
f(A) = exp(Aa™)x exp(—Ab*) proA € C.
Pak f je holomorfni na C podle Véty[134|c) a Tvrzeni Dile diky (2)) a V&t&[134[a) (zde vyuzivime
normalnost a a b) pro kazdé A € C plati, ze
fA) = exp(ka*)(exp(—ia)x exp(Xb)) exp(—Ab*) = exp(Aa* — da)x exp(Ab — Ab*).

ProtoZe Aa* —Aa = i (i (Aa —)La*)) aprvek i (Aa —Aa*) je samoadjungovany dle Faktu a),je exp(Aa*—
Aa) unitarni (Véta e)), takZze ma normu 1 (Véta ¢)). Analogicky obdrzime, Ze ||exp(Ab —Ab*)|| = 1,

atedy f je omezené na C. Podle Liouvilleovy véty (Véta[51) je tudiZ f konstantni. Odtud plyne, Ze pro
kazdé A € C je f(A) = f(0) = x adle Véty|[134(D) je tak

o0 A (a* )" o0 A x (b*)?
3 MY xp(a®)x = xexp(Ab”) = 3 Ax @7
— n! — n!

Je-li nyni ¢ € A* libovolny, pak Y °2 ¢((“’:)"x)k” =Y, "5("(’5’ ) A7 pro kazdé A € C. Z jedno-
znacnosti rozvoje holomorfni funkce v mocninnou fadu specidlné plyne, Ze ¢ (a*x) = ¢(xb*). Protoze A*
oddé€luje body A4, je nutné a*x = xb*.

O

DEFINICE 136. Necht' A4 je algebraa M C A. Algebrovym obalem M nazveme mnoZinu alg M =
(Y{B D M; B je podalgebra A}.

Algebrovy obal M je tedy nejmensi podalgebra A obsahujici M.

I, Fuglede dokazal vétu pro pfipad a = b, C. R. Putnam ji zobecnil pro a # b; pozdéji se ukdzalo, Ze obecny pfipad jiz
plyne ze specidlniho. S kratkym dikazem vyuzZivajicim Liouvilleovu vétu prisel Marvin Rosenblum (1958).
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TVRZENI 137. Necht’ A je algebraa M C A. Pak alg M = span{x1X3 -+ X,; X1,...,X, € M,n € N}.

DUKAZ. Oznaéme B = span{xiXxs---X,; X1,...,X, € M,n € N}.Inkluze B C alg M je zjevna, nebot’
podalgebra alg M obsahuje v§echny kone¢né souciny svych prvki a téZ jejich linearni kombinace. Na druhou
stranu, M C B. Staci tedy ukdzat, Ze B je podalgebra, protoZe pak alg M C B dle definice alg M. Dle
definice je B zjevné vektorovy podprostor. Necht' ddle x, y € B. Pak x = Y /_; 0;x} ---x;. pro n&jaka

x,i eEM,a; eKay :Z;":lﬁjy{---yl{, pronéjakéylj e M, B; € K. Tedy

n m
xy =) Y aifxi--xi vl -yl €B.
i=1j=1
O
DEFINICE 138. Necht” A4 je normovand algebra a M C A. Pak definujeme uzavfeny algebrovy obal M
jako alg M = (\{B D M; B je uzaviend podalgebra A}.
Je ziejmé, Ze uzavieny algebrovy obal M je uzaviend podalgebra a je to nejmensi uzaviend podalgebra A
obsahujici M.
TVRZENI 139. Necht’ A je normovand algebraa M C A. Pak alg M = alg M.
DUKAZ. Inkluze alg M C alg M plyne z definice ~a Dusledku [7} Pro opacnou inkluzi si uvédomme, Ze
alg M je podalgebra obsahujici M, a tedy alg M C alg M. ProtoZe alg M je uzaviend mnoZina, dostivame,
ZealgM CalgM.

O

FAKT 140. Necht’ A, B jsou algebry a M C A. Pak kaZdy algebrovy homomorfismus @ : algM — B
Je jednoznacné urcen svymi hodnotami na M. Jsou-li A, B normované algebry, pak kaZdy spojity algebrovy
homomorfismus @ : alg M — B je jednoznacné urcen svymi hodnotami na M .

DUKAZ. Jsou-li @, ¥ : alg M — B algebrové homomorfismy, které maji stejné hodnoty na M, pak maji
stejné hodnoty i na kone¢nych soucinech prvki z M. Dle Tvrzeni jetedy @ = Y.
Jsou-li A, B normované algebry a @, ¥: alg M — B jsou spojité algebrové homomorfismy, které majf
stejné hodnoty na M, pak diky pfedchozimu piipadu je @ = ¥ dle Tvrzeni[I39]
O

TVRZENI 141. Necht’ A je B*-algebra a necht’ M C A komutuje a je uzaviend na involuci. Pak alg M
Jje komutativni B*-podalgebra A.

DUKAzZ. Diky spojitosti ndsobeni a involuce (a Tvrzeni|139) sta¢i dokazat, ze alg M je komutativni a uza-
vieny na involuci. To je ale snadno vidét diky popisu alg M z Tvrzeni
O

Podobné jako pro holomorfni kalkulus, pokud spojity kalkulus existuje, je jiZ uréen jednoznacné:

VETA 142. Necht’ A je algebra nad K s jednotkou a x € A. Necht’ §21 C §2, C K a £2, je oteviend
nebo uzaviend. Necht’ ®@;: C(§2;) — A je algebrovy homomorfismus takovy, Ze ®;(1) = e, ®;(Id) = x,
v komplexnim p¥ipadé navic ®,(Id) = ®,(1d), a necht’ ®; je sekvencidlné spojity z topologie lokdlné
stejnomérné konvergence na C(82;) do néjaké Hausdorffovy topologie t na A, i = 1,2. Pak ®1(f o,) =
D, (f) pro kaZdou f € C(82,).

DUKAZ. Oznatme & mnoZzinu vSech polynomt na R v redlném piipadé, resp. mnozinu funkci {7z +—>
Z;’ o @ik 27 75« ik € C,n € N} vkomplexnim pfipadé. Z pfedpokladli snadno dostaneme, ze @ (P | ,)
@, (P ',) pro libovolnou funkci P € &. Existuje neklesajici posloupnost kompakti K, C £2, takova,
ze pro kazdou kompaktni K C §2, existuje n € N tak, Ze K C K, (vizte dikaz Véty [7.12]c)). Proto
podle Stoneovy-WeierstraBovy véty (Véta|15.57| resp.[15.58) existuje posloupnost funkci { P,} C P, ktera
konverguje lokaln€ stejnomérné k f na £2,, a tedy téZ k f ', na £2,. Dle predpokladu a pfedchoziho
odstavce je tedy @1 (f @,) = limy—00 P1(Pp [ 2,) = limy00 Pa(Pr [ 2,) = P2(f).

O
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Necht' K je kompaktni prostora f € C(K). Je-li g spojita funkce, pak se jevi zcela pfirozenym definovat
g(f) jako funkci g o f € C(K). Snadno nahlédneme, Ze tato definice spliiuje pfirozené pozadavky na
funkéni kalkulusBMBB— je-li p(r) = Y_7_, ¢;t/ polynom na K, pak p o f = >7_,¢; f7; konverguji-li
spojité funkce g, lokdln¢ stejnomérné ke g, pak diky kompaktnosti g, o f — g o f stejnomérné na K.
Dale si uvédomme, Ze sta¢i, aby g byla definovdna na Rng f', coZ je oviem dle Piikladu [28(a) totéZ, jako
o (f). Pro obecnou algebru se nabizi vyuZzit Gelfandovu reprezentaci na vhodné komutativni podalgebre,
k tomu je ovSem potieba, aby Gelfandova transformace byla izomorfismem (s tim ndm pomuzZe napf.
Gelfandova-Najmarkova véta).

Necht’ A je komplexni B*-algebra s jednotkou a x € A je normdlni. Polozme B = alg{e, x, x*}. Pak
B je komplexni komutativni B*-podalgebra A s jednotkou e (Tvrzeni[141)). MnoZina A(B) je kompaktn{
(Véta[83)), a tedy Gelfandova transformace I'g(x) je prvek C(A(B)). Déle je Rng I'g(x) = op(x) = 04(x)
dle Véty 94] a Disledku Je-li nyni f € C(o4(x)), pak f o I'g(x) € C(A(B)). Podle Gelfandovy-
Najmarkovy véty (Véta[128)) je I'p bijekce, miZeme tedy definovat

f(x) =Tz (f o I'g(x)). 3)

Uvédomme si, Zze f(x) € B C A.
Poznamenejme jesté, Ze dle Faktu a Dusledku [125]je libovolny ¢ € A(B) jednozna¢né urlen svoji
hodnotou na x, a tedy funkce I'g(x): A(B) — op(x) je dokonce homeomorfismus.

VETA 143 (spojity kalkulus). Necht' A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normdlni
a f € C(a(x)). Zobrazeni ®@: C(0(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovdno vzorcem (3), md ndsledujici
vlastnosti:

(a) D je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = algf{e, x, x*}, pro ktery navic ®(1) = e a ®(Id) = x.

(b) f(x) € A%, prdvé kdy? f(A) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom pripadé je f(x)~! = %(x)

(c) f(x)je samoadjungovany prdvé tehdy, kdyZ f je redlnd.

(d) o(f(x)) = f(o(x)) (véta o obrazu spektra).

(e) Pokud ¥ : C(o(x)) — A je *-homomorfismus, pro ktery W(1) = e a¥(Ild) = x, pak ¥ = @.

(f) Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak Iz (f o I'c(x)) = f(x).

(g) Pokud g € C(f(a(x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

(h) Je-li g € H(S2), kde 2 C C je oteviené okoli o (x), pak ®(g lsx)) = ¥(g), kde ¥ je holomorfni
kalkulus z Veéty[62]

(i) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).

(j) Je-li D komplexni B*-algebra a ®: A — D je *-homomorfismus takovy, Ze ©(e) je jednotka v D, pak
f(O(x)) = O(f(x)). Specidlné, je-li u € A unitdrni, pak f(uxu*) = uf(x)u*.

(k) Je-li 0 € o(x) a f(0) =0, pak f(x) € alg{x, x*}.

Nemd-li A jednotku, provedeme celou konstrukci v A.. Pokud pro f € C(o(x)) plati, Ze f(0) = 0, pak
f(x) € A.

DUKAZ. Nejprve si uvédomme, 7e 6 (x) = 04(x) = op(x).

(a) Protoze I'g(x) je homeomorfismus A(B) a og(x), je dle Tvrzeni |88| zobrazeni g > g o I'p(x)
izometrickym *-izomorfismem C(0g(x)) na C(A(B)). Déle dle Gelfandovy-Najmarkovy véty (Véta[I28)
je I'z'! izometricky *-izomorfismus C(A(B)) na B, odkud plyne, Ze @ je izometricky *-izomorfismus
C(op(x)) na B.

Kone¢ng, pro g(1) = 1je g(x) = I'y '(1) = e, nebot’ I'p je algebrovy izomorfismus, a pro g(t) = 1 je
g(x) = Iy (Tp(x)) = x.

(b) Podle Disledku je f(x) € A%, pravé kdyz f(x) € B*, coz dle (a) a Faktu 20| nastane, pravé
kdyZ f(A) # 0 prokazdé A € o(x). Vzorec pro f~! ihned plyne z Faktu

(c) plyne okamzité z (a).

(d) ProtoZe f(x) € B,jea(f(x)) = og(f(x)). Diky (a), Tvrzeni[31]a Piikladu[28(a) je pak o5 ( f(x)) =
08((/)) = ocen(f) = Rng f = f(0/(x)).

(e) Dle Diisledku[126]je ¥ spojity. Tvrzeni tedy plyne z Véty
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(f) Dle Disledku je oc(x) = o4(x) = op(x). Dle Véty 94 je I'c(x) spojita funkce zobra-
zujici A(C) na o¢c(x) = op(x), a tedy dle Tvrzeni |88| je zobrazeni g +> g o ['¢(x) izometrickym
*-izomorfismem C(op(x)) do C(A(C)). Déle dle Gelfandovy-Najmarkovy véty (Véta je I'c! izo-
metricky *-izomorfismus C(A(C)) na C, odkud plyne, Ze ¥: C(o(x)) — A definované predpisem
U(g) = I'c'(g o I'c(x)) je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) do C. Stejné jako v (a) dostaneme,
ZeW(l)=eaW(ld) = x,dle(e)jetedy ¥ = .

(g) Nejprve si uvédomme, Ze B je komutativni, atedy f(x) € B je normdlni. Dle (c)je g € C ((7( f (x))),
takze g( f(x)) je dobie definovan. Dle (f) pak je

g(f() = Iy (g (/) = I3 (g o Th (g " (f o T(x))) = T3 (g o f 0 [3(x)) = g o f(x).

(h) Definujme ¥: H(§2) — A pfedpisem ¥(g) := D(g [o(x))- Pak ¥ je homomorfismus takovy, Ze
U(l) =e,¥(Ild) = x a ¥ je spojity z topologie lokdlné stejnomérné konvergence do normové. Dle Véty
je tedy ¥ holomorfni kalkulus z Véty

(i) Komutant {y}° je uzaviend podalgebra A (Tvrzeni[102), kterd obsahuje e, x a dle Véty[135]i x*. Tedy
f(x) € B C{yj.

(j) Prvek ©(x) je normdlni, nebot’ @(x)O(x)* = O(xx*) = O(x*x) = O(x)*O(x). Dle Tvrzeni[39je
0(®(x)) Co(x),tedy f(O(x)) je dobre definovano. Necht' ¥ : C(o(@(x))) — D je *-homomorfismus
z (a) pro prvek @(x) € D, tj. ¥1(1) = O(e) a¥,(ld) = O(x). Ddle ¥, = ® o ®@: C(o(x)) — D je *-
homomorfismus, pro ktery ¥»(1) = ©@(e) a W1 (Id) = O(x). Dle Véty [142] (¥, je spojity dle Disledku[126))
je f(O(x)) =¥ (f) = ¥a(f) = O(2(f)) = O(f(x)).

Konecné, zobrazeni ®: A — A, ®(x) = uxu*, je *-homomorfismus, nebot’ @(xy) = uxyu* =
uxu*uyu* = (x)O(y) a O(x*) = ux*u* = (uxu*)* = O(x)*, a O(e) = e. Mlizeme tedy pouzit
predchozi obecné tvrzeni.

(k) Polozme L = o(x) \ {0}. Pak L je lokdln¢ kompaktni prostor a o(x) je jeho Alexandrovovou
kompaktifikaci. Déle polozme C = alg{/d, Id} C Co(L). Pak dle Stoneovy-WeierstraBovy véty pro lokaln&
kompaktni prostory (Véta plati, 7e f € Co(L) = C. Tedy f(x) = @(f) € ®(C) C alg{x, x*}.

Pfedpoklddejme nyni, Ze A nemad jednotku. Pak 0 € o (x) (Tvrzeni[37(a)), a tedy posledni tvrzeni véty
plyne z (k).

O

Necht’ K je kompaktni prostor a f € C(K, C). Jak jsme jiz pfedeslali pfed Vétou [I43] snadno nahléd-
neme, Ze zobrazeni ¥ : C(Rng f) - C(K,C), ¥(g) = g o f je *-homomorfismus, pro ktery ¥ (1) = 1
aW(ld) = f.Podle Véty[143|e) je tedy g(f) = g o f pro libovolnou g € C(Rng f). (S pfihlédnutim
k Pfikladu 96(a) to specidlné znamend, Ze restrikce Gelfandovy transformace na B v definici spojitého
kalkulu tedy nem4 v tomto ptipad€ na vysledek vliv.)

VSimnéme si, Ze pokud md mit spojity kalkulus vlastnost (h) z predchozi véty, pak s prihlédnutim
k Prikladu [66] nelze vybudovat spojity kalkulus pro libovolny prvek x Banachovy algebry. Pokud navic
chceme, aby spojity kalkulus byl *-homomorfismus, pak normdlnost x je pfimo nutnou podminkou, nebot’
v tom piipadé x = Id(x) komutuje s x* = Id (x).

VETA 144. Necht' A je komplexni B*-algebra a x € A.

(a) Prvek x je samoadjungovany, prdvé kdyZ je normdlni a o(x) C R.
(b) Md-li A jednotku, pak x je unitdrni, pravé kdyZ je normdlni a o(x) C {1 € C; |A| = 1}.

DUKAZ. (a) = plyne z Véty d).
< Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze A ma jednotku. Polozme f(A) = A pro A € o(x).

Podle piedpokladu je f/ = f.Podle Véty a)jetedy x = f(x) = f(x) = f(x)* = x*.

(b) = plyne z Véty c). _

< Polozme f(A) = A pro A € o(x). Podle pfedpokladu je ff = 1. Podle Véty a) je tedy
e=ff(x)=f(x)f(x) =x"x = xx".

O
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8. Nezaporné prvky B*-algeber

H BB Struktura B*-algebry pfirozenym zptsobem pfipousti téZ usporadani, a to pomoci kuzelu nezapor-
nych prvkd. Pristupme proto k definici nezdporného prvky B*-algebry.

DEFINICE 145. Necht’ A je algebra s involuci a x € A je samoadjungovany. Rekneme, Ze x je nezdporny,
pokud o (x) C [0, 4+00).

Vsimnéme si, Ze dle Piikladu 28a) je prvek f € C(T') nezdporny, pravé kdyZ f(¢) > 0 pro kazdé
teT.
Z Véty [I44(a) ihned plyne ndsledujici fakt:

FAKT 146. Prvek x komplexni B*-algebry je nezdporny, prdavé kdyZz je normdlni a o (x) C [0, +00).

TVRZENI 147. Necht’ A je algebra s involuci a x,y € A jsou nezdporné.
(a) Je-lit > 0, pak tx je nezdporny.
(b) Je-li A komplexni B*-algebra, pak x + y je nezdporny.
(c) Je-li A komplexni Banachova algebra a x a y spolu komutuji, pak xy je nezdporny.

DUKAZ. Bez tijmy na obecnosti miizeme piedpoklddat, Ze A m4 jednotku.

(a) Prvek tx je samoadjungovany (Fakt[I14(b)). Dle je o (rx) = to(x) (Tvrzeni[33(b)), a tedy o (rx) C
[0, +00).

(b) Zjevné x + y je samoadjungovany. Polozme o = || x|, B = ||y||ay = a + B. Jelikoz o (x) C [0, ],
dle Tvrzeni 33(b) je o(xe — x) = a« — o(x) C [0,«]. Ddle je e — x samoadjungovany, a tedy dle
Véty [121)a) plati, Ze ||ae — x|| < . Analogicky dostaneme, Ze ||fe — y|| < B. Proto je ||ye — (x + y)|| =
| (e —x)+ (Be—y)|| < y.JelikoZ prvek x + y — ye je samoadjungovany, dostavame odtud a z Véty[121[d),
Zeo(x +y—ye) Cl[—y,v],atedyo(x +y) =0(ye+x+y—ye) =y +ao(x+y—ye) Cl0,2y].

(c) Plyne z Faktu [[14{(d) a Véty [[04(a).

O

Je-li A komplexni Banachova algebra s involuci a x € A je samoadjungovany, pak x2 je nezéporny,
coZ plyne napf. z véty o obrazu spektra (Vétal62(c)). Ddle je-li A komplexni B*-algebra, pak pro normalni
x € A je prvek |x| € A (. prvek h(x), kde h(r) = |t]| pro ¢ € C) nezdporny. To plyne z Véty [143|c) a (d).
Podobné, pro x € A nezdporny je /X dobfe definovany (pouZzijeme funkci /¢ spojitou na [0, +00) D o(x))
a neziporny.

FAKT 148. Necht' A je komplexni B*-algebra a x € A.
(a) Je-li x nezdporny, pak |x| = x.
(b) Je-li x samoadjungovany, pak |x|*> = x2.
(c) Je-li x nezdporny, pak (,/x)* = x. Navic \/x je jediné nezdporné y € A takové, Ze y* = x.
(d) Je-li x samoadjungovany, pak ~/x? = |x|.

DUKAZ. Polozme h(t) = |t|,t € R, f(t) =t%,t €[0,+00) ag(t) = V1, € [0, +00).

(a) plyne z toho, Ze & ['[o,+o0) = 1d.

(b) Z Véty a) dostaneme, Ze |x|? = h(x)h(x) = h?>(x) = Id?*(x) = x>.

(c) Z Véty|143(a) obdrzime, Ze (/X )? = g(x)g(x) = g%(x) = Id(x) = x.Je-linyni y € A nezdporny
prvek, pro ktery y? = x, pak x = f(y), a tedy dle Véty g) plati, ze y = Id(y) = (go f)(y) =
g(f(y) = g(x) = Vx.

(d) Podle (b) nezéporny prvek y = |x| spliiuje y2 = x2. Dle (c) je oviem y = v/x2.

O

TVRZENI 149. Necht’ A je komplexni B*-algebra. Pak pro kaZdy samoadjungovany prvek x € A existuje
pravé jedna dvojice nezdpornych prvkii x*, x~ € A takovd, Ze x = xT —x~ ax"xt = xTx~ = 0. Navic
+ - _
XT 4+ x7 = x|
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DUKAZ. Polozme f(t) = max{t,0}a g(t) = —min{z,0} prot € R.Pak f — g = Id a fg = 0. ProtozZe
x je samoadjungovany, jsou f i g definovany na o(x) (Véta d)), miiZzeme tedy polozit x* = f(x)
ax” = g(x).PakxT—x" = f(x)—g(x) = (f—g)(x) = xaxTx™ = (fg)(x) = 0= (gf)(x) = x"x7.
Dile x* +x7 = f(x) + g(x) = (f +g)(x) = |x|.

Necht’ nyni u,v € A jsou nezdporné takové, ze x = u — v auv = vu = 0. Pak u + v je nezdporny
(Tvrzeni[147) a (u +v)? = u? +v2 = (u—v)? = x2. Dle Faktu[148(d) a (a) je tedy u +v = |x| = x T +x".
Seétenim této rovnosti s rovnosti ¥ — v = xT — x~ obdrzime, e u = x T, odectenim pakv = x".

O

VETA 150 (I. Kaplansky (1953)). Necht’ A je komplexni B*-algebra a x € A. Pak x*x i xx* jsou
nezdporné.

DUKAZ. Prvek x*x je samoadjungovany, takze x*x = y™—y~,kde y™, y~ € A jsounezdpornéa y~y+ =
0 (Tvrzeni|149). Staci tedy ukdzat, Ze y~ = 0. PoloZme z = xy~. Pak

—Zz=—y x'xy ==y (T =y )y =07)>, 4)

takZe —z*z je nezdporny (napf. dle Véty [62(c)). Déle existuji samoadjungované u,v € A takové, Ze
z = u + iv (Fakt|[114]c)). Pak

2724228 = (u—iv)(u+iv)+u+iv)(u—iv) = u+ivv—ivu+ v +ul—ivv+ivu+v? = 2u?+202,

tedy z*z = 2u? + 2v? — zz*. Podle Tvrzenl’e) jeovsem o(—zz*) C o(—z*z) U {0}, takze i —zz* je
nezéaporny, coz dle Tvrzeni znamena, Ze z*z je nezaporny. Dohromady tak dostivame, ze 0(z2*z) =
—0(—z*2) C (—00,0] a zdroven 6(z*z) C [0, +00), neboli 6(z*z) = {0}. Z rovnosti (@) pak plyne, Ze
o((y7)?) = {0}, takZe dle Tvrzeni[33|c) je o(y~) = {0}. Kone¢né, dle Véty ajely |l =r(y7) =0,
¢ili y~ = 0.
Pro nezapornost xx* staci pouZzit pfedchozi ¢ast na prvek x*.
O

Vsimnéme si, Ze je-li A je algebra s involuci a s jednotkou a x € A je nezdporny, pak prvek e + x
je invertovatelny. Vskutku, dle Tvrzeni[33[b) je o(e + x) = 1+ o(x) C [1,+00), atedy 0 € p(e + x).
Poznamenejme, Ze toto pozorovani spolu s pfedchozi vétou tizce souviseji s reprezentacni Vétou [132] vizte
téZ pozndmku pod Carou na strané [201]

Pro libovolné komplexni ¢islo z plati, Ze z = Rez + i Imz = «|z|, kde |¢| = 1. Prvni vyjadieni ma
analogii ve Faktu[TT4{(c), druhé vyjddieni ma jistou analogii v ndsledujicim rozkladu (vizte téZ Vétu [121]c),
piipadné Vétu[134]e)): Je-li x prvek B*-algebry s jednotkou A a x = ua, kde a € A je nezdporny au € A je
unitdrni, pak toto vyjadfeni nazyvame poldrnim rozkladem x. Je-li A komplexni, pak je pfirozené ocekdvat,
ze a = |x|. K tomu je ovSem potieba, aby x byl normalni. Uvédomime-li si vSak, Ze pro komplexni z je
|z| = v/Zz, pak misto |x| Ize pouZit vyraz +/x*x, ktery je diky Véts definovan pro libovolné x € A.
Tato volba je ve skute¢nosti jedinou moznosti: Je-li x = ua polarni rozklad, pak a = +/x*x. Vskutku, diky
samoadjungovanosti a je x*x = a*u*ua = a*ea = a?, tedy a = +/x*x dle Faktu c).

Pro x invertovatelny dostaneme poldrni rozklad snadno:

VETA 151 (polérni rozklad). Necht’ A je komplexni B*-algebra s jednotkou a x € A je invertovatelny.
Pak existuji unitdarni u € A a nezdporny a € A tak, Ze x = ua. Tento rozklad je urceny jednoznacné.

DUKAZ. Prvek x*x je nezdporny (Véta a invertovatelny (Tvrzeni b)). Prvek a = v x*x je tedy
také nezdporny a navic je invertovatelny (vyuZijeme toho, Ze 0 ¢ o (x*x) a Vétu[143(b)). Nynf sta¢{ poloZit
u = xa~!. Pak s pomoci samoadjungovanosti a a Faktu[148(c) dostdvame, Ze u*u = (a~')*x*xa~! =
a~la’a~! = e. ProtoZe u je invertovatelny (je to soudin invertovatelnych prvki), plyne odtud, Ze je unitarni.
Jednoznacnost a jsme jiz vysvétlili. Jednoznacnost u pak plyne z toho, Ze a je invertovatelny.

O

Pro obecné x polarni rozklad nemusi existovat:
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PRIKLAD 152. Necht’ T je posun doprava na £,, tj. Tx = (0, x1,Xx2,...) prox = (xx) € £,. Pak T
nema polarni rozklad. Vskutku, je-li 7 = UA polarni rozklad, pak A = /T *T. Snadno spocteme, ze T*
je posun doleva, tj. T*x = (x5, X3, X4....). Tedy T*T = I, tak¥e A = /T = I dle Faktu[148(c). Odtud
dostavame, Zze T = U, coZ je spor, nebot’ 7" neni unitarni: operator 7' T™* nuluje prvni soufadnici, takze
TT* # 1.

o



Kapitola 11

Spojité linearni operatory na Hilbertovych
prostorech

EEEZikladni motivaci pro zavedeni B*-algeber byl prostor spojitych operatorti na Hilbertove prostoru.
Podivame se na nékteré specifické vlastnosti tohoto prostoru, zejména na jemnéjs$i pohled na strukturu
spektra spojitého operatoru. Jednim z hlavnich vysledkl prvniho oddilu je pak detailni analyza kompaktnich
samoadjungovanych operatort.

1. Zakladni vlastnosti

V této kapitole bude symbol *+ vzdy znacit ortogonalni dopln&k (a nikoli anihildtor).

VETA 1. Jsou-li H, H, Hilbertovy prostory a T € £(H, H,), pak plati, Ze
(a) Ker T* = (Rng T)%,
(b) KerT = (Rng T*)*,
(c) RngT = (KerT*)*,
(d) RngT* = (Ker 7).

DUKAZ. Tvrzeni (b) dostaneme z ekvivalenci
xeKerT & Tx=0 & Vye Hy: (Tx,y)=0 & Vye Hy: (x,T*y) =0 & x € (RngT*)".

Tvrzeni (a) plyne z (b) a z Véty |10.108(a). Tvrzeni (c), resp. (d) dostaneme z (a), resp. (b) pomoci Dii-
sledku [1.103i
O

DEFINICE 2. Necht’ X, Y a Z jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni B: X X Y — Z se nazyva
bilinedrni, pokud je linedrni v prvni i ve druhé soutadnici, tj. zobrazeni x — B(x, y) je linedrni pro kazdé
y €Y ayr B(x,y)jelinedrni pro kazdé x € X. Zobrazeni B se nazyva seskvilineérniﬂ pokud je linedrni
v prvni soufadnici a sdruzené linedrni ve druhé soutadnici. V pfipadé, Ze Z = K, se B nazyva bilinearni,
resp. seskvilinearni forma.

Uvédomme si, Ze v redlném pripadé jsou seskvilinedarni zobrazeni bilinearni. Kanonickym ptikladem
seskvilinedrni formy je skaldrni soucin. Pro seskvilinedrni zobrazeni plati analogie polarizacniho vzorce pro
skalarni soucin (Tvrzeni|1.89):

TVRZENI 3 (polarizacni vzorec). Necht’ X, Y jsou vektorové prostorynad K a S: X x X — Y je
seskvilinedrni zobrazeni. Pak pro vsechna x,y € X plati, Ze

1
S, )+ S(y.x) = (S +y.x +y) = Sk —y.x = y)).
Je-li K = C, pak pro vSechna x,y € X plati, Ze
1
S(x,y) = Z(S(x +y,x4+y)—Sx—y,x—y)+iS(x +iy,x +iy)—iS(x —iy,x —iy)).

ITento ponékud diskutabilni termin pochazi{ z latinského sesqui-, coz znamena ,,jedna a ptl-*.

213
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DUKAZ. Pro libovolnd x,y € X je
Sx+y.x+y)=8Sx,x+y)+ Sy, x+y)=8xx)+ Sk, y)+Sy.x)+ SO, y).

Dosadime-li misto y postupné —y, iy a —iy, dostaneme

Sx—y,x—y)=80x)—Sx,y) =Sy, x)+S50,»),
Sx+iy,x +iy) =S(x,x)+ S(x,iy)+ SGy,x) + S@y,iy) =
=S(x.x)—iS(x,y) +iS(y.x) + S, ),
S(x —iy,x —iy) = S(x,x) + S(x,—iy) + S(—iy,x) + S(—iy,—iy) =
=S, x)+iS(x,y)—iS(y,x)+ Sy, y).

Odtud jiz oba vzorce snadno plynou.
O

Poznamenejme, Ze v redlném piipad¢€ nelze obecné vyjadrit hodnotu S(x, y) pouze pomoci hodnot na
diagondle. Proto také ndsledujici Véta ] niZe plati obecné pouze v komplexnim piipadé. Uvédomme si téZ,
ze v redlném pripadé je skalarni soucin navic symetricky, proto plati polarizacni vzorec z Tvrzeni |1.89

Je-1i X prostor se skalarnim souc¢inem a 7: X — X je linedrni operdtor, pak funkce S(x,y) = (Tx, y)
je zjevné seskvilinearni forma na X. Je-li X navic Hilbertiiv a 7' je spojity a samoadjungovany, pak
S(y,x) = (x,Ty) = (T*x,y) = S(x,y) pro vSechna x,y € X. Nasledujici véta je tedy okamzitym
dtisledkem polarizaénich vzorch z Tvrzeni[3|a Lemmatu

VETA 4. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a T : X — X je linedrni operdtor. Necht’ ddle plati
alespori jedna z ndsledujicich podminek:

o X je komplexni.
e X je Hilbertuiv a T je spojity a samoadjungovany.
Jestlize (T x,x) = 0 pro kazdé x € X, pak T = 0.

Piedchozi véta obecné v redlném piipadé neplati. Stadi vzit X = R? a T € £(X) reprezentovany matici
01
()
DUSLEDEK 5. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a S, T: X — X jsou linedrni operdtory.
Necht’ ddle plati alespori jedna z ndsledujicich podminek:

o X je komplexni.
e X je Hilbertuv a S, T jsou spojité a samoadjungované.

Pokud (Sx,x) = (Tx,x) prokazdé x € X, pak S = T.

DUKAZ. Aplikujeme pfedchozi vétu na operator S — T .
O

DEFINICE 6. Necht' X, Y, Z jsou normované linedrni prostory a B: X X Y — Z je bilinearni, resp.
seskvilinedrni zobrazeni. Rekneme, Ze B je omezené, pokud sup,cp, yep, || B(x, )| < +o00. V tom piipadé
klademe || B|| = sup,cp, yepy | B(x. Y)|.-

Snadno nahlédneme, Ze je-li B: X x Y — Z omezené bilinearni, resp. seskvilinearni zobrazeni, pak
IB(x. )| < [ Blllx|[llyll pro kazdé x € X, y € Y.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze skaldrni souc¢in na Hilbertové prostoru je v jistém smyslu univerzalni
seskvilinedrni forma. (Pfipomenme si téZ tvrzeni z linedrni algebry, podle kterého kazd4 bilinedrni forma na
R” je tvaru B(x,y) = xT Ay, kde A je &tvercova matice.)

TVRZENI 7. Necht' H je Hilbertiiv prostor. Je-li S omezend seskvilinedrni forma na H, pak existuje
jednoznacné urceny T € £(H) takovy, Ze S(x,y) = (Tx,y) pro vSechna x,y € H. Navic plati, Ze
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Hx H cl K
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Hx H

DUKAZ. Pro pevné y € H je zobrazeni x — S(x, y) prvek H*. Podle Véty existuje pravé jedno
U(y) € H takové, ze S(x,y) = (x,U(y)) pro kazdé x € H. Pak U je linearni operator, nebot’ pro
y.z€ HaaeKje (x,Ulay)) = S(x,ay) =aS(x,y) = a({x, U(y)) = (x,aU(y)) a

(U +2)) =8k y+2)=S5xp) + Sk = (x,U() + (x,U2)) = (x.U(y) + U(2))
pro kazdé x € H, takze U(ay) = aU(y) aU(y + z) = U(y) + U(z) dle Lemmatu[1.95]

Déle |Uy|* = (Uy,Uy) = S(Uy,y) < [IS|1Uy ||yl pro kazdé y € H, odkud plyne, Ze U je spojity
a [|[U]| < [IS]. Na druhou stranu, [S(x, y)| = |{x,Uy)| < [x[[|U]lllyll < U] pro kazdé x,y € By,
atedy [|S]| = U]

Konecné, polozime-li T = U™, pak pro vSechna x, y € H je S(x,y) = (x,Uy) = (U*x,y) = (Tx, y)
al|T| = |U| = S| Jednozna¢nost plyne ihned z Lemmatu[1.95]

O

FAKT 8. Necht’ Hy, H, jsou Hilbertovy prostorya T € £(Hy, H,). Pak KerT* o T = KerT.
DUKAZ. Inkluze D je ziejma. Opacné, je-li x € Ker T* o T, pak | Tx||?> = (Tx,Tx) = (T*o Tx,x) = 0.

O
VETA 9. Necht’ H je Hilbertitv prostor a T € L(H ). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je normdlni.
(it) (T*x, T*y) = (Tx,Ty) prokazdé x,y € H.
(iii) ||T*x|| = ||T x|| pro kazdé x € H.
DUKAZ. ()=(@{i))Prox,y € Hje (T*x,T*y) =(TT*x,y) =(T*Tx,y) =(Tx,Ty).
(i1)=>(iii) je trividlni.
(iii))=(@) Pro kazdé x € H je (TT*x,x) = (T*x,T*x) = |[T*x||*> = |Tx|? = (Tx,Tx) =
(T*Tx, x). Protoze operdtory TT* i T*T jsou samoadjungované, miZeme pouZit Disledek [5]
O

DEFINICE 10. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K a T € £(X). Cislo A € K nazyvime
pribliznym vlastnim ¢islem operatoru 7', pokud existuje posloupnost {x,} C Sx takovd, ze (Al —T)x,, — O.
Mnozina vSech pribliznych vlastnich ¢isel operatoru 7' se nazyva priblizné bodové spektrum operatoru 7'
a znali se 0, (7).

Z Tvrzeni[[.62|a) okamZité plyne nasledujici fakt:

FAKT 11. Necht’ X je normovany linedrni prostornad K a T € £(X). Pak A € K je pribliznym viastnim
Cislem T, pravé kdy? Al — T neni izomorfismus do.

Odtud ihned dostdvdme inkluze 0,(T") C 04,(T) C o(T).
Nasledujici pozorovani je doplitkem Tvrzeni[10.35}

TVRZENI 12. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, T € £(X)a S: X — Y je linedrni
izomorfismus. Pak pro operdtor S o T o S™' € £(Y) plati, Ze 0,5(S o T o S7') = 0,p(T).

DUKAZ. Polozme U = SoT oS L. Prod € KjeAly —U = So Ay —T)o S~ !, tedy My — T je
izomorfismus do, pravé kdyz Aly — U je izomorfismus do (Fakt a)).
O

DEFINICE 13. Necht' X je prostor se skalarnim souc¢inem a 7 € £(X). Mnozina Ny = {(Tx, x);
x € Sy} se nazyva numericky range operatoru 7 .
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FAKT 14. Necht’ X je normovany linedrni prostor takovy, Ze dim Xg # 1 (tj. X je bud’ komplexni, nebo
redlny dimenze riizné od 1). Pak Sx je krivkové souvisld.

DUKAZ. Necht' x,y € Sy jsou dva rizné body jednotkové sféry. Pfedpokladejme nejprve, Zze y # —x.
Pak ty 4+ (1 —t)x # 0 pro kazdé ¢t € [0, 1] (v opacném pripadé jety = (t — 1)x,atedy t = |ty| =
lt—D)x||=1—-1,t.t = % ay = —x). Tedy mizeme definovat spojitou kiivku ¢ : [0, 1] — Sx predpisem

o ty+(d-0)x
YO = Ao

Pro tuto kfivku je ¢(0) = x a (1) = y.

Pokud y = —x, pak z pfedpokladu o X plyne existence bodu z € Sx \ {x, —x}. Dle pfedchoziho existuji
spojité k¥ivky @1, ¢, : [0, 1] — Sy takové, Ze ¢1(0) = x, ¢1(1) = ¢2(0) = z a ¢,(1) = —x. Pak ¢ + ¢,
je spojitd kiivka s obrazem v Sy a koncovymi body x a —x.

O

TVRZENI 15. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem nad K a T € £(X).

(a) Nor+pT = ¢ + BNt pro libovolnd o, B € K.

(b) MnoZina Nt je krivkové souvisld.

(c) op(T) C Nr C B (0, |T]).

(d) 0455(T) C Nr. Je-li X Hilbertivv, pak o(T) \ 0,p(T) C Nr, a tedy o(T) C Nr.

DUKAZ. (a) plyne z rovnosti ((af + BT)x,x) = al/x||*> + B(T x, x) platné pro kazdé x € X.

(b) Je-li X redlny a dim X = 1, pak N7 je jednobodovy. Jinak je funkce x + (T x, x) spojita (Tvr-
zeni[[.86(b)), a tedy Nt je spojity obraz kiivkové souvislé mnoziny Sy (Fakt[I4).

(c) Prox € Sx je [(Tx,x)| < || Tx|/|lx]| < |IT|. Déle je-li A € 0,,(T), pak existuje x € Sy takovy, Ze
Tx = Ax.Potom (Tx,x) = (Ax,x) = A||x||> = A, atedy A € Nr.

(d) Necht’ A € 0,,(T) a necht’ {x,} C Sx je takovd, Ze Ax, — Tx, — 0. Pak [A — (T'x,,x,)| =
|(Ax — Txp, Xp)| < |[Axn — Tx,|| — 0,atedy A € Nr.

Je-li nyni X Hilbertiv a A € o(T) \ 0,(T), pak AI — T je izomorfismus do (Fakt , ktery neni
na. Existuje tedy x € Sy takovy, Ze x L Rng(AI — T) (Véta[1.102). Specidlné je 0 = (Ax — T'x, x) =
A —(Tx,x),neboli (Tx,x)=A.

O

VETA 16. Necht’ H je Hilbertitv prostora T € £(H) je normdlni. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) KerT = KerT™*.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyZ T je prosty.

(c) T je invertovatelny prdvé tehdy, kdyZ existuje ¢ > 0 tak, Ze | T x|| > c||x|| pro kazdé x € H.

(d) o(T) = oyy(T). )

(e) A € oy(T) pravé tehdy, kdy A € o,(T*). Vlastni prostor T prislusny vilastnimu cislu A je shodny
s viastnim prostorem T™ prislusnym vlastnimu ¢islu A

(f) Pokud Ay, A, jsou riiznd viastni ¢isla T, pak Ker(A I — T) L Ker(A,I —T).

DUKAZ. (a) plyne z Véty 9]

(b) plyne z (a) a Véty|[I|c).

(c) = plyne z Tvrzeni[I.62(a).

4 Dle Tvrzeni[[.62(a), (c) je T izomorfismus do a Rng 7" je uzavieny. Dle (b) je tedy T na, takZe je
invertovatelny.

(d) Necht' A € o(T) \ 0,(T). Dle Faktu [10.120(d) je A — T normilni, tedy dle (b) je Rng(Al —T')
husty v H. Zaroven ale Al — T neni na, tedy Rng(A/ — T') neni uzavieny, takze Al — T neni izomorfismus
do. Dle Faktu[IT]je tedy A € 0,(T).

(e)Je-li A € K, pak Al — T je normalni (Fakt d)) a (Al —T)* = AI — T*, tvrzeni tedy plyne
z (a).
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(f) Necht’ x; € Ker(A;I — T) a x, € Ker(A,1 — T). Pak diky (e) dostavame, Ze
A1<x1,x2> = (Alxl’xz) = (Txl,xz) = (Xl, T*Xz) = (Xl,)k_zxz) = 12<X1,X2)-

Tedy (x1,x3) = 0.
O

VETA 17. Necht’ H je netrividlni Hilbertitv prostor a T € £(H). Pak T je samoadjungovany, prdavé
kdyZ (Tx,y) = (x,Ty) prokazdé x,y € H. Pro T samoadjungovany plati ndsledujici tvrzeni:
(a) (Tx,x) € R prokazdé x € H.
(b) Nr C R a oznacime-li mr = inf Ny, Mt = sup Nr, pak |T|| = max{|mr|, |Mr|} a {mp, M7} C
o(T) C [myp, Mt], a tedy cislo || T || nebo —||T|| lezi v o(T).
(c) r(T) =sup{|Al: A € Nr} = [T

Vsimnéme si, ze na rozdil od Véty[10.121(a) dostavame, ze r(T) = ||T|| i v redlném piipadé.

DUKAZ. Pro x,y € H je (Tx,y) = (x,T*y), ekvivalence z tvrzeni véty tedy plyne z Lemmatu[1.95]

(a) Pro kazdé x € H je dle predchoziho (T x, x) = (x, Tx) = (T x, x).

(b) Ukazeme nejprve, ze | T|| = M = sup{|A|; A € Nr}. Vime, Ze |A| < ||T|| pro kazdé A € Ny
(Tvrzeni[15(c)). Na druhou stranu, pro x, y € H poloZme S(x,y) = (Tx,y). Pak S je seskvilinedrn{ forma,
pro kterou navic S(y, x) = S(x, y) (zde vyuZijeme uvodni charakterizaci), takze dle Tvrzeni pro kazdé
x,y € H plati, ze

1
Re S(x,y) = Z(S(x +y,x4+y)—Sx—y,x—y)).

Necht nyni x € Sg.Je-li Tx = 0,pak | T x|| < M. Jinak poloZzme y = € Sy . Pak diky polarizacnimu

vzorci vySe a rovnobéznikovému pravidlu (Tvrzeni[I1.88)) dostdvame, Ze

IITXII

ITx]| =(Tx,y) = S(x.y) = [Re S(x.y)| = £ (IS(X+y X+ +I1Sx—y.x—y)I) =

1 —
4 (”x+y”2|5(n§i§n’ o |+ Ik =y IPIS (5= 7y y||)|) .

1 1
=M (Ix + 217+ x = yII?) = M (Ix]* + 11y1%) = M.

pricemz nerovnost mezi prvnim a tfetim fadkem plati i v pfipadé, Ze x + y = Onebox — y = 0.

Inkluze Nt C R plyne z (a), rovnost ||T'|| = max{|mr|, |Mr|} = max{—mr, Mt} plyne z predchoziho
ainkluze o(T) C [mr, Mr] plyne z Tvrzeni[I5(d).

Polozme R = T — mr 1. Pak R je samoadjungovany a Ng = Ny — my (Tvrzeni[[5(a)). Odtud plyne,
e MR = My —m7 > 0amgr = mr —mp = 0. Podle jiZ dokdzaného (aplikovaného na R) je tedy
|R|| = Mg. Necht’ {x,} C Sy je posloupnost takova, ze (Rx,, x,) — Mg = ||R||. Operétor ||R| I — R je
samoadjungovany a

2
[IRlxn = Rxn|” = I RI[xall® + 1 Rxn|I* — 2Re(Ry. [ Rl|xn) < 2[[RI* = 2|| RI{RXn. xn) — O

(vyuzili jsme (a) pro R), neboli (||R||/ — R)x, — 0. Tedy Mg = ||R|| € 04(R). Dle Tvrzeni[10.33|b) je
pak My = mp + Mg e mp +0(R) = o(T).

Kone¢né, N_.r = —Nr (Tvrzeni [[5(a)), takZe podle jiz dokdzaného a Tvrzeni [10.33(b) je mr =
—M_r € —0(-T) =0o(T).

(c) plyne ihned z (b).

O
TVRZENI 18. Necht’ H je komplexni Hilbertiv prostora T € £(H). Pak T je samoadjungovany, prdvé
kdy? Nt C R.

DUKAZ. = je ve VE&[17b).
< Prokazdé x € H \ {0} je (T'x,x) = ||x|| ( (
Dle Dusledku [3]je tak T = T*.

i) fap) € Roatedy (Tx,x) = (x, Tx) = (T*x.x).

O
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DUSLEDEK 19. Necht' H je Hilbertitv prostor a T € £(H). Je-li T samoadjungovany, pak o (T) C
[0, 400), prdvé kdyZ (T x, x) > 0 pro kazdé x € H. Je-li H komplexni, pak T je nezdporny (prvek algebry
£(H)), pravé kdyz (T x,x) > 0 pro kazdé x € H.

s v 7

DUKAZ. Prvni &ast plyne z Véty [17(b). Druhd &ast plyne z prvni éasti v kombinaci s Tvrzenim 18]

Je-li P € £(H) projekce, pak P* je také projekce: P*P* = (PP)* = P*.

VETA 20. Necht' H je Hilbertitv prostor a P € £(H) je projekce. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(i) P je samoadjungovand.
(ii) P je normdlni.
(iii) P je ortogondlni.

(iv) P je nezdpornd.
DUKAZ. (i)=(ii) je trividlni.

(ii)=>(iii) Dle V&t[16(a) a[l[(a) je Ker P = Ker P* = (Rng P)*.

(iii)=(i) Podle Véty[1.80(a) je Rng P* uzavieny. Podle Vét[I(a), (d) a[I.101]tedy plati, Ze Ker P* =
(Rng P)* = Ker P aRng P* = (Ker P)* = Rng P. Necht x € H.Pak x — Px € Ker P = Ker P*
aPxeRngP =RngP*.Tedy0 = P*(x — Px) = P*x — P*Px = P*x — Px,neboli P*x = Px.

(i) (iv) plyne z Pfikladu[4.18§]

TVRZENI 21. Necht’ H je Hilbertiiv prostor, S, T € £(H) a S je samoadjungovany. Pak Rng S L
Rng T prave tehdy, kdyz ST = O.

DUKAZ. Tvrzeni ihned plyne z toho, Ze pro libovolna x,y € H plati, ze (Sx,Ty) = (x,S*Ty) =
(x,STy).

s

Po operétory mezi Hilbertovymi prostory drobné rozsitime definici unitdrniho prvku algebry £(H).

DEFINICE 22. Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory. Operator T € £(H,, H,) se nazyva unitarni,
pokud T*oT = Iy, aT oT* = Ig,,neboli T~! = T*.

VETA 23. Necht’ Hy, H, jsou Hilbertovy prostory a T € £(H,, H,). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) T je unitdrni.
(ii) T jenaa (Tx,Ty) = (x,y) pro kaZdé x,y € H;.
(iii) T je izometrie na.

DUKAZ. ()=(@{i) T o T* = Ig,,atedy T je na. Ddle (Tx,Ty) = (T* o Tx,y) = (x,y) pro vSechna
x,y € Hy.

(i))=(i) Necht x € H;.Prolibovolné y € Hy je (T*oTx,y) = (Tx,Ty) = (x,y),atedy T*oTx =
x,neboli T* o T = Iy,. Dale necht’ u € H,. Pak existuje x € H; takové, Ze u = T x. Podle pfedchoziho
jeT*u=T"oTx =x,atedy T oT*u = Tx = u. Toznamend, ze T o T* = Ip,.

(i1) < (iii) plyne z Diisledku[1.90]

O

LEMMA 24. Necht Hy, H, jsou Hilbertovy prostorya T € £(Hy, Hy). Necht' Y je uzavieny podprostor
H, takovy, Ze RngT C Y a S € £(H4,Y) je definovany jako Sx = Tx pro x € Hy. Pak S* = T* |'y.

DUKAZ. Prokazdé x € Hyay € Y je (S*y,x) = (y,Sx) = (y,Tx) = (T*y, x), tvrzeni tedy plyne
z Lemmatu [1.93]
O

Ve zbytku tohoto oddilu se podivame bliZe na strukturu kompaktnich operétorti na Hilbertové prostoru.
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VETA 25. Necht’ H je Hilbertuv prostor. Pak KX (H) = ¥ (H).

DUKAZ. D plyne z Véty {.12|b) a (c).

C Dle Dusledku [I.116] mé prostor H ortonormdlni bazi {e,; y € I'}. Pro kazdou kone¢nou F C I’
polozme Ppx = 3., .p(x,e,)e, pro x € H. Dle Disledku [I.117]a Véty [[.101]je || Pr|| < 1. Necht
K € K(H)ae > 0. Diky totdlni omezenosti K(Bp) existuje koneCna £-sit’ {y1, ..., y,} mnoziny K(Bpg).
Dle Véty[1.115]pro kazdé j € {1,...,n} existuje konetnd mnoZina F; C I' takovd, Ze || y; — Puy;|l < §
kdykoli H C I' je kone¢nd a H D Fj. PoloZzme F = U7=1 F;. Pak Pr o K € ¥ (H) a tvrdime, Ze
|K — Pr o K|| < e. Vskutku, necht’ x € By anecht’ j € {1,...,n} je takové, Ze || Kx — y;|| < 3. Pak

& &
1Kx = Pr(KX)|| = [1Kx = yill + 1y; = Pry;ill + 1 Pry; = PRKX)| < 2+ 2 + 1 Prllly; — Kxll <e.
O

Uvédomme si, Ze jsou-li {x,},er a x v normovaném linedrnim prostoru, pak pro zobecnénou fadu

PR _ P ‘1 _ = - g ‘o o
plati, ze . x, = x, pravé kdyZ limres ) cr X, = X, kde ¥ je mnoZina kone¢nych podmnoZin
I’ usmérnénd pomoci inkluze. Tedy napf. zobecnéné fady komutuji se spojitymi linedrnimi i sdruZené
linedrnimi zobrazenimi.

Nasledujici pfiklad srovnejte téZ s Piiklady [I.61]a[4.29]

PRIKLAD 26. Necht' Hy, H, jsou Hilbertovy prostory nad K, {u,; y € I'} je ortonormdln{ systém v H,
a{v,; y € I'} je ortonormdlni systém v H,. Necht' (1,),er € K. Chceme-li, aby byla vzorcem

T(x)= Zz\y(x,uy)vy (1)
yel’

hodnota T'(x) definovdna pro kazdé x € H;, pak je nezbytné, aby (A,)yer € £oo(I"). Vskutku, neni-li
tomu tak, pak existuje prostd posloupnost {y,}°2, C I takovd, Ze |A,,| > 2". Pak x = ) oo, %uh € H,
(fada konverguje dokonce absolutné), ale fada v () nekonverguje, nebot’ ||A,, (x, uy, vy, || = |2y, |2l,, > 1,
a tedy nenf splnéna nutna podminka konvergence z Véty [1.33(d). Na druhou stranu, je-li (A,) € £oo(I"),
pak vzorec (1)) definuje spojity linedrn{ operator z H; do H,, pro ktery ||T'|| = [|(A,)|le: Pro x € H; je
ITx|? =3, crlAy Pl up) P < A5 N1xI1? (Vétal@ a Besselova nerovnost (Véta). Opainé,
IT|| = sup,||Tuy | = sup, | A, vy|l = sup,|A,| = [(Ay)]oo- Navic polozime-li R((A,)) = T ze vzorce (I),
pak R je linedrni izometrie z £oo(I") do £ (H,, Hz) (Tvrzeni[1.35).

Je-li I' = {1,...,n} a{u;}, {vj} jsou baze H,, resp. H,, pak operdtor T je vzhledem témto bazim
reprezentovany diagondlni matici s ¢isly Aq, ..., A, na diagondle. V obecném piipadé€ Ize tento operator
chdpat jako operdtor reprezentovany diagondlni ,,nekonecnou matici*. Proto se tomuto operatoru nékdy fikd
diagondlni operdtor.

Operator 7' ma nasledujici vlastnosti:

(a) Prokazdé y € H, je

T"y = Z Ay (¥, vy)uy.
yell

Dile je T*(T'x) = Zyer|)‘y|2(x’“y>uy prox € HiaT(T"y) = Zyer|ky|2()” Uy)vy pro y € Hs.

(b) T je kompaktni pravé tehdy, kdyz (4,) € co(I).
Necht’ dédle H, = H, av, = u, prokazdé y € I'.

(c) T je normdlni; 7' je samoadjungovany, pravé kdyZ A, € R prokazdé y € I".

(d) R je izometricky *-homomorfismus B*-algebry £, (I") do £(H).
Necht’ dile {u, },er je ortonormdlni baze H;.

@ op(T) =1{Ay; yeT'yao(T) ={A,; y € I'}. Ddle pro A € 0,(T) je Ker(Al — T') = Span{u,;
y € A}, kde A = {y € I'; A, = A}, a specidlné dim Ker(A/ — T') je rovna poctu prvki mnoZiny A (je to 0,
ptirozené ¢islo, nebo 00).

(f) Je-li H, komplexni a f € C(o(T)), pak pro kazdé x € H; je

F(M)x =Y FO)(xuy)uy.

yel'
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Podivejme se nyni bliZe na avizované vlastnosti.

(a) Polozme S(y) = > crAy(y,vy)u, pro y € H,. Podle toho, co bylo feCeno vySe, je S €
£(H,, Hy). Podle pozndmky pred timto piikladem je pak

(Tx.y) =Y (Ay(xuy)vy. y) = D Ay(xouy) vy, y) = Y (2. 2, (vy. y)uy) =

yel’ yell yell

~ (v T vy = .59

yel’

prokazdé x € Hyay € Hy. Tedy T = S.

Dileje T*vy = Aqlty prokazdéa € I',atedy prokazdé x € Hyje T*(Tx) = > er Ay(x uy )T vy =I
Zyep|ky|2(x, Uy )u,. Vzorec pro T(T*y) obdrzime analogicky.

(b) Oznacme cgyo(I") podprostor £ (I") sestavajici z vektorti s pouze kone¢né mnoha nenulovymi
soufadnicemi. Zjevné je R(coo(I")) C ¥ (H,, H), odkud dle Véty i.12(b), (c) plyne, ze R(co(I")) C
F(H,, Hy) C K(H;, H»).

Na druhou stranu, je-li (A,) € £oo(I") \ co(I"), pak existuje ¢ > O takové, ze A = {y € I'; |A,| > ¢} je
nekone¢nd. Pak pro o, B € A, o # B plati, Ze | Tuy — Tugll® = |Aave — Agvgll = [Ae|? + [Ag]* > 2¢2
(Fakt. Tedy mnoZina {T'u,; y € A} neni totdln¢ omezend, coZ znamend, Ze T" neni kompaktni.

(c) Normdlnost T plyne ze vzorci v (a). Je-li A, € R prokazdé y € I', pak T* = T opét dle vzorce
z (a). Na druhou stranu, je-li 7 samoadjungovany, pak pro kazdé y € I" je Ayu, = Tu, = T*u, = )L_yu,,,
atedy A, € R.

(d) Zachovani involuce plyne ze vzorce v (a). Necht p = (4,), ¢ = (ity) € Lo(I"). Pak (R(q)x,uy) =
Uo(x,uy) prokazdé x € Hyaa € I'. Tedy

(R(PIR(@))x = D Ay (R(@)x.uy)uy = D> Aypiy(x.uy)u, = R(pg)x

yell yel’

pro kazdé x € H,. To znamend, Ze R je multiplikativni.

(e) Necht A € K. Protoze {u,} je ortonormdlni baze H,, plati, Ze x € Ker(Al — T), pravé kdyz
A{x,uy) = (Tx,u,) = A,(x,u,) provSechna y € I', tj. pravé kdyZ (x,u,) = 0 pro vSechna y € I' \ A,
kde A = {y € I'; A, = A}. Odtud plyne, Ze Ker(Al — T') = span{u,,; y € A}. To znamend, Ze A € o,(T),
pravé kdyZ A = A, pronéjaké y € I'.

Konec¢né, {A,; y € I'} C o(T), jelikoZ o(T') je uzaviend mnoZina (Véta . Na druhou stranu,
je-lid e K\ {A,; y e I'}pak p = (A — A})yer € Loo(I) je invertovatelny, a tedy R(p) = Al — T je
invertovatelny v £(H1), nebot’ R(1) = I. To znamena, ze A ¢ o(T).

(f) Definujme ¥: C(o(T)) — £L(H;) predpisem ¥ ( f)x = Zye]" f(A){x,uy)u,.Dle (e) a zacitku
tohoto prikladu je toto zobrazeni dobie definovano a ¥ ( f) = R(( J(A)))ye p). Diky (e) téZ snadno nahléd-
neme, ze zobrazeni S: C(0(T)) — Le(I'), S(f) = (f(Ay))yer je izometricky *-homomorfismus, coz
spolu s (d) implikuje, Ze ¥ = Ro S je izometricky *-homomorfismus. Zjevné ¥ (Id) = T a diky Vét&[1.115]
je (1) = I.Dle Véty[10.143|e) je tak ¥ spojity kalkulus pro operitor 7.

o

Chceme-li si udé€lat predstavu o chovani konkrétniho operatoru 7 € £(X), je uZitecné si uvédomit, ze
je-1i Y vlastni prostor operatoru 7 prislusny vlastnimu ¢islu A, pak restrikce 7' na Y je dilatace (T |y =
Aldy). Jak uvidime niZe, v piipadé kompaktnich operatord na Hilbertové prostoru miZeme timto zptisobem
analyzovat cely operator 7 .

DEFINICE 27. Necht’ A je mnozinaa f: A — A je zobrazeni. MnoZina B C A se nazyva invariantni
vuci f, pokud f(B) C B,tj. f|p: B — B.
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Je-li X topologicky prostor, f: X — X spojité a A C X invariantni vii&i f, pak 4 je téZ invariantni
vaci f, nebot’ f(A) C f(A) C A. Déle ihned vidime, Ze je-li X normovany linearni prostor, 7 € £(X)
aY C X jengjaky vlastni prostor operatoru 7', pak Y je invariantni vici T.E]

FAKT 28. Necht’ H je Hilbertiv prostor, T € £(H) a M C H je mnoZina vlastnich vektorii T (ne
nutné vsech).
(a) Je-li Y C H invariantni vii¢i T, pak Y+ je invariantni viici T*.
(b) span M je invariantni vici T .
(c) Je-li T normdlni, pak span M i (Span M)~ jsou invariantni viici T i T*.
(d) Necht' Y C H je uzavieny podprostor invariantni vie¢i T i T*. Pak (T |'y)* = T* |'y. Je-li tedy T
samoadjungovany, resp. normdlni, pak T 'y € L(Y) je samoadjungovany, resp. normdlni.

DUKAZ. (a) Necht z € Y+. Pro kazdé x € Y je (T*z,x) = (z,Tx) = 0, nebot’ Tx € Y. Tedy
T*z e Yt
(b) Dle poznamky za definici staci ukazat, Ze span M je invariantni viaci 7. Necht’ xi,...,x, € M

aay,...,o, € K. Je-li A; vlastni ¢islo pfislu$né vlastnimu vektoru x;, j = 1,...,n, pak T(Z;;l ozjxj) =

>y () =370 a;A;x; € span M.
(c) Dle Véty[16(e) je M také mnoZina vlastnich vektord operétoru 7*. Dle (b) je tedy Span M invariantn{
vici T i T* a dle (a) je pak (Span M)~ invariantni vaci 7*i T** = T.
(d) Provsechnax,y € Y je (T |yx,y) = (Tx,y) = (x,T*y) = (x, T* |'yy). Diky jednoznacnosti je
tedy (T y)* =T"*|y.
O

VETA 29 (spektralni rozklad normalniho kompaktniho operatoru; D. Hilbert (1904), Erhard Schmidt
(1907)). Necht’ H je netrividlni Hilbertiiv prostor a T € JK (H). Ddle predpoklddejme, Ze

o T je samoadjungovany, nebo

o H je komplexni a T je normdlni.
Pak existuje ortonormdlni bdze B prostoru H tvorend vlastnimi vektory T. Vektorit z B prFislusnych ne-
nulovym viastnim Cisliim T je spocetné mnoho, a sefadime-li je libovolné do prosté posloupnosti {e,, },1:/:1,
N € N U {oo}, pak {e,} je ortonormdlni bdze Rng T a pro kaZdé x € H je

N
Tx = an (x,en)en,

n=1
P

kde A, je viastni Cislo prislusné vlastnimu vektoru e,,.
Je-li {A,YM . M e N U {oo} prostd posloupnost v§ech viastnich Cisel T a P, je ortogondini projekce

n=1’
M
I=>" P,
n=1

na Ker(A,I — T), pak
kde rada konverguje bodové bezpodminecné (tj. x = Zr],v[:l P, x bezpodminecné pro kazdé x € H) a

M
T = anpn,
n=1

kde Fada konverguje bezpodminecné v prostoru £(H ).

DUKAZ. Kazdy vlastni prostor operdtoru 7 md né&jakou ortonormadln{ bézi (Disledek [1.116). Necht' B
je sjednocenim téchto bazi. Oznatme Y = span B a S = T |y.. Dle Faktu c), (dje S € K1)
samoadjungovany, resp. normélni. Ddle S nemd Zadny vlastni vektor, nebot’ vlastni vektory S jsou téz
vlastnimi vektory 7', podprostor Y obsahuje v§echny vlastni vektory 7 a Y NY+ = {0}. Podle Dﬁsledku

2Otézka, jestli kazdy operator T € £(H) pro komplexni nekone¢nérozmérny separabilni Hilberttiv prostor H ma néjaky
netrividln{ invariantni podprostor, je jednim z nejvétsich stile (2019) otevienych problémi funkciondlni analyzy. Zda se, Ze poprvé
se o tomto problému zacalo hovofit kolem roku 1950.



222 KAPITOLA 11. SPOJITE LINEARNI OPERATORY NA HILBERTOVYCH PROSTORECH

to znamena, ze r(S) = 0, takze S = 0 dle Véty c), resp. a). Tedy Y+ = {0}, nebot’ kazdy
nenulovy vektor v Y 1 je vlastnim vektorem S. Podle Véty ﬂ je B ortonormdlni systém a podle Véty
je tak B ortonormdlni bazi H .

Vektort z B piislusnych nenulovym vlastnim &islim 7 je spoetné mnoho diky Vétam 427 af4.23] Je-li
nyni x € H, pak z Véty c) a Tvrzem’mplyne, Zex =27+ Zflvzl (x,en)en, kde z € Ker T'. Tedy
Tx =Tz + ij:l(x,en)Ten = Z,I:’:l)kn(x,en)en. Konec¢né, T(i—’;) = ey, a tedy span{e,} C RngT.
Opacna inkluze plyne z predchoziho vzorce a Véta tudiz implikuje, Ze {e,} je ortonormalni bazi
RngT.

Dokazme nyni druhou ¢ast véty. Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze A, = 0 a P; je projekce
na Ker T'. Déle necht’ {ex}_, je prostd posloupnost vektord z B pfisluinych nenulovym vlastnim &islim

takov4, Ze existuje rostouci posloupnost {k, }*, C N tak, 7e {e; }f’:;c;_l jebaze Ker(A,I—T).Necht x € H.
Dle pfedchoziho odstavce je x = Pyx + 2112]:1 (x, ex)ex. Podle Diisledku|1.117|je P,x = Zf’:];il_l (x,e;)e;

pro n > 1. Posloupnost ¢astecnych souctl fady Zﬁiz P, x je tedy podposloupnosti posloupnosti ¢astecnych

souctd rady ZkN=1 (x, er)ek. Odtud plyne, Ze x = Zflw:l P,x.
Déle ukazme, Ze v pifpadé, kdy M = oo, fada ) .-, A, P, konverguje. Pro p,g € N, 1 < p < g
ax € H je diky Faktu[[.1T1]a Besselove nerovnosti (Véta[I.114)

q
Z AnPrx
n=p

takZe H ZZ:]) A, P, ” < MaXp<p<g|An|- JelikoZ A, — 0 (V&taid.27), plyne odtud snadno, Ze fada Y oo | A, Py
splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku v £(H ), a tedy je konvergentni.
Kone¢né, necht’ x € H. Pro kazdy index n je T(P,x) = A,P,x,atedy Tx = T(ny=1 P,x) =
224:1 T(P,x) = Zﬁil ApPpx = (nyzl AnPy)x.
Bezpodminecna konvergence fad plyne z toho, Ze tvrzeni zjevné nezavisi na permutaci posloupnosti {A,}.
O

2 2

q kn+1 -1

=3 > MalPlx.e)* < max [, [7x]?,
p=n=q

n=p j=k,

q knt1—1

Z Z An(x,ej)e;

n=p j=k,

VETA 30 (reprezentace kompaktniho operatoru; E. Schmidt (1907f[). Necht' Hy, H, jsou Hilbertovy
prostorya T € K (Hy, Hy). Pak existuji N € NoU{oo}, posloupnost kladnych isel {1, }N_, a ortonormdini
systémy {un}»,},\;1 C Hya {1),1},]1V=l C H, takové, Ze pro kaZdé x € H, je

N
Tx = Z/\n(x, Up)Vy.
n=1

Ddle {)2}N_, je posloupnost vsech nenulovych viastich isel operdtoru T* o T, p¥icems pro kazdé A > 0 je

pocet prvkii mnoziny {n € N; A2 = A} roven dimKer(AI — T* o T). Tedy posloupnost {1, }_, je uréena
Jednoznacné az na permutaci a je-li N = oo, pak A,, — O.

DUKAZ. UkaZme nejprve jednoznacnost. Necht’ Tx = Ziv:l An (X, u,)v, pro néjakou kladnou posloupnost
{An}M_,. Pak podle Piikladu a) je T*(Tx) = ZN A2(x,u,)u, pro kazdé x € Hj, takze podle

n=1
Prikladu e) aplikovaného na T* o T plati dokazované tvrzeni o posloupnosti {12}V_, . Je-li N = oo, pak
A2 — 0 podle V&t[d.23[a[4.27]

Piejdéme nyni k existenci. Operator 7* o T je samoadjungovany a (T* o Tx,x) = (Tx, Tx) > 0 pro
kazdé x € Hy, takze o(T* o T) C [0, +00) (Disledek [19). Podle Véty 29|tedy existuji N € Ny U {oo},
posloupnost kladnych &isel {4}V, a ortonormdln{ systém {u, }_, C H, tak, Ze {12})_, je posloupnost
nenulovych vlastnich Cisel operatoru T* o T aT* o Tx = Zi\]:l A2 (x,uy,)u, pro kazdé x € H,.PoloZme

Vn = 2 Tun. Pak (U, 0p) = 55 (Tttm, Tttn) = 55 (T* 0 Tty hn) = 55 (Apms Un) = Smn

(Kroneckerovo delta), takze {v, }f,v=1 je ortonormalni systém. Necht’ nyni x € H;. Protoze T*oTu, = )Lﬁu "

3E. Schmidt dokézal tuto reprezentaci pro jistou tfidu integralnich operatorti, nicméné zobecnéni pro abstraktni operatory je
primocaré.
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jeT* o T(x — N (o upun) = SN A2 (0, un )y — S (x,u,) T* 0 Tuy, = 0. S vyuzitim Faktu
odtud plyne, Ze

N N N
Tx = T(x — Z(x,un)un) + T(Z(x,un)un) =0+ Z(x,un)Tun = Z/\n(x,un)vn.
n=1 n=1

n=1

2. Omezeny borelovsky kalkulus
HEEEZde se sezndmime s dalSim zobecnénim funkéniho kalkulu, tentokrate pro borelovské funkce na
spektru normélniho operétoru.

DEFINICE 31. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory. Na prostoru £(X, Y') definujeme nasledu-
jici lokalné konvexni topologie:

e silna operdtorova topologie tsor je generovana systémem pseudonorem {p,(7T) = ||Tx|; x € X},
e slabd operdtorova topologie twor je generovand systémem pseudonorem {p. r(T) = |f(Tx)l;
xeX, feY*}.

Uvédomme si, Ze obé topologie jsou Hausdorffovy, nebot’ X oddé€luje body £(X,Y) a Y * odd€luje
body Y. Ddle je snadno vidét, Ze tsor je ve skuteCnosti topologie bodové konvergence a twor je topologie
slabé bodové konvergence, tj. T, — T v twor, pravé kdyz T,,x — T x slabé pro kazdé x € X.Je-li ¥
Hilbertiv prostor, pak diky Vété plati, Ze T, — T v wwor, pravé kdyz (T, x,y) — (Tx,y) pro
viechnaxe XayeY.

PRIKLAD 32. Pro n € N definujme operatory R,,, S, € £({,) nasledujicimi vzorci:

R,x =(0,...,0, Xp41,Xn42,...) a S,x=1(0,...,0,x1,x2,X3,...)

n-krit n-krat
pro x = (xx) € £,. Pak S, je zjevné izometrie a dile | R, x| < ||x]| a [|Ruen+1] = 1, takze |R,| = 1.
Tedy R, -+ 0 v normg, ale R, — 0 v tsor, nebot’ pro pevné x € €5 je |Rux| = /> gepi1 X — O.
Déle S,, - 0 v tsor, nebot’ napt. S,e; = e,+1 - 0, ale S, — 0 v Twor, nebot’ pro kazdé x,y € £, je

[{Snxs W) = [0t Xe—n Y| =[x, Ruy)| = x| Ruy |l — 0.
o

Symbolem Bf,,(X) budeme znacit mnoZinu v§ech omezenych borelovskych funkei na topologickém
prostoru X. Uvédomme si, Ze Bf,(X) jakoZto uzaviena podalgebra £, (X) je B*-algebra (bodova limita
posloupnosti méftitelnych funkci je méfitelnd funkce).

DEFINICE 33. Necht X je Banachiiv prostor nad K, 7 € £(X) a K C K je kompaktni. Rekneme,
ze zobrazeni ¥ : Bf,(K) — £(X) je borelovsky funkéni kalkulus pro 7" na K, pokud ¥ je algebrovy
homomorfismus, ¥ (1) = I, ¥(Id) = T aje-li { f,} C Bf,(K) omezena posloupnost konvergujici bodové
k f € Bfy(K), pak ¥( f,) = ¥(f) v topologii twor.

HEMN[nove]

PRIKLAD 34. Necht' X je Banachuv prostor a P € £(X) je projekce. Pro libovolnou funkci f na
{0,1} poloZzme ¥ (f) = f(0O)(I — P) + f(1)P. Pak ¥ je borelovsky funk¢ni kalkulus pro P na {0, 1}.
Stadi si rozmyslet multiplikativitu ¥, ostatni vlastnosti jsou zjevné. Necht’ tedy f, g jsou funkce na {0, 1}.
Pak U (f)¥(g) = f(0)g(0)(I — P)* + f(Dg(O)P(I — P) + f(0)g(D( — P)P + f(Dg(1)P? =
fO)gO)(I —P)+ f(Dg(DHP =¥(fg). .

Vsimnéme si, Ze je-li X komplexni Hilbertiiv prostor a P neni ortogondlni, pak ¥ (Id) = P # P*
(Véta[20), a tedy ¥ neni *-homomorfismus. Il M[jde takovy piiklad i pro normélni operator?]

o
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Nasledujici fakt je jistou variantou véty o obrazu spektra (Véty [10.62{c), [10.143]d)).

FAKT 35. Necht' X je Banachuv prostor a W je borelovsky funkcni kalkulus pro T € £(X) na K. Pak
pro kaZdou f € Bf,(K) je o (¥ (f)) C f(K). Specidlné, o(T) C K.

DUKAZ. Necht' f € Bf,(K). Podobné jako v Piikladu|10.28(c) snadno zjistime, Ze ogy, (o(7))(f) = Rng f.
Diky Tvrzeni|10.39|je tedy o (¥ (f)) C 0t (o)) (f) = f(K). Vezmeme-li f = Idk, pak dostaneme, Ze
o(T)C K =K.

O

Borelovsky kalkulus je v jistém smyslu urcen jednoznacné:

VETA 36. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a T € £(X). Pak existuje kompaktni M C K takovd, Ze
Je-li' ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro T na K, pak M C K a U(f)=Y(xmf) prokaZdou f € Bf,(K).
Tedy ¥ : Bfy(M) — £(X), lP(f) =VY(g), kdeg = fnaM ag = 0na K\ M, je borelovsky funkcni
kalkulus pro T na M. Je-li ddle @ borelovsky funkcni kalkulus pro T na L takovy, Ze @(1dy) = ¥(ldk),
pak @(f) = W(g), kdykoli f € Bfy,(L), g € Bfy(K) a f = g na M. Je-li X komplexni, pak M = o(T).

Viimnéme si, e podminka @(Id;) = ¥(Idk) je vzdy splnéna pokud X je redlny nebo pokud X je
Hilbertiv a @, ¥ jsou *-homomorfismy.

DUKAZ. Je-li X trividlni, pak M = . Pfedpokladejme tedy, Ze X je netrividlni. UkaZme nejprve, Ze jsou-li
@ a ¥ borelovské funkéni kalkuly pro T na K takové, ze ®(Idx) = ¥(Idg), pak @ = W. Polozme
F ={f €Bfy(K): &(f) = ¥(f)}. Necht nejprve f je funkce tvaru f(z) = Y} ;_yc;;z' (). z € K.
Jelikoz @(ldg) = T = W(ldk), dostavame, Ze

O(f) =Y c;;PIdg)' ®(Idx) =) cyy®(Idg) ¥(Idg)’ = W¥(f).

i,j=0 i,j=0

atedy f € ¥ . Dale si uvédomme, Ze systém F je uzavieny vzhledem k bodovym limitdim omezenych
posloupnosti: Je-li { f,} C F je omezena posloupnost konvergujici bodoveé k f € Bfy,(K), pak @(f) =
twor-lim, o0 @(fn) = twor-lim,oo ¥(fn) = ¥(f),atedy f € F.Je-linyni f € C(K), pak podle
Stoneovy-WeierstraBovy véty existuje posloupnost funkei { f,,} vySe uvedeného tvaru takova, ze f, — f
v normé ||-||o. Specidlné { f,,} je omezena a konverguje bodové k f, takze f € F. Podle Véty to
znamend, ze ¥ = Bf,(K).

EER

Necht’ ¥ je borelovsky funkcni kalkulus pro 7" na K. PoloZme

K = {L C K; existuje borelovsky funkéni kalkulus @ pro T na L takovy, ze ®(Id.) = ¥(Idk)}.

Ukazeme, Ze K je uzavieny na konecné prliniky. Necht' @;, @, jsou borelovské funkéni kalkuly pro 7" na
Ly, L, takové, ze ®,(1dy,) = ®,(1dy,) = ¥(Idk) Polozme L = L, U L.
L] ]|
O

Uvédomme si, Ze je-1i ¥ borelovsky funkéni kalkulus na K, pak ¥ ( /') komutuje s ¥ (g) pro libovolné
£, g € Bf,(K). Pokud tedy chceme, aby HEE

LEMMA 37. Necht' H je Hilbertitv prostor a {x,}ow, C H. Jestlile x, — x € H slabé a ||x,| — ||x||,
pak x, — x (v normé).

DUKAZ. Diky V&t&|1.122)plati, Ze (x,, x) — (x, x). Dle Faktu|1.87|je tedy ||x, — x||*> = ||x,||* + [|x]|*> —
2Re(x,, x) — 2||x||*> — 2Re{x, x) = 0.

E BN |vektorovy prostor komplexnich mér, integrdl je linedrni vzhledem k mife]
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Necht H je komplexni Hilbertv prostor a T € £(H) je normdlni operator. Pro pevnd x,y € H
vezméme funkci ¢y, : C(0(T')) — C definovanou pfedpisem

Pxy(f) = (f(T)x,y).

Dle Véty [10.143(a) je ¢x,, linedrni forma a pro kazdé f € C(o(T)) je |ox (/)| < 1D |x|y] =
| £ IIx]Iy]l, takZe ¢x,, € C(o(T))*. Dle Rieszovy véty o reprezentaci (Véta[2.20) tedy existuje reguldrni
borelovskd komplexni mira . , na o(T) takovd, Ze pro kazdé f € C(o(T)) je

%ﬂﬂ=/mfww

a eyl = llex,yll < IIx]llly]l. Toto vyjadieni ndm umoZziuje rozsifit defini¢ni obor funkciondlu ¢, i na
omezené borelovské funkce na o (7).

Snadno je vidét, Ze zobrazeni (x,y) +— ¢y, , je seskvilinedrni zobrazeni z H x H do C(c(T))*.
Reprezentace I : C(o(T))* — M(o(T)) je linedrni, takZe zobrazeni (x, y) — Ly, je téZ seskvilinedrni. Je-
linyni f € Bf,(0(T)), pak funkce S(x,y) = fU(T) S dpty,y je seskvilinedrni forma, pro kterou |S(x, y)| <
I fllooll x| < Il f lloollx[lI¥]l, neboli S je omezend. Dle Tvrzeni [7] tedy existuje jednoznacné ureny

operator f(T) € £(H) takovy, Ze pro kazdé x,y € H je S(x,y) = (f(T)x, y), neboli
D) = [ F s, @

o(T)
Navic || f(T)I| = [ f lloo-

Viimnéme si, Ze pro kazdé x € H je mira jiy , nezdpornd a ||y || = ||x||*: Je-li f € C(o(T)) neza-
pornd, pak f(T') je nezdporny (Véta[10.143|(c), (d)), takZe ¢y » je nezdporny funkciondl (Disledek [T9). Diky
Véte a jednoznacnosti ve VEté2.20]je tedy iy x nezdpornd. Déle ||ty x| = ¢x.x(1) = (Id(x),x) =
1x[1.

VETA 38. Necht’ H je netrividlni komplexni Hilbertitv prostor, T € £(H) je normdlni operdtor

a f € Bfy(a(T)). Zobrazeni @ : Bf,(0(T)) — L(H), kde @(g) = g(T) je definovino vyse, je borelovsky

Sfunkcni kalkulus pro T na o (T), ktery md ndsledujici vlastnosti:

(a) @ je*-homomorfismus, |@| = 1 a oznacime-li ¥ spojity kalkulus pro T z Véty|10.143| pak @ | c(s(T)) =
v,

(b) Je-li { f,} C Bfy,(c(T)) omezend posloupnost konvergujici bodové k f, pak ®( f,,) — ®@(f) v topolo-
gil Tsor-

(c) f(T) je normdlni. Je-li f redlnd, pak f(T) je samoadjungovany.

(d) Pokud kompaktni K C C obsahuje o(T) a ¥ je borelovsky funkcni kalkulus pro T na K, ktery je navic
*-homomorfismus, pak ¥(g) = D(g (1)) pro kazdou g € Bfy(K).

(e) o(f(T)) C f(o(T)).

(f) Pokud g € Bfy(Rng f ), pak (g o f)(T) = g(f(T)).

(g) Pokud S € £(H) komutuje s T, pak S komutuje i s f(T).

(h) Je-li U € £(H) unitdrni, pak f(UTU*) = Uf(T)U™.

DUKAZ. Dokazme nejprve, Ze pro @ plati verze vlastnosti (b) s topologii Twor (0znacme tuto vlastnost (b’)).
Pro kazdé x, y € H diky (2) a Lebesgueové vété pro komplexni miry (Véta[[5.96)) plati, Ze

Jim @) = tim [ ey = [ pane, = (@000,

o(T)
(a) Rovnost na spojitych funkcich je zfejma z definice. Odhad || @(f)| < || f|lc je uvedeny vyse,
na druhou stranu ||@(1)|| = ||/|| = 1. Linearita @ plyne snadno z definice: Pro g, h € Bfy(c(7T)) diky

rovnosti (2) pro libovolnd x,y € H dostiviame, Ze (P(g + h)x,y) = (@(g)x,y) + (P(h)x,y) =
(@(g)x + @(h)x,y) = ((@(g) + @(h))x, y), tedy diky jednoznalnosti je ®(g + h) = P(g) + P(h).
Podobné pro ndsobek skaldarem.

Ukazme nyni multiplikativitu @. PoloZme nejprve

F = {g € Bfy(o(T)): Yh € C(0(T)): D(gh) = D()(h)}.
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Dle Véty|10.143(a) je C(o(T)) C ¥ . UkdZeme, Ze ¥ je uzaviend na bodové limity omezenych posloupnosti.
Necht’ {g,} C ¥ je omezena posloupnost konvergujici bodové ke g € Bfy,(0(T)). Je-li h € C(a(T)), pak
{gnh} je omezend posloupnost konvergujici bodové ke gh, takze diky (b’) je pro kazdé x,y € H

(@(gh)x, y) = lim (@(gah)x, ) = lim ((D(gn)P()x, y) = lim (D(gn) (@()x), y) =

= (@()(@(h)x), y) = ((@()®(h))x, y).
Odtud plyne, ze ®(gh) = ©(g)P(h), atedy g € F. Podle Véty to znamend, ze ¥ = Bfy, (o (T)).
Diéle polozme
g = {h € Biy(0(T)): Vg € Bfy(o(T)): d(gh) = &()P(h)}.

Podle predchazejici tivahy je C(o(T)) C #. Necht' {h,} C H je omezend posloupnost konvergujici bodové
k h € Bfy,(o(T)). Je-li g € Bf,(o(T)), pak {gh,} je omezena posloupnost konvergujici bodové ke gh, takze
diky (b’) je pro kazdé x,y € H

(P(gh)x,y) = lim (P(ghn)x.y) = lim (P(g)P(hn)x,y) = lim (P(hn)x, P(g)"y) =

= (@(h)x, P(g)"y) = (P(e)P(h)x. y).
Odtud plyne, 7e ®(gh) = @(g)®(h), atedy h € J. Podle Véty[[5.15]to znamend, ze # = Bf,(o(T)), coz
dokazuje, Ze @ je multiplikativni.
Kone¢né, abychom ukdzali, Ze ® zachovava involuci, polozme ¥ = {g € Bfy(0(T)); ®(g) = ®(g)*}.
Dle Véty [10.143(a) je C(o(T)) C ¥ . Je-li {g,} C F je omezend posloupnost konvergujici bodové ke
g € Bfy(0(T)), pak diky (b’) pro kazdé x, y € H plati, Ze

(P(@)x,y) = lim (D(gn)x,y) = lim (P(gx)"x,y) = lim {x, P(gx)y) = (x, P(g)y) = (P(g)"x,y).

Odtud plyne, Ze ¢(g) = ®(g)*, atedy g € ¥ . Podle Véty|15.15|to znamend, Ze ¥ = Bfy (o (T)).
(b) Necht’ x € H. Diky Lemmatu staci ukazat, Ze ||@(f,)x| — [|D2(f)x||. Posloupnost { f, f,} je
omezena a konverguje bodové k funkci f /. Dle (a) a (b’) je tedy

IR f)x 1> = (@(fa)x, D(fa)X) = (P(fa) " @(fu) X, x) = (D(f)P(fu)x, X) =

= (P(fu f)X, x) = (D(f)x, x) = (D(f)*D(f)x,x) = (D(f)x, P(f)x) = [|@(f)x|>.
(c) Uvédomme si, Ze z (a) plyne, Ze je-li g € Bf,(o(T)), pak f(T) a g(T) spolu komutuji. Diky (a) je
f(T)* = f(T), takze f(T) komutuje s f(T)* a pro redlnou f je f(T)* = f(T).
(d) Polozme ¥ = {g € Bf,(K); ¥(g) = D(g o))} Necht nejprve g je funkce tvaru g(z) =
> i i—0¢ijz (@), z € K. Pak

W(g) = Y ¢y WIdg)' (¥ (Idg)*) =Y c; THT*) =Y ¢;;@der)) (PIde(r)") = P(g rga)).l
i,j=0 i,j=0 i,j=0

Je-li nyni g € C(K), pak podle Stoneovy-WeierstraBovy véty existuje posloupnost funkci {g,} vySe

uvedeného tvaru takovd, Ze g, — g Vv normé ||-||. Protoze ¥ je spojity (Disledek [10.126), plati, Ze

U(g) = limyoeo¥(gn) = limy—oo P(gn lor)) = P(gs(r)), neboli g € F. Ukazali jsme tak, Ze

C(K)C¥F.

Konecné, je-li {g,} C ¥ je omezend posloupnost konvergujici bodové ke g € Bf,(K), pak diky
(b’) pro kazdé x,y € H plati, Ze (¥(g)x,y) = limyoo(¥(gn)x,y) = liMy—0e(P(gn o)X, y) =
(@(g Mo(ry)x, y). Odtud plyne, Ze ¥(g) = D(g lo(r)), atedy g € F. Podle Véty to znamend, Ze

(e) Podobné jako v Piikladu c) snadno zjistime, Ze opf, (5 (1)) (/) = Rng f. Diky (a) a Tvrzeni
je tedy 0(@(f)) C Onyo(ry(f) = Rng .

(f) Polozme K = Rng f a uvédomme si, Ze Rng f je omezend mnoZina, takZe K je kompaktni. Dle
(e)je o(f(T)) C K. Snadno si lze rozmyslet, Ze zobrazeni A: Bf,(K) — Bf,(a(T)), A(g) =go f je*-
homomorfismus a zachovava bodovou konvergenci omezenych posloupnosti. Definujme nyni ¥ : Bfy,(K) —
L(H) ptedpisem ¥(g) = (g o f)(T). Oznacme @7 (h) = h(T) a Prr)(g) = g(f(T)) (to je dobie
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definovano diky (c)). Pak ¥ = @7 o A, takZe ¥ je dle (a) a (b) *-homomorfismus s vlastnosti (b). Zjevné
V(1) = &r(1) = I a¥(Id) = f(T), tudiz podle (d) je (g o /)NT) = ¥(g) = Pra)(gloray) =
g(f(T)).

(g) Polozme ¥ = {g € Bf,(0(T)); Sg(T) = g(T)S}. Pak C(o(T)) C ¥ dle Véty[10.143(i). Je-li
{gn} C ¥ je omezena posloupnost konvergujici bodové ke g € Bfy, (0 (7)), pak diky (b) pro kazdé x € H
plati, Ze

S(2(T)x) = Tim S(ga(T)x) = lim g,(T)(Sx) = g(T)(Sx).

Odtud plyne, ze Sg(T) = g(T)S, atedy g € ¥ . Podle Véty|15.15|to znamend, ze ¥ = Bf,(a(T)).

(h) Dle Faktu[10.120(c) je UT U* normalni a dle Tvrzeni [10.33(f) je c(UTU*) = o(T). MiZeme
gUTU™) =Ug(T)U*}. Pak C(a(T)) C ¥ dle Véty|[10.143(j). Je-li {g,} C F je omezend posloupnost
konvergujici bodové ke g € Bf,(o(T)), pak diky (b) pro kazdé x € H plati, Ze

g(UTU)x = lim 2. (UTU)x = lim U(ga(T)(U*x)) = U(g(T)(U*x)).

Odtud plyne, ze g(UTU™*) = Ug(T)U™*, atedy g € ¥ . Podle Véty|15.15/to znamend, Zze ¥ = Bf,(o(T)).
O

3. Polarni rozklad

Nasledujici véta je variantou Véty [[0.151] Pfipomefime téZ, Ze pro obecny operdtor na (nekone¢néroz-
mérném) Hilbertové prostoru polarni rozklad nemusi existovat — vizte Piiklad [10.152]

VETA 39 (polarni rozklad). Necht’ H je komplexni Hilbertiv prostor a T € £(H). Pak T je normadilni,
pravé kdyz existuji unitarni U € £(H) a nezdporny A € £(H) tak, Ze T = UA = AU. Tento rozklad je
urcen jednoznacné, prave kdyZ T je prosty.

DUKAZ. < Diky samoadjungovanosti A je T* = A*U* = AU* = U*A. Tedy T*T = AU*UA =
AIA = AUU*A=TT"*.

= Bez Ujmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze H je netrividlni. Polozme f(A) = |A| a ddle
zvolme @ € C, |a| = 1 apolozme g(A) = sgnA proA # 0a g(0) = «. Pak gf = Id, f je spojitd na C
a snadno vidime, Ze g je borelovska (prvni tfidy) na C. Ddle A = |T| je nezdporny a U = g(T') je unitarni,
nebot U*U = g(T)g(T) = (gg)(T) = 1(T) =1 = (gg)(T) = UU*. Konecné, UA = g(T) f(T) =
@NH(T) =T = (fe)T) = AU.

Vénujme se nyni jednoznacnosti. Jiz vime, Ze operdtor A je urCen jednoznacné (poznamka pred Vé-
tou[10.151). Déle je UT* = UU*A = A, takZe hodnoty U na Rng T™* jsou uréeny jednoznacné. Je-li T
prosty, pak Rng 7* je husty v H (Véta[l[d)), diky spojitosti je tedy U uren jednoznacné.

Nyni pfedpokladejme, Ze T nenf prosty. Pak existuje x € H, x # 0 takovy, ze Tx = 0. Necht’ p x
je mira na o (T') z konstrukce borelovského kalkulu pro 7. Protoze A = U*T,jei Ax = 0. Tedy 0 =
(Ax,x) = fG(T)|)L| dpty x (1), takZe py x(0(T)\{0}) = 0. ProtozZe j1y x 7# O, plyne odtud, Ze j1, »({0}) # 0.
To znamend, Ze (y¢0y(7T)x,x) = fU(T) X0y Abx,x = pxx({0}) # 0. PoloZme y = y¢03(7T)x.Pak y #0 a

Uy = g(T)y = g(T)(x103(T)x) = (g(T) x10(T))x = (g - xo)(T)x = (axo3)(T)x = axy.

Pro rliznd o tedy obdrzime rtizné operatory U.
O

Vsimnéme si, ze je-1i 0 ¢ o(T), pak funkce sgn je spojitd na o (T) a pro definici U v dikazu vyse staci
pouzit spojity kalkulus misto borelovského. V tom pripadé je ovSem 7T invertovatelny a vysledek je tak jiz
obsaZen v obecnéjsi Vété kterd nevyZaduje normdlnost.

Na rozdil od Véty [I0.I5T] poldrni rozklad ve Vété [39] nemusi byt ur€en jednoznacné — unitarni Cast
muzeme ovlivnit volbou konstanty . Uved’ me konkrétni priklad:
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PRIKLAD 40. Necht T € £(C?) je reprezentovany matici (1 0) aa € C, || = 1. Pako(T) =
0,(T) = {0, 1}, tedy T je nezdporny a A = |T| = T. Necht' g je funkce z diikazu Véty |39 a poloZme
h(X) = (1 —a)A + . Pak g Loy = h o) takZze Uy = g(T) = h(T) = (1 —a)T +af = (32).
Snadno vidime, zZe U, je unitarni, takze T = Uy A je polarni rozklad 7.

o

DUSLEDEK 41. Necht' H je komplexni Hilbertuv prostora T € L(H). Pak T je normdlni, prdvé kdy?
existuje unitarni U € L(H) takovy, Ze T* = UT =TU.

DUKAZ. < plyne zrovnosti T*T = TUT =TT*.
= Dle Véty 39| existuji unitirni V € £(H) a nezdporny A € £(H) tak, ze T = VA = AV. Tedy
A=V*T = TV*.Polozme U = (V*)2. Pak U je unitarn{ (Fakta)). ProtoZe A je samoadjungovany,
dostavéme, ze T* = V*A* = V*A=V*V*T =UT aT* = AV*=T(V*)?>=TU
O

Nasledujici véta je dopliikem Vét[39]a[I10.151]

VETA 42. Necht’ Hy, H, jsou komplexni Hilbertovy prostory a T € £(H,, Hy). Pak existuje prdvé
Jjedna dvojice operdtorii A € £(Hy) aU € £(Rng A,Rng T) takovd, Ze T = U o A, A je nezdporny a U
Jje unitdrni.

Rng T

\/

Rng A
Je-li T izomorfismus, pak A je automorfismus H.
DUKAZ. Dle Disledku[19]je T* o T € £(H;) nezdporny, nebot’ (T* o Tx,x) = (T x, Tx) > 0 pro kazdé

x € H;. (Uvédomme si, Ze pro H, = H, je tento argument vyrazn€ jednodussi, nez obecna Véta[10.150])
Muzeme tedy definovat A = +/T* o T (vizte oddil . Pro kazdé x € H; pak plati, Ze

|Ax||*> = (Ax, Ax) = (A*Ax, x) = (A%x,x) = (T* o Tx,x) = (Tx,Tx) = | Tx|>

Tedy Ker A = Ker T, takze dle Faktu [6.79] existuje linearni zobrazeni U: Rng A — RngT takové, Ze
T = U o A.Je-li y € Rng A, pak pro libovolné x € H; takové, Ze y = Ax, je ||Uy|| = |U(Ax)| =
ITx| = ||Ax|| = ||y]|. Odtud plyne, Ze U je izometrie, kterou miizeme dle Vetymrozsmt na izometrii

Rng U uzavieny, a tedy U je izometrie na Rng 7', coZ znamend, Ze U je unitarni (Véta

Nyni dokaZme jednoznacnost. Necht T = VoB,kde B € £(H,) jenezdpornya V € £(Rng B,RngT)
je unitarni. OznaCme S: H; — RngT,S =T.Pak § =V o B adle Lemmatuje T*oT =8*0S§ =
(VoB)*oVoB = B*oV*oVoB = B*oB = B2 Tedy B = A dle Faktu [10.148(c). Ddle
V(Ax) = Tx = U(Ax) pro kazdé x € Hy, a tedy diky hustoté¢ V = U.

Je-li T izomorfismus, pak 7* je téZ izomorfismus (Véta[10.108(e)). Operétor 7*oT je tedy invertovatelny,
takzZe je invertovatelny i A = +/T* o T (vizte diikaz Véty |10 151;

zRng A doRng T'. Zjevné je U(Rng A) = Rng T, takze Rng U je husty v Rng T". Dle V(i c) je oviem

O
Pro operatory na konecnérozmérném Hilbertoveé prostoru ovS§em polarni rozklad existuje vZdy:

TVRZENI 43. Necht’ T € £(C"™). Pak existuji unitdirni U € £(C") a nezdporny A € £(C") tak, Ze
T = UA.

DUKAZ. Dle Vétyexistujl’ nezdporny A € £(C") a unitarni V; € £(Rng A,RngT) tak, ze T = V; o A.
Podprostory Rng A a Rng 7" jsou kone¢nérozmérné, jsou tedy uzaviené a V; € £(Rng A, Rng T'). Protoze
V1 je izomorfismus podprostord Rng A a Rng T, je dimRng A = dimRng T, a tedy dim(Rng A)* =
n —dimRng A = n —dimRng T = dim(Rng T')*. Podprostory (Rng A)* a (Rng T)* jsou uzaviené, jsou
tedy Hilbertovy a podle Véty existuje linedrni izometrie V, zobrazujici (Rng A)* na (Rng T')*. Necht
P;: C" — RngAa P,: C" — (Rng A)* jsou ortogondlni projekce. Polozme U = V; o Py + V, o Ps.
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JelikoZ Rng A = Rng P; = Ker P,, dostdvame, 7Ze UAx = V(P1Ax) + Vo(PyAx) = Vi(Ax) = Tx pro
kazdé x € C”". Déle protoze Rng V; L RngV, a Vj a V, jsou izometrie, dle Pythagorovy véty pro kazdé
x € C" plati, Ze

IUx|? = [IVi(P1x) + Va(Pax)||* = [Vi(Pro)lI? + IV2(P2x)[|* = [ Prx||” + | Pax]* = [ x]|.

Koneéné, necht y € C". Pak y = y; + y, pro néjakd y; € RngT a y, € (RngT)*. Tedy existuji
x1 € RngAax, € (Rng A)L takovd, ze y; = Vix1 a y, = Vax,. PoloZme x = x; + x,. ProtoZze P1x = x;
a P,x = x,, dostavame, ze Ux = Vix; + Vox, = y; + yo = ». Tedy U je unitarni operator dle Véty

O

4. Spektralni rozklad normalniho operatoru

EEBYV tomto oddilu se sezndimime s klicovym vysledkem celé teorie B*-algeber a prostoru &£ (H ), totiZ
se spektralnim rozkladem normalniho operatoru (vizte Disledek [62)). Ten slouZi jako zdkladn{ ndstroj pro
praci s normdalnimi operétory.

DEFINICE 44. Necht' § je o-algebra a X je topologicky vektorovy prostor. Zobrazeni pu: 8 — X se
nazyva vektorova mira, pokud /L(Uzo:l An) = > 7, u(Ay,) pro kazdou posloupnost {4,}5>, po dvou
disjunktnich mnoZin z §.

Vsimnéme si, Ze je-li X Hausdorffiv, pak nutné u (@) = 0 (vizte Pozndmku [6.17)). Déle si uvédomme,
v v o L st 7 v 7 M o ) v o0 . sz
ze konvergence fady ) -, u(A,) v definici nezdvisi na pofadi s¢itancti, nebot’ mnozina | J,_; 4, je stejnd
pro libovolnou permutaci posloupnosti {4, }.

FAKT 45. Necht' X, Y jsou topologické vektorové prostory, ju: 8 — X je vektorovi miraaT: X — Y
Jje spojité linedrni zobrazeni. Pak T o | je téZ vektorovd mira.

DUKAZ. Necht' {A4,}52, C & jsou po dvou disjunktni. Oznaéme tx, resp. ty topologie na X, resp. Y. Pak

oo oo N N oo
Tou< U An) = T(,u( U An)) = T(fx—limz,u(A,,)) = f}\;—limz Tou(A,) = ZTOM(An)-

N—o0

O

TVRZENI 46. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory nad K, & je o-algebra a pu: 8 —
(L£(X,Y), twor) je vektorovd mira. Pak pro kaidé x € X a f € Y™ je funkce py r: 8 — K dand
predpisem

px, s (A) = f(u(A)x)

komplexni mira na 8. Zobrazeni B: (x, f) = iy, 7 je bilinedrni zobrazeni z X x Y* do normovaného
linedrniho prostoru komplexnich mér na 8. Je-li navic X Banachiiv, pak sup,cg||t(A)|| < +o00 a B je
omezené.

DUKAZ. Zvolme x € X a f € Y*. Snadno nahlédneme, Ze funkce e: (£(X,Y), twor) — K, e(T) =
f(Tx) je linedrni a spojitd. Podle Faktu 45|je tedy jy, = e o u komplexni mira.

Déle se podivejme na bilinearitu zobrazeni (x, f) +— iy s. Jsou-lix,y € X, f € Y*a A € &,
pak fxty, £ (A) = f((A(x + y)) = f((ADx + u(A)y) = f(u(A)x) + f(w(A)y) = pxr(A) +
Wy, £ (A) = (Ux, 7 + Wy, £)(A), tedy txty, r = x5 + Iy, r. Ostatni vlastnosti bilinedrniho zobrazeni se
ovéfi analogicky.

Necht’ nyni X je Banachiliv. Pro pevné x € X a f € Y™ je totdlni variace miry p,, r konecna ([R]
Véta 6.4]) — oznacme ji || iy, r||. Je-1i x € X pevné, pak pro kazdé f € Y * plati, Ze supycg| f(u(A)x)| =
supges|itx, F(A)| < ||[itx, 7], neboli mnozina M, = {u(A)x; A € 8§} C Y je slabé omezend. Podle
Véty je tedy M, omezend. Jinymi slovy, pro kazdé x € X je supycs|(A)x|| < +00. Podle Principu
stejnomérné omezenosti (Véta3.1)) je tudiz sup 4 || (A)[| < +o0.
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Konecné, necht’ x € By a f € By=. Pak dle Lemmatu [15.90 je |jtx, 7|l < 4supyes|itx,r(A)] =

4supyes| f((A)x)] < dsupgesll fIl(ADIx] < 4supyes (A < +oo.
O

V ptipadé, Ze v predchozim tvrzeni je Y je Hilbertliv, budeme vzhledem k Vété|1.122|pouZivat misto jiy, r
znaceni iy, kde y € Y tj. iuy,y(A) = (u(A)x, y). Pak je ov§em zobrazeni (x, y) — [ix,y seskvilinedrni.

VETA 47 (B. J. Pettis (1938)). Necht’ X je normovany linedrni prostor a ju: 8§ — (X, w) je vektorovd
mira. Pak u je i vektorovd mira jakoZto zobrazeni do (X, |-|).

NAZNAK DUKAZU. Predpokladejme, Ze existuje posloupnost {A4,}°2 , po dvou disjunktnich mnoZin z §
takovd, ze u(Upe; An) # Yopey i(A,) v normé. Pak existuji ¢ > 0 a E, € § takové, Ze E,y1 C Ey,
w1 En = @ a|w(Ey)| > e (stadi vzit podposloupnost mnoZin (o, Ax \ Us—, Ax). Nyni je tieba
dokazat, Ze vezmeme-li o-algebru 4 generovanou systémem {E,; n € N}, pak Y = span{(A4); A € A}
je separabilni podprostor X .

Dile oznaéme v = | 4. Pak v: A — (Y, w) je vektorovd mira (Tvrzeni[6.91). Z Hahnovy-Banachovy
véty plyne existence funkciondlti f,, € By« takovych, ze f,(v(E,)) > ¢ pro kazdé n € N. Podle Du-
sledku a Tvrzeni je (By+, w*) metrizovatelny kompakt, tedy je sekvencidlné kompaktni, takze
existuje w*-konvergentni podposloupnost { f,, }. OznaCme vx = f,, o v, k € N. JelikoZ f,, je slabé
spojity, v je komplexni mira na 4 (Fakt. Polozme By = Ej, \ Ep, . Pak { B;}?2 | je posloupnost po
dvou disjunktnich mnoZin z +4. ProtoZe pro kazdé A € A existuje limg— o0 Vk(A) = limg o0 fn, (V(A)), je
podle Nikodymovy véty (Véta fada Z 1 Vk(Bj) konvergentni stejnomérné pro k € N. Tedy
existuje m € N takové, 7Ze ‘Z;’;m vk(Bj)| < & pro kazdé k € N. Protoze E,, = U, Bjs je

e < fo, (W(En)) = |vm(En,)| = |Z;’;m Vm(Bj)| < &, COZ je Spor.
O

DUSLEDEK 48. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, & je o-algebraa . 8 — (L(X,Y), twor)}
Jje vektorovd mira. Pak | je i vektorovd mira jakoZto zobrazeni do (£(X,Y), tsor).

DUKAZ. Necht’ {4,}52, C & jsou po dvou disjunktni. Zvolme x € X. Snadno nahlédneme, Ze zobrazen{
e: (L(X,Y),twor) = (Y,w), e(T) = Tx je linearni a spojité. Tedy e o u: § — (¥, w) je vektorova mira
(Fakt[45). Podle Pettisovy véty (Véta[d7) je e o u vektorova mira také jakoZto zobrazeni do (Y, ||-||). To
znamend, ze (e An)x = e o u(Uney An) = X pei e o u(Ay) = Y p2; 1(An)x, kde fady konverguji
v normé.

O

Symbolem Bs(X') budeme znacit o-algebru borelovskych podmnozZin topologického prostoru X .
DEFINICE 49. Necht' X je Banachtiv prostor nad K. Rozkladem identity na X rozumime vektorovou
miru E: Bs(K) — (£(X), tsor) s nasledujicimi vlastnostmi:
(1) E(A) je projekce pro kazdou borelovskou A C K.
(i) E(K) =1.
(iii) E(A N B) = E(A)E(B) pro libovolné borelovské A, B C K.
Je-li X Hilbertdv a vSechny projekce E(A) jsou ortogondlni, pak se E nazyva ortogonalni rozklad identity
na X.

PRIKLAD 50. Necht' X je Banachiiv prostor nad K a P € £(X) je projekce. Pro kazdou borelovskou
A C K poloZzme

0, jeli0¢ A, 1¢ A,
gy = ) P jelile 4,0 ¢ A,

[—P, jeli0e A, 1¢ A,

1, je-li {0, 1} C A.

Pak E je rozklad identity na X.
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Nejprve si rozmysleme, Ze E : Bs(K) — £(X) je vektorova mira. Protoze E(A) = E(A N {0, 1}) pro
kazdou borelovskou A C K, zjevné staci ukdzat, Ze restrikce £ na podmnoziny {0, 1} je vektorova mira.
Necht A4, C {0,1},n € N jsou po dvou disjunktni a A = | ro, An. Je-li A, # @ nejvyse pro jeden index,
pak ziejmé& E(A) = Y oo, E(Ay). V opatném pifpadé je A; = {0} a Ax = {1} pro n&jakd j, k € N, ostatni
Ay jsou prizdné. Tedy E(A) = E({0,1}) =1 =1—P + P = E(Aj) + E(Ax) = > ;o E(A4,).

Podminky (i) a (ii) z definice rozkladu identity na X jsou zfejmé splnény. Podminku (iii) opét zjevné
staci dokazat pouze pro restrikci £ na podmnoZziny {0, 1}. Necht’ tedy A, B C {0, 1}.

e JelidA=0,pak E(ANB) =0=00 E(B) = E(A)E(B).

e Je-liA=1{0,1},pak E(AN B) = E(B) =1E(B) = E(A)E(B).

e Je-liAd=B,pak E(AN B) = E(A) = E(A)E(A) = E(A)E(B), nebot’ E(A) je projekce.

eJelid={0}aB=1{l},pak E(ANB)=0=P — P = (I — P)P = E(A)E(B).

Ostatni pripady plynou z toho, Ze E(A) a E(B) spolu komutuji, nebot (I — P)P = P — P = P(I — P).
o

PRIKLAD 51. Vezméme situaci z Véty [29| a pro kazdou A C K borelovskou definujme E(A) =
Don: ayed Pn (Rada konverguje v topologii tsor diky bezpodmine&né konvergenci.) Pak E je ortogonalni
rozklad identity na H.

To, Zze E je vektorova mira, plyne ze zobecnéného asociativniho zdkona pro bezpodmine¢né konvergentni
rady, ktery 1ze dokazat podobné jako v redlném piipadé. Fakt, Ze E(KK) = I je obsaZen ve Vété[29] Vlastnost
(iii) plyne z toho, Ze P, Px = 0 pro k # n (Véta[20| Véta[16(f) a Tvrzeni[21).

o

Shriime nékteré jednoduché vlastnosti rozkladu identity.

FAKT 52. Necht' X je Banachuv prostor nad K a E je rozklad identity na X.
(a) Projekce E(A) a E(B) pro A, B € Bs(K) spolu komutuji.
(b) Pro A, B € Bs(K), B C AjeRng E(B) C Rng E(A) a Ker E(B) D Ker E(A).
(c) Pro {A,} C Bs(K) je (=, Ker E(4,) C Ker E({Up—, 4x).
(d) ProkaZdé x € X a f € X* je E s reguldrni borelovskd komplexni mira na K.
Necht’ ddle X je Hilbertiiv a E je ortogondlni.
(e) Jsou-li A, B € Bs(K) disjunktni, pak Rng E(A) L Rng E(B).
(f) Pro kazdé x € X je E, x konend reguldrni borelovskd nezdpornd mirana K a | Ey x| = ||x||*

DUKAZ. (a) plyne ihned z vlastnosti (iii) v definici.

(b) Diky vlastnosti (iii) je Rng E(B) = Rng E(A N B) = Rng E(A)E(B) C Rng E(A) aKer E(B) =
Ker E(BN A) = Ker E(B)E(A) D Ker E(A).

(c) Polozme B, = A, \ UZ;II Ag. Pak B,, € Bs(K) jsou po dvou disjunktni a Ker E(A,) C Ker E(B;,)
dle (b). Pro kazdé x € (=, Ker E(A4,) je tedy E(Up—; An)x = E(Upe; Ba)x = > ney E(By)x = 0.

(d) plyne z Tvrzeni [46] regularita pak z Véty [15.83]

(e) plyne z Véty [20]a Tvrzeni 21| spolu s vlastnosti (iii).

(f) Pro kazdé A € Bs(K) je Exx(A) = (E(A)x,x) = |E(A)x|?> > 0 (Véta[1.101). Specidlng,
[Exxll = Exx(K) = ”x”2

O

LEMMA 53. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a E : Bs(K) — L(X) md ndsledujici viastnosti:
(i) E(A) je projekce pro kaZdou borelovskou A C K.
(ii) E(K) = 1.
(iii) E(AN B) = E(A)E(B) pro libovolné borelovské A, B C K.
(iv) ProvSechnax € X a f € X* je Ex r: Bs(K) = K, Ex r(A) = f(E(A)x) borelovskd komplexni
mira na K.
Pak E je rozklad identity na X.
Je-li X komplexni Hilbertitv prostor, pak staci misto (iv) predpoklddat, Ze pro kazdé x € X je E x: Bs(K) —}}
C, Ex x(A) = (E(A)x, x) konecnd borelovskd mira na C.
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DUKAz. Diky Dutsledku 48| sta¢i dokazat o-aditivitu E v topologii twor. Necht’ {4,} je posloupnost po
dvou disjunktnich borelovskych podmnoZin K a necht x € X a f € X*. Pak f(E(Up—; An)x) =
Ex,f(Uzozl An) = Z,C;ozl Ex,f(An) = limy o f((zrl:lzl E(An))x)

V piipadé, Ze X je komplexni Hilbertiv, si stacf uvédomit, Ze (x, y) — E , je seskvilinedrni zobrazent,
takZe podle Tvrzenl’je Eyy= %(Ex+y,x+y —Ex—y x—y+IExtiy x+iy—IEx_iy x—iy) borelovskd komplexn{
mira.

O

TVRZENI 54. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory nad K, E je rozklad identityna X a S: X — Y je
linedrni izomorfismus. Pak F: A+ S o E(A) o S™1, A € Bs(K) je rozklad identity na Y . Jsou-li navic X,
Y Hilbertovy, S izometrie (a tedy unitdrni) a E ortogondlni, pak i F je ortogondlni.

DUKAZ. Necht' {4,} je posloupnost po dvou disjunktnich borelovskych podmnoZin K a necht’ y € Y. Pak

F(QAn)y = S<E< G An)(S‘ly)) = S(iE(An)(S‘ly)) =

n=1 n=1

ol

S(E(AD(S7'y) =Y F(Au)y.
n=1

1

n

coZ znamenad, ze F : Bs(K) — (£(Y), tsor) je vektorova mira. Dédle pro libovolnou A C K borelovskou
plati, e F(A)oF(A) = SoE(A)oS 'oSoE(A)oS™! = SoE(A)oE(A)oS™! = SoE(A)oS™! = F(A),
neboli F(A) je projekce. Kone¢ng, F(K) = So E(K)oS™! = Soly oS! = Iyajsouli A, B C K
borelovské, pak F(ANB) = SoE(ANB)oS™! = SoE(A)oE(B)oS™! = SoE(A)oS 'oSoE(B)oS™! =
F(A)F(B).
V ortogondlnim piipadé vyuZijeme Vétu 20 Pro 4 € Bs(K) je F(A)* = (S71)* o E(A)* 0 S* =
S o E(A)oS™! = F(A) (Véta[10.108]c)), takze F(A) je ortogondlni.
O

Smyslem néasledujici definice je umoZnit studium operatoru pomoci studia jeho restrikci na invariantni
podprostory, na kterych ma jednodussi chovéni.

DEFINICE 55. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a T € £(X). Rekneme, Ze E je rozklad identity
vzhledem k operédtoru 7', pokud E je rozklad identity na X takovy, Ze pro kazdou borelovskou A C K plati:

(i) projekce E(A) komutuje s 7T, B
(ii) definujeme-1i Ty = T [rng E(4), Pak 0(T4) C A.

Uvédomme si, Ze podminka (i) zarucuje, Ze podprostor Rng E(A) je invariantni viéi 7: Pro x €
Rng E(A)je Tx = TE(A)x = E(A)T x € Rng E(A). To znamen4, Ze T4 € £(Rng E(A)) a podminka (ii)
dava smysl.

Lze dokézat, Ze rozklad identity vzhledem k operatoru 7" je (alesponi v komplexnim piipadé) uren
jednoznacné. Diikaz tohoto tvrzeni pfesahuje ramec téchto skript.

PRIKLAD 56. Necht X je Banachtv prostor nad K a P € £(X) je projekce. Pak E rozklad identity
na X z Pfikladu [50|je rozkladem identity vzhledem k P. Vskutku, podminka (i) plati, nebot’ E(A) vzdy
komutuje s E(B), a tedy specidlné i s E({l1}) = P.Je-li P netrividlni, pak o(P) = {0, 1} (Pfiklad 4.18).
Podminku (i) si pak rozmyslime z nasledujici tabulky:

AN{0,1}| RngE(A) | Pq|a(Py)
@ {0} 0 @
{1} | RngP #{0} I | {1}
{0} KerP #{0} | 0 | {0}
{0, 1} X P | {0,1}
Pro P trividlni jsou tabulky obdobné.
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Viimnéme si, Ze plati vztah P = 0- E({0}) + 1- E({1}) = >, c,(p) AE({A}) (vizte téZ integrdlni
vzorec ve VEte [60).
o

Zajimavéjsim piikladem rozkladu identity vzhledem k operdtoru je rozklad E z Pfikladu [5T] ktery je
ortogondlnim rozkladem identity vzhledem k operdtoru 7' z Véty [29] To neni pfili§ obtiZné nahlédnout s
pomoci vyjadieni T = Y A, P,.

TVRZENI 57. Necht’ X je Banachuv prostor nad K, T € £(X) a E je rozklad identity vzhledem k T .

(a) 0(T4) C o(T) pro kazdou borelovskou A C K.

(b) V komplexnim pripadé je E(o(T)) = 1.

(c) Je-li E(o(T)) = I (specidlné je-li X komplexni), pak pro kaZdou (relativné) otevienou neprdzdnou
G Co(T)je E(G) #0.

(d) Pro kazdé A € K je Ker(AI — T) C Rng E({A}). Specidlné, je-li A vilastni ¢islo T, pak E({A}) # 0.

DUKAZ. (a) Oznacme Y = Rng E(A). Necht’ A € p(T). Pak Al — T je prosty, takze i Aly — T4 =
(Al — T) 'y je prosty. Dile je X = (Al —T)(X),takze Y = E(A)(X) = E(AAWA —T)(X) =
A —TYE(A)(X) =] —=T)(Y) = (Algy — T4)(Y), neboli Al4 — T4 je na. To znamena, Ze A € p(Ty).

(b) Necht” A C p(T) je uzaviena. Pak E(A) = 0. Vskutku, pokud by to tak nebylo, pak @ # o (T4) C
A C p(T) C p(Ty) dle (a), coz je spor. MnoZina p(T') je oteviend, existuji tedy uzaviené A, C p(T) tak, Ze
o(T) = U,;2, An. Podle Faktu c) je E(p(T)) = 0,atedy E(o(T)) = E(a(T))+ E(p(T)) = E(C) =
1

(¢) Pfedpokladejme, ze E(G) = 0.Pak I = E(o(T)) = E(c(T)\ G) + E(G) = E(c(T)\ G). To
znamend, ze Rng E(o(T) \ G) = X, takZze To(r)\¢ = T. Odtud dostavame, ze 0(T) = o(Tx)\c) C
o(T)\G =0o(T)\ G, coZ je spor.

(d) Necht' x € Ker(Al —T).Je-li A C K uzaviena a A ¢ A, pak Al4 — T4 je invertovatelny, nebot’
0(T4) C A. To znamend, Ze E(A)x = ALy —T) "My — Ty E(A)x = Ay —Ty) ' (M —T)E(A)x =
Ay — Ta)'E(A)(M — T)x = 0. Necht nyni A, C K jsou uzaviené takové, ze K \ {1} = (n—, An.
Podle Faktu[52|c) je x € Ker E(K \ {1}). Tedy x = E(K)x = E(K\ {A})x + E({A})x = E({A})x, neboli
x € Rng(E({A})).

O

Poznamenejme, Ze v (d) vySe nemusi obecné platit rovnost (ani v pfipadé ortogondlniho rozkladu):
Necht H = C? a operitor T € £(H) je reprezentovany matic{ (8 (1,) Pak o (T) = {0}. Snadno ovéfime,
7ze E: Bs(C) > £(H), E(A) = x4(0)I je ortogonalni rozklad identity vzhledem k 7". Nicméné Ker(0/ —
T) ={(x,y) € H; y =0} # H = Rng E({0}). Operdtor T ovSem neni normaln{ (vizte Diisledek [62).

LEMMA 58. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, T € £(X), Z C X je podprostor invariantni
viici T anecht’ S: X — Y je linedrni izomorfismus. Pak S(Z) je invariantniviici U = SoT o S™1 € £(Y)
ao(Ulsiz) =0(T1z2).

DUKAZ. Necht' y € S(Z) anecht x € Z je takové, ze y = Sx. Pak Uy = S(T(S71'y)) = S(Tx) €
S(Z). Dile si uvédomme, Ze S | z je izomorfismus Z na S(Z) a (S }z)™!' = S }sz). Tedy U |'s(z) =

StzoT|zo(S}z) ! arovnost spekter plyne z Tvrzeni|10.35
O

TVRZENI 59. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory nad K, T € £(X)a S: X — Y je linedrni
izomorfismus. Je-li E rozklad identity vzhledem k T, pak F: A+ S o E(A) o S7!, A € Bs(K) je rozklad
identity vzhledem k operdtoru U = S oT o S™! € L(Y).

DUKAZ. Zobrazeni F je rozklad identity na Y dle Tvrzeni Déle necht A C K je borelovska. Pak
F(A)U = SoE(A)oToS™ = SoToE(A)oS™! = UF(A). Konetné,Rng F(A) = S(E(A)(S7'(Y))) =
S(E(A)(X)) = S(Rng E(A)), takze 0 (Uy) = 0(T4) C Adle Lemmatu

O

Nasleduje hlavni véta tohoto oddilu.
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VETA 60. Necht’ X je Banachuiv prostor nad K. Je-li ¥ borelovsky funkcni kalkulus pro T € £(X)
na K, pak existuje rozklad identity E vzhledem k T takovy, Ze pro kazdé x € X a ¢ € X* je

$(T) = [ 2dELp()

Tento rozklad md ndsledujici viastnosti:

(a) E(A) = Y (xank) pro kaZdou borelovskou A C K.
(b) Pro kaZdou f € Bfy(K) aprokaidé x € X a¢p € X* je

SW(f)x) = /K FdEss.

(c) Pro kazdé A € K je E({A}) projekce na Ker(AI — T).

(d) A € 0,(T) pravé tehdy, kdyZ E({A}) # 0.

(e) Je-li X komplexni a A izolovany bod o (T), pak A € o,(T).

(f) Je-li X Hilbertitv a ¥ je *-homomorfismus, pak E je ortogondlni.

Na druhou stranu, je-li E je rozklad identity na X takovy, Ze E(K) = I pro néjakou kompaktni K C K,
pak existuje jednoznacné urcené zobrazeni ¥ : Bfy(K) — £(X) takové, Ze plati (b). Toto ¥ je borelovsky
Sfunkéni kalkulus pro T = Y (Id) na K, E je rozklad identity vzhledem k T a plati (a)—(e). Je-li navic X
komplexni Hilbertiiv prostor a E je ortogondlni, pak W je *-homomorfismus a T je normdlni.

DUKAZ. Polozme E(A) = ¥(xank) pro kazdou borelovskou A C K. Pak E: Bs(K) — (£(X), tsor) je
vektorovd mira. Vskutku, necht’ {4,}%; C Bs(K) jsou po dvou disjunktni. Polozme A = | J7o, A,. Pak

N " .
D o1 XANK = XUN_, apnkx —> XANK bodové, takze

N N N
E(A) = ¥ (xank) = TWNOT-nmw<Z XAan) = twor-lim ) ¥(xa,nk) = TWNOT-hmZ E(Ay).
—> o0 =1 — o0

N—o0 —
n=1

n=1
To znamend, Ze E : Bs(K) — (£(X), twor) je vektorovd mira. Nyni sta¢i pouZit Diisledek 48]

Dile E(K) = ¥(xgx) = . Pro libovolné A, B C Bs(K) plati, Zze E(A)E(A) = ¥ (yank)¥ (xank) =
Y(Xank Xank) = ¥(xank) = E(A),neboli E(A) je projekce,a E(ANB) = ¥ (xansnk) = ¥ (Xank x8nk) =i
U(xank)¥(xBnk) = E(A)E(B). Tedy E je rozklad identity na X .

Necht A C Bs(K). Pak T = ¥(Id) komutuje s E(A) = ¥(y4nk). Necht dile A € K \ A. Polozme
f=@A—-Id)yangag(t) = ﬁ prot € ANKag(t) =0prot € K\ A.Pak f, g € Bfy(K) a fg = yunk,
takZze E(A) = ¥(fg) = Y(f)¥(g) = (M —T)E(A)¥(g). Oznacme Y = Rng E(A). Protoze ¥(g)
komutuje s ¥ (yanx) = E(A), je Y invariantni vici ¥(g) a¥(g)ly € £(Y).Jetedy Iy = E(A) |y =
(A —TYE(AD¥(2) Iy = A —T)o E(A) o ¥ (g) Iy = (A4 —Tx) o ¥(g) |y, neboli ¥(g) 'y je pravy
invers k Al —T4 v £(Y). Analogicky obdrzime, Ze 14 = (W(g)(k] — T)E(A)) My = W(2) My oAy —Ty).
Odtud plyne, Ze A € p(T4). Tim jsme dokazali, Ze E je rozklad identity vzhledem k 7'.

Vlastnost (a) je ptimo definice E.

(b) Zvolme x € X a¢ € X*. Necht nejprve f € Bfy(K) je jednoduchd, tj. f = Z}l:l o) x4, kde
oj € KaA; C K jsou borelovské. Pak ¢ (¥ (f)x) = ¢(Z?:1ajE(Aj)x) = Z?Zlajqﬁ(E(Aj)x) =
Z}l:l ajEx(A;) = [x fdEx4. Je-li nyni f € Bfy(K) obecnd, pak existuje omezend posloupnost
jednoduchych funkci { f,} C Bf,(K) takova, Ze f, — f bodové. Potom ¢ (¥ ( f,)x) — ¢(¥(f)x), zaroven
ale diky Lebesgueové vété pro komplexni miry (Véta P (fu)x) = [¢ JadExy — [ [dExs.
Tedy ¢(¥(f)x) = [x f dEx 4. Specidlné z (b) plyne vzorec pro ¢ (T 'x).

(c) Polozme f(t) = A —t,t € K. Pak f € Bfy(K) a fyp; = 0. Tedy 0 = ¥(fxpy) =
V()Y (xy) = (AL — T)E({A}). Odtud plyne, Ze Rng E({A}) C Ker(Al — T'). Opacna inkluze je
obsazena v Tvrzeni[57(d).

(d) plyne ihned z (c).

(e) plyne z (d) a Tvrzeni[57|c), uvédomime-li si, Ze mnoZina {1} je oteviend v o (T).

(f) Pro libovolnou A € Bs(K) je E(A)* = ¥ (fank) = Y (xank) = E(A), neboli E(A) je samoadjun-
govand. Podle Véty 20|je tedy E(A) ortogonalni.
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Vénujme se nyni druhé ¢4sti véty. Existenci ¥ dokdZzeme pouze pro pripad, Ze X je Hilbertdv prostor.
(Pro obecny Banachiv prostor bychom potfebovali mimo jiné verzi Tvrzeni [/| pro bilinedrni formu na
X x Y*, kterd je w*-spojitd ve druhé soufadnici.) Dle Tvrzeni [46]je (x, y) > E,,, omezené seskvilinedrni
zobrazeni, feknéme konstantou M. Necht f € Bfy(K). Pak S(x, y) = [ f dE,,, je seskvilinedrni forma
naX alSx,»)| < [ fllcllExyll < | flleoMx||||¥], tedy S je omezend. Podle Tvrzenl’tak existuje
jednoznacné uréeny operator ¥ ( f) € £(X) takovy, ze S(x, y) = (¥ (f)x, y).

Podivejme se na vlastnosti ¥. Necht'” A € Bs(KK). Protoze E(K \ K) = 0, pomoci (b) pro kazdé x € X
a¢ € X* dostaneme, Ze ¢p(E(A)x) = Ex 4(A) = Ex (AN K) = [ xank dEx¢ = ¢(¥(xank)x), tedy
E(A) = ¥(x4nk), neboli plati (a). Specidlné, ¥(1) = 1.

Dale pro f, g € Bfy,(K) akazdé x € X, ¢ € X* opét z (b) plyne, ze p(¥(f + g)x) = ¢(¥(f)x) +
Pp(W(g)x) = ¢((l11(f) + l;I/(g))x), tedy U(f + g) = ¥(f) + ¥(g). Analogicky obdrzime homogenitu ¥,
tudiz ¥ je linearni. Podle Tvrzeni IAE] je B: (x,¢) — E, 4 omezené bilinedrni zobrazeni. S pomoci (b) dosta-
neme, Ze pro libovolné /€ Bfy(K) je [W()]| = supyep, |¥(f)x]| = sup,cp, supses,. 16 (W (1)x)] <
SUPye gy SUPgeBy« |/ ool Exgll < I Bl f |loo, takZe ¥ je spojité (v normé). Z (b) a Lebesgueovy véty pro
komplexni miry (V&ta[I5.96) pak ihned plyne, Ze je-li { f,} C Bfy,(K) omezend posloupnost konvergujici
bodové k f € Bf,(K), pak ¥( f,) — ¥ (f) v topologii twor-.

Dokazme nyni multiplikativitu ¥. Necht’ nejprve f, g € Bfy,(K) jsou jednoduché, tj. f = Z;-’:l o XA,
ag =2 1 Bixs. kde;, B € Ka A;, By C K jsou borelovské. Pak fg = Z}l:l > 1 i BrXa; NBy-
Diky linearité ¥ tedy plati, Ze

n

W(fg) =Y Y aiB¥(ra;ns) = D > GBEMA; NB) =Y Y a;BE(A)E(By) =

j=1k=1 j=1k=1 Jj=1lk=1
~ (ZajE(Aj)) (ZﬂkE(Bk)) = v(N¥().
j=1 k=1

Jsou-li nyni f, g € Bf,,(K) obecné, pak existuji omezené posloupnosti jednoduchych funkei { f,,}, {g.} C
Bfy,(K) takové, ze f, — f a g, — g vnormé ||-||e. Pak f,g2, — fg v normé ||-||.. Diky spojitosti ¥
a nasobeni v Banachové algebie £(X) je tedy ¥ (fg) = lim,— o0 Y (fngn) = limy oo Y (fn)¥(gn) =
U(f)¥(g). Tim jsme dokdzali, Ze ¥ je borelovsky funkeni kalkulus pro 7" na K.

Protoze plati (a), je E rozklad pfislusny ¥ z prvni ¢asti véty. Tedy E je rozklad identity vzhledem k 7'
a plati (a)—(e).

Necht nyni X je komplexni Hilbertv prostor a E je ortogondlni. Pro kazdé x € X je (¥(f)x,x) =
[ fFAExyx = [ fAEcy = (¥ (f)x,x) = (x,¥(f)x) = (¥(f)*x, x), pficem? druhd rovnost plati
diky tomu, Ze mira E, , je nezdpornd (Fakt f)). Dle Dasledku [3]je tedy ¥(f) = ¥(f)*. Kone¢ng,
T*T =vw(Id)W(ld) =Ww(Idld) =¥(IdIld) = TT*.

O

DUSLEDEK 61. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a W je borelovsky funkcni kalkulus pro T € £(X)
na K. Pak W je automaticky spojité zobrazeni (v normé).

DUKAZ. Necht' E je rozklad identity vzhledem k 7' z Véty Podle Tvrzeni IAE] je B: (x,¢) = Exg
omezené bilinedrni zobrazeni. Necht f € Bf,(K). S pomoci vzorce (b) z Véty [60]dostaneme, Ze |¥ (f)| =

SUPyepy [1¥ ()Xl = supyepy SUPgep, . [P(F(f)X)| < supiepy SuPgep,. I/ ool Ex.pll = IIBIS lloo-
O

DUSLEDEK 62. Necht’ H je komplexni Hilbertiiv prostora T € £(H ) je normdlni operdtor. Pak existuje

pravé jeden ortogondlni rozklad identity E na H takovy, Ze existuje kompaktni K C C obsahujici o(T),
E(K) =1 aprokaZdé x € H je

(T x, x) :/K)tdEx,x()L).
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Tento rozklad je ddan vzorcem E(A) = y4(T). Je to ortogondlni rozklad identity vzhledem k T. Pro kaZdou
f € Bfy(o(T)) aprokazdé x,y € H je

(f(T)x,y) = fdEx,y.
a(T)

Ddle plati (c), (d), (e) z Véty[60}

DUKAZ. Necht' @ je borelovsky funkéni kalkulus pro 7 na (7') z Véty [38] Existence E a jeho vlastnosti
plynou z Véty [60] aplikované na @. Dokazme jednoznac¢nost. Necht' E je rozklad identity na H takovy, Ze
existuje kompaktni K C C obsahujici 6(T'), E(K) = I aprokazdé x € H je (Tx,x) = [, AdE, . (}).
Necht' ¥ je borelovsky funkéni kalkulus pifslusny E z druhé &asti Véty 60| Pak (W (Id)x, x) = [, AdEx () =]
(T x, x) pro kazdé x € H, takZe podle Disledku|5|je ¥ (Id) = T, neboli ¥ je borelovsky funkcni kalkulus
pro T na K. Podle Véty [38(d) je pak E(A) = ¥ (yank) = xa(T) pro kazdou A € Bs(K).

O

Uvédomme si, Ze miry Ey , v pfedchozi vét€ jsou ve skuteCnosti miry jix , z konstrukce borelovského
funkéniho kalkulu pred Vétou [38]

PRIKLAD 63. Necht' H je Hilbertiiv prostor nad K a {u,; y € I'} je ortonormdlni bize H. Necht
(Ay) € Loo(I") aoperdtor T € £(H) je definovany piedpisem

Tx = Z Ay (X, uyuy,.
yel'

(Vizte Priklad ) Snadno nahlédneme, Ze vzorec ¥ ( f)x = Zyer J(Ay){x,uy)u, pro f € Bf,(o(T))
a x € H definuje borelovsky funkéni kalkulus pro T na o (T'), ktery je *-homomorfismus. (Na bodovou
konvergenci omezenych posloupnosti 1ze pouzit Lebesgueovu vétu pro aritmetickou miru na I", vizte téz
Piiklad [64]) Podle Véty [60] je tedy ortogonélni rozklad identity vzhledem k 7' dén vzorcem E(A)x =
Dy a,ealX uy)uy prox € H a A € Bs(K).

o

Necht' p je miraa f € Lo (). Pak definujeme esencialni obor hodnot f jako essRng f = {y e K;
,u( YUy, 8))) # 0 pro kazdé ¢ > 0}. Neni obtizné si rozmyslet, Ze ess Rng f je kompaktni podmnozina

Rng f a | flle = max{[y|: y € essRng f}.

PRIKLAD 64. Necht’ (§2, ) je prostor s mirou s nasledujici vlastnosti: Pro kazdou A C §2 takovou, Ze
u(A) > 0, existuje B C A takovd, ze 0 < u(B) < +oo. (Napriklad u je o-konecna nebo diskrétni.) Necht’
H = Ly(n)ag € Loo(n). Definujme 7: H — H predpisem

T(f)=2gf

Pak plati néasledujici tvrzeni:

(@ T e £(H)a|T| = [Ig]loo-

(b) T*f =g f pro f € H.Déle T je normalni; T je samoadjungovany prave tehdy, kdyz g je s. v. realna.
T je nezdporny, pravé kdyzZ g > 0's. v.

(c) ProdeK\essRnggje (Al —T) 1 f = ﬁf pro kazdé f € H.

@) 0,(T) ={A € K; n(g7'(2)) >0}ao(T) =essRngg.

(e) Vzorec W (h)f = (hog)f pro f € H definuje borelovsky funk¢ni kalkulus pro 7' na ess Rng g, ktery
je *-homomorfismus.

(f) Ortogondlni rozklad identity vzhledem k T je dan vzorcem E(A) f = yg—1af pro f € Ha A €
Bs(K).
(a) Linearita T je ziejmd. Ddle [|Tf||> = [lgfPdu =< lgl3 [1/1?dpe = lgll5 I 1> pro kazdé

f e Hiatedy T € £(H) a |T|| < ||glloo- Na druhou stranu, zvolme libovolné ¢ > 0 a poloZme
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A={t e 2; |gt) > |lglloc — &} ProtoZe u(A) > 0, existuje B C A konecné kladné miry. Pak yp € H
allxsll* = [ xs du = wu(B). Polozme f = 28, Pak f € Sy a

2 _ 24 2 2:“( ) 2
oo — du = 00 oo — .
I7f 1 = - 3“2 / iz / (lgllos = 202 it = (lglloo =245 25 = (lglloo =)

Tedy [T = l|g/lco-

(b) Polozme S(f) = gf pro f € H.Podle (a) je S € £(H). Déle (Tf,u) = [gfudp =
/ fgudpu = (f.Su) pro kazdé f,u € H,atedy T* = S. Normalnost T plyne z vypoétu T*Tf =
ggf = ggf =TT*f.Diéle T je samoadjungovany, pravé kdyZ gf = gf pro kazdé f € H, neboli
pravé kdyz g = g s. v. Vskutku, pokud A = {t € £2; g(t) # g(t)} ma kladnou miru, pak existuje B C A
konecné kladné miry, takze yp € H.Pak ovSem gyp = g xp,neboli g = g s. v.na B, coZ je spor.

V redlném piipadé je tedy 7" samoadjungovany. Podle Disledku (19|je tudiZ T nezdporny, pravé kdyz
0<(Tf, f)= [gf fdu= [g|f|*duprokazdé f € H,neboli pravé kdyz g > 0s. v. Vskutku, pokud
A ={t € £2; g(t) < 0} ma kladnou miru, pak existuje B C A konecné kladné miry, takZze yp € H. Pak
oviem 0 < [ gxzdu = [ gdp <0, coZ je spor.

(c) Je-li A € K \ essRng g, pak existuje ¢ > 0 takové, ze u({t € £2; |g(t) — A| < €}) = 0, takZze
A — € Loo(pt). Definujeme-li S(f) = lgf, pak podle (a) je S € L(H). Protoze (A — g)ﬁ = 1, plyne
odtud, 7e S = (Al —T)~1.

(d) Pokud A € K je takové, ze u(g~ (1)) > 0, vezmeme A C g~ !(A) kone¢né kladné miry. Pak
xa € H\{0}aTys = gxa = Aya,takZe A € 0,(T'). Nadruhou stranu,necht’ A € 0,(T) a f € Ker(Al—-T)
je nenulova. Pak (A — g) f = 0's. v. Odtud plyne, Ze (g~ ' (1)) > 0, protoZe jinak by bylo f = 0. v.

Dale, podle (c) je o(T) C essRngg. Na druhou stranu necht’ A € essRngg. Chceme ukazat, ze
A € o(T). Predpokladejme, Ze tomu tak neni, tj. A/ — T je invertovatelny. Diky predchozimu odstavci
je (g7 (1)) = 0. Pron € N vezméme mnoziny 4, = g ' (U(A, %)). Protoze n(A,) > 0, existuji
mnoziny B, C A, kone¢né kladné miry. Pak yg, € H \ {0} apro f, = (Al — T) 'yp, plati, ze

=M -T)f, =A—g) [ Tedy f, = XB" s. v. Pak ale

2
XB, 1
||fn||2=f\— -/ = [ = By = g, I
A—g B, |A — gl B,

To znamen4, Ze ||(Al — T)™!|| > n pro kazdé n € N, coZ je spor.

(e) Potiebné algebraické vlastnosti ¥ jsou téméf zjevné. Je-li {h,} C Bf,(ess Rng g) omezena posloup-
nost (feknéme konstantou C') konvergujici bodové k i € Bfy(essRng g), pak (h, o g) fu — (ho g)fu
bodové s. v. a |(h, o g) fu|l < C|fl|lu| € Li(n) pro kazdé f,u € H. Diky Lebesgueové vété tedy
(W(ha) fu) = [y o g) fudp — [(hog) fudu = (¥(h) fou).

(f) plyne z (e) a Véty [60]

o
Pojem obrazu vektorové miry je trividlnim zobecnénim klasického pojmu obrazu miry pro skaldrni miry:

DEFINICE 65. Necht' (S,9), (T,7) jsou méfitelné prostory, X je topologicky vektorovy prostor,
w8 — X je vektorovi miraa f: S — T je méfitelné zobrazeni. Zobrazeni f(u): 7 — X defino-
vané vzorcem f(u)(A) = u(f~1(A)) pro A € T se nazyvd obrazem vektorové miry .

Obraz vektorové miry je zjevné vektorovd mira. OkamZité je téZ vidét, Ze obraz rozkladu identity
na Banachové prostoru X pii borelovském zobrazeni z K do K (jakoZto obraz vektorové miry) je opét
rozklad identity na X, resp. obraz ortogondlniho rozkladu identity je opé€t ortogondlni rozklad identity.
Dile je-li E rozklad identity na X a f: K — K je borelovské, pak pro kazdé x € X a ¢ € X* plati,
ze f(Ex)(A) = Exg(fT1(A) = $(E(STH(A)x) = d(f(E)(A)x) = f(E)x4(A4) pro A € Bs(K),
neboli f(Ex.g) = f(E)xg.

TVRZENI 66. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, E je rozklad identity vzhledem k T € £(X) takovy,

Ze E(K) = I pro néjakou kompaktmi K C K, a f € Bf,(K). Pak f(E) je rozklad identity vzhledem
k f(T) =W (f), kde ¥ je borelovsky funkcni kalkulus pro T z Véty|60]
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DUKAZ. Pro libovolnd x € X a ¢ € X* podle Véty [60|plati, Ze
6(F(T)x) = / FdEng = /A 0f (Erg)(A) = [A S (E)rp(R),
K f(K) f(K)

pficemz jsme vyuzili tvrzeni o integraci vzhledem k obrazu (skaldrn{) miry pfi borelovské funkci f: K —
L = f(K).Zjevné f(E)(L) = I. Podle Véty |60 je tedy f(E) rozklad identity vzhledem k operatoru
S € £(X), ktery splituje ¢(Sx) = [; Adf(E)x(A) pro kazdé x € X a ¢ € X*. To znamend, Ze
S = f(T).

O

PRIKLAD 67 (invariantni podprostory; vizte pozndamku pod ¢arou na str. 221). Necht' X je netrividln{
Banachlv prostor a 7 € £(X). Je-li T = Al, pak libovolny netrividlni podprostor X je netrividlni
invariantni podprostor operatoru 7. Je-li A vlastni Cislo T a T # Al, pak Ker(Al — T) je netrividlni
invariantni podprostor operatoru 7.

Nema-li 7 Zadné vlastni ¢islo, pak k nalezeni netrividlniho invariantniho podprostoru miizeme pouzit
rozklad identity: Je-li E rozklad identity vzhledemk 7"a A C K je takova, ze 0 # E(A) # I,pak Rng E(A)
je netrividlni invariantni podprostor operatoru 7. Je-li tedy X komplexni, pak o (7T') obsahuje alespon dva
prvky, feknéme o, B (Vétal60[e)). Necht' G, G, C C jsou disjunktni oteviené mnoZiny takové, Ze a € G,
a B € G,. Pak dle Tvrzeni[57(c) je E(G1) # 0 a E(G,) # 0. Dle Faktu[52(b) je E(o(T) \ G1) # 0, takze
E(Gq) # I.Podprostor Rng E(Gy) je tedy netrividlni invariantni podprostor operatoru 7.

Specidlné, je-li X komplexni Hilbertiv prostor a 7 normalni, pak diky Dusledku [62{mé 7" netrividlni
invariantni podprostor.

o

] ]|

Necht’ ¥ je borelovsky funkéni kalkulus pro 7 € £(X) na K. Podivejme se blize na vétu o obrazu
spektra (vizte Vétu[3§|(e)).

|| je konecné aditivni mira; | E| je mira se stejnymi nulovymi mnozinami jako E



Kapitola 15

Dodatek

1. Funkce vice proménnych

VETA 1. Necht’ 2 C R” je oteviend mnoZina, f: 2 — R, k € N a predpoklddejme, Ze funkce D* f
jsou spojité na 2 pro viechny multiindexy a« € N{ splitujict |a| < k. Pak f € C*().

DUKAZ. PouZijeme indukci dle k. Pro k = 1 se jedna pifmo o definici prostoru C!(£2). Necht' nyni

k > 1 a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro mensi fady. Pak z induk¢niho predpokladu plyne, Ze f €
C*~1(£2). Musime ukdzat, 7e viechny parcialni derivace k-tého ¥adu funkce f jsou spojité na £2. Necht

tedy (iy,...,ix) € {1,...,n}*. Pro zkriceni z4pisu budeme pouZivat nésledujici symboliku: 9;, --- 9;, =
Fr apod. Naleznéme permutaci 7 mnoZiny {1,...,k} takovou, Ze iy1) < irz@) < -+ < Iz(k)
a uvédomme si, Ze existuje multiindex o € Ng takovy, Ze 0;_,, -+ 0i,, / = D% f. RozliS§ime dva piipady.

Nejprve predpokladejme, Ze (1) = 1. Protoze f € C*~1(£2), plati
aiz toe aik f(.X) = ain(z) tee 8in(k) f(.X)
pro kazdé x € §2. Odtud

0iy -+ 0y f(x) = 0j, (8,-2 "'aikf)(x) = ain(l)(ain(z) "'ain(k)f)(x) = D* f(x)
pro kazdé x € £2, coz je dle predpokladu spojita funkce.

Necht nyni 7(1) > 1 anecht o: {1,...,k —2} — {2,...,k} \ {m(1)} je néjaka bijekce. Protoze
f e C*1(), plati

ailaio(l) T aio(k—z)f(x) = ain(z) Tt ai,,(k)f(x) a (1)
iy +++ 0y f(X) = i) 0ipr) *+* Digaesy S (X) (2)
pro kazdé x € 2. Oznaéme g = 0;,,, - 0i,_,, f - Pak g € C'(£2) a diky (1)) plati
ain(l)ailg(x) = ain(l)(ailaiau) “'aia(kfz)f)(x) = ain(l)(ain(z) "'ain(k)f)(x) = Do‘f(x)
pro kazdé x € £2, coz je dle ptredpokladu spojitd funkce. Podle véty o zdméné druhych parcidlnich derivaci

(viz napt. [Z, Véta 2.87]) tedy plati 9;,0;,,,8(x) = 0i,,,0i;,g(x) = D® f(x) pro kazdé x € £2. Odtud
a s pomoci (2)) pak dostaneme

ai1 e aik fx) = ai1 (aiz T aik f)(x) = 8i1 (aiﬂ(l)aia(l) T aio(k—Z)f)(x) = 8il ainu)g(x) = D* f(x)
pro kazdé x € §2, coz je dle predpokladu spojitd funkce.

EEE([potiecbujeme vétu o lokdlné stejnomérné konvergenci D f,, na R"]

2. Metrické prostory

VETA 2. Necht’ n € N. PodmnoZina C" je kompaktni prdvé tehdy, kdy? je omezend a uzaviend.

DUKAZ. = plyne z obecné véty o kompaktnich metrickych prostorech.
& Definujme zobrazeni f: (C", ||-|l2) — (R?", ||-||») pfedpisem

f(z1,...,2n) = (Rezy,Imzyq,...,Rez,,Imz,).
329
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Snadno je vidét, Ze f je bijekce. Dale

n
11 z) = O )3 = 1@ = vz =3 = ) i —yil? =

i=1

=Y ((Re(zi — y))* + (Im(z; — y:))*) = | /@1 = Y1.- -z =y} =

i=1
=1/ zn) = fOns w3

tedy f je izometrické zobrazeni. Specidlné f je homeomorfismus, ktery zobrazuje omezené mnoZziny na
omezené mnoZiny. Odtud jiZ tvrzeni plyne.
O

VETA 3. Necht’ P a Q jsou metrické prostory, f,g: P — Q jsou spojitd zobrazeni a M C P je hustd
v P. Jestlize f = gna M, pak f = g na celém P.

DUKAZ. Zvolme x € P. Pak z hustoty M plyne existence posloupnosti {x,} C M spliujici x,, — x. Tedy

f(x) = lim f(x,) = limg(x,) = g(x).
O

FAKT 4. Necht’ (P, p) je metricky prostor a A C P. Pak funkce x + dist(x, A) je stejnomérné spojitd
na P.

DUKAZ. Zvolme ¢ > 0. Necht' x,y € P, p(x,y) < £.Pakexistuje a € A takové, Ze p(x,a) < dist(x, A)+
£. Pak dist(y, A) —dist(x, A) < p(y,a) — p(x,a) + 5 < p(x,y) + 5 < &. Opacnou nerovnost obdrzime
snadno zdménou x za y.

O

LEMMA 5. Necht’ (P, p) je metricky prostor, K C P je kompaktni a K C G C P je oteviend. Pak
dist(K, P\ G) > 0.

DUKAZ. Dle Faktu 4| je funkce x + dist(x, P \ G) spojitd na P, nabyva tedy na kompaktu K minima,
napf. vbodé y € K. Pak dist(K, P \ G) = dist(y, P \ G) > 0, nebot’ P \ G jeuzavienday ¢ P \ G.
O

VETA 6. Soucin X1 X X5 X --- X X,, tiplnych metrickych prostorii X1, ..., X, je téZ uiplny.

DUKAZ. Necht' pq,..., p, jsou piislusné metriky na Xq,..., X,,. Oznatme X = X; x X5 x --- X X,
a pfipomenme, Ze soucinova metrika je ddna vzorcem p(x,y) = max;=1,._ ,{pi(x(i), y(i))} pro prvky
x,y € X, x = (x(0))/=;, ¥y = (y())?~,. Necht' {x;} je cauchyovskd posloupnost v X. Pro kazdé
ie{l,...,nyak,l € Nmame p;(xx(i),x;(i)) < p(xk,x7), tedy pro kazdé i € {1,...,n} je posloupnost
{xk(i)}72, je cauchyovskd v X;. Z tplnosti X; plyne existence x (i) € X; takového, Ze limy xx (i) = x(i) v
prostoru X;. Polozme x = (x(1),...,x(n)) € X. Pak zjevné x,, — x v X.

O

VETA 7. Necht' (P, p) a (Q,0) jsou metrické prostory, Q je uplny, f: P — Q, AC Paa € A'. Pak
limita }1_1)1}1 f(x) existuje, pravé kdy? je splnéna ndsledujici (Bolzanova-Cauchyova) podminka:
x€eA

Ve>036 >0Vx,y € (U(a,d) \{a}) NA: a(f(x), f(¥)) <e.

DUKAZ. = je téméf ziejma.

< Protoze a € A’, existuje posloupnost {x,} C A\ {a} takova, Ze x, — a. Snadno ovéfime, Ze
posloupnost { f(x,)} je cauchyovska: Zvolme ¢ > 0. Necht’ § > 0 je pfislusné § z Bolzanovy-Cauchyovy
podminky. Existuje ny € N takové, ze x, € U(a, 8) pro kazdé n > ny. Tedy o ( f(x), f(xm)) < € kdykoli
m,n > ny. ProtozZe prostor Q je uplny, existuje y = lim,—0 f(x,) € Q. Tvrdime, Ze ;1_r)r(11 f(x)=y:

xeA

Zvolme libovolné & > 0. Pak existuje § > 0 takové, Ze o (f(u), f(v)) < 5 pro kazdé u,v € (U(a,§) \
{a}) N A. Dale existuje ny € N takové, ze x, € U(a,§) pro kazdé n > ng, a n; > ng takové, ze
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o(f(xn),y) < £ prokazdé n > ny. Tedy o (f(x),y) < o(f(x), f(xn,)) + 0(f(Xn,), ) < € pro kazdé
x € (Ula.8)\{a}) N A

O

VETA 8. Necht’ (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, Q je tiplny, M C P je hustiv P a f: M — Q
Je stejnomérné spojité zobrazeni. Pak existuje spojité rozsiteni f na celé P. Toto rozsireni je urceno
Jednoznacné a je stejnomérné spojité na P.

DUKAZ. Zobrazeni f zfejmé spliiuje v kazdém bodé a € P \ M Bolzanovu-Cauchyovu podminku z Véty 7}

Muzeme tedy polozit g(a) = f(a) proa € M a g(a) = limy_4 xem f(x) proa € P\ M. Ukazeme,

Ze takto definované zobrazeni g: P — Q je stejnomérné spojité na P: Zvolme ¢ > 0 libovolné. Pak

existuje § > 0 takové, Ze o (f(u), f(v)) < 3 kdykoli u,v € M a p(u,v) < §. Necht nyni x,y € P,
8

p(x,y) < 3.Jeli x € M, poloZme x; = x. V opatném pifpad¢ existuje 0 < §; < % takové, Ze

o(g(x), f(u)) < 5 kdykoli u € U(x,d;) N M. Z hustoty M tedy plyne existence x; € M spliiujictho
p(x,xq) < gaa(g(x), f(x1)) < 5. Obdobné obdrzime y; € M spliiujici p(y, y1) < %aa(g(y), f(n)) <
%./Z trojuhelnikové nerovnosti plyne p(x1, y1) < p(x1,x) + p(x,y) + p(»y, y1) < §. Dohromady tedy
méme 0(g(x), g(y)) = a(g(x), f(x1)) + o (f(x1), f(¥1) +0o(f(¥1).8()) <e.

Jednoznacnost rozsifeni plyne z Véty 3

Nasledujici drobné zobecnéni plyne snadno z diikazu Véty

VETA 9. Necht’ (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, Q je tiplny, M C P je hustiv P a f: M — Q
Je zobrazeni stejnomérné spojité na omezenych podmnoZindch M. Pak existuje spojité rozsireni f na celé P.
Toto rozsireni je urceno jednoznacné a je stejnomérné spojité na omezenych podmnozindch P.

POzZNAMKA 10. Neni obtiZné si rozmyslet, Ze Tietzeova véta o rozsifovani spojitych funkcei plati i pro
funkce s komplexnimi hodnotami: Necht'" X je prostor, ve kterém plati Tietzeova véta (napf. metricky
prostor), F C X je uzaviend mnoZina a f: F — C je spojita funkce. Pak f = u + iv, kde u, v jsou
spojité realné funkce na F. Podle Tietzeovy véty tedy existuji redlné funkce U, V spojité na X rozSifujici u,
resp. v. Polozme h = U + i V. Pak h je spojitd na X arozsifuje f. Na zavér poloZme R = sup, .| f(x)|
a definujme ¢ : C — B¢ (0, R) predpisem ¢(z) = z pro |z] < Rag(z) = é—| pro |z| > R. Pak ¢ je spojité
zobrazeni (tzv. spojita retrakce na B¢ (0, R)). Funkce g = ¢ o h je tedy spojita na X a snadno je vidét, Ze g
rozsifuje f asup,cx|g(x)| < R.

Casto vyuZijeme nasledujici pfimy dasledek Baireovy véty:

DUSLEDEK 11. Necht’ P je iiplny metricky prostor, { F,} C P je posloupnost uzavienych mnoZin v P a
P = U:ozl F,. Pak existuje n € N takové, Ze F,, md neprdzdny vnitrek.
DUKAZ. Predpoklddejme, Ze vSechny F,, maji prazdny vnitifek. Pak vSechny F), jsou fidké v P, tedy P je
prvni kategorie (v sobé). Podle Baireovy véty je ovSem P druhé kategorie, coz je spor.
O

FAKT 12. Necht' P je separabilni metricky prostor. Je-li ¥ libovolny systém uzavienych podmnoZin P,
pak existuje jeho spocetny podsystém 8§ C F takovy, Ze (\F =) 3.

DUKAZ. Mnozina P \ ()| ¥ ma Lindeléfovu vlastnost, takZe existuje spoCetny podsystém 8§ C ¥ takovy,

ZeP\ﬂgT:UFGJT«(P\F):UFeg?(P\F):P\ﬁg-
O

Pripomenme, Ze pro funkci f: P — K na metrickém prostoru P je nosi¢ f definovan jako supp f =
{x e P; f(x) # 05

LEMMA 13. BB /doplnit hausdorffovost do pouZiti] Necht' K je kompaktni Hausdorffitv topologicky
prostor, F C K je uzavienda U C K, U D F je oteviend. Pak plati:

(a) Existuje oteviend V C K spliiujici F CV C V C U.
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(b) Existuje spojitd funkce f: K — [0, 1] spliujici f = 1 na F asupp f C U.

DUKAZ. Dukaz provedeme pouze pro metricky kompaktni prostor K.

(a) Pokud je F prazdna, staci polozit V = @. V pripadé U = K polozime V = K. Ve zbyvajicich
piipadech plati d = dist(F, K \ U) > 0, nebot’ x > dist(x, K \ U) je spojitd funkce (Fakt[4), kterd nabyva
minima na kompaktni mnoZziné F. PoloZime-li tedy

V ={x € K; dist(x, F) < £},
mime F C V C V C {x € K; dist(x, F) < %} C U, pricemz opét vyuzivame spojitosti funkce
x = dist(x, F).

(b) Je-li F prazdng, poloZzime f = O na K, je-li U = K, poloZime f = 1 na K. Ve zbyvajicich
pfipadech najdeme diky tvrzeni (a) otevienou mnoZinu V' C K spliujici F C V C V C U. PoZadovanou
funkci pak ziskdme pomoci formule

dist(x, K\ V)

T = G K\ V) 1 dist(x. F)
Skutecné€, podobné jako v (a) odvodime, Ze dist(F, K \ V) > 0, odkud plyne, Ze jmenovatel je vZdy kladny.
Pak f je spojita diky Faktu zjevné f =1naKa{x e K; f(x)>0}CV,tedysupp f CV CU.

prox € K.

O

VETA 14 (Spojity rozklad jednotky). Necht’ K je kompaktni Hausdorffitv topologicky prostor a {Uy, ..., U, }}}
je pokryti K otevienymi mnoZinami. Pak existuji spojité funkce f1, ..., fn: K — [0, 1] spliiujici supp f; C
Uproi =1,...,naY :_, fi(x) = 1prokaZdé x € K.

DUKAZ. Pro kazdy bod x € K najdeme i € {l,...,n} tak, ze x € U;, a z Lemmatu a) nalezneme
otevifenou mnoZzinu V, spliujici x € V, C V, C U;. Diky kompaktnosti existuje kone¢né mnoho bodi
X1,...,Xm € K tak, Ze K C U;-"zl Vy;. Definujme uzaviené mnoziny Fi,i = 1,...,n jako

F= Ve Vs C U,

Pak kazdd F; je uzaviend mnoZina spliujici F; C U; aplati K C |J!_, Fi. Podle Lemmatu b) existuji
spojité funkce g1,...,g,: K — [0,1] takové, ze g¢; = 1 na F; asuppg; C U;,i = 1,...,n. Pak
> g >0naK.Proi =1,...,nax € K poloZme

gi(x)
filx) = =———-
Z;'l=1 gj(x)
Pak f; je spojitd funkce do [0, 1] asupp fi C U; proi = 1,...,naplati Y ., fi(x) = 1 prokazdé x € K.
O

Necht’ P je metricky prostor. Symbol Bs( P ) znaci o-algebru vSech borelovskych podmnoZzin P a Bf,(P)
znadi systém vSech omezenych borelovskych funkci na P.
Niasledujici tvrzeni je zjednoduSenou verzi klasické Lebesgueovy-Hausdorffovy véty.

VETA 15. Necht’ P je metricky prostor. Necht’ @ je nejmensi systém funkci na P, ktery obsahuje Cy,(P)
a je uzavreny vzhledem k bodovym limitdm omezenych posloupnosti. Pak @ = Bf,(P).

DUKAZ. Prostor Bf,(P) je uzavieny vzhledem k bodovym limitdm omezenych posloupnosti (bodova limita
posloupnosti funkci méfitelnych vzhledem k o-algebre je opét méfitelnd), takze @ C Bf,(P). Abychom
dokazali opacnou inkluzi, ukdZeme nejprve, Ze @ je uzavieny na linedrni kombinace a soucin. Za tim tcelem
definujeme pro ordindly @ € [0, @) mnoziny @, pomoci transfinitni rekurze. Polozme @y = C,(P) a pro
a € (0, wy) definujme

@, ={f: P > K; f jebodovou limitou n&jaké omezené posloupnosti { f,} C [J f<a D} .

Ziejmé @, C Pg pro o < B < w;. Pomoci transfinitni indukce snadno nahlédneme, Ze kazdd z mnoZin
@, je uzaviena na soucet, ndsobek skaldrem a soucin, a Ze @, C ®. Na druhou stranu mnoZina U(Kw1 D,
je uzaviena vzhledem k bodovym limitdm omezenych posloupnosti: je-li f, — f pro f, € ®,,, pak
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B = sup,en &n < w1, atedy f, € Pg prokazdé n € N, takze f € ®g 1. To znamend, ze = | J,_,, Pa>
a tedy @ je uzavieny na linedrni kombinace a soucin.

Dale ukazeme, Ze y4 € @ pro kazdou borelovskou A C P. Oznatme § = {A € Bs(P); y4 € ®}. Pak
& je o-algebra: Zitejmé ¥ € 8. Je-li A € 8, pak yp\a=1— s € P, tedy P\ A€ 8. Dilepro A, B € §
je x4auB = XA + xB — xaxB € @, odkud plyne, Ze § je uzaviend na konec¢na sjednoceni. Jsou-li nyni
Ap € 8,n e NaAd =J,_, A, pak poloZime B, = | J;_, Ak € § a obdrZime, Ze yp, — x4 bodové,
takZze A € §.

Ukédzeme-li, Ze § obsahuje uzaviené podmnoziny P, dostaneme, Ze § = Bs(P). Necht F C P je
uzaviend. Definujme f,,(x) = (1 —ndist(x, F))" prox € P an € N. Pak f, € C,(P), posloupnost { f,,}
je omezena a f, — yg bodové, takZe yp € @, C @.

Systém @ tedy obsahuje vSechny jednoduché borelovské funkce na P. Protoze kazd4d omezend borelovska
funkce je bodovou limitou omezené posloupnosti jednoduchych borelovskych funkci, plyne odtud, ze
Bfy,(P) C ®@.

O

3. Topologické prostory

3.1. Zakladni pojmy

DEFINICE 16. Necht' X je mnoZina a 7 je systém podmnoZin X. Rekneme, Ze X, 7) je topologicky
prostor, pokud mé t nésledujici vlastnosti.

e Platid e 1, X e 1.
e Pokud U € 7, pak | JU € 7.
e Je-li U € 7 konecny, je i mnozina [\ U € t.

Mnoziny z t se nazyvaji oteviené.

LEMMA 17. Necht’ (X, t) je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni.

e MnoZina Qi X je uzavrend.
o Systém uzavrenych mnoZin je uzavieny vzhledem k libovolnym prinikiim a kone¢nym sjednocenim.

DEFINICE 18. Necht’ (X, t) je topologicky prostor. Necht' 4 C X.

e Pokud X \ A € 1, nazyva se A uzaviena.

e Mnozina A = (\{F C X; A C F, F uzaviena} se nazyvi uzavérem A.

e Mnozinalnt A = (J{U C X; U C A, U oteviend} se nazyva vnitikem A.
e Mnozina 94 = AN X \ A se nazyv4 hranici A.

DEFINICE 19. Necht’ (X, 7) je topologicky prostor. Necht x € X je ddno. O mnoZiné A C X fekneme,
7e je okolim x, pokud x € Int A. Oznacme

7(x) ={U C X; U je okoli x}.

DEFINICE 20. (a) Necht’ (/, <) je nahoru usmérnéna usporddand mnozina, tj. < je usporddanina / a
pro kazdou dvojici i, j € I existuje k € I spliujicii < k a j < k. Mnozina I’ C I je kofindlni, pokud pro
kazdé i € I existuje j € I’ spliujicii < j.

(b) Necht” X je mnoZina. Je-li f: I — X libovolnd funkce, nazyvame ji netem (zobecnénou posloup-
nosti) a znac¢ime {x;}ics, kde x; = f(i). Pokud (J, <) je téZ nahoru usmérnéna Caste¢n¢ usporadana
mnozina a ¢: J — [ spliuje, Ze pro kazdé iy € I existuje jeJ takové, ze pro j > jo plati ¢(j) > iy,
nazveme net {x,(;)}jes podnetem netu {x;}.

(c) Necht’ (X, 1) je topologicky prostor. Necht’ x € X a {x;} je net. Pak x = lim;¢; x;, pokud pro kazdé
U € t(x) existuje i; € I takové, Ze x; € U proi > i,.

Bod x je hromadnym bodem {x; }, pokud pro kazdé U € t(x) aiy € I existuje i > iy spliiujici x; € U.
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LEMMA 21. Necht' (X, t) je topologicky prostor a {x4(jy}jes je podnet netu {x;}ics. Pokud x; — x,
pak také x4y — x.

LEMMA 22. Necht’ (X, t) je topologicky prostor. Necht’ A C X a x € X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) Plati x € A.
(ii) Pro kazdé U € t(x) platiU N A # 0.
(iii) Existuje net {x;} obsaZeny v A a konvergujici k x.

DEFINICE 23. Necht' X je mnozinaa ¥ C P(X).
(a) Pak F je filtr, pokud

e ¥ jeneprazdnya @ ¢ ¥,

e FiNF, e Fprokazdé Fy, F, € ¥,

e H e ¥, kdykoliv F e ¥ aH D F.

(b) Systém ¥ je baze filtru, pokud

e ¥ jeneprazdnya @ ¢ ¥,

e pro kazdé Fy, F, € ¥ existuje F5 € ¥ spliujici F3 C Fy N F,.

(c) Systém ¥ je ultrafiltr, pokud ¥ je maximdlni filtr vhledem k inkluzi, tj. ¥ = §, kdykoliv ¥ C §
a¥g je filtr.

DEFINICE 24. Necht' X je topologicky prostor a ¥ € £ (X) je baze filtru. Rekneme, 7¢ ¥ konverguje k
x (piSeme x = lim ¥), pokud pro kazdé U € 7(x) existuje F € ¥ spliujici F C U.

TVRZENI 25. Necht’ X je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni.

(a) Necht' ¥ je bdze filtruv X a necht’ x = lim ¥ . UvaZujme ¥ usporddand obrdcenou inkluzi a pro kazdé
F € ¥ zvolime xp € F. Pak {xp} je netalimxp = x.

(b) Necht' {x;} jenetv X a x € X je jeho limita. Pro kaZdé i € I poloime F; = {xj; j > i}. Pak systém
F ={F;;i e l}jebdzefiltruax =lim¥.

TVRZENI 26. Necht’ X je mnoZina. Pak plati ndsledujici tvrzent.
(a) Je-li ¥ C P(X) bdze filtru, je mnoZina

{H C X; 3F € ¥ spliyjici F C H}
Siltr.

(b) mnoZina ¥ filtr, existuje ultrafiltr § obsahujici ¥ .

DUKAZ. Tvrzeni (a) je zfejmé a k ovéfeni (b) staci aplikovat Zornovo lemma.
O

DEFINICE 27. Necht' (X, t) a (Y, 0) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Zobrazeni f
nazveme spojitym, pokud f~1(V) € t pro kazdou V € o.

LEMMA 28. Necht’ (X, t) a (Y, o) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak ndsledujict
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Zobrazeni f je spojité.
(ii) Pro kaZdou F C Y uzavienou je f~'(F) uzaviend.
(iii) Pro kazdou A C X plati f(A) C f(A).
(iv) Pro kaZdy bod x € X akaZdé V € o(f(x)) existuje U € t(x) splijici f(U) C V.
(v) Pro kaZdy net {x;} v X konvergujici k x € X plati f(x;) — f(x).

DEFINICE 29. Necht’ (X, ) a (Y, 0) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak f je
sekvencidlné spojité, pokud f(x,) — f(x) pro kazdou posloupnost {x,} v X konvergujici k x € X.
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PRIKLADY 30. (a) Je-li (X, p) metricky prostor, zahrfime do 7, ty mnoZiny U C X, které spliuji
VxeU3ar >0:Ux,r)={y e X; p(x,y)<r}cCU.

Pak (X, t,) je topologicky prostor
(b) Necht” X je mnozina. Pokud t = #(X), dostavame diskrétni topologii, pokud t = {@, X }, mdme
indiskrétni topologii.
o

DEFINICE 31. Topologicky prostor (X, 7) se nazyva metrizovatelny, pokud na ném existuje metrika p
spliiujici T = 1,.

3.2. Oddélovaci axiomy

DEFINICE 32. Necht' (X, 7) je topologicky prostor.

(a) Prostor X je T7, pokud pro kazdé dva rtizné body x;, x, € X existuje oteviend mnozina U splnujici
xreUaxy ¢U.

(b) Prostor X je T, (Hausdorffiv), pokud pro kazdé dva rtizné body x;,x, € X existuji oteviené
disjunktni mnoziny Uy, U, spliujici x; € U;, i = 1,2.

(c) Prostor X je T3 (regulédrni), pokud je T a pro kazdé x € X a uzavienou F' C X bod x neobsahujici
existuji oteviené disjunktni mnoziny Uy, U, spliujici x; € Uy a F C U,.

(d) Prostor X je T, ! (Gplné regularni ¢i Tichonoviv), pokud je 77 a kazdé x € X auzavienou FF C X
bod x neobsahujici existuje f: X — [0, 1] spojitd takova, Zze f(x) =0a f = 1na F.

(e) Prostor X je T4 (normaélni), pokud je T} a pro kazdé dvé uzaviené, disjunktni mnoziny Fy, F, C X
existuji disjunktni, oteviené mnoziny U,, U, C X takové, ze F; C U;,i = 1,2.

TVRZENI 33. Necht’ (X, t) je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni.
(a) Pokudi, j € {1,2,3,3%,4}, i <jalXjeT; pakjeiT;.
(b) Prostor X je Ty pravé tehdy, kdyz pro kazdy bod x € X je {x} uzaviend mnoZina.
(c) Prostor X je reguldrni, pokud pro kazdé x € X a U € ©(x) existuje V € t(x) spliujici V C U.

PRIKLAD 34. Kazdy metricky prostor je normalni.
o

s,

LEMMA 35 (Urysohn). Necht’ (X, t) je normdlni topologicky prostor. Pak pro kazdé dvé disjunktni,
neprdzdné uzaviené mnoziny Fy, Fy C X existuje spojitd funkce f: X — [0, 1] takovd, Ze f(F;) C {0} a

f(F2) C {1}

VETA 36. Necht’ (X, t) je normdlni topologicky prostor. Necht’ F C X je neprdzdnd, uzaviend mnoZina
a f: F — K je spojitd funkce. Pak existuje g: X — K spojité zobrazeni takovd, Ze g = [ na F a

1glloo = 1./ llco-

DUKAzZ. Predpokladejme, Ze f # 0. Pokud Y = R, je tvrzeni znamé. Pokud K = C, rozsitime f po

slozkach a dostaneme tak #: X — C rozsifujici f. Pokud r = || f|lcc = oo jsme hotovi. V opacném
pfipadé uvazujme zobrazeni p: C — B(0, r) definované jako
%, zeC\ B(,r),
p(z) = F

z, z€B(O,r).

Pak p je spojita funkce, a tedy je g = p o h pozadované rozsiteni.
O

PRIKLAD 37. Vezméme na mnoziné N ndasledujici topologie: baze t; je tvofena mnoZinami {n}, n €

N \ {1} a mnoZinami osahujicimi 1 s kone¢nym dopliikem; baze t, je tvofena mnoZinami {n},n € N \ {2}

a mnozinami osahujicimi 2 s kone¢nym dopliikem. Ziejmé obé topologie jsou Hausdorffovy. Nicméné

topologie T = 7, N 7, neni Hausdorffova: Je-li U € t(1) C 7y(1),resp. V € t(2) C 12(2), pak U i V maji
konecny doplnék, atedy U NV # @.

o
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3.3. Generovani topologii

DEFINICE 38. Necht' (X, 7) je topologicky prostor. Systém B C 1 se nazyva baze t, pokud pro kazdou
otevienou mnozinu U C X plati U = | J{V € 8; V C U}.

DEFINICE 39 (Podprostor). Necht' (X, ) je topologicky prostor. Pokud ¥ C X,pako = {U NY;
U € 1} je topologie na Y. Prostor (Y, o) se nazyva podprostorem X .

DEFINICE 40 (Homeomorfismus). Necht' (X, 7) a (Y, o) jsou topologické prostory a f: X — Y je
zobrazeni. Pak f je homeomorfismus X na f(X)), pokud fi f~!: f(X) — X jsou spojité.

DEFINICE 41 (Projektivni generovani). Necht' X je mnoZina, (X;, t;), i € I, jsou topologické prostory
af:X — Xj,i €1,jsou zobrazeni. PoloZme

B={)f'0Vi): U en.FeFd)
i€F
Pro U € X polozme By = {B € 8; B C U}. Pak systém
1 ={U C X; U:U£U}
tvori topologii na X . Tato topologie se nazyva projektivné€ generovana prostory X; a zobrazenim f;,i € I.
TVRZENI 42. Necht’ X je mnoZina, (X, t;), i € I, jsou topologické prostorya f: X — X;, 1 € I, jsou
zobrazeni. Necht’ t je systém definovany v Definici|41| Pak plati ndsledujici tvrzeni.
(a) Systém t je topologie.
(b) Pokud (Y, o) je topologicky prostora f:Y — X je zobrazeni, pak f je spojité pravé tehdy, kdy? f; o f
Jje spojité pro kazdé i € 1.
DEFINICE 43 (Sou¢in prostorti). Necht' (X;, t;), i € I, jsou topologické prostory a X = [[,c; Xi.
UvaZzujme kanonické projekce p;: X — X;, j € I. Necht' 7 je topologie projektivné generovana timto
systémem. Pak t se nazyva soufinovi topologie.

TVRZENI 44. Operace podprostoru i soucinu zachovdvaji viastnosti T;, j € {1,2, 3, 3%}

TVRZENI 45. Necht' (X,,1s), n € N, jsou metrizovatelné prostory. Pak je prostor X = [[r—; X
metrizovatelny metrikou

p(x.y) =Y 27" min{o,(xn, ya), 1}, x = {xa},y = {ya} € X.

n=1
3.4. Kompaktni a lokalné kompaktni prostory

DEFINICE 46. Necht' (X, 7) je topologicky prostor.

(a) Pak X se nazyva kompaktni, pokud pro kazdé oteviené pokryti U prostoru X (tj. U sestava z
otevienych mnozin a K C | J W) existuje kone¢ny podsystém U’ C U spliujici K C (J U

(b) MnoZina A C X se nazyva relativné kompaktni, pokud je podmnoZinou kompaktni mnoZiny v X.

(c) Prostor X se nazyvé lokalné kompaktni, pokud kazdé x € X m4 bazi okoli tvofenou kompaktnimi
mnoZinami.

Je-li X Hausdorffiv, pak (b) je ekvivalentni tomu, Ze A je kompaktni, a (c) je ekvivalentni tomu, Ze
kazdy bod X ma néjaké kompaktni okoli.

LEMMA 47. Necht' (X, t) je topologicky prostor. Pak systém vSech kompaktnich podmnoZin X je
uzavieny na konecnd sjednoceni a libovolné priiniky.

TVRZENI 48. Necht’ X je kompaktni topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni.

(a) Kazdd uzaviend mnoZina v X je kompakitni.

(b) Je-li X Hausdorffit, je X je normdlni.

(c) Je-li X Hausdorffitv, je lokdlné kompaktni.

(d) Pokud Y je Hausdorffitv topologicky prostor a X je jeho podprostorem, je X v Y uzavieny.
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(e) PokudY je topologicky prostora f: X — Y je spojité, je f(X) kompaktni. Pokud X je prosté a Y je
Hausdorffiv, je f homeomorfizmus.

TVRZENI 49. Necht’ (X, t) je Hausdorffiiv topologicky prostor. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(a) Prostor X je kompaktni.

(b) KaZdy net v X md konvergentni podnet.

(c) Md-li neprdzdny systéem ¥ C P(X) sloZeny z uzavienych mnoZin konecnou priinikovou vlastnost (tj.
(\F' # 0 pro kazdou ¥’ C ¥ konecnou), je (| F # 0.

VETA 50 (Tichonov). Soucin kompaktnich prostorii je kompaktni.

LEMMA 51. Necht' X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv topologicky prostor. Pak kaZdd jeho oteviend
podmnoZina je lokdlné kompakitni.

TVRZENI 52. Soucin konecné mnoha lokdlné kompaktnich prostorii je lokdlné kompaktni.

DEFINICE 53. Necht’ (X, 7) je topologicky prostor.

(a) Je-li f: X — K funkce, mnozZinu supp f = {x € X; f(x) # 0} nazyvame nosi¢em funkce f.
Symbol C.(X) pak znaci prostor vSech spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em.

(b) Je-li X lokalné kompaktni, zna¢ime Cy(X ) prostor vSech spojitych funkci na X s vlastnosti, Ze pro
kazdé & > 0 je mnoZina {x € X; | f(x)| > e} kompaktni.

DEFINICE 54. Necht' (X, ) je lokdlné kompaktni Hausdroffliv prostor a « je bod do X nenalezici.
PoloZzme a X U {&} a definujme topologii 0 na X takto. Mnozina U C aX je o oteviend, pokud U N X je
T-oteviend a je-li « € U, pak existuje kompaktni mnozina F C X takovd, ze {a} U (X \ F) C U.

Prostor o X se nazyva jednobodové (nebo Alexandrovova) kompaktifikace X .

TVRZENI 55. Necht' (X, t) je lokdlné kompaktni Hausdroffitv prostor a aX je zkonstruovdno jako vyse.
Pak plati ndsledujici tvrzeni.
(a) Prostor aX je kompaktni Hausdorffiiv.
(b) Bod a je v uzdvéru X pravé tehdy, kdyZ X neni kompakini.
(c) Kazdé f € Co(X) dodefinujeme na f € C(aX) v bodé a hodnotou 0. Pak toto zobrazeni zprostiedko-
vavd izometricky izomorfisums Co(X) a{f € C(aX); f(x) = 0}.

VETA 56 (Urysohn a Tietze). Necht’ X je lokdlné kompakitni Hausdorffitv topologicky prostor. Necht’
K C X je kompaktni. Pak plati ndsledujici tvrzeni.
(a) Pokud U C X oteviend mnoZina splituje K C U, pak existuje f: X — [0, 1] spojitd splitujici f = 1
naKapf=0naX\U.
(b) Je-li g: K — K spoyjitd, existuje [ € C.(X) rozsSirujici g, kterd spliiuje || f || = ||g].

DUKAZ. Uvazujme kompaktifikaci «X. Pak K je uzaviena a U oteviend v X, a tedy (a) i (b) plyne z
normadlnosti prostoru o X .
O

VETA 57 (Stone-Weierstrall pro C(X, R)). Necht' X je kompaktni topologicky prostor. Necht’ A C
C(X, R) je vektorovy prostor obsahujici konstanty a oddélujici body X. Necht’ ddle

o A je algebra nebo

o A je svaz, tj. min{ f, g} a max{ f, g} jsou elementy A kdykoliv f, g € A.

Pak A je husty v C(X, R)).

VETA 58 (Stone-Weierstrall pro C(X, C)). Necht’ X je kompaktni topologicky prostor. Necht’” A C
C(X, C) je podalgebra uzaviend na komplexni sdruzovdni, obsahujict konstanty a oddélujici body X . Pak A
je hustav C(X, C).

VETA 59 (Stoneova-Weierstra3ova pro lokalné kompaktni prostory). Necht’ X je lokdlné kompaktni
topologicky prostor. Necht’” A C Cy(X, K) je podalgebra uzaviend na komplexni sdruzovdni, kterd oddéluje
body X a pro kazdé x € X existuje [ € A tak, Ze f(x) # 0. Pak A je hustd v Co(X, K).
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DUKAZ. Uvazujme prostor «X . Dodefinovanim funkci z Co(X, K) hodnotou 0 v « Ize predpokladat, Ze
A C C(aX,K). UvaZzujme systém

B={f+c, feAcekK}

Pak systém B spliuje predpoklady Véty atedy B = C(aX,K). (Méame totizpro f +cag+d v B
rovnost (f +¢c)(g +d) = fg+cg+df +cd,kde fg+cg+df € A)

Necht' f € Cy(X) je libovolna. Pak existuji g, € Aac, € K,n € N, takové, Ze funkce tvaru
fn = gn + ¢, konverguji stejnomérné k f. Jelikoz

0= f(a) = lim (gu(@) + ¢z) = lim ¢y,
n—00 n—>00
mame
gn=(gn+cn)—cn = fn+cn = f

Tedy A = Co(X,K).
O

TVRZENI 60. Necht’ X je kompaktni prostor. Pokud existuje spocetny systéem { f,; n € N} C C(X,R)
oddélujici body, je X metrizovatelny.

DUKAZ. Uvazujme zobrazeni

0: X > [[ (X)), 9(x) = {fu(x)}nen.

n=1

Pak [[,cn f2(X) je metrizovatelny a ¢ je homeomorfismus X na ¢(X). Tedy i X je metrizovatelny.
O

TVRZENI 61. Necht’ X je lokdlné kompaktni topologicky prostor se spocetnou bdzi. Pak existuji kom-
paktni mnoZiny K,, n € N, s ndsledujicimi vlastnostmi:

(a) K, CIntK, 4, pron € N.
(b) X =2, Kn.
(c) Pro kaZdy kompakt K C X existuje n € N takové, Ze K C Int K,,.

DUKAZ. Necht’ B je spocetnd baze otevienych mnoZin v X . Polozme A = {U € B; U je relativné kompaktni} |}
Pak A je také spoletnd baze otevienych mnozin v X. Vskutku, je-li G C X oteviend a x € G, pak existuje

U e B takova, ze x € U C G. ProtoZe U je okoli x a X je lokaln¢ kompaktni, existuje V' C U kompaktni
okoli x. Pak existuje W € B takové,ze x ¢ W C IntV,atedy W e Aax e W CV Cc U CG.

Necht A = {U,; n € N} anecht V,, C X jsou kompaktni takové, ze U, C V, pro kazdé n € N.
Indukci nyni sestrojime posloupnost kompaktnich mnozin {K,} takovou, Ze spliiuje (a) a U, C K, pro
kazdé n € N. V prvnim kroku polozime K; = V. Pfedpoklddejme nyni, Ze mame pro néjaké n € N
zkonstruovany kompakty K;, j € {l,...,n}, takové, ze K; C IntK;; pro j € {1,...,n — 1}. Diky
kompaktnosti K,, existuje N € N, N > n + 1 takové, ze K,, C U]I'V=1 U;. Polozme K, = UN V.

j=1
Pak K, 11 je kompaktni mnoZzina, kterd obsahuje U, +; a spliiuje to, Ze K,, C Uj.v=1 Ui CIntK,4;. Tim je
konstrukce ukoncena. Nalezena posloupnost o€ividné spliiuje (a) a (b). Je-li K C X libovolny kompakt, pak
existuje n € N takové, ze K C Jj_, U; C Int K.
O

TVRZENI 62. KaZdd shora polospojitd funkce na neprdzdném kompaktnim prostoru nabyvd maxima.

DUKAZ. Necht' X je kompaktni prostor a f je shora polospojitd funkce na X. PoloZzme o = supy f
a necht’ {o,} C R je rostouci posloupnost s limitou «. Pak mnoziny K, = {x € X; f(x) > «,} jsou
neprdzdné a kompaktni a systém {K,} je centrovany. Existuje tedy x € (),=, K,. Dle definice je oviem
nutné f(x) = a.

O
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3.5. Cechova-Stoneova kompaktifikace
VETA 63. Necht’ X je iplné reguldrni topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Existuje kompaktni prostor Y a homeomorfni zobrazeni ¢: X — Rng¢ C Y takové, Ze Rng ¢ je husty
v Y apro kaZdou f € CP(X) existuje pravé jedna funkce g € C(Y) takovd, Ze f(x) = g(e(x)),
x € X.
(b) Pokud Y1, Y, jsou kompaktni prostory splitujici (a), pricemZ ¢;: X — Y;, i = 1,2, je prislusnd
vnoreni, existuje surjektivni homeomorfismus ¢: Y1 — Y, takovy, Ze ¢(¢1(x)) = ¢2(x), x € X.

DUKAZ. (a) Uvazujme komutativni B*-algebru s jednotkou 4 = C?(X). Pak Y = A(A) je kompaktni
prostora I': A — C(Y) je izometricky *-izomorfismus. Uvazujme zobrazeni ¢: X — Y definované jako

ex)=¢x: f > f(x), feA xelX.

Pak ¢ je poZadované zobrazeni.

Vskutku, necht’ {x;} je usmérnény soubor v X. Pokud konverguje k x, pak pro kazdé f € A plati
f(xi) = f(x), coz podle definice topologie na ¥ znamend e, — . Tedy ¢ je spojité. Pokud e, — &, v
Y, necht U je dané okoli x. Nalezneme funkci f € C?(X) takovou, e f(x) = 1 a f = 0 vné U. ProtoZe
f(xi) = ¢ex,(f) = ex(f) = f(x), existuje i; € I takové, Ze proi > io plati | f(x;)| > 0. Pro tato i je tedy
x; € U. Ovéfili jsme tak, Ze x; — Xx, tj. € je homeomorfismus.

Dale ukazeme, zZe
ve(X) je husty v Y. Kdyby tomu tak nebyl, existovala by nenulova funkce g € C(Y') spliiujici g = O na
e(X). Pak je funkce f = I'"'g nenulov4, ale pro x € X plati

S(x) =ex(f) = I'f)(ex) = g(ex) = 0.
Tedy f = 0, coz je spor.
Je-linyni f € C?(X) libovoln4, pak funkce g = I'f spliiuje
glex) = (I'f)(ex) = ex(f) = f(x), x€X.
Tedy € a Y jsou hledané objekty.

(b) Necht' Y; a ¢;, i = 1,2, spliiuji (a). Oznaéme A; = C(Y;),i = 1,2. Pro g € C(Y,) uvazujme
jednoznacné urcenou funkci i (g) € C(Y7), kterd spliiuje i (g)(¢1(x)) = g(¢2(x)), x € X.Paki: A; - A,
je izometricky *-izomorfismus. Tedy i’ — A] — A je homeomorfismus A(A4;) na A(A,). Necht

10.86

e;i = A(A;) jsou homeomorfismy z Piikladu Polozme ¢ = &, o i’ o ¢;. Pak ¢ je homeomorfismus
Y1 na Y,, ktery pro kazdé x € X spliiuje rovnosti

g(p(P1(x)) = g((7" 0 i 0 81 0 P1)(x)) = ((i" 0 &1 © 1) (x))(g)
= (61(91(x)) (i (g)) = i(g)(P1(x)) = g(P2(x), g € C(Y2).
Tedy ¢ (¢1(x)) = ¢-(x) a dlikaz je hotov.

3.6. Souvislé prostory
DEFINICE 64. Necht' (X, 7) je topologicky prostor.

(a) Prostor X se nazyva souvisly, pokud neexistuji neprazdné, oteviené, disjunktni mnoziny U,V C X
spliujici X = U U V.

(b) Prostor X se nazyva lokalné souvisly, pokud pro kazdé x € X existuje baze okoli x ze souvislych
mnozin.

(c) Prostor X se nazyva kiivkové souvisly, pokud pro kazdé x, y € X existuje spojité zobrazeni f : [0, 1] —
X spliyjici £(0) =xa f(1) = y.

(d) Pro x € X oznaCme

Cx = | J{C c X: C souvisld, x € C}

(souvislou) komponentu bodu x.

TVRZENI 65. Necht’ (X, t) je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni.
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(a) Komponenty X jsou souvislé uzaviené podmnoZiny X. Pokud x,y € X, pak bud’ Cy = C,, nebo
c:nNCy, =0.

(b) Je-li X lokdlné souvisly, jsou komponenty souvislosti oteviené.

(c) Krivkové souvisly prostor je souvisly.

(d) Je-li X souvisly, Y topologicky prostora f: X — Y spojitd, pak f(X) je souvisly.

PRIKLAD 66. Kazd4 konvexni podmnozina normovaného linedrniho prostoru je souvisla.

LEMMA 67. Necht’ X je topologicky prostoraV-C U C X. Jestlize 0V N U = 0, pak
V= U{C ; C je komponenta U protinajici V'}.

DUKAZ. C Pro x € V stali vzit komponentu U obsahujici x.
O Necht' C je komponenta U, ktera protind V. Jelikoz X = Int V U3V U (X \ V), plati dle predpokladu
U CIntV U (X \ V). MnoZina C proto musi byt obsaZena ve V, nebot’ v opaéném pifpadé by mnoZiny
CNIntVaC N(X\ V) tvorily rozklad C na dvé disjunktni neprazdné relativné oteviené mnoZiny.
O

3.7. Metrizovatelnost

H BN |piedélat pomoci Weilova pseudometrizacniho lemmatu - Schechter]

VETA 68. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor se spocetnou bdzi okoli 0. Pak existuje zobrazeni
p: X — [0, +00) takové, Ze
(a) p(Ax) < p(x) pro kazdé x € X a A € K spliujici |A| <1,
(b) prokazdé x,y € X plati p(x + y) < p(x) + p(y),
(c) p(x) = 0 prdvé tehdy, kdy? x = 0, BB [pseudo!]
(d) metrika p(x,y) = p(x —y), x,y € X, generuje t.

Prostor (X, t) je tak metrizovatelny.
DUKAZ. Krok 1. Zvolime bazi {V,,;; n € N} vyvazenych okoli 0 spliujici
Vigi +Vay1 CVy, neN. 3)

Necht' ¥ (N) znadi systém vSech neprazdnych, kone¢nych podmnozin N. Pro kazdou F' € ¥ (N) konecnou

poloZime
VE=Y Vi a pp=_ 27"
neF neF
Nejprve si rozmyslime, Ze funkce ¢: ¥ (N) — [0, 1) definovand jako q(F) = pF je prosta. To vSak

n+m

ihned plyne z faktu, ze 27" > Y ;" 27F pro kazdé n,m € N.

Ukédzeme nyni, Ze kdykoliv dvé mnoziny F;, I, € ¥ (N) spliuji pr, + pr, < 1, existuje mnoZina
F € ¥ (N) takovd, Ze pr = pr, + PF,. Navic pak plati Vr, + Vg, C VF. Dikaz provedeme indukci podle
poctu prvki mnoziny F;.

M¢éjme mnoziny F; € ¥ (N) a F, = {/},kde [ € N, dany. Pokud / ¢ F, staci polozit F = F; U F,.

Pokud by platilo F; N [1,1] = {1,...,1}, dostali bychom spor s nerovnosti pr, + pr, < 1. Tedy lze
definovat j = max ({1,...,/} \ F;). Oznalime

Ai=FN[l,....j=1, A=Fn[j+Ll={+1,....0} a As=F N[ +1,+o0).

Polozime

Pak F' ma poZadované vlastnosti.
Plati totiz

PF, + PF, = Pay + Py+1,...03 + pay = Pyy = pa, + pyiy + pa; = Pr.
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Déle diky(3) mame
Ve, + Ve, =Va, + Vi, + Vas + Vg CVay, + Vigy + Vay = V.

Predpoklddejme nyni, Ze pro néjaké n € N je tvrzeni ovéfeno pro kazdou mnoZinu F; € ¥ (N) a kaZdou
n-prvkovou mnozinu H € ¥ (N). Necht F, € ¥ (N) je ma n + 1 prvkli. OznaCme m = max F,. Pak
H = F, \ {m} man prvki, a tedy podle induk¢niho predpokladu existuje mnozina F’ € ¥ (N) takova, Ze
pr = pr, + pa aVp, + Vg C Vr.. Nadvojici F' a {m} nyni opét aplikujeme induk¢ni predpoklad, a
obdrzime tak mnozinu F € ¥ (N) splilujici

.....

PF=pr +Ppm a Vi+Vim CVr.
Pak
PF = PF’ + Pimy = PF, + PH + Pim} = PF, + PF,

Tim je dlikaz existence F' dokoncen.

Diky prostoté funkce ¢ je navic F' jednoznacné urcena.
Krok 2. Ukézeme, Ze plati

Vi e NVF e F(N): prp<2™ = n<minF = Vg CV,. 4)

Diikaz provedeme indukci podle poctu prvkii mnoziny F. Necht' F je jednoprvkovd mnoZina. PiSme
F = {k},kde k € N. Necht n € N je dano. Pokud pr = 27% < 27", zjevné n < k = min F. Tato
nerovnost pak zfejmé implikuje Vg = Vi C V.

Ptredpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro kazdou m-prvkovou podmnoZzinu N. Necht’ F' = {ky, ..., kp+1}1
kde k1 < ky < +++ < kpy4+1 jsou Cisla v N, je ddna. Nerovnost pr < 27" zjevné implikuje n < min F.
Predpokladejme nyni tuto nerovnost a oznacme F’ = {kj,...,ky+1}. Pakn +1 <k; <min F’ a F' je
m-prvkova. Proto

Ve = Vi, + (Vio + - 4 Viysr) C Vot + Ver C Vot + Vad C V.

Tim je(@) ovéreno.
Krok 3. Definujeme

inf{pr; x € Vr, F € F(N)}, x € Uperm VF,
1, jinak.

p(x) = x € X.

Ové&fime nyni pro funkci p vlastnosti (a)—(d). Pokud A € D a x € X, pro kazdou F € ¥ (N) plati
Ax € Vg, pokud x € V. Tedy (a) plati.

Dale ovétfime (b). Necht’ xq, x, € X jsou dany. Pokud p(x;) + p(x2) > 1, pozadovana nerovnost zjevné
plati. Pfedpokladejme tedy opa¢nou nerovnost a zvolme ¢ > 0 takové, Ze p(x;) + p(xz) + 2¢ < 1. Necht
nyni F, F, € F(N) spliuji x; € Vi, a pr, < p(x;) +¢,i = 1,2. JelikoZ pr, + pr, < 1, existuje pravé
jedna mnozina F € ¥ (N) spliwjici pr = pr, + pr,. Diky prvnimu kroku plati Vg, + Vg, C V. Tedy
X1 + x, € VF, aproto

p(x1+x2) < pr = pr, + PR, < p(x1) + p(x2) + 2e.

Tim je vlastnost (b) ovéfena.
Diéle pro mnoZiny
B, ={x € X; p(x) =r}, r€[0,+00),
plati inkluze
Bz—(n-i—l) C Vn C Bzfn, n € N. (5)
Vskutku, inkluze V,, C By—» je ziejma, nebot’ p(x) < 27", kdykoliv x € V. Pokud je vSak p(x) <
2-+D “existuje F € ¥ (N) spliujici pr < 2™ ax € Vi. Pak x € V, diky(@).
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Z(3) nyni plyne vlastnost (c), nebot’

o0
x=0<:>x€ﬂVn<:>p(x)=O, x € X.
n=1
Nakonec ovéfime (d). Necht' t,, znaci topologii generovanou metrikou p. Z(3)) pak plyne, Ze baze okoli 0
V Tp, totiZ systém {B,; r > 0}, je téZ baze okoli 0 v t. Z({5)) vSak také plyne, Ze 7(0) je baze okoli 0 v 7.
JelikozZ je metrika p translané invariantni, topologie 7 a 7, splyvaji.
O

3.8. Borelovské mnozZiny a funkce

DEFINICE 69. (a) Necht' (X, t) je topologicky prostor. Symbolem Bs(X') ozna¢ime o-algebru generova-
nou t.

(b) Necht’ (X, 1) a (Y, 0) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak f je borelovské,
pokud f~1(V) € Bs(X) pro kazdou V € o.

TVRZENI 70. Necht’ X je topologicky prostor a Y C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni.
(a) Plati
Bs(Y) ={Y N B; B € Bs(X)}.
(b) PokudY € Bs(X), pak Bs(Y') C Bs(X).

DUKAZ. (a) PiSme ¢ pro topologii Y. Oznaéme A = {Y N A; A € Bs(X)}. Zjevné je A o-algebra
obsahujici oteviené mnoziny Y, a tedy Bs(Y) C #4. Necht’ nyni B je libovolnd o-algebra v Y obsahujici 0.
Polozme
€E={CCX;YNC e B}
Pak € je o-algebra v X obsahujici t. Tedy € D Bs(X), z ¢ehoZ plyne A C B. JelikoZ B byla libovolna,
plati A C Bs(Y).
Tvrzeni (b) nyni plyne z (a).
O

TVRZENI 71. Necht’ X, Y, Z jsou topologické prostory. Necht’ f: X — Y ag: Y — Z jsou borelovskd
zobrazeni. Pak plati ndsledujict tvrzend.
(a) Pro kaZdou B € Bs(Y) plati f~'(B) € Bs(X).
(b) Zobrazeni g o f je borelovské.

DUKAZ. (a) OznaCme
B={BCY; f7(B) e Bs(X)}.
Pak B je o-algebra obsahujici oteviené mnoziny prostoru Y, a tedy Bs(Y) C B.
Tvrzeni (b) okamZité plyne z (a).

4. Teorie miry

LEMMA 72. Necht' (X, &) a (Y, T) jsou méritelné prostory a 8§ x T je soucinovd o-algebrana X x Y.
Je-li A e 8 xT,pakcard{A*; x € X} <c,kde A ={yeY; (x,y) € A}.

DUKAZ. Oznaéme 4 = {A C X xY; card{4*; x € X} < c}. UkédZeme, Ze + je o-algebra. Protoze kazdy
méfitelny obdélnik zjevné lezi v A, plyne odtud, Ze § x T C A, coz dokazuje tvrzeni lemmatu.

Plati, ze {(X x Y)*; x € X} = {Y},atedy X xY € A. Ddlepro A C X xY ax € X je
Y\A* = (X xY \ A)*. Zobrazeni ®: M +— Y \ M tedy zobrazuje {A*; x € X} na {(X xY \ A)*;
x € X}, odkud plyne, Ze X x Y \ A € +A kdykoli 4 € A.

Necht’ nyni {4,}72, C +. Pak pro kazdé n € N existuje prosté zobrazeni ¥, : {A}; x € X} — (0, 1).

Je-li M € {(Unz, A,,)x; x € X}, pak zvolme libovoln& x € X tak, ze M = (Ur—; A,,)x, a polozme



ODDIL 4. TEORIE MIRY 343

(M) = (Vu(AD)) ., € (0.DN. Pak : {(Us2, An)™; x € X} — (0, DN je prosté: Je-li (M) =
W(N), pak existuji x, y € X takova, zZe M = (|p— An)x, N=(Uz, 4 ) a ¥, (AY) = ¥, (4;) pro

n=1 n=1

kazdé n € N. Z prostory ¥, dostaneme, Ze A¥ = Ay, pro kazdé n € N, coz znamend, ze (|2, 4,)" =
US2, 4F = U2, 45 = (U2, 4,)”, neboli M = N. Odtud jiz snadno plyne, Ze | 52, 4, € .
O

4.1. Nezaporné miry
Nasledujici tvrzeni je pifimym dusledkem Lebesgueovy véty o konvergenci (pfipadné zobecnéné véty
Leviho).

DUSLEDEK 73. Necht’ (82, i) je prostor s mirou a E, E, C $2 jsou méfitelné podmnoZiny splitujici
bud E, C E 41 prokazdén €e N a E = Uflozl E, nebo E 1, C E, prokaidén €¢ Na E = ﬂflozl E
Necht' ddle [ € L,(n), 1 < p < oo. Pak ||xgf — xE, fll, — 0. Specidlné, v pripadé p = 1 plati
Jg, fduw— [¢ fdu
DUKAZ. Posloupnost { x g, f } konverguje bodové k yg f aprokazdé n € N plati |yg f — xg, f|1? < |f|?.
Podle Lebesgueovy véty tedy ||y f — x£, f 7 = [olxef — £, f17 di = 0.

O

VETA 74 (Holderova nerovnost). Necht’ (82, ju) je prostor s mirou, fi,..., f, jsou nezdporné méritelné
funkcena Q2 aay, ... o, > 0spliuji Yy \_, «; = 1. Pak

Lflmfnduf (/gflo}ld“)alm(/gfn“l”du)an

DUKAZ. Pouzijeme matematickou indukci dle n € N. Pron = 1 je nerovnost trividlni. Pfedpoklddejme,
Ze tvrzeni plati pro n € N. Necht' f1,..., f,+1 jsou nezdporné méfitelné funkcena 2 aay,...,ap41 >0

spliuji Y ' 7l @; = 1. Polozme o = Y /_ o > 0,p = 1, ¢ = = fi-fuag = fur1. Pak

an—H

% + é = 1, a tedy podle Hélderovy nerovnosti pro f a g mame

o= () (o) = (st (] )

PoloZime-li B; = %2 > Oproi = 1,...,n, pak Yo', Bi = 1, atedy dle induk&niho pfedpokladu pouZitého

1 1
na funkce f,,..., f,* dostaneme

/fl - du<(/ fllz% ) ( FEh g )ﬂn=(Lflédu)?---(/gfn"‘l”du)?,

coz v kombinaci s nerovnosti vyse dava pozadovany vysledek.
O

VETA 75. Necht’ (§2, 8) je méFitelny prostor, )L je mirana 8 a g: 2 — [0, +00] je nezdpornd mé¥itelnd.
Pak mnoZinovd funkce definovand predpisem

V(E) =[Egdu

/Qfdvzfgfgdu

pro kaZdou redlnou f € L*(v) MBB/Co to znaci?], resp. pro kaZdou komplexni f € L{(v).

pro kaZdou E € 8 je mira na 8 a plati

DUKAzZ. Fakt, Ze v je mira a Ze integrlni vzorec plati pro kazdou nezapornou méfitelnou f je znamy (viz
napi. [R|, Véta 1.29]). Pro redlnou f € L*(v) méme [, fdv = [, frdv— [, f~dv = [, ftgdu—

Jo fTgdu = [o(fe)Tdu — [o(fg)"du = [, fgdu. Pro komplexni f € L;(v) pak [ fdv =
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JoRe fdv+i [oIm fdv = [,(Re flgdu +i [o(Im flgdu = [oRe(fg)du +i [, Im(fg)du =
Ja fedu.

O
Necht’ u, v jsou miry na o-algebie §. Fakt, Ze u(E) < v(E) pro kazdou E € § budeme znacit u < v.

LEMMA 76. Necht' (82, 8) je méFitelny prostor a p, v jsou miry na 8. Je-li i < v, pak [, fdu <
[o f dv pro kaZdou nezdpornou méFitelnou f : §2 — [0, +00].

DUKAZ. Diky linearité integralu nerovnost zjevné plati pro nezaporné jednoduché méfitelné funkce. Piecho-
dem k supremu obdrZzime nerovnost pro obecné nezdporné méritelné funkce.
O

TVRZENI 77. Necht' (52, 8) je méFitelny prostor a (, v jsou miry na 8. Pak funkce pu+v na § definovand
jako (u +v)(E) = u(E) +v(E)pro E € 8 jemiraa [, fd(u+v) = [, fdu+ [, f dv pro kazdou
nezdpornou méritelnou f: 2 — [0, +o00]. Ddle je L1(u + v) = Li() N L1(v) a vzorec plati téZ pro
kaZdou f € Li( + v).

DUKAZ. Funkce u + v je zjevné nezapornd a (u + v)(@) = 0+ 0 = 0. Jsou-li £, € 8, n € N po dvou
disjunkent, pak (1 + v)(USZ, En) = 202, (En) + Yoy v(En) = Y0, (1 + v)(En). Tedy ft + v je
mirana §.

Snadno je vidét, ze vzorec [, f d(u+v) = [, fdu+ [, f dv plati pro jednoduché méfitelné funkce f .
Je-linyni f: £2 — [0, +o00] méfitelnd, pak existuje neklesajici posloupnost nezdpornych jednoduchych
méfitelnych funkei {s, } konvergujici bodové k f. Pak dle véty Leviho plati [, f d(u+v) = lim [, s, d(u+
v) = lim( [ sndp + [ sadv) = [ fdu+ [, fdv.

Kone¢né, ze vzorce [,| fd(pn +v) = [o| fldu+ [o]f|dv pro f méfitelnou dostdvame, ze L (i) N
Ly(v) C Li( + v). Na druhou stranu, je-li f € Ly(u + v), pak dle Lemmatu 76| plati [,|f]dp <
Jol fld(+v),atedy f € Ly(n). Analogicky obdrzime, ze f € L;(v). Nazdvér spocteme, Ze [, f d(u+
7) ?/_Q fr d(M+V)_f_Q STdu+v) = fg fr dM"’fQ fr dv_(fg fo dM"’fQ f- dv) = fg S dp+

o f dv.

O

4.2. Regularita mér

Ctendt, ktery neni sezndmen s pojmem topologického prostoru, si miZe nize vSude misto pojmu
,topologicky prostor* dosadit pojem ,,metricky prostor*.

DEFINICE 78. Necht' X je topologicky prostor, § je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a
je mira na §. Rekneme, Ze i je

e zevné regularni, pokud pro kazdou E € & plati u(E) = inf {,u(G); GDEG otevfené};
e zevnitf regularni, pokud pro kazdou E € & plati u(E) = sup {,u(F ); FCE,F uzavfené};
e tésnd, pokud pro kazdou E € & plati u(E) = sup {,u(K ); KCE, K kompaktm’}.

EEM([regularni: termin bych pouzil jen pro M(K), zevne+zevnitr+konecna na kompaktech; nebo:
zevne+tesna+konecna na komp. ]

LEMMA 79. Necht’ X je topologicky prostor, 8 je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a p je
tésnd konecnd mira na 8. Pak pro kaZdou E € 8 a pro kaZdé ¢ > 0 existuji kompaktni K C X a oteviend
G C X takové, Ze K C E C Gau(G\K) <e.

DUKAZ. Diky t€snosti existuji kompaktni mnoZiny K C Ea H C X \ E takové, ze u(K) > u(E) — 3
ap(H) > u(X\E)—5.Polozme G = X \ H.Pak G jeoteviend, K C EC GaG\E = (X\H)\E =
X\NH)N((X\E) = X\E)\H.Tedy (G \ E) = p(X \ E)\ H) = p(X \ E) — u(H) < 3.
Dohromady (G \ K) = u(G\ E) + W(E\ K) = p(G \ E) + n(E) —n(K) < 5 + 5 =e.

O
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LEMMA 80. Necht’ X je topologicky prostor, 8 je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a pu je
o -konecnd zevné reguldrni mira na §. Pak pro kaZdou E € § a pro kazdé ¢ > 0 existuji uzaviend F C X
a oteviend G C X takové, Ze F C E C G a u(G \ F) < &. Specidlné, | je i zevnitF reguldrni.
DUKAZ. Necht {4,} C & je posloupnost mnoZin kone¢né miry splifujici X = | ,—, An. Z vn&jsi regularity
plyne pro kazdé n € N existence oteviené G, C X takové,ze G, O ENAy a u(Gy) < p(ENAy) + 50571 <
+o00. Pak u(G, \ (E N Ap)) = n(Gy) — w(E N Ay) < 557. PoloZzime-li nyni G = U2, Gu, pak G je
oteviend a E C G. Dile je snadno vidét, 7e G \ E C | Jr—; G, \ (E N A4,), a tedy

o0

“<G\E)5M(UGn\<E”An)) =Y G\ ENA) <Y 57 =5

2

n=1 n=1
Aplikujeme-li nyni jiZ dokazanou ¢ast na mnoZinu X \ E, pak dostaneme otevienou U C X spliujici
X\ECUauU\(X\E)) <5.Polozime-li F = X \ U, pak F je uzaviend, F C Eau(E\ F) < 3.
Tedy (G \ F) = w(G\ E) + p(E\ F) <e.
O
LEMMA 81. Necht’ X je topologicky prostor a ju je borelovskd mira na X takovd, Ze X = |~ Uy,
kde U, C X jsou oteviené a u(Uy,) < +o0. Je-li E C X typu F,, pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje uzaviend
F C E takovd, Ze w(E \ F) < &.

DUKAZ. Polozme H = X \ E. Pak H je Gg, takze H = ﬂf;l H,,kde H, C X jsouoteviené a H, 1 C
H, pro kazdé n € N. Polozme H¥ = H N Uy a H,{‘ = H, N U pro k,n € N. MnoZiny H,{‘ jsou
oteviené, H* = (02, HX prokazdé k € N a H = |J;2, H*. Pro pevné k € N je HF,, C H} pro
kazdén € N a u(H¥) < u(Uy) < +o00, takze lim, 00 st (H¥) = w(H¥). Existuje tedy nyx € N takové, Ze
W(HY ) < w(H*) + % . Odtud plyne, 7e n(HY \ H*) < £ . Konetn¢, definujme G = | J;—, HY . Pak G
jeoteviend, H C Ga G\ H C \UpZ(HFX \ H*). Tedy u(G\ H) < Y32, % = &.

Na zavér staci polozit F = X \ G.

O

LEMMA 82. Necht’ X je topologicky prostor, 8 je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a p je

mira na 8 takovd, Ze X = Jpe Uy, kde U, C X jsou oteviené a u(Uy,) < +o00. Pak systém

A = {A € &; pro kaZdé ¢ > 0 existuji uzaviend F C X a oteviend G C X takové,
ZVeFCACGa,u(G\F)<8}.
je o-algebra.

DUKAZ. Zjevné X € A (staCi vzit F = G = X). Ddle necht’ A € A a e > 0. Necht’ uzaviena F C X
aotevienda G C X jsou takové,ze F C A C Gau(G\ F) <e. Pak X\G C X\AC X\F
apu((X\ F)\ (X \G)) = u(G \ F) <e. Odtud plyne, 7e X \ A € A.
Konecné, necht’ A, € A pron € N anecht ¢ > 0. Pro kazdé n € N necht’ uzaviend F,, C X a oteviena
G, C X jsou takové, Ze F, C A, C Gy a (G, \ Fyy) < 5:57. Polozme G = | J,2, G, a E = ;2| Fy.
Pak G je oteviend, E je Fy, E C | Uye; An C G a (G \ E) < (U= Gn \ F») < £.Dle Lemmatu
pak existuje uzaviend F C E takovd, Ze u(E \ F) < Z,atedy u(G \ F) <e.
O

VETA 83. Necht’ X je topologicky prostor takovy, Ze kaZdd oteviend mnoZina je F, (napr. metricky
prostor), a necht’ w je borelovskd mira na X takovd, Ze X = |Jpwy Un, kde U, C X jsou oteviené
a w(Uy,) < 4o00. Pak | je zevné i zevnitr reguldrni. Je-li navic X Ky, pak pu je dokonce tésnd.

DUKAZ. Systém A z Lemmatu |82|je o-algebra, ktera diky pfedpokladu a Lemmatu 81| obsahuje oteviené
mnoziny, a tedy je rovna borelovské o-algebfe na X. To znamenad, Ze u je zevné i zevnitf regularni. Je-li
navic X Ky, pak pro kazdou uzavienou F C X existuje neklesajici posloupnost kompaktnich mnozin { K, }
takovd, ze F = (Jr—, K, takZe u(F) = lim u(K,) = sup{u(K); K C F, K kompaktni}. Odtud snadno
plyne, Ze u je tésnd.

O
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VETA 84 (Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin (1912)). Necht’ X je topologicky prostor, 8 je o-algebra na X
obsahujici borelovské mnoZiny a | je o -konecnd zevné reguldrni mira na §. Pak pro kaZdou -méritelnou
funkci f: X — K ae > 0 existuje F C X uzaviend takovd, Ze w(X \ F) < ea f | F je spojitd.

DUKAZ. Necht {U,; n € N} je bdze otevienych mnoZin v K. Pro kazdé n € N najdeme z Lemmatu [30]
uzavienou F, C X a otevienou G, C X tak,7¢ F, C f~'(Uy) C G, a u(G, \ F) < #%. Pak je
F = X\ U;2,(Gy \ F,) uzaviend a plati, Ze u(X \ F) < 2. Restrikce f |'F je pak spojitd, protoZe pro
n € N jemnozina (f | r)"1(U,) = f~Y(U,) N F = G, N F oteviena v F. (Posledni rovnost plyne z toho,
7eG,NF CF,)

O

DUSLEDEK 85. Necht’ X je normdlni topologicky prostor, 8 je o-algebra na X obsahujici borelovské
mnoZiny, | je o-konecnd zevné reguldrni mira na 8§ a f: X — K je u-méfitelnd funkce. Pak plati
ndsledujici:

(a) Existuje posloupnost { f,,} spojitych funkci na X takovd, Ze f, — f p-skoro viude a sup,.cx|fn(x)| <

sup,ex| f(x)| pro kaZdé n € N.

(b) Existuje borelovskd funkce g na X rovnajici se f j-skoro vsude.

DUKAzZ. Dle Véty [84] existuje posloupnost { H,} uzavienych mnozin v X takova, ze f g, je spojitd
auw(X\Hy) < % PoloZzme F,, = U;’l:l H;. Pak F, jsou uzaviené mnoZziny takové, ze F;y C F, C F3 C ---,
w(X\ Fp) <u(X\ Hy) < % a f ['r, je spojitd. Vskutku, je-li F C K uzaviend, pak

(Y e)TE) = [ ta) N (F),

Jj=1

pricemz mnoZiny ( f FHJ.)_I(F) jsou uzaviené v H;, atedy i v X. Proto je (f |'r,) ' (F) uzaviend v X,
atedyiv Fj,.

Polozime-li A = | -, Fy, pak A je borelovskd a (X \ A) < u(X \ F,) < % pro kazdé n € N, takze
n(X \ A4) =0.

(a) Dle Poznamky 10| existuji spojité funkce f,: X — K takové, Zze f, = f |'F, a sup,ex| fu(x)] <
SUp,er, | f(X)] < sup,cx|f(x)| pro kazdé n € N. Pro kazdé x € A existuje no € N tak, Ze x € F, pro
n > ng,atedy f,(x) = f(x)pron > ny. To znamend, Ze f, — f bodové na A.

(b) Funkce g = x4 f je rovna f skoro vSude. Ukazme, Ze je borelovskd: Necht’ G C K je libovolna
oteviena mnoZzina. Je-li 0 € G, poloZme B = X \ A, jinak polozme B = @. Pak

o0 o0
g G =((X\Hng ' @)U J(Fang(G) =BU | JSf1r)TG).
n=1 n=1
Pro kazdé n € N je ov§em mnoZina (f | r,)~!(G) oteviend v F,, a tedy borelovské v X . Proto je g7!(G)
borelovska.
O

4.3. Nosi¢ miry

DEFINICE 86. Necht’ X je topologicky prostor a i je mira na X definovand alespoii na borelovskych
podmnoZzinach X . Pak nosi¢ u je definovan jako supp u = X \ (J{G C X oteviend; u(G) = 0}.

Nosi¢ miry u je uzaviena mnozina.

FAKT 87. Necht' X je topologicky prostor a i je nenulovd mira na X definovand alespori na borelovskych
podmnoZindch X. Je-li u tésnd na otevienych mnoZindch, pak (X \ supp ) = 0 a pu(supp u) > 0.

DUKAZ. Polozme U = | J{G C X oteviend; u(G) = 0}.Je-li K C U kompaktni, pak existuji Gy, . .., G, C}}
X oteviené takové, ze u(G;) = 0a K C U;-lzl G;. Odtud plyne, Ze u(K) = 0. Pak ov§em pu(U) =
sup{u(K); K C U, K kompaktni} = 0. Dale u(supp ) = u(X) — u(U) = u(X) > 0.

O
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TVRZENI 88. Necht’ X je topologicky prostor, 8 je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a |
je konecnd mira na 8 tésnd na otevienych mnoZindch. Je-li supp u = {x} pro néjaké x € X, pak existuje
¢ € (0, 400) takové, Ze i = cby.

DUKAZ. Polozme ¢ = pu({x}). Pak ¢ € (0, 400) dle Faktu[87] Necht' E € §.Je-li x ¢ E, pak u(E) <
w(X \ supp ) = 0 dle Faktu[87] Je-li x € E, pak u(E) = u({x}) + w(E \ {x}) = ¢ + 0 = ¢. Tedy
U= .

O

4.4. Komplexni miry
Pfipomenime, Ze u je komplexni (resp. znaménkovd) mira na o-algebte & jestlize u: § — C (resp.
p: 8 — R) splije u(lUneq An) = Y pey 1(An) pro libovolné A4, € 8,n € N po dvou disjunktni.
HEEE[nckonecna?]
Dale ptipomenme, Ze variace miry u je funkce || definovana na & predpisem

|nl(A) = sup{Z|u(Aj)|; Ay,...,A, €8, A; C Apodvoudisjunktni,n € N¢.
j=1
Variace komplexni miry je kone¢nd nezdpornd mira a je to nejmensi nezadpornd mira, kterd majorizuje funkci
A |u(A4)| ([R] kapitola 6]).

Ozna¢me Re i, Im i : § — R mnoZinové funkce definované vzorci (Re )(E) = Re(u(E)) a(Im w)(E) =}
Im(u(E)) pro E € &. Pak Re u a Im i jsou znaménkové miry: Jsou-li 4, € §,n € N po dvou dis-
junktni, pak (Re w)(Un—; 4;) = Re(X e, u(An)) = Y_ne; (Re w)(A,) diky spojitosti a aditivit€ funkce
zZ — Re z. Analogicky pro Im pu.

Ozna&ime-li Jordaniv rozklad znaménkové miry v jako v = vt — v, pak u = Repu +ilmpu =
Re )™ — (Rep)™ +i(Imp)* —i(Im ).

LEMMA 89. Necht’ ju je komplexni mira na o-algebre 8. Pak |Re | < ||, Impu| < |u| a |pn| <
[Re pt| + [Im u| = (Re )™ + (Re )™ + (Im p)* + (Im 1)~

DUKAZ. Plati |Re u(E)| < |u(E)| pro kazdou E € §. Odtud snadno plyne, Ze |Re | < |u| a analogicky
pro Im . Na druhou stranu, pro E4, ..., E, € & plati

SIED] = 3/ Re w(E)) + (mu(E))> < 3 [Re p(Ep)| + Y [im u(E)].
j=1 j=1 j=1

j=1
odkud plyne, ze || < |Re u| + |[Im w|.
O

LEMMA 90. Necht’ i je komplexni mira na o-algebie §. Pak |j1|(A) < 4supgcs gc 4l (E)| pro kaZdou
Aes.

DUKAZ. Oznatme M = supgcs gc4|i(E)|. Necht je nejprve u redlnd. Jsou-li Ay,..., A, € 8, 4; C A
po dvou disjunktni a ozna¢ime-li I = {1,...,n}a It = {j € I, u(A4;) > 0}, pak Z?=1|/,L(Aj)| =
Zjeﬁ wn(A;) — Zje]\1+ u(4;) = :“(Ujeﬂr Aj) - M(UjeI\IJF Aj) <2M.Tedy |u|(A) <2M.
Je-li nyni p komplexni, pak s vyuZzitim Lemmatu [89| a predchoziho odhadu obdrzime, Ze |u|(A) <
IRe u](4) + [Im 1| (A) < 2supges pcalRe(E)| + 2supges pcallmpu(E)| < 4M.
O

Rekneme, zZe komplexni mira u je zevné€ reguldrni, resp. zevnitf regularni, resp. t€snd, pokud jeji vari-
ace || ma prislusnou vlastnost.

VETA 91. Necht’ X je topologicky prostor, 8 je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny, | je
o -konecnd zevné reguldrni nezdpornd mira na 8 a v je komplexni mira na § spliiujici v < . Pak |v| je
zevniti' i zevné reguldrni.
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DUKAZ. Necht E € § ag > 0. Z absolutni spojitosti |v| vzhledem k & ([R}, Tvrzeni 6.8(e), Véta 6.11]) plyne
existence § > 0 takového, Ze je-li A € 8 a u(A) < §, pak |[v|(A) < e. Z Lemmatu[80|plyne existence G D E
oteviené takové, ze u(G \ E) < 8. Pak |[v|(G \ E) < &, tedy [v[(G) = |V|(E) + |[V|(G\ E) < |[V|(E) + &.
Vnitini regularita |v| plyne z Lemmatu

O

Necht’ u je komplexni mira na méfitelném prostoru (£2,8). Pak u = Re u + i Im . MiZeme tedy
definovat integrél vzhledem ke komplexni mife p vzorcem

/Qfdu=/9deeu+i/9fd1mu,

jsou-li oba integraly vpravo konvergentni. Oznac¢ime-li Jordantiv rozklad znaménkové miry v jako v =
vt —v~, pak miizeme vzorec vyse psat nasledovné:

fgfdu=/Qfd(Re/N—/Qfd(Reu)‘+if9fd(lmu)+—i/9fd(lmu)‘-

EEM[integral je linearni???]
Snadno nahlédneme, Ze [, x g djt = j(E) pro E € 8, atedy z linearity [, sdu = Y 7_ o u(E;) pro

jednoduchou méfitelnou funkci s = Z;;l Qi XE; -

TVRZENI 92. Necht’ (§2, j1) je prostor s komplexni mirou a necht’ f: 2 — C je méritelnd funkce. Pak
[ f du je definovdn, pravé kdyz f € Ly(|u]).

DUKAZ. < Podle Lemmataplati Jol fldRe u)* < [l fld|p| < +o0,cozznamend, Ze [, f d(Re )|
konverguje; analogické tvrzeni plati i pro integrdly vzhledem k (Re i)™, (Im )™ a (Im ) ™. Tedy |, o fdu
je definovan.
=7 Lemmat a a Tvrzeni 77| plyne, Ze [,|f|d|u| < [ol fldRemw)™ + [| fld(Re )™ +
Sl £1d0m ) + Tl /Td(Im o)~
O

VETA 93. Necht’ (52, 8) je méritelny prostor, | je nezdpornd mirana 8 a g € L,(u). Pak mnoZinovd
funkce definovand predpisem

v(E) =/Egdu

pro kazdou E € 8 je komplexni mira na 8 a plati

(Rev)*(E) = /E (Reg)" du. (Rev) (E) = /E (Reg)™ d.
(Imv)*(E) = /E (Img)" du.  (Imv)(E) = /E (Img)™ d.
|v|(E)=/E|g|du,

/Efdvszfng

pro kaZdou E € 8 a kaZdou f € L1(|v|).

DUKAZ. Pro E, € 8,n € N po dvou disjunktni mame diky Disledku (73| rovnost v(|_,—; Ex) =
fUﬁil g, &du = lim, o ijLl £, &A= limyo P ij gdu =>07  v(Ey). Tedy v je komplexn{
mirana §.

Necht £ € 8§ a f € Ly(|v]). Pfedpoklddejme nejprve, Ze g je redlna. Polozme P = {x € £;
gx) > 0}aN = {x € £2; g(x) < 0}. Snadno vidime, ze (P, N) je Hahniv rozklad 2 piislusny
znaménkové mife v. Tedy vT(E) = w(E N P) = [y pgdp = [pnp & du = [ g7 du a podobng
VI(E)=—vw(ENN)=—[pay8dit = — [poy —& du = [ g~ du. Dle Véty [75|je tedy [ fdv =
g fvT = [ fdvT = [p feTdu— [ fe~dp= [p f(e" —g ) du = [ fedu.



ODDIL 4. TEORIE MIRY 349

Necht’ nyni g je obecnd komplexni. Pak (Re v)(E) = Re [, gdu = [ Re g du aanalogicky (Imv)(E) =}
Im [, gdu = [ Im g du. Tedy dle pfedchozi ¢asti dikazu je [, fdv = [, fdRev+i [, fdImv =
[ fRegdu+i [ fImgdu = [ f(Reg +ilmg)du = [, fgdu.

Konec¢ng, ukazme, 7e [v|(E) = [, |g|du. ProtoZze A — [,|g|du je nezdpornd mira majorizujici | (A)],
plyne odtud, Ze |[v[(E) < [.|g|du. Pro opaénou nerovnost zvolme ¢ > 0 a necht’ s = Z;-’:l o XE;»
kde E; € 8, E; C E jsou po dvou disjunktni, je jednoducha funkce takovd, Ze [, |g —s|du < & (IR
Véta 3.13]). Pak [v(E;)| = |ij gdu| > UE, sdu| — ‘ij(g —s)dp| = |oj|u(E;) — ij|g —sldu, a
tedy [V[(E) = X7 v(EN] = Yo7l I w(E)) — 307y [, 18 — sldp = [lsldp — [zlg — sldu =
Jelgldi =2 [plg —sldu > [lgldu —2e.

O

TVRZENI 94. Necht’ (§2,8) je mé¥itelny prostor a |1 je komplexni mira na §. Pak existuje §-méritelnd
funkce h: 2 — C takovd, Ze |h(x)| = 1 pro kazdé x € $2 a

/Qfdu=/gfhd|u|

DUKAZ. Dle [R], Véta 6.12] existuje §-méfitelnd funkce /i : 2 — C takovd, Ze |h(x)| = 1 pro kazdé x € 2
aj(E) = [ hd|u| pro kazdou E € §. Zbytek plyne z Véty 03]

pro kazdou f € Li(|u|).

O

DUSLEDEK 95. Necht’  je komplexni mira na S2. Pak

[ fau] < [ 151dn
2 2
pro kazdou f € Li(|u)).

DUKAZ. Necht 7 je funkcevarzenf Pak | [, fdu| = |[q fRAlul| < [l fRldIn] = [o| f1d]ul.
O

Pro komplexni miry plati ndsledujici varianta Lebesgueovy véty:

VETA 96. Necht’ (£2, ) je prostor s komplexni mirou a { f,,} je posloupnost méritelnych funkci na §2
takovd, Ze f, — f bodové |u|-s. v. Pokud existuje g € Li(|1t]) takovd, Ze pro |i|-s. v. x € 2 je | fu(x)] <
g(x) pro vSechna n € N (specidlné pokud posloupnost { f,} je omezend), pak f € Li(|nl), [ol fn —
fldlul —0a [ fudp — [ fdu.

DUKAZ. Pro |u|-s.v.x € 2je|f(x)| = lim| f,(x)| < g(x),atedy f € L{(|u|). Dile |u|-s.v. x € £2 plati,
ze|fu(x)— ()] < | fu(X)]+]f(x)] <2g(x), atedy z Lebesgueovy véty plyne, Ze f9|f,, — fldju] — 0.
S pomoci Dﬁsledkutak dostaneme, Ze | [, fudp — [o fdu| < [ol fu — f1dlu| — 0.

O

DEFINICE 97. Necht’ (X, &) je méfitelny prostor. Necht” M (X') znadi prostor v§ech mér na (X, &), kde
vektorové operace definujeme bodové a uvazujeme normu ||| = |u|(X).

VETA 98. Necht’ (X, 8) je méfitelny prostor, pak M(X) je Banachiiv prostor. Navic plati |iu + v| <
|l + vl p,v € M(X).

DUKAZ. Zjevné je M(X) vektorovy prostor. Pro p,v € M(X) madme
(e +v)(A)] < |n(D] + v(AD] < [u](4) +[v[(4), AeSs.

Z této nerovnosti jiz snadno plyne odhad | + v| < |u| + |v|.
Krok 1. Pro p € M(X) ac € K plati

leul(X) = sup Y lep(B) = |ul(4) = e| sup D |u(B)| = lell|ul.

BGH(X)BGJB Ben(A) Be®
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Dale pro u,v € M(X) plati
e+ vl =l +v|(X)= sup > |u+v(B)

Ben(X) geg
< sup Y |u(B)|+ sup Z|v(3)|—||u||+||v||.
Ben(X)Be$ Ben(X Beﬂ

Konec¢né pokud ||| = 0, tj. ||(X) = 0, pak pro kazdé A € § mame

(D] = [pl(4) < |pl(X) =0,
atedy u = 0. Proto je M(X) normovany prostor.
Krok 2. K dlikazu tplnosti pouZijeme Vétu Necht Y > | w, je absolutn& konvergentni fada v
M(X). Pro libovolné A € & pak mame

Zmn(AN < Z|un|(A) < Zuunn < oo,

n=1

a tedy lze poloZit
oo
u(A) = un(4). Ae$.
=1

Zjevné je pak u konecné aditivni a plati (9) = 0.

Necht' {C} je klesajici posloupnost méfitelnych mnoZin splitujicich (=, Cx = 0. Necht' ¢ > 0 je
déno. Zvolime ny € N tak, aby Y - N0+1||Mn|| < ¢. Jelikoz pro kazdé n € N plati limg o0 |tn|(Ax) = 0,
existuje ko € N takové, Ze |un|(Cx) < ;-,n =1,...,n¢. Pak pro k > ko plati

o0 no o0

|u<ck)|=|Zun(ck)|s|2un(ck>|+| D (A0 =D Il (A + >l <
n=1 n=1

n=nop+1 n=1 n=nop+1
no
&
< E — 4+ & = 2e¢.
nzln0

Tedy u(Cy) — 0.

Necht nyni {4;} je disjunktni systém méfitelnych mnozina A = Y ;- | A. Polozme B, = | J;_, Ax a
Cn = A\ By, n € N.Pak {C,} je klesajici posloupnost s vlastnosti (-, C, = @. Dle pfedchézejici tvahy
tedy mdme pro

|1(A4) = Y i(A)| = |(Bn) + t(Co) — (U7 Ar)| = |1(Bn) + ju(Ca) — 1(By)] = |i(Ca)| — 0.
k=1

Tedy j(A) = 3 02, i1(An).
Krok 3. Ovéfme nyni, Ze 4 = Y po; pk- Pron € N polozme

o0

(d)= Y pm(d). AeS.

k=n+1
Dle piedchdzejictho jsou miry v, v M(X) aplati & — Yz _, itk = Vy. Pro libovolné B € 7(X) nyni mame

> - Zuk)(B)|—Z|vn(B)|<Z >l (B)] = Z DB = D Nl

Be®B Be8B BeB k=n+1 k=n+1BeB k=n+1

Tedy || — Zk=1 pill — 0.
O

VETA 99. Necht’ K je kompakini Hausdorffiiv topologicky prostor a M (K) znaci systém vsech konecnych
komplexnich borelovskych zevné i zevnitF reguldrnich mér na K (vizte Definici[78). Pak M(K) s operacemi a
normou jako ve Vété[98|je Banachiiv prostor.
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DUKAZ. V prubéhu dikazu budeme zevné a zevniti reguldrni borelovské mife fikat reguldrni mira. Jiz vime,
Ze komplexni miry na Bs(K) tvoii Banachtv prostor. Zbyva ukazat, Ze limita posloupnosti regularnich mér
je regularni. Necht' tedy {i,} je posloupnost regularnich mér konvergujici v normé ke komplexni mite
borelovské mife u. Necht' E € Bs(K) a e > 0 jsou dany. Zvolime n € N takové, Ze [[u — un|| < 5, a
nalezneme mnoZiny ' C E C G, kde F uzaviend a G oteviend, takové, Ze |1, |(G \ F) < . Pak

(G F) = |t = pn + | (G\ F) = |t = nl(G\ F) + |ptn[(G\ F) < ||t = ptn || + [1a (G \ F) <e.
O

Nasledujici vyznamnou vétu uvedeme bez dikazu.

VETA 100 (O. M. Nikodym (1933)). Necht’ {jix}3>, je posloupnost komplexnich mér na o-algebre §
konvergujici bodové k funkci |1 na 8. Pak pro kaZdou posloupnost {A,}52, po dvou disjunktnich mnoZin z §
Fada Y 2 | i (An) konverguje stejnomérné pro k € N. Tedy  je komplexni mira.

4.5. Radonovy miry

VETA 101 (Rieszova o reprezentaci funkciondlt na C.(X)). Necht' X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv
topologicky prostor a A: C.(X) — C je linedrni forma spliiujici Tf > 0 pro kaZdou f € C.(X)
nezdpornou. Pak existuje o-algebra 8 a nezdpornd mira y na (X, 8) s ndsledujicimi vlastnostmi.

(a) PlatiBs(X) C §.
(b) Pro kaZdou kompaktni mnozinu K C X plati n(K) < oo.
(c) Pro kaZdou A € &8 plati

w(A) =inf{u(U); A C U, U oteviend}. (6)
(d) Je-li A oteviend nebo A € § spliiuje n(A) < oo, plati
w(A) = sup{u(K); K C A, K kompakt}. (7)

(e) Mira u je uplnd, tj. A € 8, pokud existuje B € 8 splitujici A C B a u(B) = 0.
(f) Pro kazdou f € Co(X) plati Af = [, fdu.

DUKAZ. Dikaz lze nalézt v knize [?, Corollary 11.37].
O

ZNACENI 102. Miru (X, &, i) danou nezdpornym funkciondlem A budeme nazyvat Radonovou mirou.

LEMMA 103. Necht’ X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv topologicky prostora (X, 81, 1) a (X, 82, [41)
Jsou dvé nezdporné Radonovy miry dané stejnym funkciondlem A. Pak i, = py na 81 N &,.

DUKAZ. Vizte [?, Note 11.38].
O

LEMMA 104. Necht’ X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv topologicky prostora (X, 81, 1) a (X, 82, [t1)
Jjsou dvé konecné nezdporné Radonovy miry dané stejnym funkciondlem A. Pak 81 = 8, a 11 = [.

DUKAZ. Dokéazem nejprve rovnost p1(K) = p2(K) pro kompakty K C G. Pro ¢ > 0 totiZ nalezneme
U D K otevienou a spliujici u1 (U \ K) + w2 (U \ K) < . Necht’ ¢ € C.(G, [0, 1]) spliiuje yx < ¢ < yu.
Pak

m(K)=/ Xk dp §/¢du1=/¢duz§/ xudpz = pua(U) < ua(K) +e.
G G G G

Tedy p1(K) < pu»(K) a prohozenim roli i a u, ziskdme pozadovanou rovnost.

Z vlastnosti (d) Véty [[01] plyne, Ze j11(A) = ua(A) pro kazdou A € 8; N 8,. Specidlné to plati pro
borelovské mnoZiny.

Zbyva dokazat, Ze tyto mnozinové systémy jsou stejné. Necht’ tedy A € &§,.Ppak A = K U N disjunktné,
kde K je spocetné sjednoceni kompakti a iy (N) = 0. Necht' V' D N je spocetny priinik otevienych mnozin
splnujici w1 (V) = 0. Pak (V) = 0, coz diky uplnosti  implikuje pr(N) =0.Tedy A= KUN € &,
ap(A) = w1 (K)+ u1(N) = pua(K) + ua(N) = sz (A). Prohozenim roli pq a i, obdrzime 8, C §;.

O
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VETA 105 (Radon-Nikodym pro nezdporné Radonovy miry). Necht’ X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv
topologicky prostor a ., v jsou nezdporné miry definované na o-algebrdch §,,, 8, pricemz (§,, ) i 8,,v)
splituji vlastnosti (a)—(f) Véty [101] Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) Existuje p-méritelnd g: X — [0, 00] takovd, Ze gxx € L1(u) pro kaZdy kompakt K C X a plati
Jxedv = [y pgdu, ¢ € C(X).
(i) Kazdd pu-nulovd mnoZina je v-nulovd.

DUKAZ. Vizte [?, Theorem 12.17].
O

VETA 106. Necht' X je lokdlné kompaktni Hausdorffiiv topologicky prostor a | je nezdpornd Radonova
mira na X. Pak zobrazeni I: g + Ig, kde I,(f) = [y fgdu, f € Li(u) je izometricky izomorfizmus
Loo(pt) na (Ly(p))*.

DUKAZ. Vizte [?, Theorem 12.18].
O

VETA 107 (Hustota C.(X)). Necht’ X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv topologicky prostor a i je
nezdpornd mira spliiujici vlastnosti (a)—(e) z Véty Necht' 1 < p < 00. Pak C.(X) je husty podprostor
Ly ().

DUKAZ. Symbolem § oznacme systém vsech p-méfitelnych mnozin. Necht' f € L,(u) je nenulova a
¢ > 0 je dano. Polozme
1
A={xeX; |f(x))>0} a A, ={xeX; —<|f(x)]<n}, neN.
n

Pak y4, /" xa,atedy
‘[|deu—»/1deu::/ﬁfwdu
A, A X

Lze tak nalézt n € N takové, ze fX\An | 1P du < e.

Podobné nalezneme kompakt K C A, a otevifenou mnoZinu U D A, tak, aby fU\ gl flPdu < ea
uw(U \ K) < 5. Jelikoz u(K) < oo, dle Luzinovy véty existuje F C K uzavfend mnozina takova,
ze (K \ F) < -5 a f |'r je spojitd. Necht' g € C.(X) spliiuje g = f na F,suppg C U a [|g]lec <
| f 1 Flloo < n.Pak dostaivime

[w—ﬂ%u=/ m—ﬂwu+/ m—ﬂmﬂ+/m—fww
X X\U U\F F
sf vvw+ﬂﬂ(/ MNm+/ vww)
X\U U\F U\F

SLwaw+?”G%W\D+A e [

\K K\F
<e+27T P (WUN\K) + u(K\ F)) +e+n?u(K\ F))
=e(l+4-2071).

Tim je dlikaz dokoncen.

|prdu)

O

DEFINICE 108. Necht' X je lokdlné kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor. Pak komplexni mira u
na o-algebie & se nazyva Radonova, pokud |u| spliiuje (a)—(e) VEty Symbolem M (X) znacime systém
vSech komplexnich Radonovych mér na X.

VETA 109 (Rieszova o reprezentaci funkciondlii na Cy(X)). Necht' X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv
topologicky prostor a T € (Co(X))*. Pak existuje o-algebra 8 a komplexni mira u na (X, 8) takovd, Ze

(a) || a § spliji (a)(e) z Very[T0T}
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(b) Pro kaZdou f € Co(X) plati Tf = [ fdu.
(c) Plati |T|| = ||l
(d) Mira u je vlastnostmi (a), (b) urcena jednoznacné.

DUKAZ. Dukaz Ize nalézt v [?, Theorems 14.4 a 14.10].
O

DEFINICE 110. Necht X je lokdlné¢ kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor. Jsou-li w,v dvé
Radonovy miry, polozime

Tt = [ faut [ fav e o),

Dle Véty existuje pravé jedna mira A € M(X) spliiujici

/;,fd)& = Tu—i—v, f S Co(X)

Tuto miru oznacime jako p + v. Podobné budeme chdpat miru cu, kde c e Ka u € M(X).
Dale na M (X) uvazujme normu danou totalni variaci, tj. ||| = |u|(X).

VETA 111. Necht’ X je lokdlné kompaktni Hausdorffitv topologicky prostor. Pak M(X) je Banachiiv
prostor, ktery je pomoci zobrazeni p +— T, kde

Tu<f)=fxfdu, 1 e Colx),

izometricky izomorfni prostoru (Co(X))*. Navic T zachovdvd uspordddni, tj. T je nezdporny prdvé tehdy,
kdyZ | je nezdpornd.
Ddle pro ju,v € M(X) aa,b € K plati

(ap +bv)(A) =au(A) + bv(A), A e Bs(X).

DUKAZ. Prvni ¢ast tvrzeni je k nalezeni v [?, Theorem 14.10].
Necht' u,v € M(X) jsou dany. Definujeme komplexni miru A na Bs(X) jako
A(A) = nu(A) +v(A), A e Bs(X).

Pak |A| splituje (b),(c),(d) Véty[101] Thned totiz vidime, Ze || < |u| + |v|, takZe z platnosti t&chto vlastnosti
pro miry || a |v| snadno odvodime jejich splnéni i pro miru |A|.

Dile plati, Ze [, fdA = [, fdu + [y f dv pro kazdou f € Co(X). Pro jednoduchou borelovskou
funkci tvaru f = >} _, Ck xa, totiZ plati

[ 0= 3 erd) = Y e +v(40) = Y eunt) + Y evdo) = [ fdu [ £ av.
X k=1 k=1 k=1 k=1 X X

Jelikoz 1ze kaZdou funkci f € Cy(X) stejnomérné aproximovat takovymito funkcemi, plati poZadovana
rovnost.
Necht w € M(X) je dana definici u + v, tj. @ je ten jednoznacné urCeny prvek M (X)) spliujici

/fdwz/fdu%—/fdv, f € Co(X).
X X X
Chceme ukazat, Ze @ = A na Bs(X).

Necht’ nejprve U C X je oteviend a K C X je kompaktni spliujici K C U. Necht' f € C.(X) spliuje
Rng f C[0,1], f =1naKa f =0naX)\U.Pak

|w<U)—/dew|= I/U(l—f)dwl S/U\Kll—fldlwl < o|(U \ K. ®)

Analogickou nerovnost odovodime i pro A.
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Necht nyni A € Bs(X) je libovolna. Pro dané ¢ > 0 nalezneme kompakt K a otevienou mnoZinu U
splitujici K C A C U a|o|(U \ K) + [A|(U \ K) < §. Zvolme f* € C.(X) jako vySe. Pak diky (8) mdme

j0(4) = A(A)] = [oU) —o(U\ A) = A(U) + A(U \ 4)|

s|w(U>—/fdw|+|w<U\A>|+|ffdw—/fdx|+|/fdA—A(U>|+|A(U\A)|
X X X X
< U\ K) + o]\ 4) + AU\ K) + AU\ A)
< 20U\ K) + AU\ K)) <e.
Tedy A(A) = w(A), coZ znamena
A(4) = 0(4) = (1 + V)(A).

Ditikaz rovnosti (ct)(A) = cu(A) pro A € Bs(X) a ¢ € K je analogicky (a vyrazné jednodussi).
O

DEFINICE 112. Necht X je lokdlné kompaktni topologicky prostor.

(a) Rekneme, 7e u € M(X) je spojitd, pokud || ({x}) = 0 pro kazdé x € X. MnoZinu viech spojitych
mér zna¢ime M (X).

(b) Rekneme, Ze . € M(X) je diskrétni, pokud existuje spo¢etnd mnozina C C X splitujici |u|(X\C) =
0. MnozZinu vSech diskrétnich mér znacime My(X).

(c) Rekneme, 7e i € M(X) je Diracova mira v bodé x € X, pokud [x fdpn = f(x) pro kazdou
f € Co(X). Miru u pak znac¢ime .

(d) Molekularni mirou myslime prvek mnoziny

M0 (X) = conv{d,; x € X}.

(e) Necht’ m je nezdpornd Radonova mira na o-algebfe § mnoZin X. Symbolem M, ,,(X) rozumime

mnoZzinu
Myem(X) ={p € M(X); VN € Bs(X): m(N) =0 = |u|(N) = 0}.

TVRZENI 113. Necht’ X je lokdlné kompaktni topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) MnoZiny My(X) a M.(X) jsou uzaviené podprostory M(X).
(b) Mira i je diskrétni pravé tehdy, kdy? existuje C = {x,; n € N} C X spocetnd a posloupnost a € {;

takovd, Ze L =Y o | Anéx,,.
(c) Je-li m nezdpornd Radonova mira na o-algebre § mnozZin X, pak M. (X)) je uzavieny podprostor

M(X).
DUKAZ. (a)Jsou-li i, v spojité miry na X, pak pro x € X plati

[+ vl(x}) = pul(x)) + [v|(x} =0,

tj. u+ve M(X).

Jsou-li u,v € M(X) diskrétni a C;, C, C X jsou piislusné spocetné mnoziny, pak C = C; U C; je
spocetnd a

e+ V(XN C) = |pl(X\C) + (X \C) =0

Tedy u + v € My(X).

Podobné se ukazeme, ze M.(X) i M4(X) jsou uzaviené na ndsobeni skalarem.

Necht’ {,} je posloupnost v M.(X) konvergujici k u € M(X). Pak

Inl(x}) = [ — pn + pal({x}) < | = pal(x}) + [n|({x}) = 0 = pmal(X) — 0.
Tedy w je spojité.
Podobné pro posloupnost {u,} v My(X) konvergujici k u € M(X) vybereme prislusné spocetné
mnoziny C,, n € N.Pak C = | J;2, C, je spoletnd a
IL[(X\NC) = | = punl(X\C) = |1t — pal(X) + [un (X \ C) = [l — pnll-
Tedy nu € My(X).
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(b) Necht’ C = {x,; n € N} je mnozina pfislu$na . PoloZzme a, = u({x,}), n € N. Pak

Y lanl = (x| = [1l(C) = |ul(X) = ||ul| < oo,
n=1

n=1

azjevnd L = > 07 | dnéx,-
(c) Pfimo z definice se ovéfi, Ze mnoZina M, ,,(X) je podprostor M (X). Pokud {j,} je posloupnost v
M. (X) konvergujicik u € M(X) a N € Bs(X) je m nulovd mnoZina, mdme

||(N) = | — pal(N) + |pn|(N) < |0 — ptn] + 0 — 0.

Tedy 1t € Maen(X).
O

LEMMA 114. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a Y je jeho husty podprostor. Necht’ U € t(0).
Pak w*-topologie splyvd na U° s topologii o (X*,Y).

Specidlné, je-li Y husty podprostor normovaného linedrniho prostoru X, na Bx+ splyvd o(X*,Y) s
w*-topologil.

DUKAzZ. Dle Véty je U° w*-kompaktni mnoZina. Diky hustot€ Y je topologie o(X*,Y) na U°
Hausdorffova, pficemz kazdd o (X ™, Y )-oteviend mnozina je téZ w*-oteviend. Zobrazeni Id : (U°, w*) —
(U°,0(X*,Y)) je tedy spojité, prosté zobrazeni kompaktniho prostoru do Hausdorffova prostoru. Jedna se
tedy o homeomorfismus, coZ znamen4, Ze tyto topologie splyvaji.

O

LEMMA 115. Necht' X je lokdlné kompaktni Hausdorffiiv prostor a M'(X) znaci mnoZinu vech
pravdépodobnostnich mér v M(X). Pak je mnoZina Mo (X) hustd v (M'(X), w*).

DUKAZ. Necht u € M!(X) je dédno. Na zakladé Lemmatu staci ukazat, ze pro kazdou f € C.(X)
ae > 0existuje v € My (X) spliujici |u(f) — v(f)|] < e. Necht’ tedy f € C.(X) ae > 0 je dano.
Oznatme M = || f||. Pro kaZdé x € supp f existuje okoli U, obsahujici x takové, Ze | f(y) — f(x)| < 537>
y € Uy. Pak | f(y1) — f(y2)| < 57 pro kazdé y,, y, € U,. Vybereme kone¢né mnoho x, ..., x, € supp f

splitujici supp f C |J!_, Uy,. Oznatime Ao = @ a definujeme

n
A =U\|JUs,. i=1.....n

Jj=0

Nakonec oznaéme A,+; = X \ U?=1 A;.Pak A;,i = 1,...,n + 1, jsou navzdjem disjunktni borelovské

Y 1 ! .
mnoziny a X = Uf;r , Ai. Déle polozime

ci =u(4;), i=1,...,n+1.

aprokazdéi € {1,...,n + 1} vybereme x; € A;, pokud ¢; > 0. Ddle vybereme bod u € X a polozime
x; =uproi € {l,...,n} spliujici ¢; = 0. Pokud A4,,+1 # @ acy+; = 0, vybereme v € A, a polozime
Xn+1 = v. Nakonec definujeme

n+1

V= E Ci€x; -
i=1

ProtoZzec; > 0,i =1,...,n+1,a

n+1 n+1 n+1
D= ud) =p (U A,-) = pu(X) =1,
i=1 i=1

i=1

je mira v molekuldrni.
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Dile plati
n+1 n+1 n+1
W =N =1[ 1@ =Y et el =13 [ F0du = e sl
n+1 n+1 n+l

|;/:‘h FOdu) = ;/Ai Sfxi)du(x)] < ;/Ailf(X) — f(x)dp(x)

=3 /A 1760 = £l () + fA 1= S ant)

=Y [ 1= feldne e Y =

Tim je diikaz dokoncen.
O

LEMMA 116. Necht’ X je lokdlné kompakini prostor a p € M(X) spliiuje u(X) = ||u||. Pak p je
nezdpornd.

DUKAZ. Sta¢i ovéfit, ze [ fdu > 0 pro kazdou f € C.(X) spliujici 0 < f < 1. Necht' tedy f je
takova funkce a ¢ > 0 je libovolné. Nalezneme kompakt L C X takovy, Ze supp f C La|u[(X \ L) <e.
Nalezneme funkci g € Co(X) takovou,7e 0 < g <lag = 1nalL.Pakplati0 < f —g <1na X,a
dostavame tak

IIMIIzIfX(g—f)du«lzfX(g—f)dM=/Lgdu+/X\Lgdu—/deu
ZM(L)—IMI(X\L)—/deM=M(X)—M(X\L)—IMI(X\L)—/deM

> ||M||—28—/deu-

Tedy [y f du > —2¢ pro kazdé ¢ > 0, a dikaz je tak dokonCen.
O

VETA 117 (Fubiniova véta pro funkce z L,). Necht' w; je nezdpornd Radonova mira na lokdlné
kompaktnim toplogickém prostoru X;, i = 1,2. Pak plati ndsledujici tvrzeni.

(a) Zobrazeni
=y ( ) d’“(’”)) dpi(x1),  f € Ce(Xi % Xa),

je dobre definovany nezdporny funkciondl na C.(X; x X>5).
(b) Necht’ i je néjakd Radonova mira odpovidajici funkciondlu T. Necht’ f je funkce na X1 X X, takovd,
Ze [ € Li(). Pak plati ndsledujici tvrzeni.
(i) Pro |iy-skoro vSechna x, € X, je funkce x1 — f(x1,x3) v Li(1) a pro jui-skoro vSechna
X1 € Xy je funkce xo — f(x1,x2) v L1(i2).
(ii) Funkce
sz f(x1,x2)dua(xz), pokud integrdl existuje,

Vilx) = { 0, jinak,
jev Ly(uy1), podobné funkce

Va(ta) = Jx, f(x1,x2) dpea(x1),  pokud integrdl existuje,
212 0, Jjinak,

jev Li(p2).
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(iii) Plati vzorec

/ fdu = VYi(x1) dug(xy) = Va2 (x2) dia(x2).
X1 xX> X

X>
DUKAzZ. Vizte [?, Theorem 13.8].
O

ZNACENI 118. Necht' X, X jsou lokalné kompaktni Hausdorffovy topologické prostory.

Necht' p; jsou nezdporné Radonovy miry na X;,i = 1, 2, Pak vybereme nezdpornou miru p na X; x X»
odpovidajici funkcionalu 7" z Véty [[17]a oznacime ji jako 1 X [s.

VETA 119 (Fubiniova véta pro nezdporné funkce). Necht’ j; je nezdpornd Radonova mira na lokdlné
kompaktnim Hausdorffové topologickém prostoru X;, i = 1,2. Necht’ [ je nezdpornd numerickd |11 X [42-
meé¥itelnd funkce na X1 x X, takovd, Ze existuji jL1 X [-konecné méritelné mnoZiny A, C X1 X Xo, n € N
spliwjict f 1 x, xxoa)\US2, 4, J€ K1 X a-skoro vSude nulovd.

Pak plati ndsledujici tvrzeni.

(a) Pro jLy-skoro vSechna x, € X, je funkce x1 +— f(x1,X2) p1-méritelnd a pro [L1-skoro vSechna x1 € X,

Je funkce x5 — f(x1, X2) [Uo-méFitelnd.

(b) Funkce

V() = /X FGnx) dia(xa). x1 € X

je Wy-méritelnd, podobné funkce
Va(x2) = / S(x1,x2) dpa(x1),  x2 € Xo
X

je Wo-méritelnd.
(c) Plati vzorec
/ fdp = Vi(x1) dpg(xy) = Va(x2) dpa(x2).
X1 xX> X1 X>
DUKAZ. Vizte [?, Theorem 13.9].
O

VETA 120. Necht’ u; je nezdpornd Radonova mira na lokdlné kompaktnim Hausdorffové topologickém
prostoru X;, i = 1,2. Necht’ A C Xy je ui-nulovd a B C X, je o-konecnd vzhledem k j1,. Pak A X B je
U1 X pa-nulovd.

DUKAZ. Vizte [?, Theorem 13.11].
O

LEMMA 121. Necht’ X, Y jsou lokdlné kompaktni Hausdorffovy topologické prostorya u € M(X) a
€ M(Y) jsou nezdporné. Pak . x v € M(X x Y) aplati | x v| < ||ulllv]||

DUKAZ. Pro f € C.(X X Y) mame

IXfod(uxv)|=|fX (/Yf(x,wdv) du(x)l5/)((/y|f(x,y)ldlv|(y)) dlpl(x) <
< L/ IO = 17 1l vl

Diky hustoté C.(X x Y) v Co(X x Y) tak existuje praveé jeden funkciondl 7: Co(X x Y) — K splnujici
ITI < lxlllivlaTf = [,y fd(uxv), f € Cc(X xY). Navic je T nezdporny, nebot’ i X v je nezdporna
mira a C.(X x Y, [0, 00)) je husty v Co(X x Y, [0, 00)).

Necht' A € M (X x Y) je komplexni Radonova mira odpovidajici tomuto funkcionalu dle Véty Pak
dle Véty je A nezapornd Radonova mira. Tedy A i i X v jsou nezdporné Radonovy miry, které se shoduji
pfi integraci na C.(X x Y). Dle Lemmatu[I03|plati A = p x v na Bs(X x Y). Specidln& tak médme

[ x vl = (uxv)(X xY)=AX xY) = [Al =TI = [pllv].
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LEMMA 122. Necht’ u; je nezdpornd konecnd Radonova mira na lokdlné kompaktnim Hausdorffové
topologickém prostoru X;, i = 1,2, kterd md definicni obor §;. Necht’ 11 X [, definovand na T je mira
z Véty a A definovand na 8 je ziiplnéni klasického soucinu mér (11 ® [, definovaného na soucinové
o-algebre 81 ® 8. Pak T D 8 a (uy X ua)(A) = A(A) pro A € §.

DUKAZ. OznaCme A, = {A; € 81; A1 X X, € Bs(X; x X3)}. Pak 4, je o-algebra obsahujici oteviené
mnoziny, a tedy o (+4;) D Bs(X;). Podobn¢ vidime, Ze pro A, = {A, € 85; X1 X A, € Bs(X; x X»)} plati
Bs(X,) C 0(A,). Tedy je-li A; € Bs(X;),i = 1,2pak A1 x Ay, = (A1 xX2)N(X1 %X A1) € Bs(X1xX3) C
T.

Je-li nyni Ny C X; mnoZina spliujici uq(Ny) = 0, pak (i1 X p2)(Ny) = 0 dle Véty Pokud tedy
A; € 8;,i = 1,2, mizeme je disjunktné psat jako A; = B; U N;, kde B; € Bs(X;) a u; (N;) = 0. Pak ale

A1 XA2 = (Bl sz)U(Nl XBz)U(N] XNz)U(Bl XNz)

je disjunktni sjednoceni borelovské mnoZiny a mnoZin pt; X ,-nulovych. Tedy A; x A, € T a dle Fubiniovy
véty [I19] plati

(U1 X u2) (A1 X A2) = (1 X (2)(B1 X Bz) = p1(B1)p2(B2) = ni(A1)pua(Az) = A(Ar X Az).
Tedy pro kazdy §; ® §,-méfitelny obdélnik £ mdme E € T a (uy X u2)(E) = A(E).Proto 8; ® 8§, C T
apy Xy =Anad ®48,.

Necht E € § = 8; ® §,. Pak existuji mnoziny A C E C B v §; ® &, spliujici A(B \ A) = 0.
Pak ovSem (1 X uo)(B \ A) = 0,atedy E \ B je podmnozZina jt; X py-nulové miry. Tim padem je téZ
1 X uo-nulovd aplati A(E) = A(B) + A(E\ B) = (1 X u2)(B) + 0 = (1 X w2)(E). Tedy 8 C T a
A= X Uynads.

O

DEFINICE 123 (Souc¢in Radonovych mér). Necht’ X, Y jsou lokdlné kompaktni Hausdorffovy topolo-
gické prostoryau € M(X)apu € M(Y). PiSme u = Zizoik,uk av = Zz=0ikvk, kde ur € M(X) a
v € M(Y), k =0,1,2, 3, jsou nezdporné Radonovy miry.

Definujme

3
(xv) =Y i* (e x ).
k,1=0

VETA 124. Necht' X,Y jsou lokdlné kompaktni Hausdorffovy topologické prostory a u € M(X) a
w € M(Y) jsou ddny. Pak u x v € M(X xY) aplati ||u xv| < [|ulllv]

DUKAZ. Pidme = Y 3_oi¥up av = Y3 _oi%vk, kde pup € M(X)av, € M(Y), k = 0,1,2,3 jsou
nezdporné Radonovy miry. Pak

3
(wxv)y= Y i x vp)
k,l=0
je linearni kombinace kone¢nych Radonovych mér, tedy konecnd Radonova mira. Je-li f € Co(X X Y),
plati dle Véty [I17]
3

3
Fagon =+ [ pagum = [ ([ e duo -

XxY k,l=0

3
=k§0 /X ( /Y f(x,y>dv<y)) dju(x) = /X ( /Y £, y)dv(y)) e

XxY

Tedy

[ rague) S/X'fy f(x,y)dv(y)ldlul(x)S/X(/Ylf(x,y)ldlvl(y)) Al (o) <
< I £ 1elivl.
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Tedy [l x vi| < [ullv]-
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