1. RADY

1. Vysetfete konvergenci nasledujicich fad:
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2. Vysetiete konvergenci nasledujicich fad:
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3. Vysetfete konvergenci nédsledujicich fad v zdvislosti na parametru x € R:
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4. Vysettete konvergenci ndsledujicich fad:
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5. Vysetiete konvergenci nasledujicich fad:
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6. Vysetiete konvergenci nasledujicich fad:
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7. Vysetiete konvergenci nasledujicich fad:
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Napovédy: 1. 1) Pracujte s vyrazem sin(n+2)—sin n. 2. f)Pracujte s vyrazem sin(n+2)%—sin n2 nebo sin((n +2)2—n?).
h) Vyjadfete a,+; pomoci a,. n) kondenzaéni kritérium nebo a, = exp(—logn logloglogn) < nLZ pro velka n. 4. d)
Zkoumejte hodnoty cos(n?m). g) Pro dilkaz monotonie upravit. h) znaménko, monotonie Citatele a jmenovatele 1), m) seist
po 2 nebo odegist ,,dominantni* fadu nebo rozsifit pro vzorec a®> —bh?  n) seéist po 2 nebo rozdélit o) odecist a pricist nw 5.
b) upravit; (—1)"” = cos(mrn) a vzorec pro cos(a + b) d), f) odecist ,,dominantni* fadu 6. g) derivace 7. f)rozvoje
3. fadu

Vysledky: 1. a)D b)K ¢)D dK eK HK gK hD HK j)K kK DD m)K,prévékdyiO<x<%
nD oK pK @K

2. aaK bD oK d)K,préVékdy2a>% eyD HD gK hK i)HhK j)JK kK DK mK n)K

3. a)AKprox # +1,Dprox = +1 b) AKpro |x| < 1,Djinak c) AKpro|x| < 1,Djinak d) AKprox € R e) AK
pro |x] < 1, Djinak f) AK pro |x| < 1, NAK pro x = 1, Djinak g) AK pro |x| < 1, NAK pro x = £1, D jinak h) AK pro
x| < 3, D jinak
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6. D b)K ¢)K dD e D f)AK g)NAK h)NAK i) AKproa < —1,Djinak j)K k) K, pravé kdyz
o> 1 DK, pravékdyza +b > 1
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2. PRIMITIVNI FUNKCE

1. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétSich mnozindch k nasledujicim funkcim:
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2. Naleznéte primitivni funkce na co nejvéts§ich mnoZzinach k nésledujicim funkcim:
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3. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétSich mnoZinach k ndsledujicim funkcim:
a) xe®, b) ix ¢) logx, d)xlogx, e)x%e 2, f) coix’ @) e tlsinx, h) logZx, 1i)x%logx, j)e**sinbx,
e e

k) arctgx, 1) arcsinx, m)ev*, n) log(x + Vx2+1), o) x5e* 2

p) xsin®x, q) /xarctg/x, 1) sinlogux,
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4. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétsich mnoZinach k nasledujicim funkcim:
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5. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétS§ich mnozinach k nasledujicim funkcim:
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6. Naleznéte primitivni funkce na co nejvét§ich mnoZinach k nésledujicim funkcim:
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Ndvody: 5. a)fﬁdt b) per partes ¢) [ 1+12 dt d)fﬁdt e)6fmdt Dfmdt
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p [ T ravan & nebo / EETE R / (1—z)(1+z)3 dt 1) lze vyuzit vzorec pro a®> —b%, kdea = 1 + /x a
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b= x+1 S)f(3 20 (31— 4)dt t)ZOdet

Vysledky: 1. a) ix“ + x2 + 17log|x| na (—oo 0) ana (0, +00) b) 18e* + 2¢8% —log|x| + 3sinx na (—oo,0) a na
(0,400) ©) %\/x3 — %cos(Zx) na (0, +00) d) sin(3x) + 3 Le2X paR  e) %(x +5%naR o) —% cos(2x +7)naR
g —3tgB-2x)na(3 -2 3+%)+kZ keZ h);10g|2x—1|na(—oo,%)ana(%,+oo) )—3v(1-3x)*naR
) 2vVx3 +2/x na (0,400) k) 3— —3Yx2 4+ 2Y/x5 - 2VxB na (—00,0) ana (0, +00) 1) —2+/2—5x na (—o0, 2)

m) x —arctgx naR n) —x4 + 4x~4% na (0, 400) 0) farctg([ )naR P = arcsm(\/gx) na (—\/Z \/g)

q) lx4sgnxnaR r)— 1Og55_ +510g22 *naR s)1 2 —e*+xnaR t)—x+tgxna(-% %) +km kel

u) —x —cotgxna (0,7) + krn,k € Z v)naR: (—l)ks1nx+2kpr0x€ (— ’27 2)+kn keZ w) na R: (—1)¥(sinx +
cos x) + 2+/2k pro x € (—%, %n) +kn, ke Z x5 sm2x na R y) =x + 7 s1n2x + 3 sm4x naR z)tg3 na
(—m,m)+2kn, k eZ

2. a) —%e‘xz naR b) %arctgzx naR c¢)—loglcosx| na (=%5.%) +km, k € Z d) Vx2+5naR e) %tg(x3) na
(i/—% +km, i/% + kn), keZ f) glogl+4x?)naR g)Jarctg(x?*)naR h)log|logx|na (0,1)ana(1,+00)
i)log(x>4+x+1)naR j)—coslogxna(0,4+00) k)log(e*+1)naR 1)2arctg /X na (0, +00) m)%log(x2+2x+9) na R
n) 5 L1x2 —x +1log|x + 1| na(—o0,—1) ana (=1, +00) o) #[arctg«x/—i naR p)—cosx+ l cos’xnaR q) 10g|10g10gx| na
(I,e)ana (e, +o00) r)e*—log(l+e*)naR s) 2 (1+10gx)2—2mna(e,+oo) t) 2 sin? x——s1n2 X+ 1sm17x

lgx T

na (0,7) 4+ 2km,k € Z u)icos™x—cos™x—log|cosx|na(—%,Z)+kn,k €Z v)naR:F(x) = [arctg[ 75

prox € (=%,%) +km, F(F +kn) = ﬁi +k%,k €Z w) \szarcsin \/gsinx na R

3. a)e*(x—1)naR b)—e*(I1+x)naR c¢)x(logx—1)na(0,4+00) d)1x*(logx—1)na(0,400) e)—2e 2*(x>+
x+1)na]R f)le_x(sinx—cosx)na]R g)1 e3> +t1(3sinx —cosx)naR  h) x(log? x — 2log x + 2) na (0, +00)
i 1+a (1 ogx — l+a) na (0, +00) proa # —1, L1og? x na (0, 400) proa = —1 j) e“x% naR k) xarctgx —
llog(x>+ 1)naR Dxarcsinx ++1—x2na(=1,1) m)2ev*(/x—1)na(0,+00) n)xlog(x+vxZ+1)—vx2+1
naR o) %(963—1)6"3 naR p) }T(xz—xsin2x+sin2x) naR q) %x%arctgﬁ—i—%log(x—}— 1)—%x na (0, +00)
r) 1x(sinlogx — coslog x) na (0, +00) s) %ex(x sinx + (1 —x)cosx) naR t) %(x«/l — x2 +arcsinx) na (—1,1)

W EoDe g
4. a) 5 og(x? +4)+ arctgz naR  b) x +log | | na (—oo, —1),na (-1, 1) ana (1, +00)

1
©) 99(1—x)%9 ~ 49(1— x)98 +

97(1 x)97 na (—oo,1) a na (1,+00) d) 1log|3x+l| na (—oo, 5), na (—%, 1) ana (1,4+00) e) %log(x2 -—x+2) 4+

Tarctg f L naR f)x———3+3i—5x+%log|x+2|+%10g|x—1|na(—oo,—2) na (—2,1) ana (1, +00)

g)—— — 110g|x+1|na( 00, —1),na (—1,1) ana (1, +00) h)210g|§i; —xiH—x—Hna(—oo,—4),na(—4,—2)a

na(—2+oo) )‘[log 2+‘§11|na(— =1+ ) (—\/l-l—\/_\/l—l—«/_)ana( 1+«/§+oo)
i) 4log|x—1|+2k lxk na( 00, 1) ana (1, +00) k)3log|x+1|—210g|x—1|—|—2k 1 2k na( 00,—1),na(—1,1)a
na(l,400) Dx+ 110g|x| 10g|x—2| + 238 log|x — 3| na (—o0, 0), na (0, 2), na (2, 3) ana (3, +00)

m) 1 log x(2x+;3rl + f arctg zf/tl na(—oo,1)ana(l,+00) n)—3 —t—+2. % + Zf arctg 2;:/411 na R
0) % V2 log szr—m + i arctg(ﬁx +1)+ ‘/Ti arctg(+/2x — 1) na R (ndpovéda k rozkladu: pracujte s vyrazem (x2 4 1)2)

p) 1x3+ Llog(1+x?) NIRE | —Llog(x2—3Bx+1)— V341 log(x2++/3x+1)— 33 arctg(2x — +/3) — 3443 arctg(2x + /3)
12 6 6
na]R
5. a)31og 17X na (0, 7)+km,k € Z b)x—1log(l+e*)— amge naR c¢)—3log(1+cos?x)naR d)logi=oox

1+cosx |cos x|

na (—%,0) + 2km, na (0, 7) + 2km ana (7, 271) +2km,keZ e x —3arctge§ —3log(es + 1) — %log(e% + 1)naR




f)na (—%, 3m) + km: F(x) = x + 3log te? x 41 prox # Z 4+ kn, F(Z +kn) =% +kZ,k € Z g %arctgsin®x

(tgx+1)2

na R h) log|tg x| — Tx na (0,Z)+kZ,k € Z i)naR: F(x) = %arctgi’g/’f —x—i—kfprox € (-=5.%) + km,
F(5 +km) = (2/{—}—1)(4 f)” s keZ j)3 log(2+cosx)—|—llog(l—cosx)— 10g(1+cosx)na(0 m)+ ko,
k eZ k)%log|tg |——tg >na(0,%)+ k5, keZ Dna(— 2,271)+2k71 F(x) = x+ H[ TFgy Pro X # 7w+ 2km,
F(m +2kn)=n+2kn,ke€Z m)na(—\/2kn+En—l—Zn,—\/an-i-%n—l),na(—\/En—l,\/En—l)ana
(\/an+%n—l,\/2kn+%7r—1+2n),keN:F(x)z—ﬁprox7é:|:«/n+2kn—1,

g N : _ 1 1+31g % n + Ly
F(xv/m +2kn—1) 0,k3€Z ri))r:aR Ft(yi) farctg 75 +kfproxe( 7w, ) +2kw, F(m+2kn) = (k 2)¢§’
keZ o)naR:F(x)—FarctggT—m+kfproxe( 2.2 +kn, F(5 +kn) = (k+2)4f,keZ
p)naR: F(x) = tarctg($tgx) + k= prox € (-%.Z)+kn, F(Z +kn) = (k+HZ. k e€Z gnaR: F(x) =

ﬁarctg( }—Htgi) —i—k\/i pro x € (—n,n)—i—an, F(rw 4 2kn) = (k + %)%,k €Z nnaR: F(x) =
x—%arctg(\/_tgx) k} prox € (=%.%) + kn, F(% +kn) = (k+%)n(1—%),k €Z s)yna(—%, 3m)+km:
F(x) = 1‘i5,2i + 54510 ::2 2 = 0.kl €Z tna(-Z, 3x)+km: F(x) = G(x) pro
xe (=% %) +km, F(x)—G(x)—i—Tprox6(2,4n)+k7r F(5 +km) = 3% k € Z,kde G(x) = & log #2082t 4
2 —1 14 15
%arctg% wnaR: F(x) = arctg(\/_tgx—i—l)—f—[arctg(\/_tgx 1)+k\/_nproxe(—— Z)tkr, F(5+km) =
k+ V2 kel
6. a)2/x+3— 210g(l + /x + 3) na (—3, +00)
b)«/x2+x+1—x+210g]\/x2+x+1—x—2]—llog|2«/x2+x+ —2x—1|na(—oo —1)ana (-1, +00)
c)33Yx — 6f+logx+6f 37+2fna(0 +00) d) —2arctg /3=% na (1,3) e)3(x+1)2— 3x + 13 +
g(x+1)8—7(x+1)+§§x+1)6— (x+1)3na( 1, 400) f)m —log(vxZ+2x+2—x—1)naR
g)g(x—i—l)g+6(x+1)6—3(x+1)3 +2Vx +1-3/x+14+6Yx +1—06log(¥/x +1+ 1) na(—1,0)ana (0, +o0)

h) —log |1 — /&5 x+1 1log(\/ §+11 S ’;—fll+ 1)—\/§arctg(% J ’;—f%+%) na (—oo, —1),na (—1, 1) ana (1, +00)
i) log‘ﬁvll:;‘;ﬁvif‘ + 2arctg 1+x * na(—1,0)ana (0,1) j)log \/% V3 arctg 21;1 + /3arctg 2&1,kdet =7/ %+’;,
na (—oo, —1),na (—1,0) ana (0, +00) k)%(x(x—l) xx;2+log 1/"T_z—l‘—log( XT_Z—H)) nebo E(x—l)«/xz—Zx—i-

%log|\/x2—2x—x + 1|,na (—o0,0) ana (2, +00)

l)sgn(x—1+«/§)-( (x—1)(x—1++/2) /%= 1 f+ g‘,/;‘ ;+ '—log(,/x 1+:§+1)) nebo 3 (x—1)vx2 —2x — 1+

10g|Vx2—2x— — ,na (—o0o, 1 —+/2) ana (1 + /2, +00) m) %= arctg(\/_ x+2 )—l—farctg(«/— er2~|—1)
na(—2,2) n) ;Q2x—3)Vx2+x+ 1+ glog2vVx2+x+1-2x—1)naR o) —jx+v1—x2— Jarctg /1% na (—1,1)

P) log(t + 42— 1) —log(t + 2+ 1) —2arctgt, kdet = ‘,%’ na (—1 — +/2, —1 4 +/2); nebo —log(1 —t) — 2 arctg t,
kde r = —1_2’;_’62_1 na (—1 — +/2,0) ana (0,—1 4+ v/2), lze slepit v 0 q) %xz — %x«/xz -1+ %log(x + vx2—1) na
(1, +00)

N ix+ Vx—1/x(x+1) = Jlog(v/x + v/x+1) na (0,+00) s) 1’—82— % + 2log|2t — 3| — 48 1og|3t — 4|, kde 1 =
/x2 4+ 3x +2—x,na(—o0, —2),na (-1, —%) ana(—2,+00) 1) ﬁi log M—i— sz arctg(\/_t—i— 1)+ arctg(«/_t—

12—/2t+1
1)— 1th4,kdet = {/z%,na(0,5)




3. URCITE INTEGRALY

1. Spoctéte tyto urCité integraly:

4o 3 3
a) / x"e ™ dx, n € Ny, b) / sin” xdx, n € Ny, c¢) / sin” xcosxdx, n € Ny, d) /
0

dx

1+4cos2x’

+o00 +oo _x2 . too x2
e)/(; m, f)/ x arctg x dx, g)/ |1 —x|dx, h)/ x2+x— 2’ l)/ - /—oo e

8w
k)/ —, 0<e<1, 1)/ (x sinx)?dx
1—|—£cosx

Vysledky: 1. a)n! b)n(" 1) pro n sudé, 2(” 1) pro n liché c)
D3 Do W pEoz

ar V3% 9% Di—3




4. KONVERGENCE INTEGRALU

1. VySetfete konvergenci nasledujicich integralt («, B, y € R):

Lginx 1 L1 —sinx Fo0 arctgx 3 o
a) dx, b) 10g xdx, c¢) ——dx, d) dx, e) sin” x dx,
0 X

™ 1 too 10g(1+x) ! logx
f)/ ——dx, )/ x% arctg’ x dx, h)/ i / ———dx, )/
0o +/1—cosx g g xlogx 1 l—x2
+o00 1 +001 1 +oo 1
k)/ 8 gx. 1 )/ Og( +x) dx, m)/ - dx n)/ x%(1 - x)P dx,
1+ x2 o +/xlog(l + e¥) 0

+o0 +00 oo xa ! log x|* T x —sinx
o)/ x%e fdx )/ —dx, ) ——dx, r)/ dx, S)/ ——dx,
0 P x® logh x d o VJ1+x 0o V1—x 0 x¢

oo 1 L L
t) / dx, u) / sin® x cos? xdx, V) / sin® x cos? x(1 —cos x)Y dx,
1 \/(x4 -1

) arccotg x 0

)/+°° d )/+°° x% d )/ . ; d )[ arccosx
w — dx, X, x -logcosxdx, z
s T y g” x -log

2. Vysetiete konvergenci néasledujicich integralt (¢ € R):

0 gin? x T e=X cos x Foo arctg x sin 3 sin 1 T ginx 0 xsin x4
a) dx, b) ——dx, o) d) dx, e)
X 1+ /x 1+ x2
x2
2 gin x T ysinx 00 x25in3 x . TX cosx —e” T . +oo 4
f) dx 2) dx, h) dx, 1) —dx, ) x cos(x”)dx,
1+ X3 0 x* 0
+oo 2 +o0 +o00 2 +o0 +o00
K) / 3sm(—x) dx, 1 / sin(x*)dx, m) / s1n(x +x7) dx, n) / sin(e*)dx, o) / sin(log x) dx,
o V14x3 Cl4x _
00 sin x - sin 2x + exp(sin x) - sin 2x T §inx Foo sin x
p) —————dx, q) dx, 1) —————dx, s) - dx
0 X 0 x® x + 2sinx f—i—2smx
+oo gin(x + & 1
o [ S5 gy / de
0 X 1 X
Navody: 1. b) vypoCet c)rozdil integrald k) ristovd §kdla p) pro @ = 1 substituce r) log % = —logy s) Taylor

t) limy— 400 %&gx spocteme substituci x = cotgy z) limy_1— % spocteme substituci x = cos y

2. d)BC, |sinx| >sin?x g) rozdil integraléi nebo Abel h) |sinx|? > sin*

r), s) soucet integrald t) sin(a + b) u) substituce

X j)-o) substituce q) substituce

Vysledky: 1. a)K b)K ¢)D d)D e Ksca>-1 HD ggKsa<-1<a+p hHD i)K j)K kKK 1)
K mK nKeca>-1,>-1 oKL a>—-1 ppKea>Ilneboao=1ag>1 q)K<:>—1<oc<—% r K
©a>—% K& 2<a<4 K wKesa>-1,8>-1 vWK&B>—-1l,a+2y>-1 w)K & max{e, B} > 1,
min{e, B} <1 x) K& f>0a-l<a<f-—1lnebof<0af—-1l<a<-1 y)K& 3<ax<l Z)K¢>01<%

2. aaD b)AK c¢)AK d)AKproa > 1,NAKproO<a <1 e)NAK f)AK gD h)NAK i) AKprol <o <5,
NAKpro0 <o <1 j)NAK k)NAK 1) AKproa < —1,NAKprow > 1 m) NAK n) NAK o0)D p) AK pro
l<a<3,NAKproO<a <1 q@AKprol <a <2,NAKproO <o <1 1r)NAK s)D t)NAKpro0 <a <2 u)AK
proa > 1,NAKpro0 <o <1



5. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
1. Vypoctéte obsah obrazce ohranic¢eného kfivkami:

2

a)y = y=x2 by=x>—6x+8y=7—4x,y =2x—8,

1+ x2
x? x?

Oy=—,y=—,y=+ax,y=~bx,0<a<b,0<p<gq
p q

2. Vypoctéte plochu elipsy.
3. Vypoctéte délku kiivky, kterd je grafem funkce:
a) logcosx, x € (0, %), b)x%,x €(0,4), c)e*,x e {0,a),a>0

6
4. Vypoctéte obvod kruhu.
5. Vypoctéte délku kiivky dané parametrickym vyjadienim (a > 0):

a)x(t) = a(t —sint), y(t) = a(l —cost),t € (0,2n),

b) x(t) = a(cost + tsint), y(t) = a(sint —t cost),t € (0,2m)

6. Vyjédrete parametricky asteroidu, tj. rovinny ttvar /x2 + 3/y2 = ¥/a2, a > 0 a vypoltste jeho délku.
7. Vypoctéte délku ¢asti Archimédovy spirdly zadané v poldrnich soufadnicich rovnici ¥ = ag, ¢ € (0,27),a > 0.

8. Vypoctéte objem a) koule, b) kuZzele, c) rota¢niho elipsoidu, d) anuloidu.

9. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce lezictho v roviné xy kolem osy x. Obrazec je ohrani¢en

kfivkami jejichZ rovnice jsou x? — 3y? = lay? —x? = 1.

10. Vypoctéte povrch a) koule, b) kuZele, ¢) anuloidu.
11. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci kfivky y = %, x € {0, %) kolem osy x.

Vysledky: 1. ayx—2 b2 o) i(b—a)g—p)

wab

a) 11og3 b) £(10V/10—1) c)a— v2+ 1+ €24 +log(l + +/2) —log(l + /1 + ¢29)
2nr

a)8a b)2x?

6a

rav/1+ 472 + Llog(2m + /1 + 4n2)

a) $7r3 b)inr?v ¢ $mab® d)2n?Rr?
. 3r(3v3-2)

10. a)4xr? b) 71(1’\/r2—|-7v2 + r2) ¢) 472%rR

1. Z(22 -2log2)

© 0 N O LR W



6. R” JAKO METRICKY PROSTOR

1. Necht' a, b € R? jsou dva body v roving. UkaZte, Ze Gsecka ab C R? je uzaviend mnoZina.

2. Ukaite, Ze nasledujici podmnoZiny R? jsou uzaviené:

0.1)x(0,1), {[x.,)]eR* 0<x<1,0<y<1,x*+y*>1},

3. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené, eventuilné uzaviené, a urCete uzavéer, vnitrek, hranici:
AN, b{l/n;neN}, ©Q, d{x y]eR* x>0y<0}

D{x.y.z2] €eR* x>0,y >0,x+y=2,2=<0}.

{{x.y] €R?* xy =0}, {[x,y] €eR?* xy=>1}

) {[x,y] € R* |x +y| —x —y >0},
4. Necht M C R™ je mnozina vSech bodd, jejichZ soufadnice jsou tvaru k / 2l keZ,1eN.Uréete M, Int M, H (M).
5. VySetiete, zda ndsledujici mnozZiny jsou oteviené nebo uzaviené:
a) {[x,y] € R%; x2 4+ ¢” > 17}, b){x € R; log?x > 0},
d) {[x,y] e R% /xy 4+ x>0}, e){lx,y,z] €R* x+y+z=xcosy, xyz <x*+y?},
@) {[x.y.z] € R x?y <arcsin(x + y°)},

c){[x,y] € RZ x% < sin(x + y3)},

) {[x, y] e R?%; x3y+xy2 <5,xy <x2+y2+1},

h) {[x, y] € R?; x%y < arcsin(x + y*)}, 1) {[x,y] € R?%; 6 —arccos x < arcsin(x + y>)}.

6. Pfipometime, Ze primér neprazdné mnoziny A v metrickém prostoru (P, p) definujeme jako diam A = sup{p(x, y); x,y €
A}. UrCete prumér ndsledujicich mnozin: a) (0, 1), b) (0, 2), ¢) {3} U (—1, 0), d) oteviend jednotkova koule v R”, e) (0, 1)* C R”.
7. Najdéte v R? disjunktni oteviené, resp. uzaviené mnoziny A a B pro néz je dist(A4, B) = 0. Lze nalézt tyto mnoziny tak,

aby jedna, pfipadné obé, byly omezené?

Vysledky: 3. a)ne, ano,
ne, A=R,IntA =0, H(A)
0,y =0} e)ano,ne, A = {y
IntA=0, HA) = A

4. M =R™ IntM =@, H(M) = R™

5. a)ano,ne b)ano,ne c)ano,ne d)ne,ne e)ne,ano f)ne,ano g)ne,ano h)ne, ne

6. a)l b)2 c)4 d)2 e)/n

7. A=B(0,1),B=B2,1);A={y=0},B={y= %,x > 0}; pro uzaviené ne.

9

A=N,Int4 =_@,H(A)=N b)ne,ne, A = AU {0}, IntA = @, H(A) = AU {0} c)ne,
=R d)ne,ne,A:{xiO,y50},IntA={x>0,X<O},H(A)={x=0,y§0}U{x2
< —x},IntA=A, HA) ={y =—-x} fHne,ne,A={x>0,y>0,x+y =2,z <0},

1) ano, ano



7. FUNKCE VICE PROMENNYCH — REZY, LIMITA A SPOJITOST

1. Urcete a nakreslete defini¢ni obor, vrstevnice a (pokud to 1ze) fezy rovnob&Zné s rovinami yz a xz:

a) x + /7, b)ﬁ, x4y dx?—y% e x|+y, O min{x,y}, g) max{x,y}, h) /Xy,

1
y1l—x2—-y2 j)—, k) arcsini, D v1—(x2+ y)2, m)\/(x2+y2—1)(4—x2—y2),
VX2 +y2 -1 y

n) /sin(x? + y2), o) sgn(sinx - sin y)

2. Vysetiete lim (1i ,y)), lim (li , Ii ,y), kd
yse reexgr})(ygno f(x,y)) y‘ir})(xli’}) f(x,y)) a  lim = f(xy).kde

Y

x2y2 ) 1
a) f(xd’) = ﬁv b) f(xdi) = ('x +y)Sln—prOx 7é O,f(O»Y) =0
x?y? 4+ (x —y) x
3. Vysetrete nésledujici limity:
sin(x2 + y?) , log(1 + x2 + y?) , 1 , Xy
a) lim — lim , ©) lim -2 d) lim _—
[x.y]=[0,0] Xx*+y beyl=0.0]  3/x2 4 y2 [x,]1—[0,0] X* + y [x,51>0,0] \/x2 4 y2
: 2 2
o lim —2— ) lim Siny) gy ———. b lim 2
[x,y]-[0,0] X + y [x,]=[0,0] /x2 + y2 [x,y]—[0,0] X= + y [x,1—[0,0] X= + y
. . x2y? . . x+y . x3 4+ x? 43+ y?
1) lim . D lim ———, k) lim 5 5 ,
[x.31-00,0] /x2y% + (x — y)? [x.31-[0,0] \/x2 + y2 [x,y1—[0,0] x“+y
2 2 /%2v2 + 1 — 1 1
) lim Xty Comy tim YEXEIT L him (4%,
[x,y]=[0,0] \/x2 + y2 +1—1 [x,y]—[0,0] X< 4y [x,»]—[0,0]
N

o) lim (x*+ yz)x2y2 P lim @2+ y2+2H)% ¢ lim (x*+yH®, 1 lim ﬂ

[x,y1-[0,0] ’ [x,,21-[0,0,0] ’ [x,y1-[0,0] T eyl=lo0) Xt 4yt

sin(xy) . sin x sin® y ) 2 —cosx —cosy ) xy?

s) lim ——— ¢ lm —————- u lim ————— V) im @ ——

[x.y]—>[0,0] x2 + y* [x.y1—[0,0] 1 — cos(x? + y2) [xyl—>0.0  x2+4y2 bx,y1=>[0,0] /x4 + y©

. sinx + log(1 + y)
w)* lim
[x.y]~[0,0] x+y

x+y#0

4. Lze funkci w rozsifit spojité na celou rovinu?

5. Lze funkci % roz&ifit spojité na celou rovinu?

Vysledky: 1. a) Dy = R x [0, +00), vrstevnice jsou ,levé poloviny* parabol b) Dy = (R \ {0}) x R, vrstevnice jsou
piimky prochdzejici po¢dtkem c¢) Dy = R?, vrstevnice na hlading ¢ > 0 je kruZnice se stfedem v podtku a polomérem /¢
d) Dy = R2, vrstevnice jsou hyperboly a jedna dvojice piimek e) D ;= R2, vrstevnice na hlading ¢ € R je graf funkce
c—1x| f)Dy =R?* g Df =R? h) Dy = [0,+00)? U (—00,0]?, vrstevnice na hladin& ¢ > 0 jsou hyperboly tvaru é,
na hlading 0 je to dvojice os 1) Dy = {[x,y] € R? x? + y? < 1}, vrstevnice na hladin 0 < ¢ < 1 je kruZnice se stfedem
v poddtku a polomérem v'1 —c2  j) Dy = {[x,y] € R?; x? 4+ y? > 1}, vrstevnice na hladin& ¢ > 0 je kruZnice se stfedem
v pocatku a polomérem /1 + cll k) Dy = {[x,y] € R%; y > |x| > 0} U{[x, y] € R?; y < —|x| < 0}, vrstevnice jsou piimky
prochézejici po¢dtkem 1) Dy = {[x,y] € R?; —1 —x? < y < 1 — x?}, vrstevnice jsou dvojice parabol, na hlading 1 jedna
parabola m) Dy = {[x,y] € R% 1 < x? 4 y? < 4}, vrstevnice na hladiné 0 < ¢ < 3 jsou dvojice kruznic se stfedy v pocdtku
a poloméry % V5 £+ /9 — 4¢2, na hlading % jedna kruZnice se stfedem v pocatku a polomérem ‘/TTO
n) Dy = {[x,y] € R% 2km < x? + y? < (2k + 1)z, k € Ny}, vrstevnice jsou posloupnosti kruZnic se stiedy v po&étku
o) Dy = R2, vrstevnice na hladiné —1 a 1 jsou ,.Sachovnice®, na hladiné 0 mfizka

2. a) dvojnasobné limity jsou 0, dvojné neexistuje b) prostfedn{ limita neexistuje, ostatni jsou 0

3. a1l b)0 c)+oo d)0 e)neexistuje f)0 g)neexistuje h) neexistuje i) 0 j)neexistuje k)1 1)2 m)O0
n)l o)l p1 g1 r)0 s)neexistuje t)neexistuje u) % v) 0 w) neexistuje

4. ANO

5. ANO (f(a,—a) = cosa)

10



8. FUNKCE VICE PROMENNYCH — PARCIALNI DERIVACE, TOTALN{ DIFERENCIAL
1. Vysetfete parcidlni derivace a totdlni diferencil nasledujicich funkci (pfipadné€ dodefinovanych nulou v pocatku):
) x™y", mneN b e¥”, oxy+yz+xz, d)V1—x2—y2 e Vx2+y2, 0 Vx3+y3 2 lxyl,
. . X . . 3 Xy x3y
h) ¥xy, i) x+yarcsin, /=, j)|y—sinx|, k) Vx+yZ DVxyl, m-—m— n) 55—,
y VX% + y? x<+y

2 2 2
Xy X+y —# 2 2\ - 1 XT =Yy
Nearerh P)xz_%yzlog(14‘XYL Qe o) (xT+y )Mn;;i;f;f, S)xy;ET;;E’

- 2
t) (f) L owxz, v, wE Isiny —sinx|, x)* v/x2 + ylog(x*> + y?), y)* M
y X y

o)x+y+

Vysledky: 1. a) % = mx™mlyn, gj; = nx™y"1, totdlni diferencidl existuje viude b) % = ye* Y = xew,

5 By

TD existuje v§ude c¢) g =y+2z 3 af =x+2z, ?,{ = x + y, TD existuje v§ude d) Dy = {[x,y] € ]Rz x2 4+ y%2 <1},

%(x,y) = —\/ﬁa% = \/Tprox + y2 < 1, TD existuje pokud x? + y? < 1 e) Jx+Ty2
. .., 2

a gj; = x;+y2 mimo pocatek, TD existuje vSude kromé pocatku a—(x y) = ﬁ @(x y) = \/ﬁ pokud

y # —x, ax (O 0) = af (0 0) = 1, TD existuje vSude kromé y = —x g) b (x y) = |y|sgnx prox # 0, 2 Em (x y) = |x|sgny

pro y # 0, 2 ¥ (0 0) = af (0 O) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje mimo osy a v pocétku h) (x y) = fﬁ pro x # 0,
P

@(x, y) = 1/_ proy # 0,2 Fr (0 0) = a’; (0,0) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje mimo osy i) Dy = {[x,y] € R?; (x >

OAyzx%MXSOAySX»qg@JO=1+;yfjf§m0hd]GDﬂX#Oax#)u%@J0=wmm¢%—2j§I
y y y
pro [x,y] € D, x # y, %(0, 0) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje tam, kde 3f j af (x,y) = —sgn(y — sinx) cos x
a %(x, y) = sgn(y — sin x) pokud y # sin x, ax (” + km, (=1)%) = 0, jinde PD neex1stu]1 TD existuje mimo y = sin x

a a
k) %(x, y) = W a %(x, y) = m pokud x # —y?2, jinde PD neexistujf, TD existuje tam, kde PD

1)) %(x,y) = 22 /|%| pokud x # 0, (x y) = w,/| | pokud y 75 0, aX(O 0) = 3f(O 0) = 0, jinde PD neexistuji,

: _ (0.0 — _

. w(x,y) = S pro [l # 0.0 %0.0) = %0.0) =0,
2 2 9 9

TD existuje mimo pocatek n) 2 He S (x,y) = % a g S (x,y) = x(x(;:_w pro [x, y] # [0,0], —f(0,0) = —jy((O, 0) =0,

xy(2x2+y?)

4
TD existuje vSude 0) 2 Fr (x y)=1+ \/ﬁ (x y)y=1+ o pro [x, y] # [0, O] (0,0) = %(0,0) =1,
TD existuje vSude

a
p) Dy = {lx, )] €R% (y > =3 Ax > 0)V(y < —EAx <O)V(x = 0)}, F(x, y) = 2P o014 xy)

TD existuje mimo osy m) %(x, y) =

0, — 0,
a f(x.y) = xzf;;j(lyixy) + x(xijz)g log(1 + xy) pro [x, y] e Dy \ {[0,0]}, 2 (o 0) = 4£(0,0) = 0, TD existuje viude
mimo pocatek q) Bx S (x,y) = e QECETE % a Bx J (x, y) =e g % pro [x,y] # [0,0],

9 a .
E(O’ 0) = —§(0, 0) = 0, TD existuje vSude r) ax (x, y) = 2xsin x2+y2 - x2+y2 cos x21y2 a %(x, y) = 2ysin ﬁ -

9 9 . . . 4 2,2_,,4 9
xzzTyyz cos ﬁ pro [x, y] # [0, 0], %(O, 0) = %(0,0) = 0, TD existuje viude s) 2 e S (x,y) = y‘x(j;‘jﬁ—yyz)z” a %(x, y) =

—x(x‘t(;gj_iyzjz_yﬁ pro [x, y] # [0,0], %(0, 0) = M(O, 0) = 0, TD existuje vSude t) Dy = {[x,y,z] € R} (x >0Ay >
0)V(x<0Ay <0)}, 5 ﬂ = %(%)Z_l, % = ;g(y)z—l’ % = (;—“)z logf,TD existuje viude u) Dy = {[x,y,z] € R3; x >
0Az # 0}, g§ = yxf_l, gf =xz —logx 3f =—x% z%logx TD existuje v§ude V) Df ={[x,y.z] €R3; x >0Ay >0},

3f = yix¥ Tl af = x¥ 7y~ 1log)c af = x¥" y%logxlog y, TD existuje viude w) ax (x y) = sgn(sinx — sin y) cos x

a ay (x y) = sgn(smy — sinx)cos y pokud siny # sinx, 3x(” + kw5 +1n) = (E + km, % + Ir) = 0, jinde PD

2xlog(x2+y2) | 2x vx +y log(x2+2) 2y 3/x2+y
neexistuji, TD existuje tam, kde PD  x) ax S (x.y) = i/(x2+y)2 + =5 ax (x y) = Yy x2+y2
y #—x2, %(X, x2) = af (x —x2) = 0 pokud x? + x* = 1, jinde PD neexistuji, TD existuje tam, kde PD y) (x y) =

xy((By2—xM)|x[+2(r2—xH)|y| x3((x*—y2) sgnx+2x3|y| 9 9 ..
( s ) a f(x.y) = ( el ) pokud [x, y] # [0,0], £(0.0) = 4£(0.0) = 0, TD existuje

mimo pocatek

pro
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9. FUNKCE VICE PROMENNYCH — DERIVACE SLOZENE FUNKCE

1. Necht f(u v) = uv anecht g: R?\ {[0,0]} — R2? je definovino predpisem g(x,y) = [(x + y2)(e* - 1), x2+y2].
Vypodtite 2 W Fq1,1)a%E (l, 1),kde F = fog.

2. Necht Vf(2,2,2) =[1,2,3] anecht g: R3 — R3 je definovino piedpisem g(x, y,z) =[x +y + z,x2 + y2 +1,x3 +
y3 4+ 1]. Vypoctéte VF(0,1,1), kde F = f og.

3. Necht' f: R” — R ma vSude totélni diferencial. Vy]adrete a a ,kde F = f ogag: R?> - R” je ddno predpisem

x—1 x
+y xz_y2i|_

3

2y Tx-y’

4. Necht f: R% — (0, +00) m4 viude totdlni diferencidl. Vyjadfete 5 9F o OF BF ,kde F: R? — R je ddno predpisem
@) F(x.y) = f(x.)7*). b) Flx.y) = f(x,y)f 0,

5. Necht' f: R? — R ma totélni diferencial v bod& [1, 1] a spliiuje f(1,1) = 1. Vyjadiete %—5(1, 1), je-li

0 0
0 FGx.) = F(F020. F)s Zo0) =1 FH0) =20 0 Fa) = £ (7630, 3,0 0),

a) g(x.y) =sinxcosy, b)g(x,y)=[x>+y>x*>—)y*2xy]. o gx.y)= [

6. Necht' f: R? — R ma totln{ diferencil v bodé [a, b]. Naleznéte jej, plati-li
oF

a) F(r,a) = f(rcosa,rsina), [a,b] =[1,1], %—I:(ﬁ, Z)y=0, w(ﬁ, Z) =4,

b) F(u,v) = f(e* cosv, e sinv), [a,b] = [1,0], ?)—I;(O,O) =17, E;—I:(O,O) = -

Vysledky: 1. 2E(1,1) =, a—‘;(1, 1)=2e—2

2. VF(0,1,1) = [1,14,1]

3. a) %’;(x y) = f'(sinx cos y)- cosxcosy, %ﬁ:(x y) = —f'(sinxcosy) s1nxs1ny b) 2 o £ (x,y) =2x% i (x +y x2—
2,2x)) +2x 8L (k24 2, x2 = 2 2xy) 42y B (224 2, 22— 2, 2xy), BB (x, y) = 29 F (24 y2 w2 y2 2xy) 2y (2 +

2_ —
y2, x% —y? 2xy)+2x S (x2 + 2, x2 — y2,2xy) c) (x y) = Bz(XZyI’% x2 — yz)-’y—c—ﬁ( 2y1’% x2—y?)-

(x— y)2+2g{:( 2y1’);+;)x y2), ’By('x y) %{(x2;1’);+;x y2), _yx2 +3f( 2;1’i Z_y) (xi);)2_
2P (55 2 k2= y?)
4. a) . y) = f OV y)log f(x. ) + 1), G (xy) = £0r, ») OV L (x, y)(log £(x,y) + 1)
Exy) = )00 (v xlog flx,y) + F83 %{ (x,y>), Ewy) = /0 (§x)log fx.y) +
—j’fiizii%(x »)
5. 0% n=4 bEan=(Lan)+Ean)?
6. a)Vf(1,1)=[-2.2] b)Vf(1,0)=[7.—1]
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