
1. ŘADY

1. Vyšetřete konvergenci následujících řad:

a)
1X
nD1

2n2 C 3nC 4

2n2 C 5
; b)

1X
nD1

2n2 C 3nC 4

.2n2 C 5/2
; c)

1X
nD1

n2

n3 C 1
; d)

1X
nD1

n2

2n
; e)

1X
nD1

2n

nŠ
; f)

1X
nD1

.nŠ/2

.2n/Š
;

g)
1X
nD1

�
2nC 100

3nC 1

�n
; h)

1X
nD1

�
3nC 1

2nC 100

�n
; i)

1X
nD1

�
2C .�1/n

7

�n
; j)

1X
nD1

nŠ

nn
; k)

1X
nD1

�
2n

n

�
1

5n
; l)

1X
nD1

sinn;

m)
1X
nD1

nlogx ; x 2 R; n)
1X
nD1

1
p
2nC 1

p
2nC 3

; o)
1X
nD1

3n C 4n

4n C 5n
; p)

1X
nD1

n5

3n � 2n
; q)

1X
nD1

2n C .�1/nn

3n C .�1/nn

2. Vyšetřete konvergenci následujících řad:

a)
1X
nD1

�p
n3 C 1 �

p

n3 � 1
�
; b)

1X
nD1

�p
n3 C n �

p

n3 � 1
�
; c)

1X
nD1

3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1

4
p
n

;

d)
1X
nD1

p
nC 2 �

p
n � 2

n˛
; ˛ 2 R; e)

1X
nD1

nnC
1
n�

nC 1
n

�n ; f)*
1X
nD1

sinn2; g)
1X
nD1

�
n � 1

nC 2

�n.n�1/
;

h)
4

2
C
4 � 7

2 � 6
C
4 � 7 � 10

2 � 6 � 10
C � � � ; i)

1X
nD1

.nŠ/2

2n
2
; j)

1X
nD1

1ŠC 2ŠC � � � C nŠ

.2n/Š
; k)

1X
nD1

�
1C cosn
2C cosn

�2n�logn

;

l)
1X
nD1

1

n2 log.nC 1/
; m)

1X
nD2

1

n2 � 1
log

1

n
; n)

1X
nD3

�
log.logn/

�� logn

3. Vyšetřete konvergenci následujících řad v závislosti na parametru x 2 R:

a)
1X
nD1

xn

1C x2n
; b)

1X
nD1

xn
2

2n
; c)

1X
nD1

n3xn; d)
1X
nD1

2n

nŠ
xn; e)

1X
nD1

2n

n2
xn;

f)
1X
nD1

.�1/nC1xn

n
; g)

1X
nD1

.�1/nx2nC1

2nC 1
; h)

1X
nD1

3n C .�3/n

n
xn

4. Vyšetřete konvergenci následujících řad:

a)
1X
nD1

cos.n�/
�p
nC 2 �

p
n
�
; b)

1X
nD1

.�1/n
�
n
p
3 � 1

�
; c)

1X
nD1

.�1/n
.nC 2/n

nnC2
; d)

1X
nD1

cos.n2�/
p
nC 7

p
n
p
nC 1

;

e)
1X
nD1

.�1/n
sinn
n
p
n
; f)

1X
nD18

.�1/n �

p
n2 C n �

p
n2 C 17

3
p
n3 C n2 �

3
p
n3 C 17n

; g)
1X
nD1

.�1/n
�
3
p

n2 � n �
3
p

n2 � 2n
�
;

h)
1X
nD1

.�1/n

p
n2 � 1 � n
p
n2 C n � n

; i)
1X
nD1

.�1/n

nC cos 2p
nC4

; j)
1X
nD1

.�1/n

 
n

s
n2

n2 C 1
� 1

!
; k)

1X
nD1

.�1/n

2nC .�1/n
;

l)
1X
nD2

.�1/n

nC .�1/n
; m)

1X
nD2

.�1/n
p
nC .�1/n

; n)
1X
nD1

cos.n�/
2 � cos.n�/

4n
; o)

1X
nD1

sin
�
�
p
n2 C a2

�
; a 2 R

5. Vyšetřete konvergenci následujících řad:

a)
1X
nD1

sinn
n
; b)

1X
nD1

.�1/n
sin2 n
n

; c)
1X
nD1

sinn
n

arctgn; d)
1X
nD10

sinn
nC 10 sinn

; e)
1X
nD3

sin.n�
3
/

log.logn/
; f)

1X
nD2

cos �n
2

nC1

log2 n

6. Vyšetřete konvergenci následujících řad:

a)
1X
nD1

arctgn
n

; b)
1X
nD1

�
1 � cos

1

n

�
; c)

1X
nD1

�
1 � sin

1

n

�.n2/
; d)

1X
nD1

n sin
�
1 � cos

1

n

�
; e)

1X
nD1

log cos
.�1/n
p
n
;

f)
1X
nD1

.�1/n
�
1 � cos

�p
n2 C 7 �

p
n2 C 1

��
; g)

1X
nD1

.�1/n arctgn � arctg
1

n
; h)

1X
nD1

log
�
1C

.�1/n

n

�
;

i)
1X
nD1

n˛e
p
n2C11�

p
n2C1; j)

1X
nD1

log
�nC 1

n

�
arcsin

1

n
; k)

1X
nD1

�
1 � cos

1

n

�˛
logn; l)

1X
nD1

n2n

.nC a/nCb.nC b/nCa

1



7. Vyšetřete konvergenci následujících řad:

a)
1X
nD1

log
�
n sin

1

n

�
; b)

1X
nD1

�
1
p
n
� sin

1
p
n

�
; c)

1X
nD1

�
tg

1
5
p
n
� sin

1
5
p
n
�

1

2
5
p
n3

�
;

d)
1X
nD1

�
sin

1
p
n
� log

�
1C

1
3
p
n

��
; e)

1X
nD1

�
e
1
n � 1 �

1

n

��
arcsin

1

n
�

1
p
n

�
; f)

1X
nD1

 
1
p
n
C log

 r
1C

1

n
�

1
p
n

!!

Nápovědy: 1. l) Pracujte s výrazem sin.nC2/�sinn. 2. f) Pracujte s výrazem sin.nC2/2�sinn2 nebo sin
�
.nC2/2�n2

�
.

h) Vyjádřete anC1 pomocí an. n) kondenzační kritérium nebo an D exp.� logn log log logn/ � 1
n2

pro velká n. 4. d)
Zkoumejte hodnoty cos.n2�/. g) Pro důkaz monotonie upravit. h) znaménko, monotonie čitatele a jmenovatele l), m) sečíst
po 2 nebo odečíst „dominantní“ řadu nebo rozšířit pro vzorec a2� b2 n) sečíst po 2 nebo rozdělit o) odečíst a přičíst n� 5.
b) upravit; .�1/n D cos.�n/ a vzorec pro cos.aC b/ d), f) odečíst „dominantní“ řadu 6. g) derivace 7. f) rozvoje
3. řádu

Výsledky: 1. a) D b) K c) D d) K e) K f) K g) K h) D i) K j) K k) K l) D m) K, právě když 0 < x < 1
e

n) D o) K p) K q) K
2. a) K b) D c) K d) K, právě když ˛ > 1

2
e) D f) D g) K h) K i) K j) K k) K l) K m) K n) K

3. a) AK pro x ¤ ˙1, D pro x D ˙1 b) AK pro jxj � 1, D jinak c) AK pro jxj < 1, D jinak d) AK pro x 2 R e) AK
pro jxj � 1

2
, D jinak f) AK pro jxj < 1, NAK pro x D 1, D jinak g) AK pro jxj < 1, NAK pro x D ˙1, D jinak h) AK pro

jxj < 1
3

, D jinak
4. a) NAK b) NAK c) AK d) NAK e) AK f) D g) NAK h) NAK i) NAK j) AK k) NAK l) NAK m) D

n) D o) AK pro a D 0, NAK pro a ¤ 0
5. a) NAK b) NAK c) NAK d) NAK e) NAK f) NAK
6. a) D b) K c) K d) D e) D f) AK g) NAK h) NAK i) AK pro ˛ < �1, D jinak j) K k) K, právě když

˛ > 1
2

l) K, právě když aC b > 1
7. a) K b) K c) D d) D e) K f) K

2



2. PRIMITIVNÍ FUNKCE

1. Nalezněte primitivní funkce na co největších množinách k následujícím funkcím:

a) x3 C 2x C
17

x
; b) 18ex C 16e8x �

1

x
C 3 cos x; c)

p
x C sin.2x/; d) cos.3x/C e2x ; e) .x C 5/3;

f) sin.2x C 7/; g)
1

cos2.3 � 2x/
; h)

1

2x � 1
; i) 3

p
1 � 3x; j)

x C 1
p
x
; k)

.1 � x/3

x 3
p
x
; l)

1
p
2 � 5x

; m)
x2

1C x2
;

n)
�
1 �

1

x2

�q
x
p
x; o)

1

2C 3x2
; p)

1
p
2 � 3x2

; q)
p

x6; r)
2xC1 � 5x�1

10x
; s)

e3x C 1

ex C 1
; t) tg2 x; u) cotg2 x;

v) jcos xj; w)
p
1 � sin 2x; x) sin2 x; y) cos4 x; z)

1

1C cos x
2. Nalezněte primitivní funkce na co největších množinách k následujícím funkcím:

a) xe�x
2

; b)
arctg x
x2 C 1

; c) tg x; d)
x

p
x2 C 5

; e)
x2

cos2.x3/
; f)

x

1C 4x2
; g)

x

1C x4
; h)

1

x log x
; i)

2x C 1

x2 C x C 1
;

j)
sin log x
x

; k)
ex

ex C 1
; l)

1

.x C 1/
p
x
; m)

x C 1

x2 C 2x C 9
; n)

x2

x C 1
; o)

x3

x8 C 2
; p) sin3 x; q)

1

x log x log log x
;

r)
e2x

1C ex
; s)

log x
x
p
1C log x

; t) cos5 x
p

sin x; u) tg5 x; v)
1

sin2 x C 2 cos2 x
; w)

cos xp
2C cos.2x/

3. Nalezněte primitivní funkce na co největších množinách k následujícím funkcím:

a) xex ; b)
x

ex
; c) log x; d) x log x; e) x2e�2x ; f)

cos x
ex

; g) e3xC1 sin x; h) log2 x; i) xa log x; j) eax sin bx;

k) arctg x; l) arcsin x; m) e
p
x ; n) log

�
x C

p
x2 C 1

�
; o) x5ex

3

; p) x sin2 x; q)
p
x arctg

p
x; r) sin log x;

s) xex sin x; t)
p

1 � x2; u)*
xearctgx

.1C x2/
3
2

4. Nalezněte primitivní funkce na co největších množinách k následujícím funkcím:

a)
x C 1

x2 C 4
; b)

x2 C 1

x2 � 1
; c)

x2

.1 � x/100
; d)

1

3x2 � 2x � 1
; e)

x

x2 � x C 2
; f)

x5

x2 C x � 2
; g)

x C 2

.x � 1/2.x C 1/
;

h)
x2

.x C 2/2.x C 4/2
; i)

x

x4 � 2x2 � 1
; j)

x17 � 5

x � 1
; k)

x17 � 5

x2 � 1
; l)

x3 C 1

x3 � 5x2 C 6x
; m)

x

x3 � 1
;

n)
3x C 2

.x2 C x C 2/2
; o)

1

1C x4
; p)

x8 C x � 1

x6 C 1

5. Nalezněte primitivní funkce na co největších množinách k následujícím funkcím:

a)
1

sin x
; b)

arctg ex

ex
; c)

sin x cos x
sin2 x C 2 cos2 x

; d)
sin x

sin2 x C cos x � 1
; e)

1

1C e
x
2 C e

x
3 C e

x
6

; f)
sin x

sin x C cos x
;

g)
sin x cos x
1C sin4 x

; h)
1

cos x sin3 x
; i)

3 sin2 x C cos2 x
sin2 x C 3 cos2 x

; j)
1

.2C cos x/ sin x
; k)

1

sin x C tan x
; l)

sin x
1C sin x

;

m)
x

1C sin.x2 C 1/
; n)

1

2 sin x � cos x C 5
; o)

1

.sin2 x C 2 cos2 x/2
; p)

1

a2 sin2 x C b2 cos2 x
; a; b > 0;

q)
1

1C " cos x
; 0 < " < 1; r)

sin2 x
1C sin2 x

; s)
sin x cos x

sin x C cos x
; t)

sin x
sin3 x C cos3 x

; u)
1

sin4 x C cos4 x
6. Nalezněte primitivní funkce na co největších množinách k následujícím funkcím:

a)
1

1C
p
x C 3

; b)
1

x C
p
x2 C x C 1

; c)
x � 1

x.
p
x C

3
p
x2/

; d)
1

p
�x2 C 4x � 3

; e)
x

p
x C 1C 3

p
x C 1

;

f)
1

1C
p
x2 C 2x C 2

; g)
1 �
p
x C 1

1 � 3
p
x C 1

; h)
1

3
p
.x � 1/2.x C 1/

; i)
1

x

r
1 � x

1C x
; j)

1

x

3

r
1 � x

1C x
; k)

p

x2 � 2x;

l)
p

x2 � 2x � 1; m)
1

.4C x2/
p
4 � x2

; n)
x2

p
1C x C x2

; o)
x2

2
p
1 � x2

; p)
1

1C
p
1 � 2x � x2

;

q)
p
x C 1 �

p
x � 1

p
x C 1C

p
x � 1

; r)
1

1C
p
x C
p
x C 1

; s)
x �
p
x2 C 3x C 2

x C
p
x2 C 3x C 2

; t)
x

4
p
x3.5 � x/

3



Návody: 5. a)
R

1
t2�1

dt b) per partes c)
R
�t
1Ct2

dt d)
R

1
t.t�1/

dt e) 6
R

1
t.1CtCt2Ct3/

dt f)
R

t
.tC1/.t2C1/

dt

g)
R

t
1Ct4

dt h)
R

1
t3.1�t2/

dt i)
R

3t2C1
.t2C3/.t2C1/

dt j) �
R

1
.2Ct/.1�t2/

dt k)
R
1�t2

2t
dt

l) �
R

2
.tC1/2

dt nebo
R

4t
.tC1/2.1Ct2/

dt m) 1
2

R
1

1Csinu du,
R

1
.tC1/2

dt n)
R

1
3t2C2tC2

dt o)
R

1Ct2

.2Ct2/2
dt p)

R
1

a2t2Cb2
dt

q)
R

2
1C"C.1�"/t2

dt r)
R

t2

.2t2C1/.t2C1/
dt s)

R
4t.t2�1/

.1Ct2/2.t2�2t�1/
dt t)

R
t

1Ct3
dt u)

R
1Ct2

1Ct4
dt

6. a)
R

2t
1Ct

dt b)
R

2.t2�tC1/
.t�2/.2t�1/

dt c)
R
6 t6�1
t4.tC1/

dt d)
R
�2
1Ct2

dt e)
R
6t3.t6�1/
.tC1/

dt D
R
6t3.t3 � 1/.t2 � t C 1/ dt

f)
R
t2�2tC2
t2.1�t/

dt g)
R
6t5.t2CtC1/

tC1
dt h)

R
3t
1�t3

dt i)
R

4t2

.t2C1/.t2�1/
dt j)

R
6t3

.t3C1/.t3�1/
dt

k)
R

8t2

.1�t2/3
dt nebo

R
�t2.tC2/2

4.tC1/3
dt l)

R
16t2

.1�t2/3
dt nebo

R
�.t2C2t�1/2

4.tC1/3
dt m)

R
t2C1
4.t4C1/

dt n)
R
2.t2�1/2

.1�2t/3
dt o)

R
�.1�t2/2

.1Ct2/3
dt

p)
R

�4
p
2t

.1Ct2/.t2C2
p
2tC1/

dt nebo
R

t2C2t�1
.1�t/.1Ct2/

dt q)
R

4t
.1�t/.1Ct/3

dt r) lze využít vzorec pro a2 � b2, kde a D 1 C
p
x a

b D
p
x C 1 s)

R
2t.t2�3tC2/
.3�2t/.3t�4/

dt t) 20
R

t4

.1Ct4/2
dt

Výsledky: 1. a) 1
4
x4 C x2 C 17 logjxj na .�1; 0/ a na .0;C1/ b) 18ex C 2e8x � logjxj C 3 sin x na .�1; 0/ a na

.0;C1/ c) 2
3

p
x3 � 1

2
cos.2x/ na .0;C1/ d) 1

3
sin.3x/C 1

2
e2x na R e) 1

4
.x C 5/4 na R f) �1

2
cos.2x C 7/ na R

g) �1
2

tg.3 � 2x/ na
�
3
2
�
�
4
; 3
2
C

�
4

�
C k �

2
, k 2 Z h) 1

2
logj2x � 1j na .�1; 1

2
/ a na .1

2
;C1/ i) �1

4
3
p
.1 � 3x/4 na R

j) 2
3

p
x3 C 2

p
x na .0;C1/ k) �3 1

3
p
x
�
9
2

3
p
x2 C 9

5

3
p
x5 � 3

8

3
p
x8 na .�1; 0/ a na .0;C1/ l) �2

5

p
2 � 5x na .�1; 2

5
/

m) x � arctg x na R n) 4
7
x
7
4 C 4x�

1
4 na .0;C1/ o) 1p

6
arctg

�q
3
2
x
�

na R p) 1p
3

arcsin
�q

3
2
x
�

na
�
�

q
2
3
;

q
2
3

�
q) 1

4
x4 sgn x na R r) � 2

log55
�x C

1
5 log22

�x na R s) 1
2
e2x � ex C x na R t) �x C tg x na .��

2
; �
2
/C k� , k 2 Z

u) �x � cotg x na .0; �/C k� , k 2 Z v) na R: .�1/k sin x C 2k pro x 2 h��
2
; �
2
i C k� , k 2 Z w) na R: .�1/k.sin x C

cos x/ C 2
p
2k pro x 2 h�3

4
; 1
4
�i C k� , k 2 Z x) x

2
�

1
4

sin 2x na R y) 3
8
x C 1

4
sin 2x C 1

32
sin 4x na R z) tg x

2
na

.��; �/C 2k� , k 2 Z

2. a) �1
2
e�x

2
na R b) 1

2
arctg2 x na R c) � logjcos xj na .��

2
; �
2
/ C k� , k 2 Z d)

p
x2 C 5 na R e) 1

3
tg.x3/ na�

3

q
�
�
2
C k�; 3

q
�
2
C k�

�
, k 2 Z f) 1

8
log.1C 4x2/ na R g) 1

2
arctg.x2/ na R h) logjlog xj na .0; 1/ a na .1;C1/

i) log.x2CxC1/ na R j)� cos log x na .0;C1/ k) log.exC1/ na R l) 2 arctg
p
x na .0;C1/ m) 1

2
log.x2C2xC9/ na R

n) 1
2
x2�xC logjxC1j na .�1;�1/ a na .�1;C1/ o) 1

4
p
2

arctg x4p
2

na R p) � cos xC 1
3

cos3 x na R q) logjlog log xj na

.1; e/ a na .e;C1/ r) ex�log.1Cex/ na R s) 2
3
.1Clog x/

3
2 �2
p
1C log x na .1

e
;C1/ t) 2

3
sin

3
2 x� 4

7
sin

7
2 xC 2

11
sin

11
2 x

na .0; �/C 2k� , k 2 Z u) 1
4

cos�4 x � cos�2 x � logjcos xj na .��
2
; �
2
/C k� , k 2 Z v) na R: F.x/ D 1p

2
arctg tgx

p
2
C k �p

2

pro x 2 .��
2
; �
2
/C k� , F.�

2
C k�/ D �

2
p
2
C k �p

2
, k 2 Z w) 1p

2
arcsin

q
2
3

sin x na R

3. a) ex.x�1/ na R b)�e�x.1Cx/ na R c) x.log x�1/ na .0;C1/ d) 1
2
x2.log x� 1

2
/ na .0;C1/ e)�1

2
e�2x.x2C

x C 1
2
/ na R f) 1

2
e�x.sin x � cos x/ na R g) 1

10
e3xC1.3 sin x � cos x/ na R h) x.log2 x � 2 log x C 2/ na .0;C1/

i) x
1Ca

1Ca

�
log x � 1

1Ca

�
na .0;C1/ pro a ¤ �1, 1

2
log2 x na .0;C1/ pro a D �1 j) eax a sinbx�b cosbx

a2Cb2
na R k) x arctg x �

1
2

log.x2C 1/ na R l) x arcsin xC
p
1 � x2 na .�1; 1/ m) 2e

p
x
�p
x � 1

�
na .0;C1/ n) x log

�
xC
p
x2 C 1

�
�
p
x2 C 1

na R o) 1
3
.x3 � 1/ex

3
na R p) 1

4
.x2 � x sin 2x C sin2 x/ na R q) 2

3
x
3
2 arctg

p
x C 1

3
log.x C 1/ � 1

3
x na .0;C1/

r) 1
2
x.sin log x � cos log x/ na .0;C1/ s) 1

2
ex
�
x sin x C .1 � x/ cos x

�
na R t) 1

2

�
x
p
1 � x2 C arcsin x

�
na .�1; 1/

u) .x�1/e
arctgx

2
p
1Cx2

na R

4. a) 1
2

log.x2C4/C 1
2

arctg x
2

na R b) xC log
ˇ̌
x�1
xC1

ˇ̌
na .�1;�1/, na .�1; 1/ a na .1;C1/ c) 1

99.1�x/99
�

1
49.1�x/98

C

1
97.1�x/97

na .�1; 1/ a na .1;C1/ d) 1
4

log
ˇ̌
x�1
3xC1

ˇ̌
na .�1;�1

3
/, na .�1

3
; 1/ a na .1;C1/ e) 1

2
log.x2 � x C 2/ C

1p
7

arctg 2x�1p
7

na R f) x
4

4
�
x3

3
C

3x2

2
� 5x C 32

3
logjx C 2j C 1

3
logjx � 1j na .�1;�2/, na .�2; 1/ a na .1;C1/

g) �3
2
�
1
x�1
C

1
4

log
ˇ̌
xC1
x�1

ˇ̌
na .�1;�1/, na .�1; 1/ a na .1;C1/ h) 2 log

ˇ̌
xC4
xC2

ˇ̌
�

4
xC4
�

1
xC2

na .�1;�4/, na .�4;�2/ a

na .�2;C1/ i)
p
2
8

log jx
2�
p
2�1j

x2C
p
2�1

na
�
�1;�

p
1C
p
2
�
, na

�
�

p
1C
p
2;
p
1C
p
2
�

a na
�p
1C
p
2;C1

�
j) �4 logjx � 1j C

P17
kD1

xk

k
na .�1; 1/ a na .1;C1/ k) 3 logjx C 1j � 2 logjx � 1j C

P8
kD1

x2k

2k
na .�1;�1/, na .�1; 1/ a

na .1;C1/ l) x C 1
6

logjxj � 9
2

logjx � 2j C 28
3

logjx � 3j na .�1; 0/, na .0; 2/, na .2; 3/ a na .3;C1/

m) 1
6

log .x�1/2

x2CxC1
C

1p
3

arctg 2xC1p
3

na .�1; 1/ a na .1;C1/ n) �3
2
�

1
x2CxC2

C
2
7
�

2xC1
7C.2xC1/2

C
2
p
7

49
arctg 2xC1p

7
na R

o)
p
2
8

log x2C
p
2xC1

x2�
p
2xC1

C

p
2
4

arctg.
p
2x C 1/C

p
2
4

arctg.
p
2x � 1/ na R (nápověda k rozkladu: pracujte s výrazem .x2 C 1/2)

p) 1
3
x3C 1

6
log.1Cx2/C

p
3�1
12

log.x2�
p
3xC1/�

p
3C1
12

log.x2C
p
3xC1/� 3�

p
3

6
arctg.2x�

p
3/� 3C

p
3

6
arctg.2xC

p
3/

na R
5. a) 1

2
log 1�cosx

1Ccosx na .0; �/Ck� , k 2 Z b) x� 1
2

log.1Ce2x/� arctg ex

ex
na R c) �1

2
log.1Ccos2 x/ na R d) log 1�cosx

jcosxj

na .��
2
; 0/ C 2k� , na .0; �

2
/ C 2k� a na .�

2
; 3
2
�/ C 2k� , k 2 Z e) x � 3 arctg e

x
6 � 3 log.e

x
6 C 1/ � 3

2
log.e

x
3 C 1/ na R
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f) na .��
4
; 3
4
�/ C k�: F.x/ D 1

2
x C 1

4
log tg2 xC1

.tgxC1/2
pro x ¤ �

2
C k� , F.�

2
C k�/ D �

4
C k �

2
, k 2 Z g) 1

2
arctg sin2 x

na R h) logjtg xj � 1

2 sin2 x
na .0; �

2
/ C k �

2
, k 2 Z i) na R: F.x/ D 4p

3
arctg tgx

p
3
� x C k 4�p

3
pro x 2 .��

2
; �
2
/ C k� ,

F.�
2
C k�/ D .2k C 1/ .4�

p
3/�

2
p
3

, k 2 Z j) 1
3

log.2C cos x/C 1
6

log.1 � cos x/ � 1
2

log.1C cos x/ na .0; �/C k� ,

k 2 Z k) 1
2

logjtg x
2
j �

1
4

tg2 x
2

na .0; �
2
/ C k �

2
, k 2 Z l) na .��

2
; 3
2
�/ C 2k�: F.x/ D x C 2

1Ctg x2
pro x ¤ � C 2k� ,

F.� C 2k�/ D � C 2k� , k 2 Z m) na
�
�

q
2k� C 3

2
� � 1 � 2�;�

q
2k� C 3

2
� � 1

�
, na

�
�

q
3
2
� � 1;

q
3
2
� � 1

�
a na�q

2k� C 3
2
� � 1;

q
2k� C 3

2
� � 1C 2�

�
, k 2 N: F.x/ D � 1

1Ctg x
2C1
2

pro x ¤ ˙
p
� C 2k� � 1,

F.˙
p
� C 2k� � 1/ D 0, k 2 Z n) na R: F.x/ D 1p

5
arctg 1C3 tg x2p

5
Ck �p

5
pro x 2 .��; �/C2k� ,F.�C2k�/ D .kC1

2
/ �p

5
,

k 2 Z o) na R: F.x/ D 3

4
p
2

arctg tgx
p
2
�

tgx
4.2Ctg2 x/

C k 3�

4
p
2

pro x 2 .��
2
; �
2
/C k� , F.�

2
C k�/ D .k C 1

2
/ 3�
4
p
2

, k 2 Z

p) na R: F.x/ D 1
ab

arctg
�
a
b

tg x
�
C k �

ab
pro x 2 .��

2
; �
2
/ C k� , F.�

2
C k�/ D .k C 1

2
/ �
ab

, k 2 Z q) na R: F.x/ D
2p
1�"2

arctg
�q

1�"
1C"

tg x
2

�
C k 2�p

1�"2
pro x 2 .��; �/ C 2k� , F.� C 2k�/ D .k C 1

2
/ 2�p

1�"2
, k 2 Z r) na R: F.x/ D

x � 1p
2

arctg
�p
2 tg x

�
� k �p

2
pro x 2 .��

2
; �
2
/ C k� , F.�

2
C k�/ D .k C 1

2
/�
�
1 � 1p

2

�
, k 2 Z s) na .��

4
; 3
4
�/ C k�:

F.x/ D
tg x2�1
1Ctg2 x2

C
1

2
p
2

log
ˇ̌̌

tg x2�1�
p
2

tg x2�1C
p
2

ˇ̌̌
pro x ¤ �C 2l� , F.�C 2l�/ D 0, k; l 2 Z t) na .��

4
; 3
4
�/Ck� : F.x/ D G.x/ pro

x 2 .��
4
; �
2
/C k� , F.x/ D G.x/C �p

3
pro x 2 .�

2
; 3
4
�/C k� , F.�

2
C k�/ D �

2
p
3

, k 2 Z, kde G.x/ D 1
6

log tg2 x�tgxC1
.tgxC1/2

C

1p
3

arctg 2 tgx�1
p
3

u) na R: F.x/ D 1p
2

arctg
�p
2 tg xC1

�
C

1p
2

arctg
�p
2 tg x�1

�
Ck
p
2� pro x 2 .��

2
; �
2
/Ck� ,F.�

2
Ck�/ D

.k C 1
2
/
p
2� , k 2 Z

6. a) 2
p
x C 3 � 2 log

�
1C
p
x C 3

�
na .�3;C1/

b)
p
x2 C x C 1 � x C 2 log

ˇ̌p
x2 C x C 1 � x � 2

ˇ̌
�
1
2

log
ˇ̌
2
p
x2 C x C 1 � 2x � 1

ˇ̌
na .�1;�1/ a na .�1;C1/

c) 3 3
p
x � 6 6

p
x C log x C 6 1

6
p
x
� 3 1

3
p
x
C 2 1p

x
na .0;C1/ d) �2 arctg

q
3�x
x�1

na .1; 3/ e) 2
3
.x C 1/

3
2 �

3
4
.x C 1/

4
3 C

6
7
.x C 1/

7
6 � .x C 1/C 6

5
.x C 1/

5
6 �

3
2
.x C 1/

2
3 na .�1;C1/ f) �2p

x2C2xC2�x
� log

�p
x2 C 2x C 2 � x � 1

�
na R

g) 6
7
.x C 1/

7
6 C

6
5
.x C 1/

5
6 �

3
2
.x C 1/

2
3 C 2

p
x C 1 � 3 3

p
x C 1C 6 6

p
x C 1 � 6 log

�
6
p
x C 1C 1

�
na .�1; 0/ a na .0;C1/

h) � log
ˇ̌̌̌
1 � 3

q
xC1
x�1

ˇ̌̌̌
C

1
2

log
�
3

q�
xC1
x�1

�2
C

3

q
xC1
x�1
C 1

�
�
p
3 arctg

�
2p
3

3

q
xC1
x�1
C

1p
3

�
na .�1;�1/, na .�1; 1/ a na .1;C1/

i) log
ˇ̌̌p

1�x�
p
1Cx

p
1�xC

p
1Cx

ˇ̌̌
C 2 arctg

q
1�x
1Cx

na .�1; 0/ a na .0; 1/ j) log jt2�1j
p
t4Ct2C1

�
p
3 arctg 2tC1p

3
C
p
3 arctg 2t�1p

3
, kde t D 3

q
1�x
1Cx

,

na .�1;�1/, na .�1; 0/ a na .0;C1/ k) sgnx
2

�
x.x�1/

q
x�2
x
Clog

ˇ̌̌q
x�2
x
�1
ˇ̌̌
�log

�q
x�2
x
C1

��
nebo 1

2
.x�1/

p
x2 � 2xC

1
2

log
ˇ̌p
x2 � 2x � x C 1

ˇ̌
, na .�1; 0/ a na .2;C1/

l) sgn.x�1C
p
2/�

 
1
2
.x�1/.x�1C

p
2/

r
x�1�

p
2

x�1C
p
2
Clog

ˇ̌̌̌r
x�1�

p
2

x�1C
p
2
�1

ˇ̌̌̌
�log

�r
x�1�

p
2

x�1C
p
2
C1

�!
nebo 1

2
.x�1/

p
x2 � 2x � 1C

log
ˇ̌p
x2 � 2x � 1� xC 1

ˇ̌
, na .�1; 1�

p
2/ a na .1C

p
2;C1/ m)

p
2
8

arctg
�p

2

q
xC2
2�x
� 1

�
C

p
2
8

arctg
�p

2

q
xC2
2�x
C 1

�
na .�2; 2/ n) 1

4
.2x � 3/

p
x2 C x C 1C 1

8
log
�
2
p
x2 C x C 1 � 2x � 1

�
na R o) �1

4
x
p
1 � x2 � 1

2
arctg

q
1�x
1Cx

na .�1; 1/

p) log
�
t C
p
2� 1

�
� log

�
t C
p
2C 1

�
� 2 arctg t , kde t D

r
�1C
p
2�x

xC1C
p
2

, na .�1�
p
2;�1C

p
2/; nebo � log.1� t /� 2 arctg t ,

kde t D
p
1�2x�x2�1

x
, na .�1 �

p
2; 0/ a na .0;�1 C

p
2/, lze slepit v 0 q) 1

2
x2 � 1

2
x
p
x2 � 1 C 1

2
log
�
x C
p
x2 � 1

�
na

.1;C1/

r) 1
2
x C
p
x � 1

2

p
x.x C 1/ � 1

2
log.
p
x C
p
x C 1/ na .0;C1/ s) t

18
�

t2

6
C

3
4

logj2t � 3j � 16
27

logj3t � 4j, kde t D
p
x2 C 3x C 2�x, na .�1;�2/, na .�1;�2

3
/ a na .�2

3
;C1/ t) 5

4
p
2

log t2C
p
2tC1

t2�
p
2tC1
C

5

2
p
2

arctg.
p
2tC1/C 5

2
p
2

arctg.
p
2t�

1/ � 5t
1Ct4

, kde t D 4

q
x
5�x

, na .0; 5/
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3. URČITÉ INTEGRÁLY

1. Spočtěte tyto určité integrály:

a)
Z C1
0

xne�x dx; n 2 N0; b)
Z �

0

sinn x dx; n 2 N0; c)
Z 9

2�

0

sinn x cos x dx; n 2 N0; d)
Z �

2

0

dx
1C cos2 x

;

e)
Z �

0

dx
1C cos2 x

; f)
Z 1

0

x arctg x dx; g)
Z 2

0

j1 � xj dx; h)
Z C1
2

dx
x2 C x � 2

; i)
Z C1
0

xe�x
2

; j)
Z C1
�1

xe�x
2

;

k)
Z 8�

0

dx
1C " cos x

; 0 < " < 1; l)
Z �

0

.x sin x/2 dx

Výsledky: 1. a) nŠ b) � .n�1/ŠŠ
nŠŠ

pro n sudé, 2 .n�1/ŠŠ
nŠŠ

pro n liché c) 1
nC1

d) �

2
p
2

e) �p
2

f) �
4
�
1
2

g) 1 h) 2
3

log 2

i) 1
2

j) 0 k) 8�p
1�"2

l) �
3

6
�
�
4

6



4. KONVERGENCE INTEGRÁLŮ

1. Vyšetřete konvergenci následujících integrálů (˛; ˇ; 
 2 R):

a)
Z 1

0

sin x
x

dx; b)
Z 1

0

log x dx; c)
Z 1

0

1 � sin x
x

dx; d)
Z C1
1

arctg x
x

dx; e)
Z �

2

0

sin˛ x dx;

f)
Z �

0

1
p
1 � cos x

dx; g)
Z C1
0

x˛ arctgˇ x dx; h)
Z 2

1

dx
x log x

; i)
Z 2

1

log.1C x/
x

dx; j)
Z 1

0

log x
1 � x2

dx;

k)
Z C1
0

log x
1C x2

dx; l)
Z C1
7

log.1C x/
x
p
x

dx; m)
Z C1
0

1
p
x log.1C ex/

dx; n)
Z 1

0

x˛.1 � x/ˇ dx;

o)
Z C1
0

x˛e�
p
x dx; p)

Z C1
2

1

x˛ logˇ x
dx; q)

Z C1
0

x˛
p
1C x

dx; r)
Z 1

0

jlog xj˛
p
1 � x

dx; s)
Z C1
0

x � sin x
x˛

dx;

t)
Z C1
1

1p
.x4 � 1/ arccotg x

dx; u)
Z �

2

0

sin˛ x cosˇ x dx; v)
Z �

2

0

sin˛ x cosˇ x.1 � cos x/
 dx;

w)
Z C1
0

1

x˛ C xˇ
dx; x)

Z C1
0

x˛

1C xˇ
dx; y)

Z �
2

0

tg˛ x � log cos x dx; z)
Z 1

0

arccos x
log˛ 1

x

dx

2. Vyšetřete konvergenci následujících integrálů (˛ 2 R):

a)
Z C1
0

sin2 x
x

dx; b)
Z C1
0

e�x cos x
1C
p
x

dx; c)
Z C1
0

arctg x sin 1
x

x
dx; d)

Z C1
1

sin x
x˛

dx; e)
Z C1
0

x sin x
1C x2

dx;

f)
Z C1
0

sin 1
x

p
x

dx; g)
Z C1
0

x sin x
1C x

dx; h)
Z C1
0

x2 sin3 x
1C x3

dx; i)
Z C1
0

cos x � e�
x2

2

x˛
dx; j)

Z C1
0

x cos.x4/ dx;

k)
Z C1
0

sin.x2/
3
p
1C x3

dx; l)
Z C1
1

sin.x˛/ dx; m)
Z C1
0

sin.x C x2/
1C x

dx; n)
Z C1
�1

sin.ex/ dx; o)
Z C1
1

sin.log x/ dx;

p)
Z C1
0

sin x � sin 2x
x˛

dx; q)
Z C1
0

exp.sin x/ � sin 2x
x˛

dx; r)
Z C1
2

sin x
x C 2 sin x

dx; s)
Z C1
4

sin x
p
x C 2 sin x

dx;

t)
Z C1
0

sin
�
x C 1

x

�
x˛

dx; u)*
Z C1
1

sin.x C log x/
x˛

dx

Návody: 1. b) výpočet c) rozdíl integrálů k) růstová škála p) pro ˛ D 1 substituce r) log 1
y
D � logy s) Taylor

t) limx!C1
arccotgx
x˛

spočteme substitucí x D cotgy z) limx!1�
arccosx
.1�x/ˇ

spočteme substitucí x D cosy

2. d) BC, jsin xj � sin2 x g) rozdíl integrálů nebo Abel h) jsin xj3 � sin4 x j)–o) substituce q) substituce
r), s) součet integrálů t) sin.aC b/ u) substituce

Výsledky: 1. a) K b) K c) D d) D e) K, ˛ > �1 f) D g) K, ˛ < �1 < ˛ C ˇ h) D i) K j) K k) K l)
K m) K n) K, ˛ > �1, ˇ > �1 o) K, ˛ > �1 p) K, ˛ > 1 nebo ˛ D 1 a ˇ > 1 q) K,�1 < ˛ < �1

2
r) K

, ˛ > �1
2

s) K, 2 < ˛ < 4 t) K u) K, ˛ > �1, ˇ > �1 v) K, ˇ > �1, ˛ C 2
 > �1 w) K, maxf˛; ˇg > 1,
minf˛; ˇg < 1 x) K, ˇ � 0 a �1 < ˛ < ˇ � 1, nebo ˇ < 0 a ˇ � 1 < ˛ < �1 y) K,�3 < ˛ < 1 z) K, ˛ < 3

2

2. a) D b) AK c) AK d) AK pro ˛ > 1, NAK pro 0 < ˛ � 1 e) NAK f) AK g) D h) NAK i) AK pro 1 < ˛ < 5,
NAK pro 0 < ˛ � 1 j) NAK k) NAK l) AK pro ˛ < �1, NAK pro ˛ > 1 m) NAK n) NAK o) D p) AK pro
1 < ˛ < 3, NAK pro 0 < ˛ � 1 q) AK pro 1 < ˛ < 2, NAK pro 0 < ˛ � 1 r) NAK s) D t) NAK pro 0 < ˛ < 2 u) AK
pro ˛ > 1, NAK pro 0 < ˛ � 1
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5. APLIKACE URČITÉHO INTEGRÁLU

1. Vypočtěte obsah obrazce ohraničeného křivkami:

a) y D
2

1C x2
; y D x2; b) y D x2 � 6x C 8; y D 7 � 4x; y D 2x � 8;

c) y D
x2

p
; y D

x2

q
; y D

p
ax; y D

p
bx; 0 < a < b; 0 < p < q

2. Vypočtěte plochu elipsy.
3. Vypočtěte délku křivky, která je grafem funkce:

a) log cos x; x 2 h0; �
6
i; b) x

3
2 ; x 2 h0; 4i; c) ex ; x 2 h0; ai; a > 0

4. Vypočtěte obvod kruhu.
5. Vypočtěte délku křivky dané parametrickým vyjádřením (a > 0):

a) x.t/ D a.t � sin t /; y.t/ D a.1 � cos t /; t 2 h0; 2�i; b) x.t/ D a.cos t C t sin t /; y.t/ D a.sin t � t cos t /; t 2 h0; 2�i

6. Vyjádřete parametricky asteroidu, tj. rovinný útvar 3
p
x2 C 3

p
y2 D

3
p
a2, a > 0 a vypočtěte jeho délku.

7. Vypočtěte délku části Archimédovy spirály zadané v polárních souřadnicích rovnicí r D a', ' 2 h0; 2�i, a > 0.
8. Vypočtěte objem a) koule, b) kužele, c) rotačního elipsoidu, d) anuloidu.
9. Vypočtěte objem rotačního tělesa, které vznikne rotací obrazce ležícího v rovině xy kolem osy x. Obrazec je ohraničen

křivkami jejichž rovnice jsou x2 � 1
2
y2 D 1 a y2 � x2 D 1.

10. Vypočtěte povrch a) koule, b) kužele, c) anuloidu.
11. Vypočtěte obsah rotační plochy, která vznikne rotací křivky y D x2

2
, x 2 h0; 3

4
i kolem osy x.

Výsledky: 1. a) � � 2
3

b) 9
4

c) 1
3
.b � a/.q � p/

2. �ab

3. a) 1
2

log 3 b) 8
27
.10
p
10 � 1/ c) a �

p
2C
p
1C e2a C log.1C

p
2/ � log.1C

p
1C e2a/

4. 2�r

5. a) 8a b) 2�2

6. 6a

7. �a
p
1C 4�2 C a

2
log
�
2� C

p
1C 4�2

�
8. a) 4

3
�r3 b) 1

3
�r2v c) 4

3
�ab2 d) 2�2Rr2

9. 4
3
�.3
p
3 � 2/

10. a) 4�r2 b) �
�
r
p
r2 C v2 C r2

�
c) 4�2rR

11. �
16

�
255
64
� 2 log 2

�
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6. Rn JAKO METRICKÝ PROSTOR

1. Necht’ a; b 2 R2 jsou dva body v rovině. Ukažte, že úsečka ab � R2 je uzavřená množina.
2. Ukažte, že následující podmnožiny R2 jsou uzavřené:

h0; 1i � h0; 1i; fŒx; y� 2 R2I 0 � x � 1; 0 � y � 1; x2 C y2 � 1g; fŒx; y� 2 R2I xy � 0g; fŒx; y� 2 R2I xy � 1g:

3. Rozhodněte, zda následující množiny jsou otevřené, eventuálně uzavřené, a určete uzávěr, vnitřek, hranici:

a) N; b) f1=nI n 2 Ng; c) Q; d) fŒx; y� 2 R2I x > 0; y � 0g;

e) fŒx; y� 2 R2I jx C yj � x � y > 0g; f) fŒx; y; ´� 2 R3I x � 0; y > 0; x C y D 2; ´ � 0g:

4. Necht’ M � Rm je množina všech bodů, jejichž souřadnice jsou tvaru k=2l , k 2 Z, l 2 N. Určete M , IntM , H.M/.
5. Vyšetřete, zda následující množiny jsou otevřené nebo uzavřené:

a) fŒx; y� 2 R2I x2 C ey > 17g; b) fx 2 RI log2 x � 0g; c) fŒx; y� 2 R2I x2 < sin.x C y3/g;

d) fŒx; y� 2 R2I
p
xy C x > 0g; e) fŒx; y; ´� 2 R3I x C y C ´ D x cosy; xy´ � x2 C y2g;

f) fŒx; y� 2 R2I x3y C xy2 � 5; xy < x2 C y2 C 1g; g) fŒx; y; ´� 2 R3I x2y � arcsin.x C y3/g;

h) fŒx; y� 2 R2I x2y < arcsin.x C y3/g; i) fŒx; y� 2 R2I 6 � arccos x < arcsin.x C y3/g:

6. Připomeňme, že průměr neprázdné množiny A v metrickém prostoru .P; �/ definujeme jako diamA D supf�.x; y/I x; y 2
Ag. Určete průměr následujících množin: a) h0; 1i, b) .0; 2/, c) f3g [ h�1; 0/, d) otevřená jednotková koule v Rn, e) .0; 1/n � Rn.

7. Najděte v R2 disjunktní otevřené, resp. uzavřené množiny A a B pro něž je dist.A;B/ D 0. Lze nalézt tyto množiny tak,
aby jedna, případně obě, byly omezené?

Výsledky: 3. a) ne, ano, A D N, IntA D ;, H.A/ D N b) ne, ne, A D A [ f0g, IntA D ;, H.A/ D A [ f0g c) ne,
ne, A D R, IntA D ;, H.A/ D R d) ne, ne, A D fx � 0; y � 0g, IntA D fx > 0; y < 0g, H.A/ D fx D 0; y � 0g [ fx �
0; y D 0g e) ano, ne, A D fy � �xg, IntA D A, H.A/ D fy D �xg f) ne, ne, A D fx � 0; y � 0; x C y D 2; ´ � 0g,
IntA D ;, H.A/ D A

4. M D Rm, IntM D ;, H.M/ D Rm

5. a) ano, ne b) ano, ne c) ano, ne d) ne, ne e) ne, ano f) ne, ano g) ne, ano h) ne, ne i) ano, ano
6. a) 1 b) 2 c) 4 d) 2 e)

p
n

7. A D B.0; 1/, B D B.2; 1/; A D fy D 0g, B D fy D 1
x
; x > 0g; pro uzavřené ne.
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7. FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH – ŘEZY, LIMITA A SPOJITOST

1. Určete a nakreslete definiční obor, vrstevnice a (pokud to lze) řezy rovnoběžné s rovinami y´ a x´:

a) x C
p
y; b)

y

x
; c) x2 C y2; d) x2 � y2; e) jxj C y; f) minfx; yg; g) maxfx; yg; h)

p
xy;

i)
p
1 � x2 � y2; j)

1p
x2 C y2 � 1

; k) arcsin
x

y
; l)

p
1 � .x2 C y/2; m)

p
.x2 C y2 � 1/.4 � x2 � y2/;

n)
p

sin.x2 C y2/; o) sgn.sin x � siny/

2. Vyšetřete lim
x!0

�
lim
y!0

f .x; y/
�
, lim
y!0

�
lim
x!0

f .x; y/
�

a lim
Œx;y�!Œ0;0�

f .x; y/, kde

a) f .x; y/ D
x2y2

x2y2 C .x � y/2
; b) f .x; y/ D .x C y/ sin

1

x
pro x ¤ 0; f .0; y/ D 0

3. Vyšetřete následující limity:

a) lim
Œx;y�!Œ0;0�

sin.x2 C y2/
x2 C y2

; b) lim
Œx;y�!Œ0;0�

log.1C x2 C y2/
3
p
x2 C y2

; c) lim
Œx;y�!Œ0;0�

1

x2 C y4
; d) lim

Œx;y�!Œ0;0�

xyp
x2 C y2

;

e) lim
Œx;y�!Œ0;0�

xy

x2 C y2
; f) lim

Œx;y�!Œ0;0�

sin.xy/p
x2 C y2

; g) lim
Œx;y�!Œ0;0�

x2

x2 C y2
; h) lim

Œx;y�!Œ0;0�

xy2

x2 C y4
;

i) lim
Œx;y�!Œ0;0�

x2y2p
x2y2 C .x � y/2

; j) lim
Œx;y�!Œ0;0�

x C yp
x2 C y2

; k) lim
Œx;y�!Œ0;0�

x3 C x2 C y3 C y2

x2 C y2
;

l) lim
Œx;y�!Œ0;0�

x2 C y2p
x2 C y2 C 1 � 1

; m) lim
Œx;y�!Œ0;0�

p
x2y2 C 1 � 1

x2 C y2
; n) lim

Œx;y�!Œ0;0�
.1C x2y2/

1

x2Cy2 ;

o) lim
Œx;y�!Œ0;0�

.x2 C y2/x
2y2 ; p) lim

Œx;y;´�!Œ0;0;0�
.x2 C y2 C ´2/xy´; q) lim

Œx;y�!Œ0;0�
.x2 C y2/xy ; r) lim

Œx;y�!Œ0;0�

e
� 1

x2Cy2

x4 C y4
;

s) lim
Œx;y�!Œ0;0�

sin.xy/
x2 C y4

; t) lim
Œx;y�!Œ0;0�

sin x sin3 y
1 � cos.x2 C y2/

; u) lim
Œx;y�!Œ0;0�

2 � cos x � cosy
x2 C y2

; v)* lim
Œx;y�!Œ0;0�

xy2p
x4 C y6

;

w)* lim
Œx;y�!Œ0;0�
xCy¤0

sin x C log.1C y/
x C y

4. Lze funkci sin.xy/
x

rozšířit spojitě na celou rovinu?
5. Lze funkci sinxCsiny

xCy
rozšířit spojitě na celou rovinu?

Výsledky: 1. a) Df D R � Œ0;C1/, vrstevnice jsou „levé poloviny“ parabol b) Df D .R n f0g/ � R, vrstevnice jsou
přímky procházející počátkem c) Df D R2, vrstevnice na hladině c � 0 je kružnice se středem v počátku a poloměrem

p
c

d) Df D R2, vrstevnice jsou hyperboly a jedna dvojice přímek e) Df D R2, vrstevnice na hladině c 2 R je graf funkce
c � jxj f) Df D R2 g) Df D R2 h) Df D Œ0;C1/2 [ .�1; 0�2, vrstevnice na hladině c > 0 jsou hyperboly tvaru c2

x
,

na hladině 0 je to dvojice os i) Df D fŒx; y� 2 R2I x2 C y2 � 1g, vrstevnice na hladině 0 � c � 1 je kružnice se středem
v počátku a poloměrem

p
1 � c2 j) Df D fŒx; y� 2 R2I x2 C y2 > 1g, vrstevnice na hladině c > 0 je kružnice se středem

v počátku a poloměrem
q
1C 1

c2
k)Df D fŒx; y� 2 R2I y � jxj > 0g[ fŒx; y� 2 R2I y � �jxj < 0g, vrstevnice jsou přímky

procházející počátkem l) Df D fŒx; y� 2 R2I �1 � x2 � y � 1 � x2g, vrstevnice jsou dvojice parabol, na hladině 1 jedna
parabola m) Df D fŒx; y� 2 R2I 1 � x2 C y2 � 4g, vrstevnice na hladině 0 � c < 3

2
jsou dvojice kružnic se středy v počátku

a poloměry
p
2
2

p
5˙
p
9 � 4c2, na hladině 3

2
jedna kružnice se středem v počátku a poloměrem

p
10
2

n) Df D fŒx; y� 2 R2I 2k� � x2 C y2 � .2k C 1/�; k 2 N0g, vrstevnice jsou posloupnosti kružnic se středy v počátku
o) Df D R2, vrstevnice na hladině �1 a 1 jsou „šachovnice“, na hladině 0 mřížka

2. a) dvojnásobné limity jsou 0, dvojná neexistuje b) prostřední limita neexistuje, ostatní jsou 0
3. a) 1 b) 0 c) C1 d) 0 e) neexistuje f) 0 g) neexistuje h) neexistuje i) 0 j) neexistuje k) 1 l) 2 m) 0

n) 1 o) 1 p) 1 q) 1 r) 0 s) neexistuje t) neexistuje u) 1
2

v) 0 w) neexistuje
4. ANO
5. ANO (f .a;�a/ D cos a)

10



8. FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH – PARCIÁLNÍ DERIVACE, TOTÁLNÍ DIFERENCIÁL

1. Vyšetřete parciální derivace a totální diferenciál následujících funkcí (případně dodefinovaných nulou v počátku):

a) xmyn; m; n 2 N b) exy ; c) xy C y´C x´; d)
p
1 � x2 � y2; e)

p
x2 C y2; f) 3

p
x3 C y3; g) jxyj;

h) 3
p
xy; i) x C y arcsin

r
x

y
; j) jy � sin xj; k) 3

p
x C y2; l)

p
jxyj; m)

xyp
x2 C y2

; n)
x3y

x2 C y2
;

o) x C y C
xy2p
x2 C y2

; p)
x C y

x2 C y2
log.1C xy/; q) e

� 1

x2CxyCy2 ; r) .x2 C y2/ sin
1

x2 C y2
; s) xy

x2 � y2

x2 C y2
;

t)
�x
y

�´
; u) x

y
´ ; v) xy

´

; w)* jsiny � sin xj; x)* 3
p
x2 C y log.x2 C y2/; y)*

x2y.jxj C jyj/

x4 C y2

Výsledky: 1. a) @f
@x
D mxm�1yn, @f

@y
D nxmyn�1, totální diferenciál existuje všude b) @f

@x
D yexy , @f

@y
D xexy ,

TD existuje všude c) @f
@x
D y C ´, @f

@y
D x C ´, @f

@´
D x C y, TD existuje všude d) Df D fŒx; y� 2 R2I x2 C y2 � 1g,

@f
@x
.x; y/ D � xp

1�x2�y2
a @f
@y
D �

yp
1�x2�y2

pro x2 C y2 < 1, TD existuje pokud x2 C y2 < 1 e) @f
@x
D

xp
x2Cy2

a @f
@y
D

yp
x2Cy2

mimo počátek, TD existuje všude kromě počátku f) @f
@x
.x; y/ D x2

3
p
.x3Cy3/2

a @f
@y
.x; y/ D y2

3
p
.x3Cy3/2

pokud

y ¤ �x, @f
@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 1, TD existuje všude kromě y D �x g) @f

@x
.x; y/ D jyj sgn x pro x ¤ 0, @f

@y
.x; y/ D jxj sgny

pro y ¤ 0, @f
@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, jinde PD neexistují, TD existuje mimo osy a v počátku h) @f

@x
.x; y/ D

3
p
y

3
3
p
x2

pro x ¤ 0,
@f
@y
.x; y/ D

3
p
x

3
3
p
y2

pro y ¤ 0, @f
@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, jinde PD neexistují, TD existuje mimo osy i)Df D fŒx; y� 2 R2I .x �

0^y � x/_ .x � 0^y � x/g, @f
@x
.x; y/ D 1C 1

2
p
x
y

p
1� xy

pro Œx; y� 2 Df , x ¤ 0 a x ¤ y, @f
@y
.x; y/ D arcsin

q
x
y
�

p
x
y

2
p
1� xy

pro Œx; y� 2 Df , x ¤ y, @f
@y
.0; 0/ D 0, jinde PD neexistují, TD existuje tam, kde @f

@x
j) @f
@x
.x; y/ D � sgn.y � sin x/ cos x

a @f
@y
.x; y/ D sgn.y � sin x/ pokud y ¤ sin x, @f

@x
.�
2
C k�; .�1/k/ D 0, jinde PD neexistují, TD existuje mimo y D sin x

k) @f
@x
.x; y/ D 1

3
3
p
.xCy2/2

a @f
@y
.x; y/ D 2y

3
3
p
.xCy2/2

pokud x ¤ �y2, jinde PD neexistují, TD existuje tam, kde PD

l) @f
@x
.x; y/ D

sgnx
2

qˇ̌
y
x

ˇ̌
pokud x ¤ 0, @f

@y
.x; y/ D

sgny
2

qˇ̌
x
y

ˇ̌
pokud y ¤ 0, @f

@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, jinde PD neexistují,

TD existuje mimo osy m) @f
@x
.x; y/ D y3p

.x2Cy2/3
a @f
@y
.x; y/ D x3p

.x2Cy2/3
pro Œx; y� ¤ Œ0; 0�, @f

@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0,

TD existuje mimo počátek n) @f
@x
.x; y/ D x2y.x2C3y2/

.x2Cy2/2
a @f
@y
.x; y/ D x3.x2�y2/

.x2Cy2/2
pro Œx; y� ¤ Œ0; 0�, @f

@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0,

TD existuje všude o) @f
@x
.x; y/ D 1C y4p

.x2Cy2/3
a @f
@y
.x; y/ D 1C xy.2x2Cy2/p

.x2Cy2/3
pro Œx; y� ¤ Œ0; 0�, @f

@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 1,

TD existuje všude
p)Df D fŒx; y� 2 R2I .y > � 1

x
^x > 0/_.y < � 1

x
^x < 0/_.x D 0/g, @f

@x
.x; y/ D y.xCy/

.x2Cy2/.1Cxy/
�
x2C2xy�y2

.x2Cy2/2
log.1Cxy/

a @f
@y
.x; y/ D x.xCy/

.x2Cy2/.1Cxy/
C

x2�2xy�y2

.x2Cy2/2
log.1C xy/ pro Œx; y� 2 Df n fŒ0; 0�g,

@f
@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, TD existuje všude

mimo počátek q) @f
@x
.x; y/ D e

� 1

x2CxyCy2 �
2xCy

.x2CxyCy2/2
a @f
@x
.x; y/ D e

� 1

x2CxyCy2 �
xC2y

.x2CxyCy2/2
pro Œx; y� ¤ Œ0; 0�,

@f
@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, TD existuje všude r) @f

@x
.x; y/ D 2x sin 1

x2Cy2
�

2x
x2Cy2

cos 1
x2Cy2

a @f
@y
.x; y/ D 2y sin 1

x2Cy2
�

2y

x2Cy2
cos 1

x2Cy2
pro Œx; y� ¤ Œ0; 0�, @f

@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, TD existuje všude s) @f

@x
.x; y/ D y.x4C4x2y2�y4/

.x2Cy2/2
a @f
@y
.x; y/ D

x.x4�4x2y2�y4/

.x2Cy2/2
pro Œx; y� ¤ Œ0; 0�, @f

@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, TD existuje všude t) Df D fŒx; y; ´� 2 R3I .x > 0 ^ y >

0/_ .x < 0^y < 0/g, @f
@x
D

´
y

�
x
y

�´�1, @f
@y
D �

´x
y2

�
x
y

�´�1, @f
@´
D
�
x
y

�´ log x
y

, TD existuje všude u)Df D fŒx; y; ´� 2 R3I x >

0^´ ¤ 0g, @f
@x
D

y
´
x
y
´�1, @f

@y
D x

y
´ 1
´

log x, @f
@´
D �x

y
´
y

´2
log x, TD existuje všude v)Df D fŒx; y; ´� 2 R3I x > 0^y > 0g,

@f
@x
D y´xy

´�1, @f
@y
D xy

´
´y´�1 log x, @f

@´
D xy

´
y´ log x logy, TD existuje všude w) @f

@x
.x; y/ D sgn.sin x � siny/ cos x

a @f
@y
.x; y/ D sgn.siny � sin x/ cosy pokud siny ¤ sin x, @f

@x
.�
2
C k�; �

2
C l�/ D @f

@y
.�
2
C k�; �

2
C l�/ D 0, jinde PD

neexistují, TD existuje tam, kde PD x) @f
@x
.x; y/ D

2x log.x2Cy2/

3
3
p
.x2Cy/2

C
2x

3
p
x2Cy

x2Cy2
a @f
@x
.x; y/ D

log.x2Cy2/

3
3
p
.x2Cy/2

C
2y

3
p
x2Cy

x2Cy2
pro

y ¤ �x2, @f
@x
.x;�x2/ D @f

@y
.x;�x2/ D 0 pokud x2 C x4 D 1, jinde PD neexistují, TD existuje tam, kde PD y) @f

@x
.x; y/ D

xy
�
.3y2�x4/jxjC2.y2�x4/jyj

�
.x4Cy2/2

a @f
@y
.x; y/ D

x3
�
.x4�y2/ sgnxC2x3jyj

�
.x4Cy2/2

pokud Œx; y� ¤ Œ0; 0�, @f
@x
.0; 0/ D @f

@y
.0; 0/ D 0, TD existuje

mimo počátek
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9. FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH – DERIVACE SLOŽENÉ FUNKCE

1. Necht’ f .u; v/ D uv a necht’ g W R2 n fŒ0; 0�g ! R2 je definováno předpisem g.x; y/ D
�
.x2 C y2/.ex � 1/; y2

x2Cy2

�
.

Vypočtěte @F
@x
.1; 1/ a @F

@y
.1; 1/, kde F D f B g.

2. Necht’ rf .2; 2; 2/ D Œ1; 2; 3� a necht’ g W R3 ! R3 je definováno předpisem g.x; y; ´/ D Œx C y C ´; x2 C y2 C 1; x3 C

y3 C 1�. Vypočtěte rF.0; 1; 1/, kde F D f B g.
3. Necht’ f W Rn ! R má všude totální diferenciál. Vyjádřete @F

@x
a @F
@y

, kde F D f B g a g W R2 ! Rn je dáno předpisem

a) g.x; y/ D sin x cosy; b) g.x; y/ D
�
x2 C y2; x2 � y2; 2xy

�
; c) g.x; y/ D

�
x2 � 1

2y
;
x C y

x � y
; x2 � y2

�
:

4. Necht’ f W R2 ! .0;C1/ má všude totální diferenciál. Vyjádřete @F
@x

a @F
@y

, kde F W R2 ! R je dáno předpisem

a) F.x; y/ D f .x; y/f .x;y/; b) F.x; y/ D f .x; y/f .y;x/:

5. Necht’ f W R2 ! R má totální diferenciál v bodě Œ1; 1� a splňuje f .1; 1/ D 1. Vyjádřete @F
@x
.1; 1/, je-li

a) F.x; y/ D f
�
f .y; x/; f .x; y/

�
;
@f

@x
.1; 1/ D 1;

@f

@y
.1; 1/ D 2; b) F.x; y/ D f

�
f .x; y/f .y;x/; f .y; x/f .x;y/

�
:

6. Necht’ f W R2 ! R má totální diferenciál v bodě Œa; b�. Nalezněte jej, platí-li

a) F.r; ˛/ D f .r cos˛; r sin˛/; Œa; b� D Œ1; 1�;
@F

@r

�p
2; �

4

�
D 0;

@F

@˛

�p
2; �

4

�
D 4;

b) F.u; v/ D f .eu cos v; eu sin v/; Œa; b� D Œ1; 0�;
@F

@u
.0; 0/ D 7;

@F

@v
.0; 0/ D �1:

Výsledky: 1. @F
@x
.1; 1/ D e, @F

@y
.1; 1/ D 2e � 2

2. rF.0; 1; 1/ D Œ1; 14; 1�
3. a) @F

@x
.x; y/ D f 0.sin x cosy/�cos x cosy, @F

@y
.x; y/ D �f 0.sin x cosy/�sin x siny b) @F

@x
.x; y/ D 2x @f

@t
.x2Cy2; x2�

y2; 2xy/C2x @f
@u
.x2Cy2; x2�y2; 2xy/C2y @f

@v
.x2Cy2; x2�y2; 2xy/, @F

@y
.x; y/ D 2y @f

@t
.x2Cy2; x2�y2; 2xy/�2y @f

@u
.x2C

y2; x2 � y2; 2xy/C 2x @f
@v
.x2 C y2; x2 � y2; 2xy/ c) @F

@x
.x; y/ D @f

@t

�
x2�1
2y

; xCy
x�y

; x2 � y2
�
�
x
y
�
@f
@u

�
x2�1
2y

; xCy
x�y

; x2 � y2
�
�

2y

.x�y/2
C 2 @f

@v

�
x2�1
2y

; xCy
x�y

; x2 � y2
�
� x, @F

@y
.x; y/ D @f

@t

�
x2�1
2y

; xCy
x�y

; x2 � y2
�
�
1�x2

2y2
C

@f
@u

�
x2�1
2y

; xCy
x�y

; x2 � y2
�
�

2x
.x�y/2

�

2 @f
@v

�
x2�1
2y

; xCy
x�y

; x2 � y2
�
� y

4. a) @F
@x
.x; y/ D f .x; y/f .x;y/ @f

@t
.x; y/.logf .x; y/C 1/, @F

@y
.x; y/ D f .x; y/f .x;y/ @f

@u
.x; y/.logf .x; y/C 1/

b) @F
@x
.x; y/ D f .x; y/f .y;x/

�
@f
@u
.y; x/ logf .x; y/ C f .y;x/

f .x;y/
@f
@t
.x; y/

�
, @F
@y
.x; y/ D f .x; y/f .y;x/

�
@f
@t
.y; x/ logf .x; y/ C

f .y;x/
f .x;y/

@f
@u
.x; y/

�
5. a) @F

@x
.1; 1/ D 4 b) @F

@x
.1; 1/ D

�
@f
@x
.1; 1/

�2
C
�
@f
@y
.1; 1/

�2
6. a) rf .1; 1/ D Œ�2; 2� b) rf .1; 0/ D Œ7;�1�
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