I. Topologické vektorové prostory

1. Zakladni vlastnosti

Definice 1. Necht' X je vektorovy prostor nad K a 7 je topologie na X. Pokud jsou operace s¢itani a ndsobeni skalarem spojité
jakoZto zobrazeni +: X x X — X a-: K x X — X, nazveme dvojici (X, t) topologickym vektorovym prostorem.
Systém vSech okoli bodu x € X znacime 7(x).

Fakt 2. Necht’ X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni pseudometrika na X . Pak

(a) operace scitani je spojitd jakoZto zobrazeni +: (X, p) X (X, p) — (X, p) (dokonce je 2-lipschitzovskd);

(b) p(nx,0) <np(x,0) prokaidé x € X an € N.

Tvrzeni 3. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-lia € X al € K\ {0}, jsou operace x — x + a a x + Ax homeomorfismy X na X.

(b) Pro kazdé x € X je t(x) = x + 7(0).

(c) Je-li U € 7(0), pak existuje V € 7(0) oteviené takové, Ze V + V C U.

Definice 4. Necht' X je vektorovy prostor nad K a A C X. MnoZina A se nazyva
e pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje A, > 0 takové, Ze tx € A pro kazdét € [0, A];
o vyvdZend, pokud «A C A prokazdé o € K, || < 1.

Tvrzeni 5. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Kazdé U € 1(0) je pohlcujici.

(b) t(0) md bdzi z otevienych vyvdZenych mnoZin.

Véta 6 (John von Neumann (1935)). Necht’ X je vektorovy prostor a U je systém podmnoZin X obsahujicich O, ktery je bdzi
Siltru (1j. je neprdzdny a pro kazdd Uy, Uy € U existuje U € U spliujici U C Uy N Uy). Predpoklddejme, Ze U md ndsledujici
vlastnosti:

(i) ProkaZdé U € U existuje V € U spliiujici V +V C U.

(ii) KaZdd mnoZina z U je pohlcujici.
(iii) KaZdd mnoZina z U je vyvdZend.
Pak existuje prdvé jedna topologie T na X takovd, Ze (X, t) je topologicky vektorovy prostor a U je bdze okoli 0.
Véta 7. Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht' K C X je kompaktni a C C X je uzaviend a disjunktni s K. Pak existuje oteviené vyvdZené V € t(0) takové, Ze
K+V)NC+V)=20.

(b) X je reguldrni (1j. lze oddélit bod a uzavienou mnoZzinu pomoci otevienych mnoZin).
(c) Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffitv.

(ii) X je Ty (1. body jsou uzaviené mnoZiny).

(iii) {0} je uzaviend mnoZina.

(iv) {0} = (U U € 2(0)}.
Tvrzeni 8. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Je-li G C X oteviend a A C X libovolnd, je A + G otevriend.
(b) Je-li F C X uzaviend a K C X kompakini, je F + K uzaviend.
(c) Jsou-li K, L C X kompaktni, jei K + L kompakini.
Tvrzeni 9. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K a A, B C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) A=A+ U; U €0



() A+ BCA+ BalntA+IntB C Int(A + B).
(¢) A = AA a AInt A = Int(AA) pro libovolné A € K \ {0}.

(d) Je-1i Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X .

(e) Je-li A konvexni, pak A a Int A jsou konvexni. Ddle je-li Int A neprdzdnd, pak A = Int A.
(f) Je-li A vyvdzend, pak A je vyvdiZend.
(g) Je-li A vyvdZend a0 € Int A, pak Int A je vyvdZend.

Véta 10. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor, Y C X uzavieny podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
Y + Z je uzavreny.

Dusledek 11. Necht’ X je Hausdorffiiv topologicky vektorovy prostor. Kazdy konecnérozmérny podprostor X je uzavieny v X.

2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X. MnoZina A se nazyva omezend, pokud pro kazdé U € t(0)
existuje t > 0 takové, 7e A C tU.

Tvrzeni 13. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) MnoZina A je omezend.

(it) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A a kaZdou posloupnost {y,} C K, y, — 0 plati y,x, — O.

(iii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A plati %xn — 0.

Tvrzeni 14. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou omezené. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Mnoziny AU B a A+ B jsou omezené.

(b) Mnozina LA omezend pro kazdé A € K.

(c) MnoZina A je omezend.

Lemma 15. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € t(0) a {,} C K\ {0}, 6, — 0. Pak {5,V ; n € N} je bdze
okoli 0, pravé kdyZ V je omezené.

Véta 16. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X md spocetnou bdzi okoli 0.
(ii) X je pseudometrizovatelny.

(iii) X je pseudometrizovatelny translacné invariantni pseudometrikou.

Je-li X Hausdorffitv, pak lze vySe pFedponu pseudo- vynechat.

Definice 17. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Rekneme, Ze X je lokdlné omezeny, pokud ke kazdému x € X existuje
omezené okolf x.

Véta 18. Necht’ X je lokdlné omezeny topologicky vektorovy prostor. Pak X je pseudometrizovatelny.

3. Totalni omezenost a kompaktnost

Definice 19. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X. MnozZina A se nazyva totdlné omezend, pokud pro kazdé
U € t(0) existuje F C A konecna takovd, ze A C F + U.

Tvrzeni 20. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) A je totdlné omezend prdvé tehdy, kdyZ pro kazdé U € t(0) existuje F C X konecnd splriujici A C F + U.
(b) Je-li A totdlné omezend a B C A, pak B je téz totdlné omezend.

(c) Jsou-li A, B totdlné omezené, pak jsoui AU B a A + B totdlné omezené.

(d) Je-li A totdlné omezend a A € K, pak je i AA totdlné omezend.

(e) Je-li A totdlné omezend, pak je i A totdlné omezeny.



Tvrzeni 21. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni podmnoZiny X jsou totdlné omezené a totdlné omezené
podmnoZiny X jsou omezené.

Fakt 22. Necht’ (X, 1) je topologicky vektorovy prostor pseudometrizovatelny translacné invariantni pseudometrikou p. Pak
A C X je t-totdlné omezend, prdvé kdyZ je p-totdlné omezend.

Definice 23. Necht' (X, zx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory a f: X — Y. Rekneme, Ze f je stejnomérné spojité,
jestlize pro kazdé V' e 1y (0) existuje U € x (0) takové, Ze pro kazdé x, y € X plati, Ze f(x) € f(y)+ V kdykolivx € y + U.

Tvrzeni 24. Necht' (X, tx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory a f: X — Y je stejnomérné spojité. Je-li A C X
totdlné omezend, je i f(A) totdlné omezend.

4. Linearni zobrazeni

Linearnim obrazem vyvdZené mnoZiny je opét vyvdZend mnoZina, vzorem vyvaZené mnoZiny pfi linedrnim zobrazen{ je opét
vyvdZena mnoZina.

Véta 25. Necht’ X a Y jsou topologické vektorové prostorya T : X — Y je linedrni zobrazeni. UvaZujme ndsl. tvrzeni:
(i) T je omezené na néjakém okoli 0.

(ii) T je spojité v 0.

(iii) T je spojité.

(iv) T je stejnomérné spojité.
(v) T je sekvencidlné spojité.

(vi) T(A) je omezend pro kaZdou omezenou A C X.

(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je mnoZina {T (x,); n € N} omezend.

Pak (i)=(ii) & (iii) < (iv)=(v)=(vi) << (vii). Je-li Y lokdlné omezeny, pak (i)—(iv) jsou ekvivalentni. Je-li X pseudometrizova-
telny, pak (ii)—(vii) jsou ekvivalentni.

Lemma 26. Necht’ X je pseudometrizovatelny topologicky vektorovy prostor. Jestlize {x,} C X konverguje k 0, pak existuje
posloupnost {y,} C N takovd, Ze y, — 400 a ypx, — 0.

Véta 27. Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a f: X — K je nenulovd linedrni forma. Pak ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:

(i) f je spojitd.
(ii) Ker f je uzavrené.
(iii) Ker f # X.
Jako obvykle budeme linedrnim formam fikat téz (linedrni) funkciondly.

Definice 28. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Symbolem X# budeme znacit prostor vSech linedrnich forem (funkci-
ondll) na X a budeme jej nazyvat algebraickym dudlem. Symbolem X * budeme znacit podprostor X* sestdvajici z line4rnich
funkcionald, které jsou spojité na X, a budeme jej nazyvat topologickym dudlem (i jenom dudlem).

Definice 29. Necht’ X a Y jsou topologické vektorové prostory a T: X — Y je linedrni. Rikdme, Ze T je izomorfismus X na ¥
(nebo jen izomorfismus), pokud T je homeomorfismus X na Y'; fikdme, Ze T je izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus
do), pokud T je izomorfismus X na Rng 7.

Fakt 30. Necht’' X je vektorovy prostor, Y je topologicky vektorovy prostor, a {Ty }yer je usmérnény soubor linedrnich zobrazeni
zXdoY.Je-liT: X — Y bodovou limitou usmérnéného souboru {T,}, pak T je linedrni.

5. Konecnérozmérné prostory

Véta 31. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffitv a dim X < oo.

(ii) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2).
(iii) X je Hausdorffitv a existuje v ném totdlné omezené okoli 0.

(iv) X je pseudometrizovatelny a kazdé linedrni zobrazeni z X do néjakého topologického vektorového prostoru je spojité.
(v) X je pseudometrizovatelny a kaZdd linedrni forma na X je spojitd.

Dusledek 32. Necht’ X je konecnérozmérny vektorovy prostor. Pak na X existuje jedna jedind Hausdorffova vektorovd topologie.



6. Lokalné konvexni prostory

Fakt 33. Necht’ X je vektorovy prostor nad K, A, B C X jsou konvexni a o € K. Pak mnoZiny «A a A + B jsou konvexni.
Definice 34. Necht’ X je vektorovy prostor nad K. MnozZina A C X se nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni a vyvaZend.
Fakt 35. Necht’ X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li A vyvdZend, je conv A vyvdZend, a tedy absolutné konvexni.

(b) A je absolutmé konvexni, pravé kdy? pro kaZdé x,y € Aaw, B €K, |a| + |B| < 1 plati ax + By € A.

Fakt 36. Necht' X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X. Pak plati ndsledujict tvrzeni:

(a) |p(x) — p(¥)| < p(x — y) provSechna x,y € X.

(b) Mnozina Z = p~'(0) je podprostor X. Pro libovolnd x,y € X takovd, Ze x — y € Z, je p(x) = p(y).

(c) MnoZiny {x € X; p(x) <c}ai{x € X; p(x) < c} jsou absolutné konvexni pro kazdé c € [0, 400).

Definice 37. Necht' X je vektorovy prostora f: X — R. Rekneme, 7e f je nezdporné homogenni, jestlize f(tx) = tf(x) pro
kazdét > 0.

Fakt 38. Necht’ X je vektorovy prostor a f je nezdporné homogenni funkce na X. Oznacme F, = {x € X; f(x) < ¢}
aG, ={xeX; f(x) <c}proc €R. ProkaZdé ¢ > 0 jsou mnoZiny F. a G, pohlcujici a navic F, = cFy, G, = c¢G.

Definice 39. Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Minkowského funkciondl mnoZiny A je funkce pg: X —
[0, +00) definovana predpisem
Hua(x) =inf{dl > 0; x € LA}.

Véta 40. Necht’ X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li B D A, pak up < jt4.

(b) 4 je nezdporné homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je g nezdporny sublinedrni funkciondl.

(d) Je-li A absolutné konvexni, je 14 pseudonorma.

(e) ACi{xeX; palx) <1}

(f) Je-li A vyvdZend nebo konvexni, pak {x € X; pq(x) <1} C A C{x € X; pq(x) <1}.
(g) Necht' p: X — [0, +00) je nezdporné homogenni a B C X.

e Je-li B pohlcujicia B C {x € X; p(x) <1}, pak up > p.
e Je-li{x € X; p(x) <1} C B, pak ug < p.

Je-litedy {x € X; p(x) <1} C B C{x € X; p(x) <1}, pak up = p.

Tvrzeni 41. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. PakInt A C {x € X; pa(x) < 1}. Je-li navic A
vyvdZend nebo konvexni, pak

IntAC{xeX; pa(x) <1} CAC{x e X; pa(x) <1} C A.

Lemma 42. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a p je sublinedrni funkciondl na X. Pak p je stejnomérné spojity, pravé
kdy? je shora omezeny na néjakém okoli 0.

Dusledek 43. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X je pohlcujict konvexni mnoZina. Pak jL4 je spojity, pravé kdyz
A je okolim 0. V tom pripadé pak plati, zZe

Intd={xeX; ua(x) <1} CAC{xeX; ua(x) <1} = A.
Véta d44. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Pak X* # {0}, prdvé kdy? v X existuje konvexni okoli 0 riizné od X .
Definice 45.

e Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lokdlné konvexni, pokud v ném existuje baze okoli 0 tvorend konvexnimi
mnoZzinami.



e Lokalné konvexni prostor, jehoZ topologie je indukovana tiplnou transla¢né invariantni metrikou, nazveme Fréchetiiv.
e Dile fekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je normovatelny, pokud je jeho topologie generovand normou.

Tvrzeni 46. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U € t(0) konvexni, pak existuje oteviené absolutné konvexni
V € 1(0) takové, Ze V C U.

Dusledek 47. V lokdlIné konvexnim prostoru md t(0) bdzi sestdvajici 7 otevienych absolutné konvexnich pohlcujicich mnoZin
a téZ badzi sestdvajici 7 uzavienych absolutné konvexnich pohlcujicich mnoZin.

Necht' X je vektorovy prostor, p1, ..., p, jsou pseudonormy na X a & > 0. Oznacme

Upi,..ome = {xeX: pi(x) <e&...,pa(x) <e}.

Vétad48. Necht’ X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak na X existuje lokdlné konvexni topologie t takovd,
Ze system 8 = {Uy¢; p € P,e > 0} tvoii subbdzi okoli 0 a systém U = {Uy, . p,si B € N, p1,...,pn € P, > 0} tvoii
bdzi okoli 0. Topologie t md ndsledujici viastnosti:

(a) KaZdd pseudonorma p € P je t-spojitd.
(b) MnoZina A C X je t-omezend prdvé tehdy, kdy? p(A) je omezend pro kaZdou p € P.
(c) Usmérnény soubor {x,}yer C X konverguje k x € X v t prdvé tehdy, kdyZ p(x,, — x) — 0 pro kaZdou p € .

Topologii T budeme nazyvat topologii generovanou systémem pseudonorem 5.
Na druhou stranu, je-li (X, t) lokdlné konvexni prostor a 'V je subbdze okoli 0 sestdvajici z absolutné konvexnich mnoZin,
pak T je generovdna systémem pseudonorem {jy; V € V}.

Tvrzeni 49. Necht' (X, 1) je lokdlné konvexni prostor. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffiiv.

(ii) KaZdy systém pseudonorem P generujici T md ndsledujici viastnost:
Pro kaZdé x € X \ {0} existuje p € P takové, Ze p(x) > 0.

(iii) Existuje systém pseudonorem P generujici t s vlastnosti 7 tvrzeni (ii).

Lemma 50. Necht’ (X, 1) je lokdlné konvexni prostor generovany spocetnym systémem pseudonorem {p, }. Pak

o

[

plx,y) =Y o min{pa(x —y). 1}
n=1

Jje translacné invariantni pseudometrika na X generujici t.

Véta 51 (A. N. Kolmogorov (1934)). Necht’ (X, ) je topologicky vektorovy prostor. Pak X je pseudonormovatelny (resp. nor-
movatelny, je-li X Hausdorffitv) prdvé tehdy, kdyZz v ném existuje omezené konvexni okoli 0.

Tvrzeni 52. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li A omezend, je i mnoZina conv A omezend.

(b) Je-li A totdlné omezend, je i mnoZina conv A totdlné omezend.

7. Oddélovaci véty

Lemma 53. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a f € X™* \ {0}. Pak f je oteviené zobrazeni.

Véta 54. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou disjunktni konvexni mnoZiny. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li A otevFend, pak existuje f € X* takovy, Ze Re f(x) < infg Re f pro kaZdé x € A.

(b) Je-li X lokdiné konvexni, A uzaviend a B kompaktni, pak existuje f € X* takovy, Ze supy Re f < infg Re f. Je-li navic A
absolutné konvexni, pak dokonce sup,| f | < infp Re f.

Dusledek 55. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li X Hausdorffitv, pak X* oddéluje body X .

(b) Je-li Y uzavieny podprostor X a x € X \ 'Y, pak existuje f € X* takovy, Ze f }y =0a f(x) = 1.
(c) Je-li Y podprostor X a f € Y*, pak existuje F € X* takovy, Ze F 'y = f.



8. Slabé topologie a polary
Slabé topologie

Lemma 56. Necht' X je vektorovy prostor a f, fi,..., fn jsou linedrni formy na X. Pak f € span{ fi,..., fu}, prdvé kdyz
;=1 Ker fj C Ker f.

Fakt 57. Necht X,Y,Z jsou vektorové prostorya L: X — Y a S: X — Z jsou linedrni zobrazeni. Pak existuje linedrni
zobrazeni T: Z — Y takové, Ze L =T o S, prdavé kdyZ Ker S C Ker L.

Definice 58. Necht’ X je vektorovy prostor a M C X*# je neprazdna. Symbolem o (X, M) oznalujeme lokalné konvexni topo-
logii na X generovanou systémem pseudonorem {| f|; f € M}.

Tvrzeni 59. Necht' X je vektorovy prostor a M, N C X* jsou neprdzdné. Pak o(X, M) = o(X,N), pravé kdy? span M =
span N. Specidlné, o(X, M) = o (X, span M).

Tvrzeni 60. Necht' X je vektorovy prostor a M C X* je neprdzdnd. Pak topologie o(X, M) je Hausdorffova, prdvé kdyZ M
oddéluje body X .

Véta 61. Necht' X je vektorovy prostor a M C X* je neprdzdnd. Pak (X,o(X, M))* = span M.
Definice 62. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.
e Topologie w = o(X, X*) se nazyva slabou topologii (téZ w-topologii) na X.
e Topologie w* = o(X™*, e(X)) se nazyva slabou s hvézdickou topologii (t6Z w*-topologii) na X *.
Dusledek 63. Necht’ (X, 1) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati ndsledujict tvrzeni:
(a) wCrta(X,w)*=X*
(b) (X*,w*)* = e(X).
Tvrzeni 64. Necht’ X je Banachiiv prostor. Pak X je reflexivni, prdavé kdyZ? na prostoru (X*, ||-||) topologie slabd a w* splyvaji.

Tvrzeni 65. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a Y je podprostor X. Oznaéme wyy restrikci topologie o (X, X*) na Y.
Pak wxyy C o(Y,Y™). Je-li X lokdIné konvexni, pak wxy = o(¥Y,Y™). Jinymi slovy, v lokdlné konvexnim prostoru X splyvd
origindlni slabd topologie na Y se slabou topologii zdédénou z X .

Véta 66. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X je konvexni. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(@) A" = A,

(b) A je slabé uzaviend, prdvé kdyZ je uzavrend.

(c) Je-li X pseudometrizovatelny a x, — x slabé, pak existuji y, € conv{x;; j > n} takové, Ze y, — x.

Véta 67 (George Whitelaw Mackey (1946)). Necht' X je lokdlné konvexni prostor a A C X. Pak A je omezend prdvé tehdy,
kdy? je slabé omezend.

Tvrzeni 68. Necht' X je Banachiiv prostor a A C X*. Pak A je omezend prdvé tehdy, kdyz je w*-omezend.

Véta 69. Necht’ X, Y jsou topologické vektorové prostorya T : X — Y je spojité linedrni zobrazeni. Pak T je w—w spojité, tj.
spojité jakoZto zobrazeni T : (X, w) — (Y, w).

Tvrzeni 70. Necht' X je vektorovy prostor a M C X* je neprdzdnd. Pak o (X, M) je pseudometrizovatelnd prdvé tehdy, kdy?
span M md spoletnou algebraickou bdzi.

Tvrzeni 71. Necht’ X je nekonecnérozmérny topologicky vektorovy prostor metrizovatelny tiplnou metrikou. Pak X nemd spo-
Cetnou algebraickou bdzi.

Dusledek 72.

(a) Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak (X, w) je metrizovatelny, prdavé kdy? X je konecnérozmérny. V tom p¥ipadé
slabd topologie splyvd s normovou.

(b) Necht' X je Fréchetitv prostor. Pak (X™*, w*) je metrizovatelny, pravé kdyz X je konecnérozmérny.



Polary

Definice 73. Necht' X je vektorovy prostor a A C X. Absolutné konvexni obal mnoZziny A definujeme jako
aconv A = ﬂ{B D A; B C X je absolutné konvexni}.

Tvrzeni 74. Necht’ X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak
n n
aconv A = Zkix,-; X1,....Xp € A, A1, ..., Ay EK,Z|A,-| <1l,neNj;.
i=1 i=1

Definice 75. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X . Pak definujeme uzavieny absolutné konvexni obal A jako

aconv A = ﬂ{B D A; B C X je uzaviend absolutné konvexni}.

Tvrzeni 76. Necht’ X je topologicky vektorovy prostora A C X. Pak'span A = span A, conv A = conv A a aconv A = aconv A.

Definice 77. Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak definujeme (absolutni) poldru mnoZiny A jako
A°={f € X*; | f(x)| < 1 prokazdé x € A}.

Pro mnozinu B C X* pak definujeme zpétmou (absolutni) poldru jako
B, ={x € X; | f(x)| <1prokazdé f € B}.

Fakt 78. Necht’ X je topologicky vektorovy prosto, A C X a B C X*. UvaZujeme-li na X* topologii w*, pak A° = &(A)o,
&(Bs) = B°a (B°)o = (Bo)°.

Tvrzeni 79. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X a B C X*. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) MnoZina A° je absolutné konvexni a w*-uzaviend. MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzaviend.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = A*. Je-li B podprostor X*, pak B, = B, .

(c) {0}° = X* X° = {0}, {0} = X a pokud X* oddéluje body X, pak (X*), = {0}.

(d) Je-li & € K \ {0}, pak (AA)° = + A4° a (AB)o = } Bo.

(e) Je-li Ay C X,y € I libovolny systém, pak (Uye[‘ A,,)O = Nyer A3 Je-li B, C X*, y € I libovolny systém, pak
(Uyer By), = Nyer(Bye

Véta 80 (O bipolare; Jean Dieudonné (1950)). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li A C X, pak (A°), = aconv® A (= aconv A, pokud X je lokdlné konvexni).

(b) Je-li B C X*, pak (B.)° = aconv®”" B.

Lemma 81. Necht’ X je topologicky vektorovy prostora A C X, B C X*. Pak

(a) AL je w*-uzavieny podprostor X*,

(b) B je slabé uzavreny podprostor X,

(c) (A1), =span” A (= Span A, pokud X je lokdlné konvexni),

(d) (BL)* =span®" B.

Véta 82. Jsou-li X, Y topologické vektorové prostory takové, Ze Y * oddéluje body Y, a T : X — Y je spojité linedrni zobrazeni,
pak plati, Ze

(a) KerT* = (RngT)*L,
(b) KerT = (RngT*),,
(c) RngTw = (KerT*),,

(d) RngT* vt (Ker T)*.



Véta 83 (Herman Heine Goldstine (1938)). Je-li X normovany linedrni prostor, pak €(Bx) Y= By xx.

Véta 84 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U okoli 0 v X, pak U° je w*-kompakini
mnoZina.

Dusledek 85. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak Bx= je w*-kompakitni.

Tvrzeni 86. Necht’ X je separabilni topologicky vektorovy prostor a {x,}3>, je hustd v X. Je-li U C X okoli 0, pak (U°, w*)
Jje topologicky prostor metrizovatelny metrikou
1
p(f.8) =Y 5y min{|(f —g)(xn)l. 1}

n=1

Fakt 87. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnoreni e: X — X** je izomorfismem lokdlné konvexnich
prostorii (X, w) a (e(X), w*). Specidlné, e je homeomorfismem topologickych prostorii (Bx,w) a (¢(Bx), w*).

Tvrzeni 88. Necht’ X je normovany linedrni prostor.

(a) Je-li X separabilni a {x,} je hustd v Sx, pak (Bx~*,w*) je metrizovatelnd metrikou

o

P8 = 3 5l — )l

n=1

(b) Je-li X* separabilni a { f,,} je hustd v Sx+, pak (Bx , w) je metrizovatelnd metrikou

(o]

o) = el e = )l

n=1

Véta 89. Je-li X Banachiiv prostor, pak X je reflexivni, pravé kdy? By je slabé kompakini.

Véta 90. Necht’ X je reflexivni Banachiiv prostor. Pak By je slabé sekvencidlné kompakini. Tedy z kaZdé omezené posloupnosti
v X Ize vybrat slabé konvergentni podposloupnost.

Tvrzeni 91. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak zobrazeni x v+ &x | B, je linedrni izometrie z X do C((Bx*,w™)).
Tedy kazdy normovany linedrni prostor je izometricky podprostoru C(K) pro néjaky Hausdorffitv kompakt K.

I1. Teorie distribuci

Lemma 92. Necht' 2 C R? je oteviend.

(a) Necht' | je borelovskd komplexni (resp. znaménkovd) mira na 2. Jestlize fQ ¢du = 0 pro kaZdou nezdpornou ¢ €
D(2,R), pak u = 0.

(b) Necht' f € LY(2,}). Jestlize [ fedA = 0 pro kazdou nezdpornou ¢ € D(82,R), pak f = 0s. v. na £2.

(c) Necht' w je borelovskd komplexni (resp. znaménkovd) mira na 2 a f € LY°(£2,)). Jestlize Joeduw = [o fedA pro
kaZdou nezdpornou ¢ € D(2,R), pak f € L1(£2,1) a u(A) = fA f dA pro kaZdou borelovskou A C 2.

Lemma 93. Necht A,U C R4 Jjsou takové, Ze dist(A,Rd \ U) > 0. Pak existuje ¢ € C°°(]Rd) takovd, Ze 0 < ¢ < 1,
suppe C U a¢ = 1na A.

Diisledek 94. Necht' K C R? je kompaktni a G C R je oteviend, G O K. Pak existuji U C G oteviend, U D K a ¢ € D(G)
takovd, Ze0 < ¢ < lagp =1naU.

1. Slabé derivace

Tvrzeni 95. Necht' (a,b) CRa f € C'((a,b)). Pak

b b
[ rea==[" roa

pro kazdou ¢ € D((a,b)).



Definice 96. Necht' (a,b) C Ra f € L¥((a,b)). Rekneme, e funkce g € Lll"c((a, b)) je slabou derivaci funkce f, jestlize

b b
/ godA = —[ fo'dA

pro kazdou ¢ € D((a, b)). Rekneme, Ze borelovskd komplexni mira p na (a, b) je slabou derivaci funkce f, jestlize
b b
/ pdu = —/ fo'dA
a a

Véta 97. Slabd derivace funkce f € LY((a,b)) je urcena jednoznacné. Presnéji, jsou-li g1, g2 € L'*((a, b)) slabou derivact
f, pak g1 = ga skoro vSude. Jsou-li borelovské komplexni miry [y, i na (a,b) slabou derivaci f, pak py = po. Jsou-li
g € LY((a, b)) a borelovskd komplexni mira j1 na (a,b) slabou derivaci f, pak g € L1((a,b)) a ju(4) = J4 & dA pro kaZdou
borelovskou A C (a,b).

pro kazdou ¢ € D((a,b)).

Tvrzeni 98. Necht’ (a,b) CRa f € Llloc((a, b)). Pak f md nulovou slabou derivaci, prdvé kdy? je s. v. konstantni (tj. existuje
¢ € K takovd, Ze f = ¢ s. v. na (a, b)).

Véta 99. Necht' (a.b) C Ra f € L'((a,b)).

(a) Necht' a,b € R. Je-li f absolutné spojitd na [a, b], pak md viastni derivaci s. v., f' € L1((a,b)) a [’ je slabou derivaci f.
Obrdcené, md-li f slabou derivaci g € L1((a, b)), pak existuje funkce fo absolumné spojitd na [a, b] takovd, Ze f = fo s. v.
Potom je g = fy s.v.

(b) Funkce f md slabou derivaci v LY*((a, b)), prdavé kdy? existuje funkce fo lokdlné absolutné spojitd na (a, b) takovd, Ze

f=fosw

(c) Necht’ a,b € R. Funkce f md slabou derivaci rovnou borelovské komplexni mite u na [a, b), prdvé kdy? existuje zleva
spojitd funkce fo konecné variace na [a, b] takovd, Ze f = fo s. v. V tom pFipadé pro kaZdé x € |a,b] plati u([a, x)) =
Jo(x) = fo(a).

2. Prostor testovacich funkei a distribuce

Definice 100. Pro N € Ny a ¢ € D(R?) polozme

lelly = max [ D¥pl|co.
la|<N

Posloupnost norem {|-|| v } 7, na prostoru O (R?) generuje Hausdorffovu lokalng konvexni topologii 7, metrizovatelnou translacné

invariantni metrikou
o0

1
po.¥) =D oy min{lle —viln, 1}

N=0
pro ¢, ¥ € D(RY).
Véta 101. Metrika p md ndsledujici viasmosti:
(a) Necht’ {@n} je posloupnostv D(R%) a ¢ € D(R?). Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) ¢n — @ v metrice p.
(i) |lon — @lln — O pro kazdé N € Ny.
(iii) Pro kaZdy multiindex o délky d plati, Ze D%, — D%¢ stejnomérné na R<.

(b) Je-li  multiindex délky d, pak zobrazeni ¢ — D¢ je spojité jakoZto zobrazeni z (D(R?), p) do (D(R?), p).
(c) Pro kazdou kompakmi K C R? je (D (K), p) iiplny metricky prostor.
Véta 102. Necht’ 2 C R? je oteviend. Polozme

U = {U C D(2); U absolutné konvexni, U N D(K) € 1x(0) pro kaZdy kompakt K C .Q}

Pak U je bdzi okoli 0 pro Hausdorffovu lokdlné konvexni topologii t na D(82), kterd md ndsledujici viastnosti:

(a) Tplp@) C T.



(b) Pro kaZdou kompakini K C $2 je O (K) uzavieny podprostor (D(82),7) a t o) = k.
(c) Je-li A C (D(82), t) omezend, pak existuje K C 2 kompaktni takovd, Ze A C D(K).

(d) Necht' {@p,} je posloupnost v D(82) a ¢ € D(2). Pak ¢, — ¢ v t, prdvé kdy? existuje kompakt K C $2 takovy, Ze
supp ¢n C K pro kazdé n € N, a pro kaZdy multiindex o délky d plati, Ze D*¢, — D¢ stejnomérné na R4,

(e) Je-li $2 neprdzdnd, pak (D(S2), T) je prvni kategorie v sobé.

Tvrzeni 103. Necht’ 2 C R? je oteviend, Y je lokdlné konvexni prostor a T: (D(2),1) — Y je linedrni. Pak ndsledujici
tvrzenti jsou ekvivalentni:

(i) T je spojité.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {¢,} C D(82) konvergujici k 0 v t je mnoZina {T (¢n); n € N} omezend.
(iii) Pro kaZdou kompaktni K C 2 je restrikce T | p (k) spojitd.

Definice 104. Necht 22 C R je oteviend. Spojité linedrni funkcionaly na (D (£2), t) se nazyvaji distribuce na §2. Prostor viech
distribuci na £2 je tedy prostor D(2)* = (D($2), 1)*.

Véta 105. Necht' 2 C R je oteviend a A: D(2) — K je linedrni. Pak A € D(R2)*, pravé kdy% pro kaZdou kompakmi
K C 2 existuji N € Nog a C > 0 takovd, Ze | A(p)| < Cll¢|ln pro kaZdou ¢ € D(K).

Definice 106. Necht' 2 C R je oteviend a A € D(£2)*. Pokud existuje N € Ny takové, Ze pro kazdou kompaktni K C £2
existuje C > 0 takové, Ze |A(¢)| < C|l¢||nx pro libovolnou ¢ € D(K), potom nejmensi N s touto vlastnosti nazveme Fddem
distribuce A.Pokud takové N neexistuje, pak fdd A definujeme jako nekonecno.

3. Operace s distribucemi

Lemma 107. Necht' k € N, f € CK(R?) md vsechny parcidlni derivace a do Fddu k omezené a necht’ o € Ng, || < k. Pak
/ D% fodA = (—1)'“'/ fD%pdA
R4 R4

pro kazdou ¢ € D(R?).

Definice 108. Necht’ 2 C R? je oteviend a A € D(£2)*. Pro multiindex « délky d definujeme derivaci D* distribuce A jako
funkciondl na O (£2) dany predpisem
(D A)(p) = (=D A(D%).

Pro funkci f € C*°(£2) definujeme soucin funkce f a distribuce A jako funkcional na D (§2) dany pfedpisem
(fA) (@) = A(fe).
Tvrzeni 109. Necht' 2 C R? je oteviend, A € D(2)*, « € N¢ a f € C*®(82). Pak plati:
(a) D*A € D(£2)*.
(b) fA e D(R2)*.
(c) Je-li g € L*(2), pak fAg = Agg.
(d) Je-li g € C°N(2), pak D* Ay = Apay.
(e) Je-lid =1,2 = (a,b)ag e Lll"c((a,b)), pak

. A; = Ay, kde h € LIIOC((a, b)), pravé kdyz? h je slabou derivaci g;

° Ag, = Ay, kde p je borelovskd komplexni mira na (a, b), pravé kdyZ u je slabou derivact g.

Fakt 110. Necht’ a € N(‘)i. Pak existuji konstanty cg eN, B e N(‘)" , B < a (nerovnost vektorii zde chdpeme po sloZkdch) takové,
Ze pro kaZdou otevienou 2 C R? a kazdé f,g € C1®(2) plati

D*(fg) = Y cgDPfp* Py
BeNg
B=a

10



4. Prostor distribuci
Tvrzeni 111. Necht’ 2 C R je oteviend.

(a) Necht o € Ng a g € C®(82). Pak zobrazeni A +— D*A a A +— gA jsou spojitd linedrni zobrazeni prostoru (D (£2)*, w™*)
do sebe.

(b) Jsou-li fu, f € LY*(£2) a jestliZe pro kazdou kompakini K C 2 plati Jx|fa— fIdA — 0, pak Ay, — Ay

(¢) Zobrazeni ¢ — Ay je prosté spojité linedrni zobrazeni (D(82), p) do (D(2)*, w*).

(d) Je-lil < p<ooa fn— fvLy),pak Ay, — Ay.

Véta 112. Nechr' 2 C R je oteviend a {A,} je posloupnost v D(82)* takovd, %e pro kazdé ¢ € D(82) existuje A(p) =
limy,— 00 Ay (¢). Pak A € D(£2)*.

5. Nosic distribuce

Definice 113. Necht' 2 C R je oteviend a A je distribuce na 2. Rekneme, 7e oteviend mnoZina G C £2 je nulovd pro A,
jestlize A(p) = 0 pro kazdou ¢ € D(G).

Véta 114. Necht’ 2 C R? je oteviend a A je distribuce na 2. Mnozina G = \ J{H C 2: H je nulovd pro A} je nulovd pro A
a je to nejvétsi nulovd mnoZina pro A, tj. je-li H C §2 nulovd pro A, pak H C G.

Definice 115. Necht' £2 C R je oteviend a A je distribuce na £2. Nosi¢ distribuce A definujeme jako supp A = 2 \ G, kde G
je nejvétsi nulova mnoZina pro A.

Véta 116. Necht’ 2 C R? je oteviend a A je distribuce na $2.
(a) Je-li f € C(82), pak supp Ay = supp f.
(b) Je-li v borelovskd komplexni mira na S2, pak supp A, = supp .

(c) Pokud je supp A kompaktni, pak existuji N € Nog a C > 0 takovd, Ze | A(¢)| < C|l¢lln pro kaZdou ¢ € D(82). Specidlné,
A je konecného vddu.

(d) supp A = {z} pro z € £2, pravé kdy; A = } <y ca D* As_ pro néjaké N € Ny a konstanty cq, o € Nd, || < N ne
vS§echny nulové.
6. Schwartzuav prostor

Lemma 117. Pro N € N je funkce x — (1 + ||x||*)¥ polynom na R?. Pro kazdy polynom P na R? existuji N € Na C > 0
takovd, Ze |P(x)| < C(1 + ||x||*)N pro kazdé x € R¢.

Definice 118. Schwartziiv prostor na R? je definovan nésledujicim zptisobem:

85 = {f € C“(Rd, C); PD® f je omezend pro kazdé a € Ng a kazdy polynom P na ]Rd}.
Lemma 119. Necht'd e N, 1 < p < oo, N > % ah(x)= me xeRe Pakh € Lp(Rd).
Tvrzeni 120. Schwartziiv prostor md ndsledujici viastnosti:
(@) DRY) C 84 C Co(RY) N2 peoo Lp(RY).
(b) Je-li f € 84, a € R\ {0}, b e R? ah(x) = f(ax +b), pakh € 8.
(c) Je-li f € 84 a o multiindex délky d, pak D* f € 8.

(d) Je-li f € 84 a jestlize g € C®(R?) je omezend a md omezené viechny parcidlni derivace vSech Fddii (specidlné, je-li
g € 8a), pak fg € ;.

(e) Je-li f € 84 a P: R4 — C polynom, pak Pf € 8.

Pro N € Ny a f € 8; polozme

v (f) = ‘f}}i’;,”x = (L X))V DY f ()] -

Hausdorffovu lokdlné konvexni topologii na §; generovanou systémem {vy }3’_, ozna¢ime o. Tato topologie je metrizovatelnd
metrikou z Lemmatu
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Véta 121. Metrika 7z Lemmatu |50\ prislusnd systému {vy }%_, je uplnd. Prostor (84, 0) je tedy Fréchetiiv prostor. Topologie o
md ndsledujict viastnosti:

(a) Necht' { f,} je posloupnostv 84 a f € 84. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) fun — f vtopologiio.

(ii) Pro kaZdé N € Ng a kaZdy multiindex o délky d plati, Ze (1 + | x|>)N D% f,, — (1 + ||x||>)N D* f stejnomérné na
R4,

(iii) Pro kaZdy polynom P a kazdy multiindex « délky d plati, e PD® f,, — PD® f stejnomémé na R¥.
(b) Jestlize f, — [ v prostoru (84,0), pak fn — f v LP(Rd)pro kazdé 1 < p < oo.

(c) Je-li o multiindex délky d, P polynom na R? a g € 84, pak zobrazeni f +— D*f, f v Pf a f + gf jsou spojitd
linedrni zobrazeni z (84,0) do (84,0).

Tvrzeni 122. Necht' f € 85 aa € N{.
(a) D f(t) = (it)* f(t) pro kazdé t € RY.
(b) DT = mq [, kde mo(x) = (=ix)*.

Véta 123. Fourierova transformace je izomorfismem prostoru (84, 0) na sebe. Navic pro [ € 84 plati, Ze

SO

?(x) = f(=x)prokazdéx eR? a f = 7.

7. Temperované distribuce

Lemma 124. Necht' K C R? je kompakmi. Pak o | D(K) = K-

Tvrzeni 125. Podprostor D(R?) je husty v (84, 0) a pro topologii T plati, Ze & Foway C T Jinymi slovy, vnoreni Id : (D R%), 1) —
(84, 0) je spojité a na hustou podmnoZinu.

Definice 126. Distribuce na R?, které jsou restrikcemi funkcionald z (84, 0)*, se nazyvaji temperované distribuce.
Véta 127. Necht' A € D(R4)*. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) A je temperovand.

(ii) A je spojitd i v (slabsi) topologii o.
(iii) Existuji N € Ng a C > 0 takovd, %e | A(¢)| < Cvn (@) pro kazdou ¢ € DR?).

Tvrzeni 128. Necht' A je temperovand distribuce na R?, o € Ng , g € 84 a P je polynom na R%. Pak D* A, gA a PA jsou té%
temperované distribuce a vzorce

o DYA(S) = (D) A(D= 1),
e (gN)(f)=A(gf)a
o (PA)(f)=A(PS)

plati pro kazdou f € 84. Ddle zobrazeni A+ D*A, A+ gA a A — PA jsou spojitd linedrni zobrazeni z prostoru (8%, w*)
do sebe.

Definice 129. Fourierova transformace temperované distribuce A na R¢ je definovana vzorcem Z( f) = A(?) pro f € 8.

Véta 130.

(a) Je-li g € L1(R?), pak A~ je temperovand distribuce a A, = A~ Je-li g € L,(R?), pak A, = AFp(e), kde F je rozSivenim
g g g g (&)
Fourierovy transformace z Plancherelovy véty.

(b) Je-li A temperovand distribuce na R% a o € Ng , pak

e DYA = sa A, kde Se(x) = (ix)% a
e DA = m, kde my(x) = (—ix)“.

(c) Fourierova transformace ¥ temperovanych distribuci je izomorfismem prostoru (8%, w*) na sebe. Plati pro ni, Ze ¥* = Id.
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I11. Bochneruv integral

1. Méritelna zobrazeni

Tvrzeni 131. Necht’ §2 je méFitelny prostor a X je metricky prostor. Pak bodovd limita posloupnosti méFitelnych zobrazeni z §2
do X je méfitelné zobrazent.

Definice 132. Necht' §2 a X jsou mnoZiny. Zobrazeni f: 2 — X se nazyva jednoduché, pokud f(§2) je kone¢nd mnoZina.

Véta 133. Necht’ §2 je méfitelny prostor a X je separabilni metricky prostor. Pak f: 2 — X je méfitelné, pravé kdyz? je
bodovou limitou posloupnosti jednoduchych mé¥itelnych zobrazeni z §2 do X.

Je-li (£2, u) prostor s mirou a M je mnoZina, pak symbolem A (2, M) oznafime mnoZinu vSech zobrazeni definovanych
U-s. v.na §£2 s hodnotami v M.

Definice 134 (Salomon Bochner (1933)). Necht' (£2, 1) je prostor s mirou a X je metricky prostor. Zobrazeni z £(£2, X)
nazveme silné méritelnym (t€Z bochnerovsky méritelnym) vzhledem k u, pokud je pu-s. v. bodovou limitou posloupnosti jedno-
duchych méftitelnych zobrazeni z £2 do X.

Lemma 135. Necht’ (§2, 1) je prostor s liplnou mirou, X je metricky prostor a f € E(S2, X). Pak f je silné mé¥itelné, prdvé
kdy? je méfitelné a existuje E C 2 takovd, Ze W(E) = 0a f(§2 \ E) je separabilni.

Dusledek 136. Necht’ (82, i) je prostor s viplnou mirou, X je metricky prostor a { f,} C £(82, X) je posloupnost silné méFitel-
nych zobrazeni, kterd konverguje bodové s. v. k f € £(82, X). Pak [ je silné méritelné.

Lemma 137. Necht’ 2 a X jsou méfitelné prostory, X je zdroveri vektorovy prostor nad K, f,g: 2 — X jsou jednoduchd
méFitelnd zobrazeni a a € K. Pak [ + g a af jsou jednoduchd méFitelnd zobrazeni.

Dusledek 138. Nechr' (2, iu) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor nad K, f, g € (2, X) jsou silné méFitelnd
aa € K. Pak f + g aaf jsou silné méfitelnd zobrazeni.

Definice 139 (Izrail Moisejevi¢ Gelfand (1938), Billy James Pettis (1938)). Necht' (£2, i) je prostor s mirou a X je normovany
linedrni prostor. Zobrazeni f € &A(§2, X) nazveme slabé méFitelnym, pokud pro kazdé ¢ € X* je ¢ o f méfitelnd funkce.

Definice 140. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Rekneme, 7e A C By~ je 1-normujici, pokud || x| = supse 4| f(x)| pro
kazdé x € X.

Lemma 141. Necht' X je normovany linedrni prostor. Je-li A C Bx+ mnoZina w*-hustd v Bxx, pak A je 1-normujici.

Lemma 142. Necht' X je normovany linedrni prostor a A C Bx+ je 1-normujici. Pak Ao = Bx. Dokonce pro kazdé x € X
ar >0plati, Ze B(x,r) = (\peqly € X: [f(0) = f(O)] =1}

Lemma 143. Necht’ X je normovany linedrni prostor a A C X. Pak spang A je husty v span A a Bx N spang A je hustd
v By N span A. Odtud plyne, Ze je-li M C X separabilni, pak span M je téZ separabilni.

Véta 144. Necht’ (£2, i) je prostor s viplnou mirou, X je normovany linedrni prostor a f € A($2, X). Pak ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:

(i) f je silné méFitelné.
(ii) f je mé¥itelné a existuje E C S2 takovd, Ze W(E) = 0a f(2 \ E) je separabilni.
(iii) f je slabé méfitelné a existuje E C §2 takovd, Ze u(E) = 0a f(2 \ E) je separabilni.

(iv) Existuji E C 2, Y C X separabilni podprostor a A C By= spocetnd tak, Ze p(E) =0, f(£2\ E) C Y, By Nspan A je
w*-hustd v By a ¢ o f je méFitelnd pro kaZdé ¢ € A.

Tvrzeni 145. Necht’ (§2, i) je prostor s vplnou mirou, X je normovany linedrni prostor a f € E(82, X) je silné mé¥itelné.
Pokud pro kazdé ¢ € X* jepo f =0s. v, pak f =0s. .
2. Bochneruv integral

Definice 146. Necht’ (£2, ) je prostor s mirou a X je normovany linedrn{ prostor. Zobrazeni f : £2 — X se nazyva schodovité,
jestliZe je jednoduché, méfitelné a pro kazdé x € f(£2) \ {0} je u(f ' (x)) < +oo.

Definice 147. Necht’ (£2, i) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: £2 — X je schodovité. Pak pro kazdou
méfitelnou £ C §2 definujeme Bochneriv integrdl f pres E jako

[ o= > wsrtwnbn
E xe f(2)\{0}
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Lemma 148. Necht’ (£2, jv) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: §2 — X je schodovité. Jsou-li A, B C 2
disjunkini méFitelné podmnoZiny, pak [, 5 fduw = [, fdu + [z fdu.

Véta 149. Necht’ (52, i) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor nad K, f,g: 2 — X jsou schodovitd zobrazeni

aa € K. Pak f + g aaf jsou schodovitd a [(f + g)du = [p fdu + [pgdua [pafdu = o [5 fdu pro kaZdou
méfitelnou E C 2.

Je-li (£2, n) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f € A(£2, X) je méfitelné zobrazeni, pak funkce ¢ +—
|| f(¢)|| je méfitelnd na £2, nebot’ je sloZenim spojité funkce ||-|| a méfitelného zobrazeni f. Tuto funkci budeme znacit || f||.

Lemma 150. Necht’ (§2, i) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: 2 — X je jednoduché méritelné zob-
razeni. Pak f je schodovité, pravé kdyz [l f1ldp < +o00. V tom pripadé je || [ f di| < [ f1l dju pro kaZdou mé¥itelnou
E cC$.

Lemma 151. Necht’ (§2, i) je prostor s mirou, X je Banachiv prostor, f € E(2,X) a fn: 2 — X, n € N je posloup-
nost schodovitych zobrazeni takovd, Ze lim,_oo [l fu(t) — f(2)|| dju(t) = 0. Pak pro kaZdou méFitelnou E C £ existuje
lim, o0 [ fn dit. Navic je-li gn: 2 — X, n € N posloupnost schodovitych zobrazeni se stejnou vlastnosti, jako md { f,}, pak

limy, o0 [ gn dit = limy 00 [ fru dpt.

Definice 152. Necht’ (£2, 1) je prostor s mirou, X je Banachiiv prostor a f € Z(2, X). Rekneme, 7¢ f je bochnerovsky
integrovatelné, pokud existuje posloupnost f;,: £2 — X, n € N schodovitych zobrazeni takovd, Ze lim, o0 [o || fu—f |l die = 0.
Pro kazdou méfitelnou E C §2 pak definujeme Bochneriv integrdl f pres E jako

/fdu: lim/fndu.
E n—o0 E

Véta 153. Necht’ (82, i) je prostor s iiplnou mirou, X je Banachiiv prostor a f € A(82,X). Pak f je bochnerovsky integro-
vatelné, prdavé kdy? je silné méritelné a || f || je lebesgueovsky integrovatelnd. V tom pripadé je “fE fdu H < [gIlfdp pro
kaZdou mévitelnou E C 2.

Véta 154. Necht’ (82, |1) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiv prostor nad K, f,g € &E(S2, X) jsou bochnerovsky inte-
grovatelnd a o € K. Pak zobrazeni f + g a af jsou bochnerovsky integrovatelnd a [ (f + g)du = [ fdu + [ gdp
a [pafdu=af; fduprokaZdou méFitelnou E C £2.

Véta 155 (o majorizované konvergenci). Necht’ (§2, i) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostor a { f} C (82, X) je

posloupnost silné méfitelnych zobrazeni. Necht’ f € E(S2, X) je takové, Ze f, — f bodové s. v., anecht’ g € Li(1) je takovd,

Zeprokazdén € N je || fn(t)|| < g(t) pros.v.t € Q. Pak fn i f jsou bochnerovsky integrovatelnd a lim [o| fn — flldpu = 0.
n—>00

Specidlne, [o f du = lim_[q f, dp.

Véta 156. Necht’ (£2, ) je prostor s konecnou tiplnou mirou, X je Banachiiv prostor a { f,} C &£(82, X) je posloupnost silné
méFitelnych zobrazeni. Necht' f € AE(S2, X) je bochnerovsky integrovatelné takové, Ze f, — f stejnomérné s. v. na §2. Pak

Jo fdw= lim [o fodpu.

Véta 157 (absolutni spojitost Bochnerova integralu). Necht’ (§2, i) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachuv prostor a [ €
(82, X) je bochnerovsky integrovatelné. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze HfE f d,u“ < € kdykoli E C $2 je
takovd, Ze uw(E) < 6.

Véta 158. Necht’ (§2, 1) je prostor s tiplnou mirou, X a 'Y jsou Banachovy prostory, f € E(S2, X) je bochnerovsky integrova-
telnéaT € £(X,Y). Pak T o f je bochnerovsky integrovatelné a pro kaZdou méritelnou E C S2 plati, Ze

/ETofd,uzT(/Efd,u).

Fakt 159. Necht’ (2, i) je prostor s uplnou mirou, X je Banachiiv prostor, x € X a f € Li(n). Pak fE f@®)xdu) =
(fE f du)x pro kaZdou méfitelnou E C §2.

Véta 160. Necht’ (£2, ) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachiiv prostor a f € A(82, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Je-li [ f du = 0 pro kaZdou mé¥itelnou E C 2, pak f = 0s. v.

Véta 161. Necht’ ($2, ) je prostor s iiplnou mirou, X je Banachiiv prostor a € E(S2, X) je bochnerovsky integrovatelné. Pak
pro kazdou E C $2 kladné miry je

ﬁj;fduemf@).
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Véta 162 (Fubiniova véta pro Bochneriv integral). Necht’ (21, 1) a (22, [12) jsou prostory se o-konecnymi tiplnymi mirami
a necht’ v je ziiplnénim soucinové miry (1 X pp. Necht’ X je Banachitv prostor a f € AE(§21 x §2, X) je bochnerovsky
integrovatelné vzhledem k v. Potom pro [L1-s. v. § € §21 je zobrazeni t — f(s,t) bochnerovsky integrovatelné na $2,, pro [i,-
s. V.t € §25 je zobrazeni s — f(s,t) bochnerovsky integrovatelné na $21; zobrazeni Y (s) = fﬂz f(s,t)dux(t) a va(t) =
j:Ql f(s,t)duq(s) definovand s. v. na $21, resp. §2, jsou bochnerovsky integrovatelnd a

/Vfldﬂl =/ deZ/l/fzd/iz-
21 21%82, 2>

3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Definice 163. Necht’ (£2, ) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiiv prostora 1 < p < co. Symbolem L, (i, X) oznacime
mnoZzinu vSech silné méfitelnych zobrazeni z £(£2, X) takovych, Ze || || € L,(u), faktorizovanou podle rovnosti j-s. v.

Dile pro / € Ly (. X) definujeme || /1|, e x) = [ = 1 SO 1, (-
Véta 164. Necht’ (52, ju) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiv prostoral < p < oo.
(a) Lp(p, X) je Banachiiv prostor s normou || f' ||, (u,x)-

(b) Je-li X Hilbertiiv prostor, pak L, (., X) je Hilbertiiv prostor se skaldrnim soucinem
f8)eagnio = [ (£0.5@) b

Véta 165. Necht’ (£2, i) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostoral < p < oo.
(a) MnoZina schodovitych zobrazeni z 2 do X je hustd v L,(u, X).

(b) Jsou-li X i L,(1) separabilni, je L, (i, X) také separabilni.

IV. Kompaktni konvexni mnoziny

Definice 166. Necht' C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru. Rekneme, e x € C je extremdlnim bodem mnoziny C,
jestlize x neni vnitfnim bodem zadné tsecky lezici v C, tj. pokud u,v € C a x = Au + (1 — A)v pro néjaké A € (0, 1), pak
u = v. MnoZinu vSech extremalnich bodli C znacime ext C.

Definice 167. Necht' C je konvexni podmnoZina redlného vektorového prostoru X . Afinni nadrovina W C X se nazyva opérnou
nadrovinou mnoziny C (v bodé x € C), pokud W N C # @ (resp. x € W N C) a C leZi celd v jednom z poloprostort uréenych
W (tj. existuji nenulovd linedrni forma f na X aa € R tak, Ze W = f~ (@) asupc f < @).

Fakt 168. Necht’ C je konvexni mnoZina ve vektorovém prostoru X.
(a) Je-li B C C konvexni, pak B NextC C ext B.

(b) Je-li Y vektorovy prostor a T: X — Y afinni zobrazeni, pak T zachovdvd konvexni kombinace. Je-li T prosté, pak
extT(C) = T(extC).

(c) Je-li X redlny a W C X opérnd nadrovina mnoZiny C, pak ext(C N W) = W NextC.

Véta 169. Je-li C kompaktni konvexni podmnoZina R", pak kazdy bod mnoZiny C je konvexni kombinaci nejvyse n + 1 extre-
mdlnich bodii mnoZiny C. Tedy C = convextC.

Lemma 170. Necht’ C C R” je konvexni. Pak bud’to Int C # @, nebo C leZi v néjaké afinni nadroviné v R".

Dusledek 171. Je-li A C R" a x € conv A, pak existuje nejvyse (n + 1)-prvkovd podmnoZina B C A takovd, Ze x € conv B.
Dusledek 172. Necht' K C R”" je kompaktni. Pak conv K je téz kompakini.

Tvrzeni 173. Necht’ X je Fréchetiiv prostor a K C X je kompaktni. Pak conv K a aconv K jsou kompaktni.

Definice 174. Necht' C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru. Rekneme, 7e neprazdna E C C je extremdlni podmnoZi-
nou C, pokud zZadny bod E neni netrividlni konvexni kombinaci bodti z C, z nichZ nektery lezZi mimo E, tj. je-liAx+(1—-A)y € E
pronéjakd x,y e Cai € (0,1),pak x,y € E.

Definice 175. Necht' C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru. Rekneme, Ze funkce f: C — R je konvexni, pokud pro
kazdé x,y e CaA € [0, 1] plati, Ze f(Ax + (1 =A)y) < Af(x) + (A =1)f().
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Lemma 176. Necht’ C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru, f: C — R je konvexni a E je extremdlni podmnoZina
C. Pak mnoZina bodii, ve kterych f nabyvd maxima na E, je bud’to prdzdnd, nebo je to extremdlni podmnoZina C.

Lemma 177. Necht' X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X* oddéluje body X (nap¥. Hausdorffiiv lokdlné konvexni
prostor) a necht’ C C X je konvexni. Pak kaZdd kompaktni extremdlni podmnoZina C obsahuje extremdlni bod C.

Pfipomernime, Ze redlna funkce f na topologickém prostoru X se nazyva shora polospojitd, pokud pro kazdé o € R je
mnoZzina {x € X; f(x) > «} uzaviena.

Véta 178 (Bauertv princip maxima). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X * oddéluje body X (nap¥. Hausdor-
[fiv lokdlné konvexni prostor), necht’ K C X je neprdzdnd kompaktni konvexni mnoZina a f: K — R je shora polospojitd
konvexni funkce. Pak f nabyvd maxima na K v extremdlnim bodé K.

Véta 179 (Krejnova-Milmanova). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X* oddéluje body X (nap¥. Hausdorffiiv
lokdlné konvexni prostor) a necht’ K C X je kompaktni a konvexni. Pak K = conv ext K.
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