1. SOUSTAVY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Reste soustavu y’ = A y pro nasledujici matice 4 (pfipadné s uvedenou po&ateéni podminkou):

1 -2 -1 0 1 0 2 6 —15
1. ? 2), 2. ( ?3 —58)’ 3.1-1 1 1], 4.1-4 4 0], 5.1 1 =51,
1 0 -1 -2 1 2 1 2 -6
1 -1 1 3 -2 -1 7 —12 6
7.1-1 2 2}, 81 0o -1}, yo=@.11, 9[10 —19 10],
) -2 1 3 1 -1 1 12 —-24 13
1 0 3 3 -1 0 0 3 -1 1 =7 -1 2 -1 2
-2 —6 0 13 1 1 0 O 9 -3 -7 -1 -1 2 -1 1
10 0o -3 1 3p i 3 5 =3) 12 0 O 4 =8 13 0 2 -1 1
-1 —4 0 8 4 -1 3 -1 0 O —4 -2 2 0 2
Reste soustavu y' = Ay + b pro ndsledujici matice 4 a ,,pravé strany“ b:
-1 —2¢7t —6 1 1 e'sint
wa = (3 )= (30) ma- (240 (e T T )
0 1 0 te?! 1 1 t 0 1 0 1
17. A = 4 4 0),b=|—-e], 18. 4 = —l 1 0),b =12t 1994 =-4 4 0),b=|{1t],
-2 1 2 3e?! I 0 1 3t -2 1 2 12
2 6 —15 e’ 3 0 sin ¢
2004A=1 1 =5|,b=1]€] 2L A=(2 2 —-1),b=]| O
1 2 —6 e’ -1 1 4 0

Vysledky: 1. y(t) = (—ae’ +2be*',ae’ +be*'),t e R,a,b € R, 2.y(t) = ((a—8b)sint — (8a + b) cost, 13a cos 1 +
13b sint),t eR,a,beR, 3. y(t) = (a + 3be?", —2be?" + ce™,a + be* —2ce™),t € R,a,b,c € R, 4.y(t) =
e?' (bt +c,2bt +b+2c,bt+a+c),t €eR,a,b,c € R, 5.y(t) = e ' (=25a+6¢ +6bt,15a +2bt +b+2c,a+2bt +2c¢),
teR,a,b,ceR, 6. y(t) = e3(—2a,at? + bt + c,—at> —(2a + b)t —4a—b —c),t e R,a,b,c € R, 7.y(@) =
((a+3b)e’ sint + (3a —b)e’ cost, (2a +b)e’ sint + (a —2b)e’ cost +ce*’, (2b—a)e’ sint + (2a + b)e’ cost +ce*’),t € R,
a,b,c e R, 8.y(t) =e'(—t+1,—t+1,1),1 € R, 9.y(t) = (6be"+6ce’, 10ae™" 4+ (Ba+9c)e?, 3be_t+(6a+3c)e’),
te€R,ab,ceR,  10.y(t) =€ (bt* +ct +d, 5b1> — 3(4b —c) — 2b— 3¢ + 3d.a + bt*> + ct + d, 3b1> — 3(2b —
c)—%b—%c+%d),t eR,a,b,c,d € R, 11. y(2) :ezt(ct+d,ct—c+d,at+b,(a+c)t—%a+b+d),t e R,
a,b,c,d € R, 12. y(t) = (ct + d, (3¢ — %a)t + %a — %b —c¢+3d,at + b,%at — %a + %b),t e R,a,b,c,d € R,
13. y(t) = (e’ (acost + bsint) + ccost + d sint, 1e'((a + b) cost + (b —a)sint) + ccost + d sint, e’ (acost + bsint) +
(c —d)cost + (¢ +d)sint,e’(acost + bsint)),t eR,a,b,c,d € R.

14.y(t) = (e_t+%ae’+%bezt,Ze_’+aet+be2’),t eR,a,b eR, 15 y(t) = (40e +—e 204 1 sae” 4t _pe T, 4—7()e’+
te™ tae™ +be” "), 1 €R,a,b €R, 16. y(1) = e'(—4 cost + 11 sint — b cost + assint, —tcost +acost + bsint),
teR,abeR, 17.y@t)=e* (=33 +bt + 3(c —b), -3 12 + 12b—1)+c,—113 - %tz +t(b+3)+a)t R,
a,b,c € R, 18. y(t) = (be' + 2cte’ + 4t 4+ 9, (—a + 2c)e’ — bte' — ct?e’ + 2t + 11,ae’ + bte' + ct?e’ — Tt — 16),
teR,ab.ceR,  19.y(t) = (50 —3)+3e*Q2bt +c—b),—2 + ¥ (2bt +¢),— 221> + 1 +2) + e*(a + b1)),1 €R,
abceR 20. y(t)—( e +e“(5a+b 2¢ + 3bt), e_’(c~|—bt) e_’(a+bt)) teR,a,b,ceR, 21.y() =
(—p cost—=5 sint—2ae®, 23 cost+ a6 sint +e3 (ar? + bt +¢), — g5 cost — g5 sint +e3 (—at?>—(2a+b)t —4a—b—c)),
teR,a,b,c eR.
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2. FUNKCE VICE PROMENNYCH — REZY, LIMITA A SPOJITOST

1. Urcete a nakreslete defini¢ni obor, vrstevnice a (pokud to 1ze) fezy rovnob&Zné s rovinami yz a xz:

a) x + /7, b)ﬁ, x4y dx?—y% e x|+y, O min{x,y}, g) max{x,y}, h) /Xy,

1
y1l—x2—-y2 j)—, k) arcsini, D v1—(x2+ y)2, m)\/(x2+y2—1)(4—x2—y2),
VX2 +y2 -1 y

n) /sin(x? + y2), o) sgn(sinx - sin y)

2. Vysetiete lim (1i ,y)), lim (li , Ii ,y), kd
yse reexgr})(ygno f(x,y)) y‘ir})(xli’}) f(x,y)) a  lim = f(xy).kde

Y

x2y2 ) 1
a) f(xd’) = ﬁv b) f(xdi) = ('x +y)Sln—prOx 7é O,f(O»Y) =0
x?y? 4+ (x —y) x
3. Vysetrete nésledujici limity:
sin(x2 + y?) , log(1 + x2 + y?) , 1 , Xy
a) lim — lim , ©) lim -2 d) lim _—
[x.y]=[0,0] Xx*+y beyl=0.0]  3/x2 4 y2 [x,]1—[0,0] X* + y [x,51>0,0] \/x2 4 y2
: 2 2
o lim —2— ) lim Siny) gy ———. b lim 2
[x,y]-[0,0] X + y [x,]=[0,0] /x2 + y2 [x,y]—[0,0] X= + y [x,1—[0,0] X= + y
. . x2y? . . x+y . x3 4+ x? 43+ y?
1) lim . D lim ———, k) lim 5 5 ,
[x.31-00,0] /x2y% + (x — y)? [x.31-[0,0] \/x2 + y2 [x,y1—[0,0] x“+y
2 2 /%2v2 + 1 — 1 1
) lim Xty Comy tim YEXEIT L him (4%,
[x,y]=[0,0] \/x2 + y2 +1—1 [x,y]—[0,0] X< 4y [x,»]—[0,0]
N

o) lim (x*+ yz)x2y2 P lim @2+ y2+2H)% ¢ lim (x*+yH®, 1 lim ﬂ

[x,y1-[0,0] ’ [x,,21-[0,0,0] ’ [x,y1-[0,0] T eyl=lo0) Xt 4yt

sin(xy) . sin x sin® y ) 2 —cosx —cosy ) xy?

s) lim ——— ¢ lm —————- u lim ————— V) im @ ——

[x.y]—>[0,0] x2 + y* [x.y1—[0,0] 1 — cos(x? + y2) [xyl—>0.0  x2+4y2 bx,y1=>[0,0] /x4 + y©

. sinx + log(1 + y)
w)* lim
[x.y]~[0,0] x+y

x+y#0

4. Lze funkci w rozsifit spojité na celou rovinu?

5. Lze funkci % roz&ifit spojité na celou rovinu?

Vysledky: 1. a) Dy = R x [0, +00), vrstevnice jsou ,levé poloviny* parabol b) Dy = (R \ {0}) x R, vrstevnice jsou
piimky prochdzejici po¢dtkem c¢) Dy = R?, vrstevnice na hlading ¢ > 0 je kruZnice se stfedem v podtku a polomérem /¢
d) Dy = R2, vrstevnice jsou hyperboly a jedna dvojice piimek e) D ;= R2, vrstevnice na hlading ¢ € R je graf funkce
c—1x| f)Dy =R?* g Df =R? h) Dy = [0,+00)? U (—00,0]?, vrstevnice na hladin& ¢ > 0 jsou hyperboly tvaru é,
na hlading 0 je to dvojice os 1) Dy = {[x,y] € R? x? + y? < 1}, vrstevnice na hladin 0 < ¢ < 1 je kruZnice se stfedem
v poddtku a polomérem v'1 —c2  j) Dy = {[x,y] € R?; x? 4+ y? > 1}, vrstevnice na hladin& ¢ > 0 je kruZnice se stfedem
v pocatku a polomérem /1 + cll k) Dy = {[x,y] € R%; y > |x| > 0} U{[x, y] € R?; y < —|x| < 0}, vrstevnice jsou piimky
prochézejici po¢dtkem 1) Dy = {[x,y] € R?; —1 —x? < y < 1 — x?}, vrstevnice jsou dvojice parabol, na hlading 1 jedna
parabola m) Dy = {[x,y] € R% 1 < x? 4 y? < 4}, vrstevnice na hladiné 0 < ¢ < 3 jsou dvojice kruznic se stfedy v pocdtku
a poloméry % V5 £+ /9 — 4¢2, na hlading % jedna kruZnice se stfedem v pocatku a polomérem ‘/TTO
n) Dy = {[x,y] € R% 2km < x? + y? < (2k + 1)z, k € Ny}, vrstevnice jsou posloupnosti kruZnic se stiedy v po&étku
o) Dy = R2, vrstevnice na hladiné —1 a 1 jsou ,.Sachovnice®, na hladiné 0 mfizka

2. a) dvojnasobné limity jsou 0, dvojné neexistuje b) prostfedn{ limita neexistuje, ostatni jsou 0

3. a1l b)0 c)+oo d)0 e)neexistuje f)0 g)neexistuje h) neexistuje i) 0 j)neexistuje k)1 1)2 m)O0
n)l o)l p1 g1 r)0 s)neexistuje t)neexistuje u) % v) 0 w) neexistuje

4. ANO

5. ANO (f(a,—a) = cosa)



3. FUNKCE VICE PROMENNYCH — PARCIALNI DERIVACE, TOTALNI DIFERENCIAL
1. Vysetfete parcidlni derivace a totdlni diferencil nasledujicich funkci (pfipadné€ dodefinovanych nulou v pocatku):
) x™y", mneN b e¥”, oxy+yz+xz, d)V1—x2—y2 e Vx2+y2, 0 Vx3+y3 2 lxyl,
. . X . . 3 Xy x3y
h) ¥xy, i) x+yarcsin, /=, j)|y—sinx|, k) Vx+yZ DVxyl, m-—m— n) 55—,
y VX% + y? x<+y

2 2 2
Xy X+y —# 2 2\ - 1 XT =Yy
Nearerh P)xz_%yzlog(14‘XYL Qe o) (xT+y )Mn;;i;f;f, S)xy;ET;;E’

- 2
t) (f) L owxz, v, wE Isiny —sinx|, x)* v/x2 + ylog(x*> + y?), y)* M
y X y

o)x+y+

Vysledky: 1. a) % = mx™mlyn, gj; = nx™y"1, totdlni diferencidl existuje viude b) % = ye* Y = xew,

5 By

TD existuje v§ude c¢) g =y+2z 3 af =x+2z, ?,{ = x + y, TD existuje v§ude d) Dy = {[x,y] € ]Rz x2 4+ y%2 <1},

%(x,y) = —\/ﬁa% = \/Tprox + y2 < 1, TD existuje pokud x? + y? < 1 e) Jx+Ty2
. .., 2

a gj; = x;+y2 mimo pocatek, TD existuje vSude kromé pocatku a—(x y) = ﬁ @(x y) = \/ﬁ pokud

y # —x, ax (O 0) = af (0 0) = 1, TD existuje vSude kromé y = —x g) b (x y) = |y|sgnx prox # 0, 2 Em (x y) = |x|sgny

pro y # 0, 2 ¥ (0 0) = af (0 O) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje mimo osy a v pocétku h) (x y) = fﬁ pro x # 0,
P

@(x, y) = 1/_ proy # 0,2 Fr (0 0) = a’; (0,0) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje mimo osy i) Dy = {[x,y] € R?; (x >

OAyzx%MXSOAySX»qg@JO=1+;yfjf§m0hd]GDﬂX#Oax#)u%@J0=wmm¢%—2j§I
y y y
pro [x,y] € D, x # y, %(0, 0) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje tam, kde 3f j af (x,y) = —sgn(y — sinx) cos x
a %(x, y) = sgn(y — sin x) pokud y # sin x, ax (” + km, (=1)%) = 0, jinde PD neex1stu]1 TD existuje mimo y = sin x

a a
k) %(x, y) = W a %(x, y) = m pokud x # —y?2, jinde PD neexistujf, TD existuje tam, kde PD

1)) %(x,y) = 22 /|%| pokud x # 0, (x y) = w,/| | pokud y 75 0, aX(O 0) = 3f(O 0) = 0, jinde PD neexistuji,

: _ (0.0 — _

. w(x,y) = S pro [l # 0.0 %0.0) = %0.0) =0,
2 2 9 9

TD existuje mimo pocatek n) 2 He S (x,y) = % a g S (x,y) = x(x(;:_w pro [x, y] # [0,0], —f(0,0) = —jy((O, 0) =0,

xy(2x2+y?)

4
TD existuje vSude 0) 2 Fr (x y)=1+ \/ﬁ (x y)y=1+ o pro [x, y] # [0, O] (0,0) = %(0,0) =1,
TD existuje vSude

a
p) Dy = {lx, )] €R% (y > =3 Ax > 0)V(y < —EAx <O)V(x = 0)}, F(x, y) = 2P o014 xy)

TD existuje mimo osy m) %(x, y) =

0, — 0,
a f(x.y) = xzf;;j(lyixy) + x(xijz)g log(1 + xy) pro [x, y] e Dy \ {[0,0]}, 2 (o 0) = 4£(0,0) = 0, TD existuje viude
mimo pocatek q) Bx S (x,y) = e QECETE % a Bx J (x, y) =e g % pro [x,y] # [0,0],

9 a .
E(O’ 0) = —§(0, 0) = 0, TD existuje vSude r) ax (x, y) = 2xsin x2+y2 - x2+y2 cos x21y2 a %(x, y) = 2ysin ﬁ -

9 9 . . . 4 2,2_,,4 9
xzzTyyz cos ﬁ pro [x, y] # [0, 0], %(O, 0) = %(0,0) = 0, TD existuje viude s) 2 e S (x,y) = y‘x(j;‘jﬁ—yyz)z” a %(x, y) =

—x(x‘t(;gj_iyzjz_yﬁ pro [x, y] # [0,0], %(0, 0) = M(O, 0) = 0, TD existuje vSude t) Dy = {[x,y,z] € R} (x >0Ay >
0)V(x<0Ay <0)}, 5 ﬂ = %(%)Z_l, % = ;g(y)z—l’ % = (;—“)z logf,TD existuje viude u) Dy = {[x,y,z] € R3; x >
0Az # 0}, g§ = yxf_l, gf =xz —logx 3f =—x% z%logx TD existuje v§ude V) Df ={[x,y.z] €R3; x >0Ay >0},

3f = yix¥ Tl af = x¥ 7y~ 1log)c af = x¥" y%logxlog y, TD existuje viude w) ax (x y) = sgn(sinx — sin y) cos x

a ay (x y) = sgn(smy — sinx)cos y pokud siny # sinx, 3x(” + kw5 +1n) = (E + km, % + Ir) = 0, jinde PD

2xlog(x2+y2) | 2x vx +y log(x2+2) 2y 3/x2+y
neexistuji, TD existuje tam, kde PD  x) ax S (x.y) = i/(x2+y)2 + =5 ax (x y) = Yy x2+y2
y #—x2, %(X, x2) = af (x —x2) = 0 pokud x? + x* = 1, jinde PD neexistuji, TD existuje tam, kde PD y) (x y) =

xy((By2—xM)|x[+2(r2—xH)|y| x3((x*—y2) sgnx+2x3|y| 9 9 ..
( s ) a f(x.y) = ( el ) pokud [x, y] # [0,0], £(0.0) = 4£(0.0) = 0, TD existuje

mimo pocatek

pro




4. FUNKCE VICE PROMENNYCH — DERIVACE SLOZENE FUNKCE

1. Necht f(u,v) = uv anecht g: R%\ {[0,0]} — R? je definovino piedpisem g(x, y) = [(x +y2)(e* = 1),
Vypoctéte 8’; (1, 1) a (1,1),kde F=fog.

2. Necht’ Vf(2,2,2) =[1,2,3] anecht g: R3 — R3 je definovéno piedpisem g(x,y.z) = [x +y + 2z, x2 + y2 +1,x3 +
y3 +1]. Vypoitéte VF(0,1,1),kde F = f o g.

3. Necht' f: R” — R ma vSude totdln{ diferencial. Vy]adrete a

x2+y2]'

kde F = f ogag: R? — R" je d4no predpisem

x“—1 x4+
y xz—y2:|.

3y

3

2y Tx-—y’

4. Necht' f: R? — (0, +00) m4 viude totaln{ diferencidl. VyJadrete aF ,kde F: R? — R je ddno piedpisem
a) Fx.y) = f(x,p)" &2 b) Fx.y) = f(x )70,

5. Necht f: R? — R md totélni diferencidl v bodé [1, 1] a spliiuje f(1,1) = 1. VyJadrete ' E(1,1), je-li

f of
W Fx.y) = (/0.0 f@p) o@D =1 50D =20 0 Fx.y) = /(G500 (0 700).
6. Necht' f: R? — R ma totdln{ diferenciél v bod& [a, b]. Naleznéte jej, plati-li

a) g(x,y) =sinxcosy, b)g(x.y) =[x*>+y%x*>—y%2xy]. ©glx,y) = [

a) F(r,a) = f(rcosa,rsina), [a,b] = [1,1], %—I:(«/E %) =0, a—F(«/E 1) =4,

o 4

b) F(u,v) = f(e¥ cosv,e*sinv), [a,b] =[1,0], E;—I;(O,O) =7, 88—1;(0,0) = —

Vysledky: 1. 2E(1,1) =, a—‘;(1, 1)=2e—2

2. VF(0,1,1) = [1,14,1]

3. a) %’;(x y) = f/(sin x cos y)-cos x cos y, %ﬁ:(x y) = —f/(sinx cos y)-sinx sin y b) (x y) = 2x3f(x2+y2 x%—
y2,2xy)+2x L (x2 4 2, 12— y? 2xy)+2y3v(x +y2, x2—y?, 2xy), 3y(x y)—2yat (x2+y2, x2—y2 2xy) -2y L (24

2_ —
y2, x% —y? 2xy)+2x (x +y2,x2—y%2,2xy) ¢ ax(x y) = az(xzyl,% x? — yz)-)y—c—ﬁ( 2y1,§+; 2 yz)-
—1 + 2x

af 1 x+ of (x2—1 x+ af
(x— y)2+23v(2J”§;)x yz). ,3y(xy) 3t(x2y’§;x yz)'2y2 T3 (2y X —y) (x~y)?
2 (5t =)y
v y bl x_y’
4. @) .y = [, ) T () og £(x.3) + 1), B (e, y) = fx, )TN (x, y)(log £(x, y) + 1)
b) B y) = S 0O (i (y Dlog £(x.y) + FEBH(x.»). B x.y) = f(x W00 (Y (v, x) log £, ) +

FO0) Of
Tory) i (% y))

5. 00 n=4 pEAD=(Ea.n)’+Ean)’
6. a)Vf(,1)=[-2,2] b)Vf(1,0)=[7-1]
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5. VETA O IMPLICITNICH FUNKCICH

1. Je dan vztah e®” + siny 4+ y2 = 1 a bod [2, 0]. Dokate, Ze timto vztahem je v jistém okoli bodu 2 definovana hladkd
funkce y = ¢(x), pro kterou plati ¢(2) = 0. NapiSte rovnici te¢ny ke grafu funkce ¢ v bodé& 2 a spoctéte ¢ (2).

2.Je ddn vztah x2 + 2xy2 + y* — y> = 0 a bod [0, 1]. DokaZte, Ze timto vztahem je v jistém okoli bodu 0 definovdna hladk4
funkce y = ¢(x), pro kterou plati ¢(0) = 1. UkaZte, Ze funkce ¢ je v jistém okoli bodu 0 rostouci. Je funkce ¢ na néjakém okol{
bodu 0 konvexni, pfipadné konkdvni?

3.Je ddn vztah x? +2y2 +3z2 + xy —z —9 = 0 a bod [1, —2, 1]. Doka’te, Ze timto vztahem je v jistém okoli U bodu [1, —2]
definovana hladka funkce z = z(x, y), pro kterou plati z(1, —2) = 1. UrCete g—i a g—; v okoli U. Napiste rovnici te¢né roviny ke
grafu funkce z v bodé [1, —2].

4. Dokazte, e mnoZina bodd [x, y, z] € R3 které splituji vztah x2 + y? + z2 — 3xyz = 0 je v okoli bodu [1, 1, 1] popsatelnd
jako graf funkce z = z(x, y) definované na jistém okoli bodu [1, 1], pro kterou je z(1, 1) = 1. Urcete totalni diferencial funkce z
v bod€ [1, 1] a napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z v tomto bodé.

5. V nésledujicich dlohédch ukaZte, Ze uvedend rovnice uruje v jistém okoli daného bodu [x¢, yo] implicitné zadanou funkci
(proménné x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodg€ xg.

a) sin(sin y) + cos(sin x) = sin(cos x) + cos(cos y), [Z, 0]
b) arcsin(x + y) + arccos(x? + y?) = 7-10,0]

¢) x* 43 = log ZE2 1, 1]

d) e2*7 —log(1 +x2 +y2) =1+ y,[0,0]

e) arctg(x + y% + cos(x + y)) —sin(x + y) = Z,[0,0]
f) x3+y7 = e —siny, [1,0]

g) sin?(e* 1Y) + cos?(e2?™*) = 1, [0, 0]

h) log /x2 4 y2 = arctg £, [1,0]

i) y—1siny = x,[0,0]

j) y =2xarctg 2, [1,0]

6. Urcete parcidlni derivace prvniho a druhého fadu funkce z = z(x, y) v bodech, v jejichZ okolf je tato funkce diferencovatelna.
Funkce z = z(x, y) je zaddna rovnici

X z
axyz=x+y+z, b)—=Ilog—,
Z y

2

0
) F(x+y +z,x2+y2 +12) =0, F e CZ(RZ),uréete ﬁ
xay

82
d) F(xz,yz) = 0, F € C2(R?), urcete a—zz
X
7. Dokazte, ze existuji funkce y = y(x) a z = z(x) tfidy C na okoli bodu 0, které spliiuji y(0) = z(0) = —1 a vztahy
6xyz —x —2y —3z =5, et = yz.

Spoctéte y’(0), z'(0), y”(0) a z”(0).
8. Ukazte, Ze uvedend soustava urCuje v jistém okoli daného bodu [x¢, v, Ug, Vo] implicitné zadané funkce u, v proménnych x,
y, které jsou tiidy C'. Spoctéte parcidlni derivace prvniho fadu t&chto funkci v bod& [xo. yo.

v v
ayx =ucos—, y=usin—, [1,0,1,0],
u u
b)x =e* +usinv, y=-e"—ucosv, [e+1,e1,7/2],

o) xe" TV 2y =1, ye' U — L 2x, [1,2,0,0].

14+v
C v TR . . ou v x LM v .y « T
9. Najdéte rovnici te¢né roviny k plose e x cos v sin 7Y bodé (1,1,0, %).
2 . v
10. Spoctéte E)‘l—azy wboddu =2, v =1 jestlize x = u + v2, y = u? —v3, z = 2uv.

11. Dokazte, Ze existuji funkce z = z(x, y) at = t(x, y), pro které plati z(1,—1) = 2 a¢(1,—1) = 0, a které na néjakém
okolf bodu [1, —1] spliiujf rovnice x> + y?> — 222 —13 = 0,x + y +z —1 —2 = 0 a jsou tam tifdy C2. Spoct&te druhé parcidlni
derivace funkci z a ¢ v bodé [1, —1].



Vysledky: 1. rovnice teny: y = 0, ¢”"(2) = 0 2. ¢'(0) = 2, ¢"(0) = —16, 3. L(x y) 5(y +2)+1, 4.

Lix,y) = =x—=1)—-(p—-1D+1 5a-1,0 b-14 o -1 -4, d-3.4, ¢ —3 -3 H-312 g
20, W) L2, )20 )00, 6 a) f(xy) = 22D fr(y ) = Lxzlen S 20z 22 2xGz)
ey = EROTRID 4 L) By = sy Bl = SR 8 = —whe B = e
= i Ay eRx(z > 0 o ff = S+ Bhp - e o no b
) 55 = —Zy(yZ(F‘zez_ZFlzﬁfyﬁﬁ”)_”‘%)_w’ L0 = 22,20 = 3570 = 15,20 = 6 8.
(1,00 = 1, §4(1,0) = 0, 2(1,0) = 0, 2(1,0) = 1, b) $«(e+ L&) = 47, e+ 1,e) =0, e+ 1,e) = — %,

+
Ple+le) =1, o 1,2 =0 58012 = -4, 8x(1 2) =—L¥1) =% 9Ty =3x-D+30-0,

2 2 92 2 2
Ty(x.y) = %—%(x—1)+ G+5o-D. 10555 =55 11L550,-) =751 =550 -) = 751~ =
3x8y(1 1)_8x3 (1, 1)2%-




6. LOKALNI EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

Naleznéte lokalni extrémy ndsledujicich funkci:
x3 4+ y3 —3xy,
x4+ yt—x2 —2xy —y?,
Xy + 570 + 270,
(1+eY)cosx — ye?,
x3 4+ y3 4+ 23 —3xy —3xz - 3yz,
e2*137(8x2 — 6xy + 3y?),
x2 + y2 +x —2xy,
(x —2y)e*”,
9. x24xy+y?—4logx —10logy,
10. (x2 —xy —z2)e¥tY,
11. x4+ y+4sinxsiny,
12, (x2 4 y2)e 64>,
13, x3 4+ y2 4+ 12xy,
2 2
4 x+5+5+2
15. x2y3(6—-x—y), x>0,y >0,
16.% x2y3(6—x —y),
175 x*—y* —x2 —2xy — y2.

e o S e

Vysledky:
1. [0, 0] neni lok. extrém, [1, 1] lok. minimum, 2. [—1,—1]a[l, 1] ostrd lokalni minima, [0, O] sedlovy bod, 3. [5,2]
ostré lokdlni minimum, 4. [2km, 0] ostré lokdlni maximum, [(2k + 1)z, —2] sedlovy bod, k € Z, 5. [0,0,0] sedlovy
bod, [2,2,2] ostré lokdlnf minimum, 6. [0, 0] ostré lokélni minimum, [—}, —3] sedlovy bod, 7. nemd kritické body,

8. [-1.3]a[l,—1]sedlovébody, 9. [I.2] ostré lokdlni minimum,  10. [0,0,0]a[—1,—2, 0] sedlové body,  11.
[1—7271 +ir+ k%, %n + I — k %] ostré lokdlni maximum pro k sudé, sedlovy bod pro k liché, [%n +ir +k%, %n +ir—k%]
ostré lokalni minimum pro k liché, sedlovy bod pro k sudé, 12. [0, 0] ostré lokdlni minimum, [x, y] spliiujici x2 + y2 = 1
lokdlni maximum, 13. [24,—144] ostré lokalni minimum, [0, 0] sedlovy bod, 14. [%, 1, 1] ostré lokalni minimum,
—%, —1, —1] ostré lokdlni maximum, 15. [2,3] ostré lokédlni maximum, 16. [2,3] ostré lokdlni maximum, [x, 0]
sedlové body, [0, y] lokdlni maxima pro y < 0 a y > 6, lokdlni minima pro y € (0, 6), sedlové body proy =0ay =6, 17.

[0, 0] sedlovy bod



7. GLOBALNI EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

Najdéte sup,, f ainfas f a zjistéte, zda funkce f téchto hodnot na M nabyva:
1. Elementédrni metody:
a) f(x,y) =x+y, M={xyleR* x>+y> <1},
b) f(x,y)=e*, M ={[x,y] e R?* x> +2y> <1},
o fx,y)=x>+y, M={xy]eR* x>0,y=0,x+y=1}
d) flx.y)=x, M={[x,y]eR*2>x>0,1>y>02x+y<=<2}
e) f(x.y) =x*+y% M ={x,y]eR? x>+ 4y> =1},
f) f(x.y.2) =@+ +x-y)>+z, M=(-11)x{-11)x(-1,1),
g f.y)=2+%,a>0b>0, M={xyleR* x>+y> <1},
h) f(x,y,2) =x2+y2+2z2+2x+4y -6z, M =R3,
: — (42 2y,—(x2+y2) — 2
) f(x,y) = x>+ y%)e ., M =R? L
D fx.y.2) =x2+y2+2z2, M = {[x.y.z] € R3; %+%+%§1},a>b>c>0,
k) flx.y)=x2—xy+y% M ={x.y]eR? |x|+|y| <1}
D) f(x,y,z) =50x2/5y1521/5 M = {[x,y,z] € R? 80x + 12y + 10z = 24000, x > 0,y > 0,z > 0},
m) f(x,y)=(x+y)e >, M=/{xy eR*x>0y>0}

2. Ulohy na Lagrangeovu vétu o multiplikatorech:
a) f(x,y,2) =xyz, M ={lx,y,z] e R% x>+ >+ 2> =1},
b) f(x,y,z) =sinxsinysinz, M={[x,y,z]eR3;x+y+z=%,x>0,y>0,z>0},
c) f(x,y,z):xyzz3, M:{[x,y,z]eR3;x+2y+3z=a,x>0,y>0,z>0},a>0,
d fx.y)=x+y, M={xyeR* x>+’ -2xy=0,x>0,y>0},
e) f(x.y) =y, M={x.y]eR?* (x> +y?)?—-2(x*-y?) =0},
f) f(x,y) =x>+y, M={xyleR* 4> -4y +x>=0,y >0},
2 fx,y)=x*y, M ={xyleR?* x*+y*<16,x> -1},
h) f(x,y)=2x+4y, M ={x,y]eR* Yx+ ¥y <1,x>0,y >0},
D) f(xy.2)=e T (2 +xy+yD), M={xyz]eR¥ x>+)2=1]z] <1},
D fy)==y2+x2+ 533, M ={x.y]eR%: x*+y> <4.x <0},
k) f(x,y,2)=xy+yz, M={xy2]eR x> +y?+22=1x+y+z=1},
D f(x,y,2)=10z+x—y, M={x,y,2]eR* x>*+y>+z><1lLx+y >0}
m) f(x,y) = (2 + Ty2)e @0, M = {[x,y] e R% x2 +4y% < 1},
n flx,y,2)=z+e, M={xyz]eR x*+y>+2%=1,x>+y> = 7%},
0) fx,y,z2)=x242xz+y24+z, M={x,p.z] €eR> x2+y2+z2=1,x=y2+72,
p) f(x,y) =arctgx +arctgy, M ={[x,y]eR? x2+y2<1,x>0,y >0}

Vysledky:
1. a) max [\%, \%], min [—%, —%], b) max [1,0], min [—1,0], ¢) max [0, 1], [1,0], min [0, 0], d) max
[1,0], min [0,¢], ¢ € (0, 1), e) max [£1,0], min [0, 0], f) max [+1,1,1], [*1,—1, 1], min [0, 0, —1], g) max
[b/~a% + b2,a/~/a? + b2], min [-b/~/a? + b2, —a/~/a®> + b%],  h) sup +oo, min[—1,—2,3], i) max vkazdém

bodé jednotkové kruznice, min [0, 0], j) max [+£a, 0, 0], min [0, 0, 0], k) , 1) max [150, 500, 600], inf O se nena-
byva, m) sup 21—6, inf 0, nenabyvaji se

2. a) max%[ls191]’%[15_1»_1]’%[_1917_1]9%[_1»_171]9min%[_1’1’1]7%[15_19113%[151»_1]’%[_19_17_1]I
b) max [g, g, Zl, inf 0 nenabyvi, ¢) max [a/6,a/6,a/6], inf O nenabyva, d) max [1, 1], min [0, 0], e) max

[£+/3/2,1/2], min [£+/3/2,—1/2], ) max [£+/7+/5/12/3,+/5/12], min [0, 0],
g) max [24/2/ 35,2/ /5], min 22/ ¥/5,-2/¥/5], h) max [0,1], min [0,0], 1) max £[1/+/2,1/+/2,0],
min [F1/v/2, £1//2, 1], [F1//2,£1/¥/2,1], ) max[-1,0}, min[-2,0], k) max[J(1£5).1 10F V)]

min [3, -1, 2], 1) maxﬁ[l,—],lO],min \/11072[—1,1,—10], m) max [0, +1], min [0, 0], n) max %,%,%],
[-3. 3. plmin[-3. 5. - 5L —5. 75l 0 max[3(v5-1),0.y/3(+/5 = Dl min [3(v5-1).0.—/3(+/5 = 1],

p) max [1/+/2,1/+/2], min [0, 0]



