Definice 1. M&jme m,n € N. Rekneme, e zobrazeni f : R” — R” je afinni, pokud plati
flax+ (0 —-a)y)=af(x)+ (1 —a)f(y) proviechnax,y € R",« € R.

Pokuste se sami dokazat, Ze tato definice se da ekvivalentné formulovat tak, Ze existuje linedrni zobrazeni g: R” — R™
takové, ze je f(x) = f(0) + g(x) pro kazdé x € R”. (A to je totéz, jako fici, Ze existuje 4 € M(m x n) ab € R™ takovy, Ze
f(x) = Ax + b, viz véta !!l. Z toho je vidét, Ze tato definice souhlas{ s definici pro piipad m = n = 1 v kapitole !!!.)

Dale si rozmyslete, Ze pro afinni funkci f: R” — R alibovolnd x, y € R” plati

fx+y)=fx)+Vf(x)y. (1
Budizm,neN, f:R" - R, g;: R* - R, j =1,...,m. Vkapitole !!! jsme se zabyvali hleddnim extrémi funkce f na
mnoziné {x € R" : g1(x) =0,..., gm(x) = 0}, pfiCemZ platilo m < n. V mnoha tlohéch jsou ale vazby zadané pomoci rovnosti

prilis omezujici (napf. nenf nutné vyZadovat, abychom plné vyuZzili v§echny zdroje, pokud by to vedlo k zdporné produktivite). V
této kapitole se tedy budeme zabyvat nasledujici dlohou:

Najdéte maximum funkce f namnoziné M = {x e R" : gj(x) >0proj =1,...,mj}. 2)

(Nyni nebudeme vyZadovat, aby platilo m < n.) Pokud jsou funkce f a vSechny g; afinni, fikd se takovymto tlohdm tradi¢né
linedrni programovani; pokud jsou obecné, pak se témto tilohdm fik4 nelinedrni programovani. Nékteré tilohy tohoto typu jsme jiz
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miZe se stit, Ze touto metodou dostaneme prakticky obtizné fesitelnou soustavu rovnosti a nerovnosti. Nynf si tedy ukdZeme, jak
fesit dlohu (2) ,,najednou.

Nejprve zavedeme nékteré pomocné pojmy a znaceni.

Lagrangeovou funkci' dlohy (2) nazveme funkci L: R”*” — R definovanou piedpisem

L(x,A) = f(x)+ATg(x), x eR" A eR™,

kde
g1(x)
g(x) = , x eR™
gm(x)
Je-li x € R”, zapisem x > 0 budeme rozumét, Ze x; > 0 pro vSechna 1 < i < n. Analogicky zavedeme x < (0. Mnozinu M tedy
muiZeme zapsat jako M = {x € R" : g(x) > 0}.
Nasledujici véta ndm za jistych pfedpokladi na funkce g; dava nutnou podminku, kterou musi spliiovat feSen{ tlohy (2).

Véta 2 (Harold W. Kuhn, Albert W. Tucker). Necht' m,n € N a f.g1,...,gm € €' (R"). Ddle necht’ je splnéna alespori jedna z
ndsledujicich podminek:

g1s--.,8m jsou afinni, 3)
g1, ..., &m jsou konkdvni a existuje ¥ € R" takové, Ze g; (X) > 0 pro viechna 1 < j < m. 4

Potom ke kaZdému reseni x° iilohy (2) existuje A° € R™ takové, Ze jsou spliieny ndsledujici (tzv. Kuhnovy-Tuckerovy) podminky:
g(x?) = 0.1°>0.1)Tg(x" =0, )

oL oL
VeL(x% A% = | —x%1%,....—x% 1% | =0. (6)
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Pozndmka 3. Podmince (4) se fikd Slaterova podminka. ZaruCuje, Ze mnozina M z tlohy (2), na niZ hleddme maximum funkce f,
je konvexni a ma neprazdny vnitiek.

Podminkdm (3) a (4) se ik podminky regularity. Existuji i obecné&j$i podminky regularity, nezZ jsou ty uvedené ve vété 2,
napriklad nésledujici podminka, kterd pfipomind podminku z véty o Lagrangeovych multiplikatorech:

Necht x? je fesenim dlohy (2). Oznatme J = {j € {1,...,m}: g;(x°) = 0}, tj. mnoZinu index t&ch vazeb, které jsou tzv.
Lwaktivai“ v x0. Potom vektory Vg;(x°), j € J, musi byt linedrn& nezévislé.

Pokud nenf splnéna Z4dn4 z podminek regularity, miiZe se stat, Ze existuje feSeni x© tilohy (2) takové, Ze neexistuje A® € R
spliiujici Kuhnovy-Tuckerovy podminky (5), (6). (Rozmyslete si, Ze tomu tak je v ptipadé, kdy n = 2, m = 1, f(x,y) =
—()C - 1)2 - y29 gl(x’ y) = _x2’ xO = [070])

Dikaz véty 2 provedeme pomoci Farkasova lemmatu, se kterym se 1ze setkat napiiklad v linedrnim programovdni. (Tady moZzna
jesté néjaké kecy!!!)

Lemma 4 (Gyula Farkas, 1902). Necht’ A € M(m x n) a ¢ € R". Soustava rovnic a nerovnic yT A +¢T =0,y > 0 pro

nezndmou 'y € R™ md FeSeni prdvé kdyz soustava nerovnic Ax >0, ¢T x > 0 pro nezndmou x € R™ nemd Zddné reseni.

ITato funkce pro nés neni zcela novy objekt. Pomoci ni 1ze zformulovat i Lagrangeovu vétu o multiplikatorech, viz !!!
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Diikaz véty 2. Necht' x© je feSenim tlohy (2). Bez tjmy na obecnosti miizeme piedpokladat, Ze gj x% =0prol <j<ka
gi(x% >0prok < j <m.

Pokud k = 0, pak (ze spojitosti funkcf g1, ..., gn) je x° vnitinim bodem mnoZiny M, tedy musi byt i stacionarnim bodem
funkce f a snadno ovéfime, Ze volbou A° = 0 jsou ob& podminky (5) a (6) splnény.

Necht’ tedy k > 0. OznaCme A = (Vg_,- (xo))1<j<k, tedy je A € M(k x n). Dlikaz nejprve provedeme za obecné&jsi (i kdyz
malo ndzorné) podminky regularity: o

Vf(xo)h < 0 pro viechna h € R" takovd, ze Ah > 0. 7

z vz

Tato podminka ov§em znamend, Ze ozna¢ime-li ¢ = (V f(x°))7, pak soustava nerovnic Ak > 0, ¢ h > 0 nem4 74dné feseni.
Podle lemmatu 4 tedy existuje y € R¥, y > 0 takové, 7e V f(x°) + yT A = 0. Nyni si sta¢ uvédomit, 7e polozime-li )t;-) =y
prol <j <ka )L;) = 0prok < j < m, je tim splnéna podminka (6). Prvni dv€ nerovnosti v podmince (5) jsou zaruceny tim, Ze
x% € M avolbou A°. Posledni nerovnost potom plati, protoZe pro 1 < j < k je g;(x°) = 0, zatimco prok < j < m je )L? = 0.

Nyni ukdZeme, Ze podminka (3), ptipadné (4), implikuje podminku (7).

Necht tedy plati (3), tj. g1, ..., &m jsou afinni. Vezméme libovolny vektor & € R” takovy, ze Ah > 0. Podle (1) mame
gi(x%+1h) =g;(x% +1tVg;(x®)h >1Vg;(x®)h >0pror > 0al < j < k. Ze spojitosti funkei g; plyne existence 79 > 0
takového, Ze g;(x® + th) > Oprot € (0,79) ak < j < m. (Pro tato j je totiz g;(x°) > 0.) Dohromady ndm to dévé, Ze
x%+4th € M pro viechnat € (0,1). Funkce f nabyvé v bodé x° na M maxima, plati tedy f(x° +th) < f(x°) prot € (0, ty),
z éehoz dostavame V £ (x®)h = lim, o1 M < 0, tedy plati (7).

Nyni necht’ plati (4). Chceme ukazat, Ze pak plati i (7). Ud€lejme to sporem. At’ tedy neplati (7), tj. existuje & € R” takovy,
7e Ah > 0aV f(x°h > 0. BohuZel nemiizeme postupovat stejné jako v afinnim p¥ipadg, nebot’ zde se miiZe stit, Ze vektory
x° + th lezi mimo mnoZinu M pro viechna ¢ € R, ¢ # 0. Ale vse jesté nenf ztraceno. Zkoumejme konvexni kombinace vektord
x% + h a X, neboli vektory x* = aX + (1 — a)(x® + k), kde « € (0, 1). Mdme

Vi) =x) = Vi ex + (1 -a)x® +h) —x°) =aVf(x")® -x°) + (1 )V f(x)h.
Protoze V f(x®)h > 0, existuje ag € (0, 1) takové, Ze V f(x?)(x* — x°) > 0. Definujeme-li funkci ¢ : R — R predpisem
o) = f(x° 4+ t(x% — x%)) (tj. funkce ¢ je fezem funkce f bodem x° ve sméru x* — x©), plati podle véty o derivaci sloZzené
funkce
¢'(0) = V/(x%)(x* —x% > 0. ®)
Podobné dostaneme pro 1 < j < k, Ze
Vg (x%)(x* —x%) = aoVg; (x°) (& — x°) + (1 — 20) Vg; (x*)h.

Protoze funkce g; jsou konkdvni a g;(x%) = O pro 1 < j < k, plati (véta 5.42!!!) Vg; (x°)(x — x%) > g;(X) — g; (x°) =
gj(X) > 0. (Posledni nerovnost plyne z piedpokladu (4).) Pro 1 < j < k je ale také Vg; (x®)h > 0 (viz (7)), takZe dohromady
dostédvame Vg; (x%)(x* —x°) > 0. Definujeme-li pro 1 < j < k funkce y; : R — R predpisem y/; (1) = g; (x° +1(x* —x?)),
je opét podle véty o derivaci sloZené funkce WJ/‘ (0) = Vg; (x%)(x% — x% > 0. To oviem podle definice derivace znamend, Ze
existuje #; > 0 takové, Ze ¥ (t) > ¥ (0) pro vSechna t € (0,#1), 1 < j < k. Ddle, ze spojitosti funkef g;, k < j < m, plyne
existence 1, € (0, 11) takového, Ze gj (x® +1(x% — x%) > 0 proz € (0,12), k < j < m. (Uvédomme si, Ze prok < j < m je
gj(x%) > 0.) A kone¢né, opét z definice derivace a nerovnosti (8), existuje 79 € (0, 2) pro které je ¢(fo) > ¢(0). Dohromady tedy
dostdvdme, ze v bodé x! = x0 + 79(x* — x9) je g;(x1) > O pro viechna 1 < j < m, tedy x' € M, addle f(x!) > f(x9),
coZ je spor s faktem, e f nabyvd maximana M v bodé x°.

O

Nyni si ukdZeme, Ze za predpokladi konkdvnosti jsou Kuhnovy-Tuckerovy podminky podminkami postacujicimi pro extrém.

Véta 5. Necht m,n € Na f.g1,...,8m € €Y (R"). Ddle necht’ f.g1,...,8m jsou konkdvni na R™. JestliZe vektory x® € R" a
A% € R™ spliiuji Kuhnovy-Tuckerovy podminky (5) a (6), pak x° je Fesenim iilohy (2).

Diikaz. 7 podminky (5) dostdvdame x° € M. Z predpokladu konk4vnosti snadno plyne, Ze funkce x > L(x, A%) je konkdvni na
R” .2 Protoze podle (6) je x° jejim stacionirnim bodem, je bodem maxima této funkce na R” (viz !!!). Jinymi slovy, pro kazdé
x € R” plati
J@) + @0 g() = f(x*) + A)Tg(x%) = f(x°).
(Posledni rovnost plyne z podminky (5).) Je-li x € M, je oviem (A%)T g(x) > 0, a proto f(x) < f(x°). Tim jsme dokazali, Ze
bod x° je bodem maxima funkce f na M.
O

(dokonce to je nutna podminka lokdlniho maxima)

MoZ7n4 by bylo lepsi nahradit ty funkce ¢,¥; pojmem derivace ve sméru? (Beztak se musi néjak na konci toho afinniho piipadu
jesté doodivodnit to, Ze ta limita se rovna tomu gradientu.)

obrazek pro ty afinni??

o proto, Ze nezdporny nasobek konkavni funkce je konkavni a soucet konkavnich funkei je konkdvni funkce. Rozmyslete si to podrobnéji.



