DUKAZY NEROVNOSTI POMOCI METOD VAZANYCH EXTREMU

Véta 1 (AG nerovnost). Nechtn € N, aq,...,a, > 0. Potom

S L TS porvry
n
Diikaz. Polozme
Gt oy, (1)
n

Pokud se nam podaii ukazat, Ze {/aias - -a, < C pro viechna nezaporna a; spliujici (1), mame vyhrano. Budeme
tedy hledat extrémy funkce

flar,. ... xn) = Y129 T,

na mnoziné
M={(z1,...,zn) ER": ©1 4+ 4+ 2, =Cn,z1 >0,...,2, > 0}.

Ve skute¢nosti ovSem, abychom si ulehéili praci, budeme vySetfovat extrémy funkce f = z125...2,, kterad na M
nabyva extrému ve stejnych bodech jako f. Pokud je alespoi jedno z; = 0 (a jsme tedy na ,hranici mnoziny M), mame
f = 0. Na zbytku mnoziny M pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikitort. Vazba je dana funkei g(x1,...,xpn) =
1 + -+ + x, — Cn, jejiz gradient je zjevnd gradg = (1,...,1) a muZeme tedy bez obav pokraovat. Derivovanim
Lagrangeovy funkce f 4+ Ag dostavame soustavu
Nt ey, i=1,...n,
T
kterd nam po pievedeni A na pravou stranu a vzdjemném vydéleni rovnic davd z; = z9 = .-+ = x,. Dosazenim
do vazby tedy dostavame z; = 29 = -+ = z,, = C. Funkce f je spojita, na kompaktni mnoziné M tedy nabyva
svého maxima. Protoze na ,hranici mnoziny M je f=0ana zbytku je pouze jediny podeziely bod s hodnotou
f(C,...,C)=C" >0, je tento bod nutné bodem maxima f (a tedy i f) vzhledem k M. Je maxy; f = f(C,...,C) =C
a nerovnost je dokazéna.
O

Véta 2 (Holderova nerovnost). Nechtn €N, ay,...,a, >0, 21,...,2, >0, p>1a % + % = 1. Potom

Vsimnéme si, Ze oznacime-li @ = (21,...,2,) € R" a = (a1,...,a,) € R", je vySe uveden nerovnost ekvivalentni
se zapamatovatelnéjsi nerovnosti

(@, 2)] < lall, Izl

kde (-, ) znag¢i obvykly skalarni soucin dvou vektori v R™, Cislim p a ¢ se ¥ika sdruzené exponenty.

Diikaz. Diikaz provedeme jednoduchou indukci. Pro n = 1 je nerovnost trividlni. Predpokladejme pro dané m > 1
platnost nerovnosti pro v8echna n < m a dokazme ji pro n = m. Podobné jako v pfedchozim dikazu problém pievedeme

na vysetfovani extrému funkce
m 3/ m 7
_ P q
flxy,. ... xm) = E a; E x;
i=1 i=1

na mnozing M = {(z1,...,z,) € R™ : ajx1 + - 4+ amxy, = C, 21 > 0,..., 2, > 0}, kde aq,...,a,, jsou predem
pevné dané parametry. Opét pro zjednoduseni budeme vysetifovat funkei f = >, ¥, ktera bude nabyvat extrémy
na M ve stejnych bodech jako f.

Pokud je alespon jedno x; = 0 (a jsme tedy na hranici mnoZiny M), mame (bez 4jmy na obecnosti piedpokladejme,

7e Ty = 0):
m m—1 m—1 m—1 % m—1 m % m 1% m %
s (54 (£4) (54 () () ()
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(Prvni nerovnost plati diky indukénimu piedpokladu.)

Na zbytku mnoziny M pouZzijeme metodu Lagrangeovych multiplikitorii. Vazba je déna funkci g(x1,...,%m) =
arx1+- - +amx,—C, jejiz gradient je grad g = (aq, . . . , @), oz by nam mohlo zabranit v pouziti véty o Lagrangeovych
multiplikdtorech pouze v pifpadé a1 = --- = a,, = 0, kdy je ale nerovnost trividlni. Derivovanim Lagrangeovy funkce
f + Ag tedy dostavame soustavu

D=
I

i 4 Xa; =0, i=1,...m.
1



Po prevedeni druhého s¢itance na pravou stranu a vydéleni i-té rovnice prvni rovnici dostaneme

qg—1

Ty

a; .
=—, 1=2,...,m,
q—1
Ty ai

1
tedy x; = z1(a;/a1) 77T a po dosazeni do vazby dostavame pro souradnice bodu podezielého z extrému

1 1

Cai™" Cai™'
Li = mooqy 1 - m .
q—1 p
> a > a;
=1

i=1

Funkce f je spojita, na kompaktni mnoziné M tedy nabyva svého minima. ProtoZe na ,hranici mnoziny M je (diky
indukénimu predpokladu) f > C a na zbytku je pouze jediny podezfely bod z s hodnotou

m % C m % % m . % m . %_1
- G) o8 (29 o5

i=1 > al \i=1
i=1

je tento bod nutné bodem minima f vzhledem k M a nerovnost je dokazéna.

Véta 3 (Hadamardova nerovnost). Nechtn € N, A = (a;;) je redlnd ¢tvercovd matice ¥ddu n. Potom
n n
(det A)? < H Z a?j.
i=1j=1

K dikazu budeme potiebovat nékolik fakta z linearni algebry. A = (a;;) je ve vSech pfipadech realna ¢tvercova
matice fadu n.

Fakt 4 (Determinant transponované matice). det A = det A”.

Fakt 5 (Rozvoj determinantu podle fadku). Z?:I ai;Ag; = 6 det A, kde Ay, je algebraicky doplnék proku ag; a
0ix = 1 pokud i =k, d;5 = 0 jinak.

Fakt 6 (Soucin determinantti). Pro ctvercové matice A a B plati det AB = det A det B.

Fakt 7 (Inverzni matice). Je-li A reguldrni (tj. det A #0), potom A™' = B, kde B = (b;;) a b;j = d’:ﬁ.
Diikaz Veéty 3. Budeme hledat maximum spojité funkce f: R" — R, flai1,a12,...,an,) = (det A)? na mnozing
M = {(a11,a12,..-,ann) € R™ . Z?Zl afj = s;, 1 =1,...,n} pro ndjaké dané konstanty s; > 0. Jestlize je s; = 0

pro ndjaké i, je nutné i-ty fadek matice A nulovy vektor a tedy det A = 0. Tedy muZeme bez Gjmy na obecnosti
pfedpokladat s; >0,i=1,...,n.

Mnozina M je uzaviend a omezeni (szzl a?j = 81 + - + sp, takie M je &asti sféry v R™ o poloméru
V51 + -+ s,), tedy kompaktni a f na ni nepochybné nabyva svych extrémd.

Tentokrat mame n vazebnich podminek: M = {g1(a11,a21,--,0nn) =0,...,gn(a11,021, ..., an,) = 0}, kde g;(-) =
iy a3 — s Tedy

grad g;(a11,a12, ..., ann) = (0,...,0,2a;1,...,2a:,,0,...,0),
——— ——
n(i—1) n(n—1)

¢ili vektory gradg; jsou linedrné nezavislé, pokud pro kazdé i = 1,...,n existuje j = 1,...,n, Zze a;; # 0, coz je

ov8em zajisténo podminkami s; > 0 a proto muzeme pouZzit vétu o Lagrangeovych multiplikitorech. Pouzitim Faktu 5
vypocitame

of Odet A 0 <
=2det A =2det A ikAix = 2A;; det A,
Oaj ¢ dai; ¢ dai; Z ik ik 7e¢
k=1
takze soustava rovnic vznikla derivovanim Lagrangeovy funkce vypadé néasledovné:
Ajjdet A+ Na;; =0, i=1,...,n,j=1,...,n. (2)

Vynasobime-li (4, j)-tou rovnici ¢islem a;; a sefteme-li pro pevné ¢ rovnice (¢,1) az (i,n), dostaneme (op&tovnym
pouzitim Faktu 5) (det A)% + \;s; = 0 pro vSechna i = 1,...,n. Vyjadiime-li z té&chto rovnic ); a dosadime do (2),
dostavame s
Ajjdet A= (det A)*—L, i=1,....n,5=1,...,n.
i
Nyni jsou dvé moznosti: det A = 0, ¢imZ dostavame jednu sadu podezielych bodi, ve kterych ma f evidentné minimum,
anebo miizeme piedchozi sadu rovnic upravit vydélenim (det 4)? na,
Aij _
det A S; ’

1=1,...,n,5=1,...,n.
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To oviem znamend (viz. Fakt 7), Ze definujeme-li matici B = (b;;) jako b;; = a;;/si, plati A=t = BT neboli ABT = I.
Diky tvaru matice B ovSem jednotlivé prvky matice (ABT) jsou (aZ na multiplikativni konstanty s;) vlastné skalarni
souciny dvojic Ffadki matice A. To nam tika, Ze jednotlivé fadky matice A jsou v druhé sadé podezielych bodu
navzajem ortogonalni. Pomoci Faktu 4 a Faktu 6 miZzeme spocitat hodnotu f v téchto bodech:

s; 0 0 ... O
(det A)? = det Adet AT = det(AAT) = det 0 s 0 ... 0 =81 Sn.
0 0 0 ... sy

V t&chto bodech tedy f nabyva svého maxima vzhledem k M a nerovnost je dokazana.
O

Hadamardova nerovnost mé jednoduchou geometrickou interpretaci: Chapeme-li fadkové vektory matice A jako
vektory v R", potom tato nerovnost nam fika, Ze objem rovnobéZznosténu vygenerovaného fadkovymi vektory matice
A je nejvySe roven soucinu délek téchto vektori. Navic v pribéhu dikazu vidime, Ze maximalni moZny objem mé
rovnobéznostén pravé kdyz jsou jeho generujici vektory navzajem kolmé a jedné se tedy o kvadr.



