
D·kazy nerovností pomocí metod vázaných extrém·

V¥ta 1 (AG nerovnost). Nech´ n ∈ N, a1, . . . , an ≥ 0. Potom
a1 + · · ·+ an

n
≥ n
√

a1a2 · · · an.

D·kaz. Poloºme
a1 + · · ·+ an

n
= C ≥ 0. (1)

Pokud se nám poda°í ukázat, ºe n
√

a1a2 · · · an ≤ C pro v²echna nezáporná ai spl¬ující (1), máme vyhráno. Budeme
tedy hledat extrémy funkce

f(x1, . . . , xn) = n
√

x1x2 · · ·xn

na mnoºin¥
M = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + · · ·+ xn = Cn, x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0}.

Ve skute£nosti ov²em, abychom si uleh£ili práci, budeme vy²et°ovat extrémy funkce f̃ = x1x2 . . . xn, která na M
nabývá extrém· ve stejných bodech jako f . Pokud je alespo¬ jedno xi = 0 (a jsme tedy na �hranici� mnoºiny M), máme
f̃ = 0. Na zbytku mnoºiny M pouºijeme metodu Lagrangeových multiplikátor·. Vazba je dána funkcí g(x1, . . . , xn) =
x1 + · · · + xn − Cn, jejíº gradient je zjevn¥ grad g = (1, . . . , 1) a m·ºeme tedy bez obav pokra£ovat. Derivováním
Lagrangeovy funkce f̃ + λg dostáváme soustavu

x1x2 · · ·xn

xi
+ λ = 0, i = 1, . . . n,

která nám po p°evedení λ na pravou stranu a vzájemném vyd¥lení rovnic dává x1 = x2 = · · · = xn. Dosazením
do vazby tedy dostáváme x1 = x2 = · · · = xn = C. Funkce f̃ je spojitá, na kompaktní mnoºin¥ M tedy nabývá
svého maxima. Protoºe na �hranici� mnoºiny M je f̃ = 0 a na zbytku je pouze jediný podez°elý bod s hodnotou
f̃(C, . . . , C) = Cn ≥ 0, je tento bod nutn¥ bodem maxima f̃ (a tedy i f) vzhledem k M . Je maxM f = f(C, . . . , C) = C
a nerovnost je dokázána.

ut
V¥ta 2 (Hölderova nerovnost). Nech´ n ∈ N, a1, . . . , an ≥ 0, x1, . . . , xn ≥ 0, p > 1 a 1

p + 1
q = 1. Potom

n∑

i=1

aixi ≤
(

n∑

i=1

ap
i

) 1
p

(
n∑

i=1

xq
i

) 1
q

.

V²imn¥me si, ºe ozna£íme-li x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, je vý²e uvedená nerovnost ekvivalentní
se zapamatovateln¥j²í nerovností

|(a, x)| ≤ ‖a‖p ‖x‖q ,

kde (·, ·) zna£í obvyklý skalární sou£in dvou vektor· v Rn. �ísl·m p a q se °íká sdruºené exponenty.

D·kaz. D·kaz provedeme jednoduchou indukcí. Pro n = 1 je nerovnost triviální. P°edpokládejme pro dané m > 1
platnost nerovnosti pro v²echna n < m a dokaºme ji pro n = m. Podobn¥ jako v p°edchozím d·kazu problém p°evedeme
na vy²et°ování extrém· funkce

f(x1, . . . , xm) =

(
m∑

i=1

ap
i

) 1
p

(
m∑

i=1

xq
i

) 1
q

na mnoºin¥ M = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm : a1x1 + · · · + amxm = C, x1 ≥ 0, . . . , xm ≥ 0}, kde a1, . . . , am jsou p°edem
pevn¥ dané parametry. Op¥t pro zjednodu²ení budeme vy²et°ovat funkci f̃ =

∑m
i=1 xq

i , která bude nabývat extrémy
na M ve stejných bodech jako f .

Pokud je alespo¬ jedno xi = 0 (a jsme tedy na �hranici� mnoºiny M), máme (bez újmy na obecnosti p°edpokládejme,
ºe xm = 0):

m∑

i=1

aixi =
m−1∑

i=1

aixi ≤
(

m−1∑

i=1

ap
i

) 1
p

(
m−1∑

i=1

xq
i

) 1
q

=

(
m−1∑

i=1

ap
i

) 1
p

(
m∑

i=1

xq
i

) 1
q

≤
(

m∑

i=1

ap
i

) 1
p

(
m∑

i=1

xq
i

) 1
q

.

(První nerovnost platí díky induk£nímu p°edpokladu.)
Na zbytku mnoºiny M pouºijeme metodu Lagrangeových multiplikátor·. Vazba je dána funkcí g(x1, . . . , xm) =

a1x1+· · ·+amxm−C, jejíº gradient je grad g = (a1, . . . , am), coº by nám mohlo zabránit v pouºití v¥ty o Lagrangeových
multiplikátorech pouze v p°ípad¥ a1 = · · · = am = 0, kdy je ale nerovnost triviální. Derivováním Lagrangeovy funkce
f̃ + λg tedy dostáváme soustavu

qxq−1
i + λai = 0, i = 1, . . .m.
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Po p°evedení druhého s£ítance na pravou stranu a vyd¥lení i-té rovnice první rovnicí dostaneme
xq−1

i

xq−1
1

=
ai

a1
, i = 2, . . . , m,

tedy xi = x1(ai/a1)
1

q−1 a po dosazení do vazby dostáváme pro sou°adnice bodu podez°elého z extrému

xi =
Ca

1
q−1
i

m∑
i=1

a
1+ 1

q−1
i

=
Ca

1
q−1
i

m∑
i=1

ap
i

.

Funkce f je spojitá, na kompaktní mnoºin¥ M tedy nabývá svého minima. Protoºe na �hranici� mnoºiny M je (díky
induk£nímu p°edpokladu) f ≥ C a na zbytku je pouze jediný podez°elý bod x s hodnotou

f(x) =

(
m∑

i=1

ap
i

) 1
p

C
m∑

i=1

ap
i

(
m∑

i=1

a
q

q−1
i

) 1
q

=

(
m∑

i=1

ap
i

) 1
p

C

(
m∑

i=1

ap
i

) 1
q−1

= C,

je tento bod nutn¥ bodem minima f vzhledem k M a nerovnost je dokázána.
ut

V¥ta 3 (Hadamardova nerovnost). Nech´ n ∈ N, A = (aij) je reálná £tvercová matice °ádu n. Potom

(det A)2 ≤
n∏

i=1

n∑

j=1

a2
ij .

K d·kazu budeme pot°ebovat n¥kolik fakt· z lineární algebry. A = (aij) je ve v²ech p°ípadech reálná £tvercová
matice °ádu n.
Fakt 4 (Determinant transponované matice). det A = det AT .
Fakt 5 (Rozvoj determinantu podle °ádku). ∑n

j=1 aijAkj = δik det A, kde Akj je algebraický dopln¥k prvku akj a
δik = 1 pokud i = k, δik = 0 jinak.
Fakt 6 (Sou£in determinant·). Pro £tvercové matice A a B platí detAB = det A detB.

Fakt 7 (Inverzní matice). Je-li A regulární (tj. detA 6= 0), potom A−1 = B, kde B = (bij) a bij = Aji

det A .

D·kaz V¥ty 3. Budeme hledat maximum spojité funkce f : Rn2 → R, f(a11, a12, . . . , ann) = (det A)2 na mnoºin¥
M = {(a11, a12, . . . , ann) ∈ Rn2

:
∑n

j=1 a2
ij = si, i = 1, . . . , n} pro n¥jaké dané konstanty si ≥ 0. Jestliºe je si = 0

pro n¥jaké i, je nutn¥ i-tý °ádek matice A nulový vektor a tedy det A = 0. Tedy m·ºeme bez újmy na obecnosti
p°edpokládat si > 0, i = 1, . . . , n.

Mnoºina M je uzav°ená a omezená (
∑n

i,j=1 a2
ij = s1 + · · · + sn, takºe M je £ástí sféry v Rn2 o polom¥ru√

s1 + · · ·+ sn), tedy kompaktní a f na ní nepochybn¥ nabývá svých extrém·.
Tentokrát máme n vazebních podmínek: M = {g1(a11, a21, . . . , ann) = 0, . . . , gn(a11, a21, . . . , ann) = 0}, kde gi(·) =∑n
j=1 a2

ij − si. Tedy
grad gi(a11, a12, . . . , ann) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n(i−1)

, 2ai1, . . . , 2ain, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−i)

),

£ili vektory grad gi jsou lineárn¥ nezávislé, pokud pro kaºdé i = 1, . . . , n existuje j = 1, . . . , n, ºe aij 6= 0, coº je
ov²em zaji²t¥no podmínkami si > 0 a proto m·ºeme pouºít v¥tu o Lagrangeových multiplikátorech. Pouºitím Faktu 5
vypo£ítáme

∂f

∂aij
= 2 detA

∂ detA

∂aij
= 2det A

∂

∂aij

n∑

k=1

aikAik = 2Aij det A,

takºe soustava rovnic vzniklá derivováním Lagrangeovy funkce vypadá následovn¥:
Aij detA + λiaij = 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. (2)

Vynásobíme-li (i, j)-tou rovnici £íslem aij a se£teme-li pro pevné i rovnice (i, 1) aº (i, n), dostaneme (op¥tovným
pouºitím Faktu 5) (det A)2 + λisi = 0 pro v²echna i = 1, . . . , n. Vyjád°íme-li z t¥chto rovnic λi a dosadíme do (2),
dostáváme

Aij detA = (det A)2
aij

si
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.

Nyní jsou dv¥ moºnosti: detA = 0, £ímº dostáváme jednu sadu podez°elých bod·, ve kterých má f evidentn¥ minimum,
anebo m·ºeme p°edchozí sadu rovnic upravit vyd¥lením (det A)2 na

Aij

detA
=

aij

si
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.
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To ov²em znamená (viz. Fakt 7), ºe de�nujeme-li matici B = (bij) jako bij = aij/si, platí A−1 = BT , neboli ABT = I.
Díky tvaru matice B ov²em jednotlivé prvky matice (ABT ) jsou (aº na multiplikativní konstanty si) vlastn¥ skalární
sou£iny dvojic °ádk· matice A. To nám °íká, ºe jednotlivé °ádky matice A jsou v druhé sad¥ podez°elých bod·
navzájem ortogonální. Pomocí Faktu 4 a Faktu 6 m·ºeme spo£ítat hodnotu f v t¥chto bodech:

(det A)2 = det A detAT = det(AAT ) = det




s1 0 0 . . . 0
0 s2 0 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . sn


 = s1 · · · sn.

V t¥chto bodech tedy f nabývá svého maxima vzhledem k M a nerovnost je dokázána.
ut

Hadamardova nerovnost má jednoduchou geometrickou interpretaci: Chápeme-li °ádkové vektory matice A jako
vektory v Rn, potom tato nerovnost nám °íká, ºe objem rovnob¥ºnost¥nu vygenerovaného °ádkovými vektory matice
A je nejvý²e roven sou£inu délek t¥chto vektor·. Navíc v pr·b¥hu d·kazu vidíme, ºe maximální moºný objem má
rovnob¥ºnost¥n práv¥ kdyº jsou jeho generující vektory navzájem kolmé a jedná se tedy o kvádr.


