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Predmluva

»Le plus court chemin entre deux énoncés réels passe
par le complexe.“ JACQUES HADAMARD (1865 —1963)

Zacnéme nékolika slovy o tomto textu. Vznikl jako pomticka ke studiu zakladt
analyzy v komplexnim oboru a je urcen jak pro posluchace nékterych obori uci-
telstvi matematiky, tak pro posluchace ostatnich fakult TUL.

Nejprve je na misté uvést strucny navod, jak s textem pracovat. Byl vytvofen
jako pomtcka k zvladnuti zékladt analyzy v komplexnim oboru a je proto vénovan
prevazné zdkladnim poznatktm. Omezili jsme se na latku, umoziiujici relativné
rychly postup k tzv. reziduové vété. Pfedpoklddame znalost vlastnosti mocnin-
nych tad v komplexnim oboru; k pripadnému zopakovani je urcena Kapitola 2.
Nepostradatelné dalsi poznatky obecného charakteru jsou kratce pfipomenuty
v Kapitole 1 a s podstatnou ¢asti potfebnych znalosti by se méli studenti setkat
jiz dfive. Zminény minimalizovany program je jadrem Kapitol 3—7.

Velmi ¢asto odkazujeme ¢tenare na ucebnici Jiri Vesely: Zdklady matematické
analyzy I, II, Matfyzpress, Praha 2004 (1.dil) a 2009 (2.dil). Dilezité pojmy,
zejména nové zavadéné, jsou graficky vyznafeny pomoci polotu¢ného pisma,
zatimco kurziva je uzita pro zvyrazinovani véci, které by nemély ¢tenafi uniknout
¢i z jinych dévodi stoji za pozornost; v kurzivnim textu nebo ve sklonéném pismu
md antikva analogickou funkci. Polotuéna kurziva je uzita k vyznaceni pojmi,
které pfipominame a jejichz znalost se predpoklada; je uzita jen v Kapitole 1.

Historické poznamky a seznam literatury jsou soustfedény na konci textu.
Cviceni jsou pripojena ke kazdé kapitole. Dopliiujici informace a ilustrativni prikla-
dy jsou psany petitem. V idedlnim pripadé je nutno je promyslet a propocitavat.
Néktera cviceni maji ,teoreticky charakter” a slouzi k prohloubeni latky; fesenim
cviceni se lze pfipravit na otazky, které byvaji soucasti zkousky.

U v8ech dilezitych vét se snazime ¢tenare informovat, ze které doby pochazeji.
Hvézdicka u tdaje, napf. (Cauchy, Goursat 1883*) varuje pied ukvapenymi
zavéry: je nutno si precist na jiném misté textu, zpravidla v Historickych po-
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znamkach, které tvoii posledni kapitolu, dalsi komentaf; voditkem by mél byt i
pfipojeny jmenny rejstiik.

Text obsahuje jak fadu feSenych piikladi, tak i Cetnad cviceni, kterd by méla
poskytnout ¢tenaii dalsi moznost samostatného prohlubovani znalosti. Ctenaf,
ktery docetl pfedmluvu az sem, si jisté zaslouzi maly komentar k mottu pred-
mluvy. Hadamard byl a dodnes je velmi zndmym a vyznamnym francouzskym
matematikem. Jeho zaky byli neméné slavni matematici jako napt. Maurice Fré-
chet (1878—-1973), Paul Lévy (1886—1971) nebo André Weil (1906—1998); viz
monografie [36] v seznamu literatury. Motto tlumodi poznatek, ze ¢asto se doka-
zuji tvrzeni z realné analyzy pomoci komplexni analyzy a ze tyto dikazy byvaji
elegantni (Nejkratsi cesta mezi dvémi turzenimi z redlného oboru vede pies kom-
plezku).

Text vznikl z prednasek, které autofi méli jak na UK v Praze, tak i na
TUL v Liberci. Témétr vSechny pouzité obrazky pfipravil doc. RNDr. Miroslav
Dont, CSc. pro jinou publikaci druhého z autord. Protoze potfebujeme referen¢ni
text k porovnavani s tvrzenimi v redlném oboru, odvolaviame se na starsi texty
[M], [Z] a [K], citované v [50], [51] a [52].

Autori uvitaji vSechna upozornéni na nedostatky textu ¢i pfipadny komentar
prostiednictvim emailu. Pokud by se méla upozornéni tykat moznych zobecnéni
¢i promeskanych prilezitosti uvést dalsi latku, znovu opakujeme, Ze text ma sro-
zumitelné prezentovat pouze zdkladni poznatky tak, aby ¢tenaf v pfipadé potieby
mél usnadnénu cestu k samostatnému ziskadvéani dalsich uziteénych znalosti.

Liberec, listopad 2012
Miroslav Brzezina a Jifi Vesely



Uvod

V prfedmluvé najde étenar struény navod, jak tento text pouzi-
vat. Neni nijak sloZity a cca dvé minuty navic se patrné vyplati.

Trocha historie

Pojem komplexniho ¢isla prosel velmi dlouhym vyvojem, ktery zapocal zhruba
v poloviné 16.stoleti. R. 1545 vydal GIERONIMO CARDANO (1501—-1576) knihu
Ars Magna de Regulis Algebraicis. Ta byla jednim ze série piispévku italské skoly
k feseni rovnice tietiho stupné?!). P¥ipometime, %e po Cardanovi jsou pojmeno-
vany vzorce, pomoci nichz se vyjadiuji kofeny rovnice tfetiho stupné; jejich sku-
teénym objevitelem byl vSak patrné N1icCcOLO FONTANA (1499-1557). ktery je
znaméjsi pod jménem TARTAGLIA ,Koktal“. Byl tficet let profesorem univerzity
v Bologni.

Cardano v Ars Magna tesil ulohu rozlozit ¢islo 10 na soucet dvou séitanci,
jejichz souéin je roven 40. Pro rovnici (10 — ) = 40 nalezl kofeny ve tvaru
1 =5++/—15, zo = 5 — /—15 a pro jejich soucin obdrzel

(5 +v/—15)(5 — V—15) = 25 — (—15) = 40.

Vysledek oznacil jako elegantni, avsak bez uZitku. Cardano spolu s dalsimi italsky-
mi matematiky rozsitil tehdejsi znalosti o feseni algebraickych rovnic a prispél téz
k objevu komplexnich ¢isel. Jinym vyznamnym matematikem, svazanym s touto
problematikou byl SCIPIONE DAL FERRO (1465-1526).

Vyvoj véak postupoval velmi pomalu. RENE DESCARTES (1596 —1650) odmi-
tal existenci komplexnich kofent polynomu; od néj pochdzi trochu nesfastny ter-
min imagindrni. Také objevitelé infinitezimalniho poc¢tu nepfikladali komplex-
nim ¢islam vétsi vyznam: zatimco ISAAC NEWTON (1642—1727) je nepokladal za
dulezitd, GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646—1716) s nimi sice pracoval, ale
nechépal jejich podstatu. Za zminku stoji, ze jak Leibniz, tak zejména Newton
pracovali s mocninnymi fadami, avSak jejich konvergenci nevysetrovali.

1) Obsahly vyklad nalezne étenai u Cantora ve druhém dilu [12] v kapitole 64.
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Popisme podstatu problémi, fesenych v té dobé. Kdyz napt. JOHANN BER-
NOULLI (1667—1748) diskutoval s Leibnizem, tvrdil, Ze logaritmy zaporngch ¢isel
neexistuji a argumentoval pfiblizné takto: Jelikoz logaritmy ¢isel z intervalu [ 1, 00)
vyCerpaji nezdporna redln ¢isla a logaritmy ¢isel z intervalu (0, 1) vycerpaji vSech-
na zapornd realna ¢isla, na logaritmy zapornych ¢isel proto jiz Zddné hodnoty ne-
zbyjvaji. Leibniz mu oponoval a argumentoval zhruba takto: jelikoz (—2)? = 22, je
2log(—x) = 2log(x) atedy log(—x) = log(z). Proto je napf. log(—1) = log(1) = 0.

O téchto problémech Johann Bernoulli korespondoval s LEONHARDEM Ku-
LEREM (1707-1783) v letech 1727-31. Eulerovy znalosti o komplexnich ¢islech
postupné rostly a vyvrcholily v odhaleni vztahu mezi exponencidlou, logaritmem
a goniometrickymi funkcemi v komplexnim oboru. Avsak jiz dfive ROGER COTES
(1682—1716) publikoval r. 1714 tvrzeni o komplexnich ¢&islech, které lze zapsat ve
srozumitelnéjsi podobé ve tvaru

vV —ly=log.(cosp++/ —1siny). (1)

U Eulera tedy $lo o zavrseni dlouhodobého vyvoje. V dopise z r. 1740 sdélil Euler
Johannovi Bernoullimu, Ze funkce

y=2cosz a y:e\/*_l””—l—e*‘/*_“

jsou FeSenimi téze diferencidlni rovnice a pro obé& plati y(0) = 2, 3/(0) = 0, tedy
si musi byt rovny. Toto pozorovani zverejnil r. 1743 ve formeé vzorct

cost = (eV~ 4 e~ VTt) /2 sint = (eV~ — V1) /(2y/1) .

O néco pozdéji, r. 1748, dospél rovnéz ke vztahu (1). Od Eulera také pochézi
oznaceni imaginarni jednotky symbolem i, to vSak je az z r. 1777.

Bylo by prehnanym optimismem se domnivat, ze v poloviné 18.stol. bylo za-
chézeni s komplexnimi ¢isly dobte zazitou zélezitosti. Euler v jedné ze svych praci

napft. pise:

V=1-vV/=4=v4=2, nebot a Vb=+ab,
ackoli v/—1v/—4 = i-2i = —2. Piesto se komplexni &isla ¢asto pouzivala, napt. pii
integraci raciondlnich funkei; vypoéty vSak byly mnohdy jen formélni. Uvedme
ilustrativn{ piiklad: Z rovnosti (t+i)(t — i) = % +1 byl formalni integraci pomoci
rozkladu na parcialni zlomky odvozovan vzorec

/x dt 1 odt Todt
arctgr = R :_.( - — ‘):
o t*+1  2i\Jy t—1 o t+1

1 i—x 11 1+iz 1+

= —1 = — = —log 2
21 Ogi—!—:z: 21 Ogl—i:z: 2 z—:c7 ()

o kterém jsme se zminili v [M] na str. 426. Pouziti téchto tvah vSak ¢asto prova-
zely pochybnosti. Jestlize totiZz pouZijeme (2) a dosadime x = 1, dostaneme po
upravach

T 1. -1 1 i—1\2 1 1
T arctgl = —1 - ( ):—1 “1) = —log(—1)2 =0.
Y I e A | 17 08(-1) = gy log(=1)
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Tento zdanlivy paradox vysvétlil teprve Euler periodicitou komplexni exponenci-
aly. (V komplexnim oboru m4 exponenciéla periodu 27i 2)

Zasadni zlom ve vztahu matematikti ke komplexnim ¢islim prisel az na pre-
lomu stoleti, kdy CARL FRIEDRICH GAUSS (1777—1855) uvefejnil r. 1799 sviyj
prvni dikaz tzv. zdkladni véty algebry. Jim byla pozice komplexnich ¢isel v mate-
matice znac¢né posilena. Tuto vétu dokdzeme v Kapitole 5.

Nezli opustime ,,algebraické hledisko“, pfipomeneme, Ze cesta ke geometrickym
predstavam o komplexnich ¢islech byla sice kratsi, ale rovnéz ne bez problémd.
Euler byl k této interpretaci velice blizko, ale patrné ji nepovazoval za vyznamnou.
Stejné jako on, tak i Cotes, ABRAHAM DE MOIVRE (1667—1754) a dalsi pouzivali
rovinu ke znazornovani komplexnich ¢isel, avSak prislusné ztotoznéni nebylo pro-
vedeno a nebyl explicitné popsan geometricky smysl operaci s komplexnimi ¢isly.
Prvni prace o tom publikovali r. 1797 CASPAR WESSEL (1745—1818) a 0 néco poz-
déji r. 1806 JEAN-ROBERT ARGAND (1768 —-1822); Argand zavedl dodnes uzivany
termin modul, resp. modulus pro absolutni hodnotu. Obé prace vznikly patrné
nezavisle a nevzbudily zadnou pozornost, prvni se setkala se zdjmem teprve pfti
publikaci francouzského prekladu po 100 letech od svého vzniku, tj. r. 1897.

U Gausse nachazime geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel nejprve v ko-
respondenci (1811); zdhy v8ak Gauss disponoval ucelenym obrazem o souvis-
lostech. Explicitné je popsal v praci z r. 1831. Pfi této prilezitosti napsal, ze
geometrickd interpretace komplexnich cisel vrhd na jejich metafyzické chdpdni
nové svetlo. Uzivani terminu Gaussova rovina je tedy adekvatni historickému
vyvoji. R. 1837 zavedl WILLIAM ROWAN HAMILTON (1805 —1865) komplexni ¢isla
jako usporddané dvojice redlnych cisel. Poznamenejme, Ze objevend ,nazornost“
byla jednim ze stimult dalsiho vyvoje vedouciho k vytvofeni teorie komplexnich
funkci komplexni proménné, tedy té Casti matematiky, jejimiz zaklady se dale
budeme zabyvat.

Zaklady teorie funkci komplexni proménné byly polozeny v devatenactém sto-
leti. Za nejvétsi pfinos vdécime tifem velmi vyznamnym matematikim; jsou jimi
Louts AuGUSTIN CAUCHY (1789—-1857), BERNHARD RIEMANN (1826—1866) a
CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815—-1897). PopiSeme stru¢né roz-
dily v jejich p¥istupu k tzv. holomorfnim funkcim, tj. komplexnim funkcim
komplexni proménné, které maji v kazdém bodé derivaci.

Cauchy se pfevazné vénoval integraci, primitivnim funkcim a s tim svazanému
problému nezavislosti k¥ivkového integralu na integracni cesté (k¥ivce). Pracoval
s funkcemi, které mély spojitou derivaci. Pro vSechny takové funkce mél k dis-
pozici integralni reprezentaci. Na jeho vysledky navazal a ,ziplnil je“ JOSEPH
L10UVILLE (1809—1882).

Riemanniiv pfistup byl geometricky. Funkce zprostfedkovavaly zobrazeni ob-
lasti v komplexni roviné, resp. na obecnéjsich (Riemannovych) plochach. Stavél
Casto na fyzikdlné motivované intuici a jeho uvahy byly zalozeny na pozdéji kri-
tizovaném uziti tzv. Dirichletova principu pro harmonické funkce, zarucujiciho

2) Srovnej s vykladem v Kapitole 4.
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existenci feSeni jisté extremdlni tlohy. Obohatil teorii krasnymi a vyznamnymi
vysledky. Snaha postavit tyto poznatky na solidni matematicky zaklad stimulo-
vala fadu dalsich objevi.

Weierstrasstiv piistup vychéazel z poznatkd o mocninnych fadach a o jejich
pokracovatelnosti. Pracoval s funkcemi, které bylo moZno lokalné vyjadiit jako
soucty mocninnych fad; navéazal tak do jisté miry na JOSEPHA LOUISE LAGRANGE
(1736—1813), ktery zakladal své piedstavy na rozvinutelnosti (v8ech spojitych)
funkei v mocninné rady.

Jiz v devatenactém stoleti se tyto pfistupy misily; byly rychle odhalovany vza-
jemné souvislosti, a tak zavedené pojmy casto postupné splyvaly. Dnesni pfistup
vyuziva obvykle vSech vyhod, které vzajemné souvislosti poskytuji a tak zpra-
vidla mizi ptivodni terminologie: holomorfni, analytické a v jistém (velmi spe-
cidlnim) smyslu integrovatelné funkce splyvaji. My tyto funkce budeme nazyvat
holomorfni; tvofi zaklad teorie, kterou se dale budeme zabyvat. Poznamenejme,
ze Tada pojmi i jejich vlastnosti splyva s odpovidajicimi analogiemi v realném
oboru. To svadi nékdy k ukvapenym zavértim. Budeme se proto snazit ¢tenaie na
rozdily vzdy explicitné upozornovat.

Kam smérujeme

Teorie funkci komplexni proménné patii rozhodné mezi klasické partie matema-
tiky; prva Cast uvodu to alespon Castecné dokumentuje. Stejné prirozené jako
seznameni s historii by mélo byt i poznani pfinosu této teorie jak v obecné roving,
tak i specificky pro budouci stfedoskolské ucitele matematiky.

Chceme ¢tenafi nabidnout kromé hlubsiho pochopeni role komplexnich ¢isel a
vztahd mezi elementarnimi funkcemi exp, log, sin, cos apod. také podrobnéjsi stu-
dium jejich vlastnosti. Je zde vS8ak mnoho dalsich hlubokych vysledki a souvislos-
ti s jinymi partiemi matematiky, které ¢tenari stihneme pouze ¢astecné priblizit.
Hned na pocatku se pokusime ¢tendfi s malym mnozstvim ptredchozich znalos-
ti ukdzat uzitecnost studia funkci komplexni proménné a tak alespon c¢astecné
ilustrovat klasicky Hadamardav vyrok, ktery jsme pouzili v Uvodu jako motto.

Zakladnim nastrojem pro praci s komplexnimi funkcemi komplexni proménné
je teorie mocninnych fad, se kterou by mél byt ¢tenar jiz alespon ¢astecné sezna-
men. Proto s ukazkou pravé u mocninnych fad za¢neme, nebudeme vsSak kazdou
avahu podrobné odivodiiovat. Je-li ddna posloupnost komplexnich ¢éisel {ax}72,
(strucnéji jen {ax}), lze ji pfifadit mocninnou fadu s koeficienty ay o souétu f, tj.

fz) =) ar", 3)
k=0

a polozit si otdzku, zda spolu souvisi posloupnost {ax} a funkce f. Obecné muize
fada (3) konvergovat jen pro z = 0, avSak ¢asto definuje jistou funkci v né&jakém
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kruhu U(0,7) = {z; |z| < r} sr > 0. V takovém pfipadé budeme funkci f nazyvat
vytvorujici funkce posloupnosti {ay} 3).

Jiz v [M] na str.58 jsme se setkali s ptikladem, k némuz se nyni vratime a
osvétlime ho podrobnéji. Za¢neme dosti obecné: necht n je pfirozené éislo a {ay}
je popsana jednoduchym rekurentnim vztahem (téZz rekurenci nebo reku-
rentné)

ap = C1ap—1+ -+ cpap—n, k>n, (4)

kde ¢, .. .cy, je pevné zvolend n-tice (redlnych nebo komplexnich) éisel. Predepi-
Seme-li jesté hodnoty prvnich n ¢lent ag,...,an—1, je jimi a rekurenci (4) po-
sloupnost {aj} jednoznaéné uréena.

Budeme-li ¢leny a; hledat ve tvaru zF, k& = 0,1,..., z # 0, budou ¢leny
posloupnosti {ax} spliiovat rekurenci (4), pravé kdyz bude platit

e IR S

pro vsechna k > n, tedy bude-li z vyhovovat algebraické rovnici

oL Clzn—l

— i —Cpo1z2—Cp =0. (5)
Na levé strané (5) je tzv. charakteristicky polynom. Je-li A\ kofenem toho-
to polynomu, pak {ar} = {\*} je posloupnost vyhovujici rekurenci (4). Ma-li
charakteristicky polynom n riznjych kofent Ai,...,\,, 1ze dokonce snadno po-
psat kaZdou posloupnost {ax} vyhovujici rekurenci (4). Specialné tak popiseme
posloupnost, ktera je (jednozna¢né) uréena hodnotami ag, .. ., a,—1. Tohoto apa-
ratu lze vyuzit k feseni mnoha zajimavych tloh, jejichz historii lze stopovat az
k Eulerovi. Uvedme nejprve slibeny piiklad; srv. [48]. Je svdzan s LEONARDEM
P1sANskYM (FiBoNAaccl) (1170-1250). Pro rekurenci

ap =ap-1+ag2, k=2, (6)

které vyhovuje napf. posloupnost Fibonacciho ¢&isel {Fj,} = {0,1,1,2,3,5,...}, je
charakteristicky polynom tvaru z2 — z — 1. Dospéli jsme tak k rovnici

22 —2z—-1=0 (7)
s kofeny Ao = (1 +v/5)/2. V tomto piipadé je pomérné jednoduché i urce-

ni vytvorujici funkce pro Fibonacciho posloupnost {Fy}; odpovidaji ji pocatecéni
hodnoty ap = 0 a a1 = 1, takze podle (3) plati rovnost

flz)= Z Fi.2"*.
k=0

3) Nékdy se za vytvofujici (té% generujici) funkci posloupnosti {ar}72 poklada formdini
mocninna fada (3), aniz se zkouma jeji konvergence.
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Vyraz f(z) — zf(z) — 22f(z) upravime pomoci vztahu (6) pro Fibonacciho é&isla
a dostaneme z. Dospéjeme tak k vyjadieni

f(z) =

T 1—z—227

z

Jeden z kotenti rovnice (7) je A1 = (1 + v/5)/2; tato hodnota se nazyva zlaty
fez. Druhym je pak &islo Ay = (1 —+/5)/2, pro které plati Ay = —1/);. Rozlozme
1—2—22=(1-M2)(1— \2z). Pomoci rozkladu na parcialni zlomky dostaneme

z A B

1—z—22 1—)\12+1—)\22’
kde A =1/(M\ — A\2) = 1/v/5 = —B. Proto plati

oo

1 1 1 Ak
f(z):ﬁ(um_ 1—A2z)22#2k’

k=0

pro véechna z € C, |z| < 1/A1. Z jednoznaé¢nosti rozvoje f v mocninnou fadu
plyne odtud jinym zpisobem Binetuv vzorec; viz [50], [51]:

Fy, =

1 ((1 + \/g)k (1 — \/5)k)

\/5 2 2 '

Poznamka: Stejnym aparatem lze FeSit otdzku, kolika zplisoby lze vyjadrit prirozené

¢islo n > 4 ve tvaru souctu cisel 1,2, 3 a 4; zde soucet sCitancti v jiném poradi povazu-

jeme za jiné vyjadieni. Oznacime-li By pocet zpusobi vyjadieni ¢isla k, je (netrividlni

zdGvodnéni prvni rovnosti vynechavame)
1+ZBkzk _ Z(Z+Z2+Z3+Z4)7n:

k=1

m=0

1
1—2z—22—23—24

)

a pro vypocet Cisel By lze uzit rekurenci
ar = Qk—1 + Qg—2 + Ax—3 + Ak—4.

Zajimavé tlohy tohoto typu lze najit napf. v [40]. Euler timto aparatem Fesil ulohy

vvvvvv

Prejdéme k jiné problematice : V realné analyze je napf. Gloha spocitat integral

/1071' dr (8)
o 24cosx

fazena k tém ,méné pf{jemnym*“, nebot se pouziva pracné substituce tg(z/2) = t,

pro € (—m, ). Je-li obecn&ji F racionalni funkce v sin a cos, lze ji pomoci

tzv. Eulerovych vzorcu (viz napf. [Z], str. 505 a také Kapitola 4 tohoto textu)
eix + efiz eiz _ efiz

08T = ————, sinx:T 9)
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pievést na tvar f(e®), kde f je raciondlni funkce, a tak integral (8) a integrély
analogické pocitat jako kfivkovy integral

107
/ F(cosz,sinz)dr = 1/ /) dz
0 ¥

7 z

pres (pétkrat probéhnutou) ,, jednotkovou kruznici“ ¢. AvSak to je jen jeden z né-
kolika typt integralil, které se nau¢ime pocitat pomoci tzv. reziduové véty.

Funkce sin se definuje v komplexni roviné pomoci exponencidly jako v (9),
a to pro vsechna x € C. Neni slozité ukazat, Ze sin ma v komplexni roviné stejnou
mnozinu v8ech nulovych bodu jako v R. Odtud plyne, Ze mnoZinou vSech nulo-
vych bodt funkce sin 7z je mnozina Z vSech celych ¢isel a sin7z je ,,polynomem
nekonec¢ného stupné”

(r2)* | (m2)°
3! 5!

sinmz =7z — +- (10)
s nekoneéné mnoha  kofenovymi ¢initeli“ (1 — z/k) s k € Z \ {0} a Cinitelem z.
Tyto historizujici iivahy lze zptesnit; skutecné se da dokézat, ze

2

sinwz:ﬂ'zﬁ (1—%), (11)

k=1

pricemz vzorci lze dat presny smysl. Toto vyjadieni obdrzel jiz Euler; tvahami,
odpovidajicimi tehdejsimu stupni presnosti, o analogii s vlastnostmi koeficient
polynomii (porovnejte ve vzorcich (10) a (11) koeficienty u mocniny 23 ), dospél

k vyjadieni souctu
e 2
yL1loT,
2 T bl
= k 6

srv. [Z], str. 505. Pomoci metod funkci komplexni proménné lze mj. s¢itat dalsi
pomérné komplikované fady, fesit tlohy z oblasti rovinného proudéni apod.

Zminili jsme se kratce o vyvoji teorie funkci komplexni proménné. Ta se po-
stupné rodila z praci Eulera, Lagrange, PIERRE-SIMONA LAPLACE (1749 — 1827),
SIMEONA DENISE P0OISSONA (1781—1840) a mnoha dalsich, av8ak hlavni zdsluhy
na konstituovani této matematické discipliny maji bezesporu Cauchy, Riemann
a Weierstrass.

I kdyz prvni ze zvolenych ukazek uziti metody vytvorujicich funkci je spojena
se jménem Moivrovym, na jejim uvedeni do matematiky ve formé obecnéji pouzi-
telného néastroje mé hlavni zasluhu Laplace. Ten rozpracoval metodu vytvorujicich
funkci a povysil ji na jeden ze zakladnich prostfedku teorie pravdépodobnosti. Pri-
spél k tomu zejména prednaskami na [’Ecole Normale Supérieure konanymi od
r. 1795. Druhé vydani jeho knihy [30] z r. 1814 obsahuje jako pfedmluvu text téch-
to pfednasek. Prvni kapitola knihy [30] obsahuje pomérné propracovany vyklad
metody vytvofujicich funkci, jsou ji vSak vénovany i celé monografie, napt. [55].
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Vyslovné poznamenavame, ze jde o podstatné vice nez o teorii mocninnych rad.
Piistupny vyklad a piiklady aplikaci této metody jsou uvedeny v ¢élanku [48]; for-
malnim mocninnym Fadam dilezitym z hlediska aplikaci (tyto fady mohou byt
divergentni) je vénovéna velkd pozornost v [22].

A¢ hlavni zasluhu na vytvoreni teorie elementarnich funkci v komplexnim obo-
ru mé patrné Euler, teprve Cauchy ji dodal r. 1821 v [16] dostate¢nou pfesnost.
Ten také propracoval v sérii praci teorii kifivkového integralu v komplexnim obo-
ru a umoznil tak pocitat integraly z realnych funkci ,,pfechodem do komplexniho
oboru“. I v tomto pfipadé 1ze nalézt fadu vysledki, které tomu predchazely, avsak
nesporné Cauchyho préce z obdobi 1823 —1833.

U Gausse a Eulera nachazime vyjadieni nékterych funkci nekonecnym souci-
nem, samy nekonecné souciny ¢isel jsou vsak znacné starsi. Vyjadfeni m pomoci
nekonecéného soudinu objevil jiz FRANGOIS VIETE (1540—1603):

z_\ﬁ 1+1\ﬁ 11 1+1\ﬁ
T V2 2 2V2 2 22 2V2

Poznamenejme, ze slo o prvni analyticky popis 7. Tento ,,proces®, ktery pomérné
rychle konverguje, nachazime ve Vietové praci z r. 1593, jeho konvergence vSak
byla dokazéana teprve r. 1891.

V dnesni dobé je zndma Fada vzorcti tohoto typu. Uvedme napf. vzorec, po-
chazejici od JOHNA WALLISE (1616—-1703), se kterym se ¢tenaf patrné jiz setkal
v realné analyze:

2.24.4.66...
1.3.35.5.7... "

viz [Z], str. 325. Ve vzorci se nevyskytuji ,,iracionality“ jako ve vyjadfeni, které
nalezl Viete. Euler na tivahach o nekoneénych soucinech zalozil i metodu vypoctu
soucti fad Y -, k=2" n € N, a pro mala n € N tyto fady s pomérné velkou
presnosti secetl. Celé funkce typu (11) povazoval za polynomy nekoneéného stupné
a také s nimi tak zachazel. Cauchy se rozkladtim celych funkci na souciny vénoval
v praci z r. 1829: zde uvedl, ze takovy rozklad je mozny napf. pro polynomy, nebo
pro funkce sin a cos, ne vSak obecné.

Zvolené ukazky pouziti teorie funkci komplexni proménné jsou vybrany tak,
aby byly dle moznosti pristupné zacateéniktim; zdaleka nedokumentuji oblast
moznych aplikaci této teorie. V tomto sméru odkazujeme ctendfe na tiidilnou
monografii [22].

Je vhodné se kratce zminit o prvnich ucebnicich teorie funkci komplexni pro-
ménné. Zde je tézké rozlisit: V dobé jejiho zrodu vychazely monografie, které ob-
sahovaly mnoho ptvodnich diléich vysledkii (napf¥. prace Lagrange, Eulera, Cau-
chyho, Laplace apod.), a také knihy, vénované jen specidlnim partiim. I ty mély
na rozvoj teorie funkci komplexni proménné veliky vliv. Takové dilo o eliptickych

m =
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funkcich napsal r. 1829 CARL GUSTAV JAKOB JACOBI (1804—1851). Veliky vy-
znam mély prednasky, které konal JOSEPH LIOUVILLE (1809-1882) r.1847. Po-
znédmky z nich publikoval CARL WILHELM BORCHARDT (1817—1880) aZ r. 1880.
Pod vlivem Liouvillovych prednések vSak vznikla kniha [8] z r. 1875, kterd mé
blizko k monografii. Tuto knihu a také text [15] z r. 1868, ktery napsal FELICE Ca-
SORATI (1835—1890) a ktery obsahuje dokonce vice nez 140 stran o historii teorie
funkci komplexni proménné, lze zaradit k prvnim ucéebnicim. Jinou praci, ktera
obsahovala mnoho podnétnych myslenek (jde o soubor ¢lanki, pfedmluvu napsal
Gauss), vydal r. 1847 FERDINAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN (1823-1852).
Na konci minulého stoleti jiz existovala celd fada obsdhlych praci z teorie funk-
¢ komplexni proménné. Za zminku snad stoji text [31] z pera Ceského autora
VAcLAVA LASKY (1862—1943), ktery vsak vySel v néméiné.

Na rozdil od teorie redlnych funkci redlné proménné lze v literatuie pomeér-
né snadno nalézt mnoho materialu o historii teorie funkci komplexni proménné.
Ctenafe s hlubsim zajmem o historii odkazujeme zejména na krasnou dvojdilnou
knihu [41], [42]; mnoho historickych komentait obsahuje téz [10] a samozfejmé
[39]. Z obecnych knih vénovanych historii matematiky lze doporucit jako ¢etbu
[25], podrobnéjsi informace lze nalézt napf. v [6], [24], [34], [49]. V otdzce prio-
rit nebylo u nékterych tvrzeni jednoduché rozhodnout, vse vSak bylo v pfipadé
rozporil konfrontovano s dalsimi prameny. Otazka autorstvi by vSak neméla byt
pro ¢tenéare podstatna, vétsi dilezitost ma doba vzniku pro orientaci ve vyvoji
teorie, a pfipadné i cesta, kterd k objevu vedla. Snazili jsme se vyhybat ,triko-
vym“, namnoze elegantnéjsim postuplim a davali pfednost tém, které povazujeme
za prirozené, af jiz z hlediska historického vyvoje nebo zafazeni do elementarniho
textu.

Cviceni
Cviceni uvedena v této ¢asti by mél ctenar vyresit bez pfipravy pouze na zakladé znalosti
latky ze stifedni skoly a ze zdkladniho kurzu analyzy v R. Autofi jsou si védomi toho, ze
si nékteri uzivatelé textu budou muset ¢ast znalosti pfipomenout ¢i doplnit.

1. Uvédomte si, jak se provadéji operace s komplexnimi ¢isly. Spoctéte
1—14 2 3

——, (1+iVv3)"!

1+4¢° 1-3i’ ( + )

[(5+4), (1436), (—2+411i), —i, 2(1+3i),-8.]

2. Urcete absolutni hodnotu (modul) a argument komplexnich é&isel

(B+2i)+(2—14), (2—14)-(=3+44),

3i, (1+i), (2+5i), (-2+5i), (a+ib), abeR!
[3771'/2; V2, 7/4; \/297arc’cg%;\/297 W—arctg%; va? + b2, arctg%.]

3. Vyjadiete nasledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru (tj. pomoci modulu

a argumentu)
V3

(2+2i), (1430, (2-251)!
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[\/g(cosg —&—isin%)7 2(005% —|—isin%)7 47‘/5(005% —l—isin%) ]

4. Urcete hodnotu soucinu ¢tyt komplexnich ¢isel
(141), (=1+14), (=1—1), (1+4)! [4]

5. Urcete obsah trojahelnika o vrcholech zp = xx + iy, kK = 1,2, 3!

[Vyuiijte znalosti z analytické geometrie v R? : obsah P je ddn napf. vzorcem

P= 2| (@ 2)on —y) — (@1 — 23)(31 — 32) |

6. Urcete komplexni ¢isla z1, 22, 23, jestlize

4|z1] = 2|z2| = |23 =4, argz1 =2argzy =4argzs = %ﬂ'!

[zl = (COS%W-‘riSin%ﬂ')7 22 :2(cos% —l—isin%)7 23 :4(cos% —|—isin%) ]
7. Jaky rovinny obrazec tvofi vSechna z = [z,y] € C, kde z,y € R, pro néz je

|z = (1+14)] <27

[Kruh popsany nerovnosti (z —1)> + (y — 1)* < v/2.]
8. Urcete podminku, které musi vyhovovat vSechna z = = + iy € C, kde z,y € R,
z1, z2 € C, kterd vyhovuji vztahim

z— ZzZ1

(a) [z = (2=3)| =1, (b)|z+i|=|z—1], (c)‘ ’:31

z — 22
[(a) (z—2)*+ (y+3)*=1, (b) 2+y =0, (c) Apoloniova kruznice vzhledem
k bodim z1, z2, 21 # 22, tj. kruZnice o rovnici

2(x? 4+ %) + 2x(x1 — x2) + 2y(y1 —y2) + (2 —23) + (¥F —43) = 0.
Pii z1 = 22 nevyhovuje podmince zadné z € C ]

9. Urcete vSechna z = [z,y] € C, pro néz pii 0 < arg z < 27 plati
|z| < argz!

Zméni se néco na vysledku pii modifikaci podminky na tvar 0 < argz < 277

[Véechny body z, které splnuji danou podminku, vyplni oblast omezenou jednim
zdvitem Archimedovy spirdly o rovnici (volime popis v polarnich soufadnicich)
p =, p € (0,27), a tseckou spojujici body [0,0] a [0, 27 ]. Uvazujeme-li druhou
podminku, vyhovuji kromé bodi této oblasti jesté body na ¢asti hranice, tvorené
ﬁseékou.]

Pokud se ¢tenal pri feSeni predchézejicich cviceni setkal s vaznéjsimi problémy, nemél
by rozhodné preskocit ani ivodni cast Kapitoly 1, ktera je prilezitosti si nékteré véci
zopakovat. I kdyz jsou pojmy zavadény v C Casto jen pfirozenym zobecnénim pojmi
znamych z realné analyzy, je nutno si je znovu dikladné promyslet.



Kapitola 1

Zakladni znalosti

Tato kapitola obsahuje zakladni poznatky, které budeme v dalsim povazo-
vat za znamé. Je mezi nimi patrné jen malo véci, s nimiz se ¢tenar dosud
nesetkal; kapitolu si lze tedy jen ,prohlédnout“, aby se ctenai sezna-
mil s terminologii apod. Pokud bude potfeba néco si pfipomenout, staci
sdhnout k néjakému elementarnimu textu, napf. [Z]. Ty pojmy, které ne-
definujeme, ale pouze pfipomindme, jsou graficky vyznaceny kurzivou,
pro pojmy definované v textu uzivdme zvyraznéni antikvou. To usnadni
Ctenari rychlejsi sezndmeni se vSemi potfebnymi pojmy. Protoze mnoho
véci pouze opakujeme, budeme postupovat méné formélné nez v dalSich
kapitolach textu.

1.1 Zavedeni komplexnich ¢isel

Pripomenme nejprve néktera oznaceni. Symbolem N budeme znacit mnozinu vSech
prirozengych ¢isel, tj. {1,2,...}. Déle klademe Ny = N U {0}. MnoZinu vSech
celych ¢isel budeme znacit Z, vSech racionalnich ¢isel Q a vSech redalngch &isel
R; pro mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel budeme pouzivat symbol R .

Symbolem R™ budeme znacit m-rozmérny eukleidovsky prostor, tj. prostor
vsech usporadanych m-tic realnych é&isel, pii¢emz pro struénost piseme R misto R!.
Z algebraického hlediska je R komutativni téleso (pole), které je usporadané
a ma tzv. Archimedovu vlastnost, tj. pro kazdé ¢ > 0 a kazdé K > 0 existuje
n € N tak, Zze ne > K. Je vSak navic oproti Q uplné. Prostor R™ chipeme nejen
jako linearni prostor nad R, ale v ptfipadé potieby rovnéz jako m-rozmérny
normovany linedrni prostor. Pro kazdy bod « = [z1,...,z,,] € R™ definujeme
(eukleidovskou) normu

2] := (a1 + -+ |z]*)1? 5
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metrika generovana touto normou ndm umoznuje chapat R™ rovnéz jako met-
ricky prostor. Pfipominame, Ze tento prostor je 4plng a ma fadu dalsich vlast-
nosti; tyto vlastnosti pokladdme za znamé, ¢tendfe odkazujeme na [Z], Kapi-
toly 12 a 13. Specidlné jsou prostory R™, m € N, separabilni, lokdlné kom-
paktni, souvislé a také lokdlné souvislé. Plati toto jednoduché kritérium
kompaktnosti: Mnozina M C R™ je kompaktni, privée kdyZ je omezend a uza-
viend; viz [Z ], Véta 13.3.25. ProtoZe konvergence v R™ je ,konvergence po sou-
fadnicich“, je spojitost zobrazeni do R™ ,spojitosti po slozkach“. To ndm opét
usnadiiuje situaci a umoziiuje prenést fadu tvrzeni, které zname z realné analyzy,
na pripady, jimiz se budeme zabyvat.

Zmalost oboru komplexnich ¢isel C je nezbytnym predpokladem studia kom-
plexnich funkci komplexni proménné. Je to ,v podstat&“ prostor R2, v némi je
navic definovano nasobeni a do néhoz je vnofen i prostor R. Proto jsme se nejprve
zabyvali vlastnostmi prostorti R™ pro obecné m.

Komplexni &isla jsou uspotadané dvojice realnych ¢isel, tedy prvky R2. Je-li
z = [z,y] € C, pak ¢islo z nazyvame redlna ¢ast ¢isla z a ¢islo y imaginarni
¢ast ¢isla z. Cisla = a y nazyvame té slozky &isla z. PiSeme

z=Rez, y=Imz.

Komplexni ¢islo [0,1] znac¢ime kratce i; je tedy tfeba zapomenout historickou
yhedefinici“ ¢ pomoci 4/ — 1. Komplexni ¢isla geometricky znazornujeme pomoci
bodii v roviné: éislu [z, y] odpovidd bod roviny o soufadnicich z,y. Proto pro C
uzivame téZ nézvu komplexni rovina nebo rovina komplexnich ¢&isel nebo
Gaussova rovina. Pro komplexni ¢isla pfipomeneme definici operace séitant,
které se definuje jako v R?, a nové definujeme nasobeni: Jsou-li 2; = [21,y1],
29 = [22,y2 | komplexni ¢isla, klademe

Z1+ 22 1= [Ccl + 22, 11 +y2], 2122 ‘= [581562 —Y1Yy2, T1Y2 +£C2y1]-

Pro dvojice s nulovou imaginarni ¢asti koresponduji tyto operace s témi operacemi,
které jiz zname z R:

[,Tl,O] + [$2,0] = [$1 +$2,0], [,Tl,O] . [1‘2,0] = [$1$2,0].

To umoznuje ztotoznit dvojici [z, 0] s ¢islem 2 € R; po tomto ztotoznéni je R C C.

V definici nasobeni komplexnich é&isel je tak zahrnuto i nasobeni vektoru z R?

skaldrem z R. Komplexni ¢isla tvoif s obéma operacemi komutativni téleso!).

Prvkem opaénym k &islu z = [z,y] € C je ¢islo —z = [—z,—y] € C a prvkem

inverznim k ¢éislu z = [z,y] € C, z # 0 (kde piSeme 0 misto [0,0]), je zfejmé ¢islo
1 T —y

- = , eC.
2 I2+y2 x2+y2

1) V zahraniéni literatufe se uzivaji ekvivalenty terminu pole, u nas se ptidrzujeme tradi¢ni
terminologie ovlivnéné v tomto pfipadé némcinou.
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Rozepsanim do slozek ¢tenaf muize ovéfit, ze rovnice zw = 1 s neznamou w € C
mé pravé jedno feSeni, a to w = 1/z. Mnoho pojm, které budeme dale pouzi-
vat, se zavede analogicky jako v R, tedy napf. induktivné zavedeme celoéiselné
mocniny s nezapornym exponentem

=1, 2=z, 2=z22, ...,z =z-2", (1.1)

a déle pro vSechna z # 0 celociselné mocniny se zapornym exponentem
27" =1/2", n € N. Poviimnéte si, Ze je 12 = (—1)? = 1. Podobné je

i*=4i-i=1[0,1]-[0,1]=[-1,0] = =1, (=4)*=—1.
Je-li [z,y] € C, pak
iy = [Ia0]+[051][y50] = [I,O]+[0,y] = [‘Tvy]v

takze komplexni ¢isla lze zapisovat i ve tvaru, ktery ctendr jisté zna jiz ze stied-
ni skoly. Z rovnosti z = = + iy obecné neplyne, ze z,y € R, tj. Ze v = Rez,
y = Im z; kdykoli vSak dale pouzijeme zapis komplexniho ¢isla ve tvaru = + iy,
pak predpokladdme, ze jiz plati z,y € R.

Je-li z = = + iy, nazyvame &islo z := x — iy ¢islem komplexné sdruzenym
k €islu z. Snadno lze ovéFit, Ze pro vSechna z,w € C plati rovnosti:

ztw=z+w, zw=zw, z==z, z '=2%/(27).

Poznamenejme, ze ¢&islo 2z = 22 + 32 je vzdy nezaporné.
Pro kazdé ¢éislo z = x + iy € C definujeme jeho absolutni hodnotu |z|

vztahem

2] == /22 = Va2 + 2.
Poznamenejme, Ze funkce f : z — |z|, z € C je jednoduchym a dilezitym piikla-
dem realné funkce komplexni proménné.

Jestlize komplexni ¢isla interpretujeme jako body roviny, pak je |z| vzdélenost
bodu z = [,y ] od poéatku (eukleidovskd norma vektoru (x,y)). Analogicky jako
v redlném oboru definujeme funkci signum; klademe sgnz := z/|z| pro z # 0,
sgn 0 := 0. Definice |z| a sgn z jsou rozsifenim definic z oboru R na C.

Velmi dilezity je fakt, Zze pro absolutni hodnotu plati i v C trojihelnikova
nerovnost. Pro kazda dvé ¢isla z1, 25 € C je

[[21] = |22 < |21 £ 22| < |21 + [22] 5

viz [Z], Lemma 8.1.4. Tam lze téZ na str. 213 nalézt struéné zavedeni komplexnich
Cisel.

V C nezavddime relaci < ¢i < jako v R. Komplexni ¢isla lze usporadat napt. le-
xikograficky apod., ale ne tak, aby se vSechny vlastnosti relace ,,<“ ¢i relace ,,<“
z R pfenesly do C. Stacéi uvazit, ze i # 0 a Ze z kazdé z obou nerovnosti >0
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a i <0 by plynulo i = —1 > 0, coz vede ke sporu. V C Ize tedy porovnavat
pomoci relaci <, <, > a > pouze redlnd ¢isla; napiSeme-li tedy pro dvé kom-
plexni ¢isla napf. nerovnost z; < 22, je v tom implicitné zahrnut predpoklad, ze
z1, 22 € R. Poznamenejme jesté, ze pro z = x + iy € C plati nerovnosti

0<fz[<[z], Oyl <z, O< |z <o+ [yl (1.2)
Je-li 2 # 0, z = x + iy, existuje jednoznacné uréené ¢t € (—m, 7] tak, ze
x = |z|cost, y=|z|sint, tj. z=|z|(cost+ isint).

Pokud pracujeme se vSemi ¢t € R, je korespondence z +— t jednozna¢na modulo
2. Pri Z129 }é 0, z1 = |Zl|(COSt1 + isintl), Z9 = |22|(COSt2 + iSiIth), pak je

2122 = |z1||22|(cos(t1 + t2) + i sin(ty + t2)) .

Cislo |z| se z historickych dfivodii nazyva nékdy modul z a &islo ¢ argument 2.
K tomuto vyjadifeni komplexnich ¢isel v tzv. goniometrickému tvaru se jesté
podrobnéji vratime pozdéji.

Poznamka 1.1.1. Rovnice 22 + 1 = 0 nem4a v R 74dné feSeni, aviak t4Z rovnice mé
v C dvé feseni, ¢ a —i. Plati dokonce vice: v C mé alesponl jedno feseni kaZdd alge-
braicka rovnice alespon prvniho stupmé. Toto dokdzeme v Kapitole 5. Avsak tato dobra
vlastnost C pfinési i negativni vlastnosti: Uspofadani z R na C nelze rozsitit bez ztraty
jeho zakladnich vlastnosti. Ctenaie viak muZe napadnout, pro¢ nepostupujeme obecnéji
a nedefinujeme analogickou strukturu, tj. komutativni téleso R™ i pro m > 2. Zajima-
vou odpovéd dava Frobeniova véta: takova podobné struktura existuje jesté pro m = 4
a m = 8. V prvnim pifipadé pro jeji prvky, které se nazyvaji kvaterniony, neni pfi-
slusné nasobeni komutativni; ve druhém piipadé, tj. pro m = 8, neni prislusné nasobeni
dokonce ani asociativni. Pro ostatni m € N jiz ani takové struktury neexistuji. Viz
napf. [5].

1.2 Topologické a metrické vlastnosti prostoru C

7 teorie normovanych linedrnich prostori je zndmo, Ze na mnoziné vsech dvojic
realnych cisel muzeme definovat normu ¢i metriku mnoha zptsoby. Definujme
vzdalenost p(z1, z2) dvou komplexnich ¢isel z; = x1 + 4y1, 22 = T2 + iys vzorcem

p(z1,22) = |21 — 22| = V(w1 — 22)2 + (Y1 — 12)2.- (1.3)

Snadno nahlédneme, ze C s touto metrikou a eukleidovsky prostor R? jsou izo-
metricky izomorfni a jsou to uplné prostory. Budeme to vyuzivat: Sta¢i proto
nékteré véci pouze pripomenout. Zaroven muzeme definovat jiz zminéné ,ztotoz-
néni“ R s mnozinou {z € C; z = [z,0], x € R}: Zobrazeni, které pfifazuje prvku
[2,0] mnoziny {[x,0];z € R} realné ¢islo x, je izometrické, izomorfni a ,zacho-
vava“ 1 ndsobeni, tj. prvku [2,0] - [y,0] pfifazuje soudin zy. Pro dalsi vyklad
zavedeme nejprve néktera oznaceni.




1.2. TOPOLOGICKE A METRICKE VLASTNOSTI PROSTORU C 15

Oznaceni 1.2.1. Pro kazdé ¢ € R, ozna¢me
Uc(z)={w e C; lw—z|<e}, Po(2)={w e C;0< |w—z|<e}=U.(2) \ {#}.

Casto budeme psat U(z, €) misto U.(z) a také P(z,¢) misto P.(z). Neni-li polomér
¢ podstatny, budeme nékdy stru¢néji psat pouze U(z) a P(z). Mnozinu U.(z)
nazyvéme e-okoli bodu z a mnozinu P.(z) prstencové c-okoli bodu z, pficem?z
slovo ,epsilonové® pfi struc¢néjsim vyjadieni vynechavame.

Limita posloupnosti v C se definuje analogicky jako v R, resp. v R™. Symbol
lim, o0 2 = 2 Pro z,, 2 € C znamend

(Ve > 0)(3k € N)(¥n > k)(zn € Us(2)). (1.4)

Tak jako v redlném oboru fikdme, Ze posloupnost {z,} konverguje k z; ¢asto
piseme z, — z. Protoze je C uplny prostor, plati: z,, — z, pravé kdyz posloupnost
splituje Bolzano-Cauchyho podminku

(Ve > 0)(3k € N)(¥m, 1> k)(|zm — 2n| < €).

Protoze mé absolutni hodnota v R i v C analogické vlastnosti, plati v C fada
Gtendfi jiz zndmych vét o limitach posloupnosti; nebudeme je uvadét, nebot by to
bylo nudné opakovani néc¢eho, co musime jako zédklad pro dalsi vyklad predpokla-
dat. V pripadé z, € R pfedpokladame, Ze ¢tenaf zna definice lim,,_, o 2, = o0
a také zakladni tvrzeni o nevlastnich limitach posloupnosti v R.

Také soucet s rady Z;OZO ar, komplexnich ¢isel ay, definujeme analogicky jako
v R: Prokazdé n € Ny definujeme n-t§ édsteény soucet rovnosti s, :=>_}_ ax,
a pokud existuje v C limita posloupnosti {s,}, polozime

o0
s:= lim s, = E ak .
n—oo
k=0
vz 7 e v v o0 N~s s v
Toto ¢islo s se nazyva soucet Tady; symbol >~ aj se uziva i pro soucet s. Je

vyhodné se domluvit o vynechavani séitacich mezi vzdy v piipadé, ze s¢itdme od
indexu 0 do oo. To znamené, ze budeme psat

o0
E ap = E ag .
k=0

Jestlize Y |ar| < oo, fikdme jako v R, Ze fada > ay konverguje absolutné.
Pokud fada Y a; konverguje a . |ag| = 4o0o0, potom Fikdme, ze fada > ay
konverguje neabsolutné. Piipomeneme, Ze plati napft. toto jednoduché tvrzeni:

Z|ak| <00 = Zak konverguje,
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tj. Ze kaZdd absolutné konvergentni rada konverguje. To vyplyva z odhadu pro
vsechna m,n € N, m > n, pomoci trojuhelnikové nerovnosti

|$m — 8n| = [@nt1 + -+ + am| < ang1| + -+ |am],

ktery pomoci Bolzano-Cauchyho podminky dava konvergenci Y ay. Pro fady v C
nebudeme formulovat a dokazovat kritéria konvergence a tvrzeni analogicka
tvrzenim pro fady v R. Jak pozdéji uvidime, budou pro nés podstatnd zejména
tvrzeni o absolutni konvergenci; srv. [Z], Kapitola 8.

V C jsme dosud nezavedli Zadné nevlastni body, takze > (k + 1)~ = +o0
je zapis v R, v roviné komplexnich c¢isel C postrada smysl. Nyni se této otazce
budeme vénovat podrobnéji.

Systém O(P) v8ech otevienych mnozin v metrickém prostoru (P, p) tvoii je-
ho topologii. Tento systém obsahuje prazdnou mnozinu (), cely prostor P, spolu
s kazdym podsystémem mnozin i jejich sjednoceni a s kazdym konecnym pod-
systémem mnozin i jejich prunik. Topologicky prostor je dvojice, sklddajici se
z neprazdné mnoziny P a ze systému jejich podmnozin 7, ktery ma stejné vlast-
nosti jako systém vsech otevienych mnozin v metrickém prostoru. Obsahuje tedy
(), P a je uzavieny vzhledem ke sjednoceni libovolnych podsystémt a priniku
koneénych podsystémi. V topologickém prostoru se prvky 7 nazyvaji oteviené
mnoziny, a tak je pojem oteviené mnoziny pfimo soucasti definice (P, 7). Dalsi
pojmy se definuji analogicky jako v metrickych prostorech: uzaviené mnoziny
jsou doplitky otevienych mnozin, kompaktni mnoZiny v (P, 7) jsou ty, z jejichz
kaZdého pokryti otevienymi mnozinami lze vybrat konecné pokryti, apod.

Je-li @ € U, U € 7, fikdme, Ze U je okolim bodu z. Volbou vhodného
systému okoli ¢, bodid = € P lze popsat topologii 7: Plati G € 7, jestlize pro
kazdy bod x € G existuje okoli U € o, tak, ze U C G. Systém o, musi mit
nékteré vlastnosti analogické vlastnostem systému vsech okoli bodu x v metrickém
prostoru, napt. je-li U, V € 0., je také UNV € 0,. Tim méame k dispozici vSechny
potfebné pojmy k zavedeni ,komplexniho nekonec¢na“.

Rozsiteni C o (nevlastni) bod oo je vlastné kompaktifikaci roviny C, te-
dy vnofenim C do topologického prostoru, ktery je kompaktni. Polozme nejpr-
ve S:=CU{o0}. Pro kazdy bod z € C definujeme okoli U(z) pomoci tmluvy
z Oznaceni 1.2.1 a pro kazdé € € R polozime

Ue(o0) :={o0} U{z € C; |z]| >1/e} =S\U(0,1/¢), P.(o0) =U.(c0)\ {o0};

tyto mnoZiny budeme téz znacit U(oo,€), P(0o,e). V' S uréuji pravé zavedena
okoli topologii, pficemz mnoziny oteviené v C jsou oteviené i v S. Pfitom S je
kompaktni prostor; 1ze to snadno dokézat: Je-li {G,; o € A} oteviené pokryti S,
existuje ap € A tak, Ze 0o € G,,; déle existuje ¢ € Ry takové, ze U(co,€) C Gay-
Pak je mnozina K := S\ G,, uzavienid a omezend v C, resp. R? (lezi totiz
v .S\ U(0,1/¢)), a je tedy kompaktni; je pokryta systémem {G; o € (A\ {ao})},
z néhoz lze vybrat konecné pokryti {Go,; j = 1,...,k}. Pak {Gq,; j = 0,1,...,k}
je konecné pokryti S.
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Poznamka 1.2.2. Ctena¥, obeznameny se zaklady topologie snadno shleds, ze analogic-
kou konstrukci lze provést nejen v R? & R™, ale obecnéji v kazdém lokalné kompaktnim
topologickém prostoru X. Potfebna okoli ,jidedlniho“ bodu oo definujeme jako dopliky
kompaktnich podmnozin prostoru X v X* := X U{co}. Vysledkem je tzv. Aleksandro-
vova (jednobodovd) kompaktifikace X prostoru X, v niz je piivodni prostor hustym
podprostorem vzniklé kompaktifikace; viz téz [33].

Ze vztahu (1.4) popisujiciho definici limity pomoci okoli je zfejmé, co znamend
lim,, 00 2, = 00, & Ze je to totéz, co lze popsat vztahem lim, .. |2,| = 400,
resp. vztahem lim,, .. |2,|71 = 0.

Snadno téz nahlédneme, 7e lze z kazdé posloupnosti {z,} bodld z S vybrat
posloupnost, kterd mé limitu v S. Z kazdé omezené posloupnosti to lze pro-
vést ,po slozkich® pomoci Weierstrassovy véty; viz [Z], Véta 2.4.4. Pokud {z,}
neni omezend, lze vybrat {z,,} tak, ze z,, € Ui;;(00). Z toho je patrné, ze
limy_, oo 2n, = 00. Odtud plyne, ze S je sekvencialné kompaktni. Neni to prilis
piekvapujici, nebot v nasledujici Poznadmce 1.2.3 ukdZeme, Ze na S lze definovat
metriku, kterd generuje pravé zavedenou topologii a v metrickém prostoru sek-
vencidlni kompaktnost a kompaktnost splyvaji; viz [Z], Vé&ta 13.3.24. Pozname-
navame, ze pokud nemuze dojit k nedorozuméni, budeme predpokladat, ze ctenar
podle kontextu rozlisi mezi ,komplexnim“ oo a redlnym +oco, u néhoz budeme
zpravidla vynechavat znaménko ‘4+’. Nebudeme vSak uzivat slovni spojeni typu
»{zr} konverguje k oo“, ackoli by to bylo z hlediska prostoru S mozné, termin
ykonverguje“ si ponechame pouze pro pripad, kdy hodnota limity lezi v C.

Poznamka 1.2.3. Topologicky pristup je mnohem jednodus$si nez metricky, zaloZeny na
tzv. stereografické projekci, pfi niz vzdalenost bodi z C definujeme pomoci vzdélenosti
bodt na jednotkové sfére.

Obr. 1.1: Schéma stereografické projekce

Popisme to analyticky: Pisme body z R? ve tvaru [z1,22,23] a bud S3 , jednotkova
sféra® v R®, tj. mnozina viech bodt v R? spliujicich rovnici 2% + 2% + 22 = 1. Najdéme
prisecik sféry Ss s pfimkou, prochazejici body [z,y,0], [0,0,1]; jak snadno zjistime,
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ma souradnice

2x 2y 22 +y2—1

TRyl TR BT

xr3 =
Pomoci téchto vztaht je uréeno zobrazeni f : C — Ss. Ziejmé je z3 € [—1,1) a f je
zobrazeni na Ss \ {[0,0,1]}. Nyni Gaussovu rovinu C doplnime o bod co a definujeme
f(o0) =1[0,0,1]. Pro z,w v kompaktifikované roviné S polozime vzdalenost ¢o*(z,w) v S
rovnou vzdalenosti obrazii f(z) a f(w) v R®. Pak je ¢ metrika na S. Mnozinové tedy
je S = C U {oo}, soucasné vsak chapeme S i jako metricky nebo topologicky prostor.
Snadno nahlédneme, zZe pro z,w € C plati jednoduché vzorce

2|z — w) 0 (2, 00) = 2
VAP A+ [wl) 7 VIR

Opét odtud vidime, zZe limy,—o 2n = 00, pravé kdyz lim, . |2n| = 00; podstatnéjsi je
vsak zjisténi, Ze topologie, kterou jsme zavedli v S, je metrizovatelna, tj. je mozné ji
generovat metrikou.

Nékdy byva Ss nazyvina Riemannova sféra. Zobrazeni ' : S3 — S se nazjva
stereograficka projekce. D4 se dokdzat, ze pfimkdm v S (tj. pfimkadm v C, k nimz
byl pfiddn bod o0), odpovidaji na sféfe S3 v zobrazeni f kruznice prochézejici ,,pélem*
[0,0,1] a ze obracené pii stereografické projekci kazdé kruznici na Ss odpovidd v S
kruznice nebo p¥imka spolu s bodem co. Ctenaf si to mize i lehce predstavit: kruznice
na S3 prochazejici ,,pélem* [0, 0, 1] uréuje rovinu, ktera protne C v pfimce apod. Viz déle
vyklad v Kapitole 4. Jak se dale ukaze, pro bod oo lze zavést fadu operaci a pojmu tak,
7e se stane ,rovnopravnym bodem“ S; toto pojeti je z konce 19. stol.

9* (Zv w) =

Pracujeme-li v S, chdpeme S jako topologicky prostor; ac¢ je jeho topologie
metrizovatelnd pomoci metriky p*, nebudeme S povaZzovat za metricky prostor.
Naopak C C S povazujeme vZdy za metricky prostor s metrikou p uréenou pomoci
(1.3). To znamen4, ze metrické pojmy, které nejsou topologické, tj. napf. omeze-
nost mnoziny ¢i funkce, vzdalenost mnozin, stejnomérna spojitost, jsou vzdy cha-
pany vzhledem k metrice p. Omezena mnozina M v S je ve smyslu této tmluvy
takova podmnozina C, pro kterou existuje r € R tak, ze M C U(0,r). Zadna
mnozina obsahujici bod co neni omezend (tedy ani jednobodovad mnozina {oo}).

Piipomenime dale, ze podle definice souvislé mnoZina v (P, p) neni sjed-
nocenim zadnych dvou neprazdnych disjunktnich podmnozin P otevienych v P;
viz [Z], str. 390. Definice ukazuje, Ze tento pojem lze bez nesndzi pfenést do
libovolného topologického prostoru.

Jak S, tak i Gaussova rovina C a P := C\ {0} jsou souvislé prostory. To
znamena, ze jedinymi podmnozinami, které jsou v nich soucasné oteviené a uza-
viené, jsou cely prostor a prazdnd mnozina. Oteviené souvislé mnoziny v C a
v S se nazyvaji oblasti. Maximélni souvislé podmnoziny mnoziny M C (P, ) se
nazyvaji komponenty mnoziny M. Predpoklddame, Ze ¢tendf zné kromé vyjme-
novanych pojmu i zékladni tvrzeni o souvislosti, napt. ze je obezndmen s tvrzenim:
Je-li G oblast v R™ nebo v C, lze kazdé jeji dva body spojit lomenou carou v G,
a ze zna i zdkladni dukazovy princip, zaloZeny na tom, Ze je-li G C R™ oblast
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a je-li H C G neprdzdnd mnoZina zdroven oteviend i uzaviend v G, je H = G.
Dulezitymi piiklady souvislych mnozin v R™ jsou mnoziny hvézdovité a mnozi-
ny konvexni; viz [Z], str. 392. Pfipomindme, Ze v hvézdovité mnoziné M C R™
existuje takovy bod z, pro ktery kazda usecka, kterd spojuje = s jinym bodem
z M, lezi celd v M ; nékdy téz fikame, ze M je hvézdovitd vzhledem k x. Pokud
je mnozina M hvézdovita vzhledem ke kaZdému x € M, fikdme, zZe je konvexni.

Neni obtizné dokazat, Ze komponentami oteviené mnoziny G v R™ nebo v C
nebo S jsou oblasti a Zze téchto komponent je jen spofetné mnoho. Pro G = §)
je tvrzeni trividlni; je-li G # 0, 1ze v kazdé komponenté mnoziny G zvolit bod
z=x+iysz e Q yeQ, atytobody jsou navzdjem rizné, ¢imz dostavame
prosté zobrazeni mnoziny vSech komponent mnoziny G do spocetné mnoziny.

Oblast G C S, jejiz doplnék S\ G je souvisly, se nazyva jednoduse souvisla;
oblast G C S, jejiz doplnék méa pravé dvé komponenty, je dvojnasobné souvisla.
Obecnéji fikdme, Ze oblast G C S je n-nasobné souvisla pro n € N U {+o0},
pokud mé S\ G pravé n komponent.

Poznamka 1.2.4. Pokud bychom nezavedli kompaktifikaci S, byla by definice jedno-

souvisl, pokud C \ G' ma pravé (n — 1) omezengch komponent 2).

Pro nase potieby je nejdilezitéjsi definice jednoduSe souvislé oblasti a dvoj-
nésobné souvislé oblasti. Snadno nahlédneme, ze S, C a U(zp, ) jsou jednoduse
souvislé oblasti, zatimco P, C\ {z0} a P(zo,¢), 2o € C, jsou dvojnasobné souvislé
oblasti.

1.3 Zakladni komplexni funkce

Nyni uvedeme dalsi definice, ve kterych vystupuje ,nevlastni bod“ co. Zde nejde
uz jen o pouhé pripomenuti. Budou pro ¢tenafe patrné nové a jsou odlisné od
téch, které zna ctendf z realné analyzy; nejprve rozsifime definici aritmetickych
operaci z C na S.

Necht n € N a z1,...,2, € S. Pak definujeme z; + --- + 2, = 0o, je-li prdvé
jeden ze séitancu z1, ..., 2, roven co. V pripadé, ze alespon dva ze scitanci jsou
rovny oo, fikdme, ze soucet z; + - - - + z, nema smysl. Specidlné neni definovan
vyraz co + 0o.

Podobné klademe 21 ...z, = oo, jestlize alesporn jeden z Cinitell z1,..., 2, je
roven oo a Zddny neni roven 0; je-li mezi Ciniteli jak 0, tak i oo, souéin 23 ...z,
nema smysl. Speciélné je (—1)(oc0) = —(00) = o0, avak vyrazy 000 a 0o -0

nejsou definovany %). Umluvy o déleni se mohou zdat zacateénikovi podivné. Kla-
deme totiz z/oo = 0 pro vSechna z € C a 2/0 = oo pro vSechna z € S\ {0};

2) Zhruba feceno, jistym zptisobem poéitame ,diry“ v G: je-li téchto ,dér* pravé (n—1), je
G C C n-nasobné souvisla.

3) Ctenaf by si mél uvédomit, ze odlidnost umluv o aritmetickych operacich s oo proti
redlnému oboru souvisi s tim, ze pracujeme s jedinym nevlastnim bodem.
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o podilech 0/0 a co/oco opét fikdme, Ze nemaji smysl. V tomto duchu rovnéz
definujeme pro vsechna n € N

o"=0"=00, oo "=0"=0,

a koneéné také 0° = co® = 1; to se nam hodi p¥i praci s mocninnymi Ffadami: do
3" 2% 1ze pak dosadit z = 0 a do Y. 27 i 2 = co. Z algebraického hlediska neni
tedy S s takto zavedenymi operacemi ,hezkou® strukturou, avsak uzité definice
se ukazi velmi uzitecné.

Pfi praci v komplexnim oboru je vhodné prifazovat oo k ¢islim z R a nazyvat
prvky z R U {oo} redlngmi a prvky z S kompleznimi ¢isly. V duchu této amluvy
definujeme x < oo pro vsechna x € R a také

Reco =00, Imoo=0, c0o=o00, |oo=00.

Poznamka 1.3.1. Ac¢ se miiZe zdat na prvni pohled nelogické zafazovat co mezi realné
¢isla a pritom nedefinovat co+-00, je to uzitecné. Je vsak tieba vzdy velmi presné vymezit
kontext, ve kterém pracujeme; nelze tedy argumentovat tak, ze jelikoz jsou realna cisla
yvnorena“ do komplexnich ¢isel a v redlné analyze je +00 + (4+00) = 400, plyne odtud
©o+oco=00ivS.

Abychom mohli zformulovat zakladni tvrzeni o limitach, ve kterych hraji za-
vedené definice podstatnou roli, musime definovat téz zakladni pojmy, se kterymi
budeme dale pracovat.

Komplexni funkce komplexni proménné jsou zobrazeni z S do S. Jestlize
je obor hodnot komplexni funkce f podmnozinou C, fikdme, ze je funkce f je
konec¢na. Stejnou tmluvu uzivame i pro zobrazeni z C nebo z R do S. Budeme
pfevazné pracovat s konecnymi funkcemi a tak, pokud tomu tak nebude, vyslovné
na to upozornime.

Protoze jiz vime, co znamena z; — 2o, neni slozité definovat limitu a spojitost
funkce. Udélame to pfimo pro funkce, nebudeme tedy uzivat analogu Heineho de-
finice limity. Definice limity komplexni funkce komplexni proménné pomoci okoli
je formalné stejnd jako ta, kterou jiz zname: lim,_,,, f(z) = A znamen4, Ze

(VU (A, €))(3P(20))(Vz € P(20))(f(2) € U(A;¢)) . (1.5)

Ctendf si jisté dokaze predstavit, Ze stejna definice ,,funguje“ pro komplexni funk-
ce na obecném metrickém nebo dokonce topologickém prostoru, staci jen vymezit
vyznam symbold pro okoli; pfipominame vsak, ze limitu nedefinujeme v izolo-
vanych bodech prostoru, nebot by nebyla definovdna jednoznaéné. V metrickém
prostoru lze pracovat i s parametrem 0, ktery urcuje prstencové okoli P(zg). P¥i-
pomefime si je$té poznatek, Ze limy_,o0 2, = 00, pravé kdyz limy o |2x| = o0;
v redlné analyze takova ekvivalence platila jen v pripadé zp — 0. Jak se ukaze,
jsou véty o limitach v komplexnim oboru vlastné jednodusi.
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Tvrzeni 1.3.2. Necht P je metricky (topologicky) prostor a necht M C P a w
je hromadny bod M. Necht f, g jsou zobrazeni M do S. Potom plati ty z rovnosti

pro mézZ md prislusnd pravd strana rovnosti smysl. Specidlné: definujeme-li pro
{zn}, 2n — w, posloupnosti a,, := f(zy), bn := g(zn), n € N, dostaneme postupné
pro posloupnosti bodu z S napr.

lim |a,| =] lm a,|, lim (a, £b,) = lim a, + lim b,,...

n—oo n—oo
a eventudlné dalsi analogickd tvrzend.

Tvrzeni je sice jen zcCasti nové, presto ho vsak budeme dokazovat. Protoze
mé absolutni hodnota v S analogické vlastnosti jako v R a definice limity (1.5)
je forméalné stejnd jako ta, kterou jiz zname, dokaZeme podrobnéji jen ty ¢asti
tvrzeni, které jsou nové.

Diikaz Tvrzeni 1.3.2. Céast (1) dokdZeme i pro piipad A € C, ktery pro nas neni
novy. Jako v ,redlném piipadé“ je zékladem odhad ||f(2)| —|A4|| < |f(z) — 4], vy-
plyvajici z trojuhelnikové nerovnosti; podrobnéji, plati-li (budeme pracovat v bodé
w = zq pro pribliZzeni k tradi¢nimu oznaceni)

(Ve € Ry)(BP(20))(Vz € P(20))(|f(2) — Al <),
plyne z uvedeného odhadu
(Ve € Ry)(3P(20))(Vz € P(20)) (I f(2)] = [All <)
Jestlize lim,_,,, f(z) = oo, znamena to

(Ve € Ry)(BP(20))(Vz € P(20))(|f(2)] > 1/e),

a protoze je ||f(2)|| = |f(2)|, znamena tato podminka, Ze lim,_,., | f(z)| = co.

V (2) predpokladame, zZe soucet (pfip. rozdil) lim,_.,, f(2) £ lim,_,, g(z) mé
smysl, tj. alespon jedna z limit je konecna. V pfipadé, kdy jsou obé limity konecné,
se rovnost dokaze tak, jako v zdkladnim kurzu analyzy, proto to jiz nebudeme
uvadét. Necht je tedy napf. lim, ., f(z) = oo a lim,_,,, g(z) =: B € C. Protoze
pak oo + B = oo, mame podle definice dokazat

(Ve € Ry)(3P(20))(Vz € P(20))(|f(2) £ g(2)| > 1/e).
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Z podminky lim,_,., g(z) = B € C plyne, ze v néjakém okoli P;(zo) plati pro
v8echna z odhad |g(2)| < |B| + 1. Je-li € € Ry déno, zvolme P(zp) C P1(z0) tak,
aby v P(zo) platilo |f(2)] > 1/ + |B| + 1. Pak také plati

1f(2) £ 9 2 [If(2)] =192 > 1/e+ B[+ 1 - (|B| +1) = 1/e,

coz dava dokazovany piipad tvrzeni. Zbytek tivahy se redukuje na zdménu roli
funkci f a g, které vystupuji v tvrzeni symetricky.

Pii dikazu (3) se budeme bez jmy na obecnosti zabyvat opét pouze pii-
padem, kdy alespon jedna z limit na pravé strané rovnosti je rovna co. Necht
lim,_,,, f(z) = oo. ProtoZe pravd strana rovnosti (3) méa smysl, nutné plati
lim,_,,, g(z) =: B # 0. Zvolme P;(zp) tak, aby pro v8echna z € Pj(zp) platilo
lg(z)| > |B|/2. Nyni zvolime k ¢ € R, takové P(z9) C Pi(z9), aby vSude v P(z)
platilo |f(z)| > 2/|B|e. Potom vsak |f(2)g(z)| > (2/|B|e)(|B|/2) = 1/e pro
vechna tato z, a tedy skuteéné lim,_, ., f(2)g(z) = 00 - B = oc.

Pro (4) sta¢i zabyvat p¥ipadem f = 1, tedy pfipadem pfevracené hodnoty
funkce g. Nebudeme vySetfovat pfipad lim,_.., g(z) € P, ktery je opét trividlni.
Jestlize je lim,_,,, g(z) = 0, potom

(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))(l9(2)| < ¢)
plati pravé kdyz
(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))(|1/g(2)| > 1/e).
Podobné v piipadé lim, .., g(z) = oo
(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))(l9(2)] > 1/¢)
plati pravé kdyz
(Ve € R1)(3P(20))(Vz € P(20))(|1/9(2)] <e).

Odtud a z (3) plyne (4). Protoze tvrzeni o posloupnostech obdrzime z pfedchoziho
jako specialni pfipad, je tim dtkaz dokoncen. o

Poznamenejme, ze z pfedchoziho Tvrzeni 1.3.2 dostaneme snadno tvrzeni
o spojitosti komplexnich funkci vzhledem k mnoziné. Funkce je spojitd v hro-
madném bod€ zy mnozZiny M vzhledem k M, jestlize
li = .
limf(2) = f(z0)
Pokud bude pfitom f(z9) = oo, budeme mluvit vzdy explicitné o spojitosti
v rozsifeném smyslu. Poznamenejme jesté, Ze pokud je bod zp izolovanym

bodem M, bude f spojita v bodé zg, jakmile bude v tomto bodé definovani;
s touto situaci se vsak dale prakticky nesetkame.
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Pro vypocty limit jsou nékdy uzitetné vzajemné vztahy mezi limitami, ve
kterych vystupuje bod oo, a jinymi limitami. Snadno 1ze nahlédnout, ze plati:

lim f(z) = A, pravékdyz lir%f(l/z)zA,

lim f(z) =00, pravékdyz lim (1/f(z))=0,
E—%Z0 z—20
lim f(z) =00, pravé kdyz lim (F(1/2)) " = 0;

pfipomindme, ze funkce z — 1/z zobrazi P(0,r) na P(co,r) =C\ U(0,1/r).

Rada vysledkt o komplexnich funkcich vyplyva z poznatkl o realnych funk-
cich rozkladem komplexni funkce na slozky. Analogicky jako v (1.2) dostaneme
obdobné odhady pro komplexni funkce, tj. jestlize je f = f1 + ifa, kde fi1, f2 jsou
realné funkce, plati opét *)

<Al <If], <l <Ifl ataké |fl<[fil+]fo].  (1.6)

Je uziteéné uvédomit si téz vztahy fi1 = (f + f)/2, f2 = (f — f)/2i. Jelikoz
predpokladame, Ze je ¢tendf obeznamen s teorii redlnych funkci redlné promeén-
né, lze snadno ziskat zakladni znalosti o komplexnich funkcich redlné proménné
rozkladem na slozky. Analogicky pracujeme s (vlastni) derivaci, takze tyto pojmy
lze pro komplexni funkce rediné proménné (podobné jako u zobrazeni intervalt
do R™) povazovat za zndmé. Je-li napf. f = f1 + i f2 funkce definovand na inter-
valu [a,b], pak f € CM([a,b]) znamena, ze slozky fi, f» maji spojité derivace
na uzavieném intervalu [a,b]; v krajnich bodech a, b pracujeme s jednostrannymi
derivacemi. Snadno se dokazi vzorce pro derivovani komplexnich funkci realné
promeénné:

(f+9)'=f+g, (f9)=rfg+fd,

e 1.7

(o) =20 (o) = o0)g' )

u podilu pfedpokladadme navic, Ze g je vSude v uvazovaném oboru nenulové. Cte-

nar by si mél tyto ,pfenosy poznatki“ samostatné promyslet. S komplexnimi

funkcemi redlné proménné se budeme setkavat v souvislosti s kiivkami v C a s kiiv-

kovym integralem. Opét predpokladame, Ze ¢tenaf jeho zékladni vlastnosti zna,

proto je nize pouze pripomeneme. Nékteré méné bézné vlastnosti jsou vsak v dal-
$im textu vyloZeny.

Piiklady 1.3.3. 1.V (1.1) jsme zavedli mocniny. Polynomy v C jsou linearni
kombinace mocnin z*, k € Ny, s koeficienty z C, tj. funkce tvaru

P(2) = ap2" 4+ apn 12" '+ a1z +ag, zeC.

4) V dalsim, tak jako u tmluvy o komplexnich &islech, zépis f = fi + ife automaticky
znamena, ze f1 = Re f a fo =Im f, tj. f1 je redlna a fo imaginarni slozka f.
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Pfipomindme, Ze pii a, # 0 je P polynom n-tého stupné. Pokud jsou vSechny
koeficienty a,,a,—1,...,a9 polynomu P rovny 0, je P = 0 a P nemd stupen,
zatimco kazda nenulovd konstantni funkce je polynomem stupné 0. Jestlize pro
polynom P a éisla zp € C, p € N, plati identita P(z) = (z — 29)?P1(2), kde
Py je polynom, pro ktery Pi(z9) # 0, budeme zy nazyvat p-nésobny koFen
polynomu P.

Jednim z nasich cili bude mj. dokdzat zédkladni vétu algebry; viz Vétu 5.7.8
v Kapitole 5. Ta tika, ze kazdy polynom stupné alespon jedna mé alespon jeden
kofen; jejim dusledkem je pak fakt, ze polynom n-tého stupné ma pro n > 1
pravé n korenu, je-li kazdy z nich pocitan tolikrat, kolik ¢ini jeho néasobnost.
Poznamenejme, ze polynomy jsou spojité funkce.

2. Je-li R(z) = P(z)/Q(z) podilem dvou polynomt, pficemz @ # 0, nazyvame
funkci R racionalni funkce. Jejim definiénim oborem je C\ {w; Q(w) =0} a R
je na ném spojita. Specidlné 2= = 1/2* k € N, jsou funkce definované v C \ {0}.
Zatim nebudeme definovat dalsi funkce a pfipomeneme nékolik zékladnich pojmt
a vlastnosti funkci. Jejich definice jsou analogii definic znamgych z teorie redlnych
funkci.

Poznamka 1.3.4. Snadno nahlédneme, Ze je-li P polynom, pak lim, ., P(z)
vzdy existuje: je-li P konstantni, 1ze P hodnotou této konstanty spojité rozsitit
na S. Je-li P polynom stupné alespoini prvniho, P(z) = apz™ + -+ + an, ag # 0, je

lim P(z) = lim z"(ag+a1/z+ - -+ a,/2") = 0

Zz2—00 Zz2—00
a P lze rozsifit spojité (v rozsifeném smyslu) na S tim, Ze polozime P(o0) = oo.
Nékdy je vhodné pohliZet na polynomy jako na funkce spojité na S 9).

Obdobna je situace s racionalnimi funkcemi. Analogicky lze tedy opét kazdou
racionalni funkci R rozsifit jednoznacné na spojité zobrazeni S do S. Za urcitych
okolnosti je to velmi vyhodné (srovnejte napf. s Kapitolou 10). Pokud oznacime
napt. m_j(z) = z7F, k € N, je specialné m_4(0) = oo am_x(o0) = 0. Jak jiz viak
bylo fec¢eno, pokud timluvu o spojitosti v rozsifeném smyslu pouzijeme, vyslovné
na to upozornime.

Poznamka 1.3.5. Zavedeni dalsich elementarnich funkci je slozitéjsi, budeme se mu
vénovat v Kapitole 4. Poznamenejme, Ze i zavedeni mocnin s obecnéjSim exponentem
(a to i pro exponenty tvaru 1/n, n € N) neni v C tak jednoduché jako v R. Protoze
tato poznamka ma jen informativni charakter, pouzijeme nedokazané tvrzeni, znamé
ze stfedni Skoly pod jménem Moivrova formule; srv. (4.48). Snadno nahlédneme, Ze
jednoduchd rovnice s neznamou z

2" =w (1.8)
ma pro w = 0 a pro libovolné n € N jediné feSeni z = 0; to plyne z toho, Ze pfi
z # 0 je |27 = |z|™ > 0. V obecnéjsim pfipadé vyjadiime z i w v goniometrickém

5) Pozor, S je kompaktni, ale ze spojitosti funkce f v roz§ifeném smyslu na S neplyne jeji
omezenost na S.
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tvaru z = r(cost + isint), w = p(cos@ + isinf) a z rovnosti z" = r"(cosnt + i sinnt)
porovnanim absolutnich hodnot dostaneme r™ = p a téz nt = 0+2km, k € Z, nebot druh4
rovnost nt = 6 plati modulo 2. Tak dospé&jeme k vyjadieni vSech FeSeni rovnice (1.8)

2 = /0 (cos((6 + 2km) /n) + isin((0 + 2kr) /n)

s k =0,1,...,n — 1. Pak kazdé z téchto n cCisel lze povazovat za ,n-tou odmocni-
nu z w“. Resime-li paralelné s touto tlohou rovnici 2" = 1, pak jeji ,zakladni® Fese-
ni z = cos(2w/n) + isin(27/n) ma vyznamné postaveni, nebot postupnym nasobenim
¢isla /o(cos(6/n) 4 isin(f/n)) timto specialnim cislem dostaneme vSechna Feeni rov-
nice (1.8). Podrobnéjsi vySetfeni této problematiky provedeme v Kapitole 4. Viz téz
napt. [28].

Poznamka 1.3.6. Jak jiz bylo Fefeno, nékteré poznatky o komplexnich funkcich lze
ziskat pomoci rozkladu na redlnou a imaginarni ¢ast. Je vSsak vhodné si uvédomit, ze
v pFipadé limit funkci pro f = fi+if2 z lim.—.. f(2) = oo neplyne jako v ,koneéném pii-
padé“ mechanickym rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast lim. .., f1(z) = oo a zéroven
lim, . f2(2) = 0. Pfi zachazeni s 0o je nutno byt vzdy opatrny. Ac¢koli napi. lim,—.o1/x
neexistuje, pokud ji chapeme jako limitu funkce redlné promeénné, protoze jednostranné
limity jsou rizné, je lim._.o1/z = 1/0 = oo, pokud pracujeme v S.

1.4 Derivovani

Podstatné odlisnd je situace s derivovdnim, na tomto misté vSak pfipomeneme
pouze definici a jeji disledky; definice je jednoducha a po formalni strance stejna
jako v R. Odlisnosti, se kterymi se déale setkdme, nelezi v oblasti kalkulu, ale
v ,teoretickych“ dusledcich definice; budeme se jimi podrobnéji zabyvat v nasle-
dujici Kapitole 2.
Pro funkci f definovanou v néjakém okoli U(zp) bodu zy € C definujeme
derivaci f’(zp) funkce f v bodé zp jednim z (ekvivalentnich) vztaht
f/(ZO) — lim f(Z) - f(ZO) 7 nebo f/(ZO) -— lim .f(ZO + h) B f(ZO)

z—zo z— 2 h—0 h

)

je-li limita vpravo koneénd. Diky formélné stejné definici jako v R plati (a obdobné
se 1 dokdzi) tvrzeni o derivovani souctu, rozdilu, soudinu, podilu a slozené funkce,
a podobné plati i vzorce (1.7), tentokrat vSak pro funkce komplexni proménné.
Dtikaz tvrzeni o derivovani sloZené funkce provedeme detailné v Kapitole 2. Vyssi
derivace f”, resp. f, f®) .. definujeme tak jako v R rekurentné, tj. pomoci
vztahu f(**+D = (f(™) n € N. Pokud existuje f’(z0), iikédme, ze funkce f je
diferencovatelna v bodé z;.

Tvrzeni néasledujiciho lemmatu je vcelku zfejmé, ale presto je velmi uzitecné.
Bylo by mozné vystacit s mensim poc¢tem v ném uvedenych ekvivalentnich podmi-
nek, avSak uziti vhodné vybrané podminky umoznuje ¢asto snazsi a prihledné;jsi
dtkaz nékterych tvrzeni. S podminkou uvedenou v (3) se ¢tenaf mohl jiz setkat
pii vysetfovani funkci vice proménnych.
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Lemma 1.4.1. Necht funkce f je definovdina v jistém okoli U(zy) bodu zo € C.
Potom jsou ekvivalentni tyto tri vyroky:

(1) Existuje derivace
f'(z0) = lim M : (1.9)

zZ—2z0 zZ— 20
(2) ezistuje A € C, pro néZ je

%ii% f(z0 +h) _hf(ZO) —Ah 0, (1.10)

tj. pro kazdé e > 0 existuje okoli U(0) C C tak, Ze pro vsechna h € U(0) je

[f(z0 + h) — f(z0) — Ah| < [h] ; (1.11)

(3) (Carathéodoryho podminka) existuje funkce ¥ definovand v néjakém okoli
U(z0), spojitd v bodé zy takovd, Ze pro viechna z € U(zg) je

f(2) = f(20) = 9(2)(z = 20) - (1.12)

Je-li splnéna kterdkoli z wvedengch podminek, plati rovnosti f'(z9) = A = 9(zp).

Diikaz. Plati-li (1.9), plati téz (1.10) a naopak: stac¢i polozit h := z—zp, A = f'(z0)
a provést jednoduchou tpravu. Podminka (1.11) je jen ekvivalentnim pfepisem
(1.10) podle definice limity. Porovnanim s (1.9) vidime, Ze spojitost ¢ z (1.12)
v bodé& zp dava (1.9) a ¥(29) = f’(20). Jednoduchou tpravou z (1.9) plyne, ze

f) = 1(z0)

Z— 20

f(z) = f(20) = (2 —20),
takze za ¥(z) lze volit podil (f(z) — f(20))/(z — 20) pro z # zy spojité rozsifeny
do bodu zp hodnotou #(zp) = f'(20). Tim je ditkaz ekvivalence dokoncen. O

Poznamka 1.4.2 (duleZitd). Podminka s nerovnosti (1.11) z Lemmatu 1.4.1 se
¢asto zapisuje ve tvaru©)

f(z0+h) = f(z) = f'(20)h + o(h) .

Tento zapis je vyjadfenim faktu, Ze pro funkci g(h) := f(z0+h) — f(20) — f'(z0)h
plati g(h)/h — 0 pro h — 0. Zapis pomoci (1.11) vyzaduje uziti absolutnich
hodnot. Konkrétni tvar funkce g v mnoha pfipadech nepotfebujeme; v ,realné*
analyze se toto vyjadieni casto uziva pri praci s Taylorovymi polynomy, pti poci-
tani limit apod.

6) Pfipominame étenafi symboly O(-) a o(-) z Definice 7.4.22 v [Z].
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Déle se budeme postupné seznamovat s teorii, ve které hraje diferencovatelnost
funkeci centralni roli. Zavedeme specialni terminologii.

Definice 1.4.3. Necht G C C je oteviend mnozina. Rikdme, Ze funkce f je
holomorfni v G, jestlize existuje f’(z) pro vSechna z € G.

Priklad 1.4.4. Existence derivace mocniny mn,(z) := z — 2™, n € Ny, véude v C
vyplyva jednoduse z Lemmatu 1.4.1, a to takto: Je-li n = 0, je tvrzeni trividlni. Pro
n > 1 a pro libovolné zvolené zp € C je

2" — 25 =9(2)(z — 20),

kde 9(z) = 2"t 4 202" 2 -+ zgfl, a to pro vSechna z € C. Ze spojitosti polynomi
a z Carathéodoryho podminky (3) z Lemmatu 1.4.1 vyplyvé, ze funkce m,, je diferen-
covatelnd v bodé zg a je tedy holomorfni v C; protoze plati rovnost ¥(z0) = nzy ™", je
mh(2) = (2") =nz""*, neN.

Snadno téz nahlédneme, ze odtud vyplyva pomoci vét o derivovani souctu a soucinu,
Ze polynomy jsou funkce holomorfni v C. Podobné racionalni funkce R(z) = P(2)/Q(z),
kde P, @ jsou polynomy, @ # 0, je holomorfni v C \ K, kde K je (kone¢na) mnozina
nulovych bodu Q.

U holomorfnich funkci uzivime pro izolované nulové body v C analogickou
terminologii jako u polynomii: je-li w € C a existuje-li okoli U(w) tak, ze f(z) =0
v U(w) pravé tehdy, kdyz je z = w, fikdme, Ze w je izolovany nulovy bod
funkce f. Je-lip € Na f(z) = (z — w)Pg(z), g je holomorfni v néjakém okoli U (w)
a g(w) # 0, je ¢islo p ndsobnost nulového bodu w funkce f. U holomorfnich
funkci budeme uzivat termin nulovy bod, u polynomi budeme déavat prednost
tradi¢nimu terminu koren.

1.5 Krivky v C

vvvvvv

kapitole pripomeneme terminologii a nékolik jednoduchych pojmi a zavedeme
nékteré amluvy. Intuitivné je patrné ¢tenaii nejblizsi pohlizet na kfivku v C jako
na podmnozinu C. Tak naptiklad pro zgp € C a r € R} se mnozina

K(zp,7) :={2€C; |z — 20| =71}

nazyva obvykle kruznice o stiedu zg a poloméru r. Pro z = x + iy plati vSak
rovnéz

K(zo,7) ={[z,y] € C; x = x9 +rcost,y =yo +rsint, t € [0,27]}.

Tento popis v sobé zahrnuje i jisté ,potfadi“ bodi, které je urceno zobrazenim
o(t) = r(cost+isint), t € [0,27]; toto zobrazeni je tzv. parametrizace mnozi-
ny K(zo,7). I kdyZz budeme studovat vlastnosti do jisté miry nezavislé na parame-
trizaci, je pro nads mnohem vyhodnéjsi pracovat pfimo se spojitymi zobrazenimsi
intervald nezli s jejich obory hodnot. Proto zavedeme nasledujici terminologii.
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Spojité zobrazeni ¢ kompaktniho intervalu [a,b] C R do C budeme nazyvat 7)
kfivka. Bod ¢(a) se nazyva pocateéni bod kiivky ¢ ; budeme ho znacit pb(p).
Bod ¢(b) se nazyva koncovy bod kiivky ¢ a budeme ho znacit kb(¢). Oba body
p(a), p(b) jsou krajni body kiivky ¢. Je-li p(a) = ¢(b), fikame, Ze  je uzaviena
k¥ivka. Obor hodnot ¢ znaéime (), tj. klademe () := ¢([a,b]), a nazgvdme ho
geometricky obraz kiivky . Uzavieny interval je souvisld kompaktni mnozina
a ¢ je spojitd funkce. Proto z tvrzeni o spojitém obrazu kompaktu vyplyva, ze
(¢) je souvislda kompaktni mnozina; viz [Z], Véty 13.3.17 a 13.4.5. Mnozina ()
miZe byt jednobodové, pokud je ¢ konstantni, ale t¥eba i ¢tverec [0,1] x [0,1]
v pripadé, ze ¢ je tzv. Peanova krivka.

Je-li kiivka ¢ prostd, nazyvame (p) oblouk. Pokud je ¢ uzaviena kiivka
a restrikce ¢|[a, b) je prosté zobrazeni, budeme ¢ nazyvat Jordanova k¥ivka a
jeji geometricky obraz topologicka kruznice. Velmi ¢asto, zejména v mluveném
projevu, byvd rozlisovdni mezi funkei ¢ : [a,b] — C a mnozinou (p) C C ponékud
nedusledne.

Poznamka 1.5.1. Ve vSech popsanych piipadech je () souvisld kompaktni mnozina.
Obecnéji, kazdy souvisly kompakt K nazyvame kontinuum, a pokud obsahuje alespon
dva rtizné body, vlastni kontinuum. Zjistit, zda lze takové kontinuum K C R?  pa-
rametrizovat®, neni trivialni. Tzv. Hahn-Mazurkiewicz-Sierpiriského véta fika, ze K je
geometricky obraz néjaké kiivky, pravé kdyz je K kompaktni, souvisla a lokalné souvisld,
coz ilustruje dulezitost pojmu lokalni souvislosti.

Priklad 1.5.2. Jsou-li z, w komplexni ¢isla, pak kiivku ¢ definovanou vztahem
<P(t):Z+(U’—Z)t7 tE[O,].],

nazyvame orientovana tsecka [ z;w |, podrobnéji orientovana tsecka s pocéatec-
nim bodem 2 a koncovym bodem w 8). Opa¢né orientovanou tiseckou k tised-
ce [z;w] je usefka [w; z]. Struénéji mluvime o tisecce | z; w] misto o orientované
usecee [z;w].

Pfipomindme ¢tenari, Ze se patrné jiz na stiedni skole setkal se vzorcem (v tom-
to okamziku ho chapeme jen jako zkrdceni zdpisu po slozkach, pozdéji vsak uka-
Zeme, Ze vzorec plati i pro vSechna t € C)

e :=cost + isint, teR,

a ze plati

(cost +isint) = —sint + icost = i(cost + isint) = ie™.

7) Nékdy se téz uziva podrobnéjsi oznaceni kiivka v Jordanové smyslu; my toto oznadeni
uzivat nebudeme.

8) Ctenéafe upozoriiujeme, ze pii oznaceni dvojic, uzavienych intervalt v R apod. uziva-
me jako oddélovaci znaménko ¢arku, u useéek a polygonalnich kiivek, které zavedeme pozdéji,
budeme uzivat stfednik.
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Nyni vzorec vyuzijeme: Je-li 25 € C a r € R, pak kiivka definovana rovnosti
o(t) =z0+re”,  tel0,2r],

se nazyva kladné orientovana kruznice se stiedem zp a polomérem r. V uva-
héach, kde neni nebezpeci z nedorozumeéni, se ¢asto mluvi struéné o kruznici ¢i
UseCce a oznacuji se tak jak krivky, tak i jejich geometrické obrazy.

Jelikoz se s geometrickymi obrazy kruznice a tsecky velmi ¢asto pracuje, do-
mluvime se na tom, ze pokud neni feceno néco jiného, jsou parametrizovany pres-
né tak, jako v predchéazejicim Ptikladu 1.5.2. Tyto parametrizace budeme nékdy
nazyvat standardni.

Kfivka definovana velmi obecné, pouze jako spojité zobrazeni uzavieného in-
tervalu do C, by vyzadovala specidlni definici kfivkového integralu. Vyhneme se
ji a budeme se zabyvat pfevazné specidlnimi krivkami, které jsou spojité diferen-
covatelné, nebo po ¢astech spojité diferencovatelné, nebot to v mnoha pripadech
postaci. Nebudeme se vSak vazat na geometricky vyznam, tj. existenci tecen ¢i
polotecen, a témito otdzkami se hloubé&ji nebudeme zabyvat.

Derivaci ¢ v intervalu [ a, b] rozumime funkci, rovnou ¢'(t) prot € (a,b), ¢, (a)
v bodé a, ¢’ (b) v bodé b. Je-1i takto definované derivace spojita v [a, b], Fikdme,
ze kiivka ¢ : [a,b] — C je regularni. Kfivku ¢ budeme nazjvat po €astech
regularni, existuje-li déleni D = {a =to < t; < --- < t,, = b} intervalu [a, b] tak,
ze kazda z restrikei o|[tr—1,tk], 1 < k < n, je regularni. Odtud plyne Ze derivace
¢ (t) neexistuje v (a,b) nejvyse v bodech tohoto déleni D; tam vSak existuji
prislusné jednostranné derivace (specidlné pracujeme vzdy s kiivkami konecné
délky; viz déle). Nyni uzavieme tuto dodateénou amluvu:

Umluva 1.5.3 (dilezita). Pokud nebude feceno néco jiného, znamend v dalsim
vykladu krivka vzdy po édstech reqularni krivka. Proto tam, kde budeme pracovat

vevs

s obecnéjsim pojetim kiivky, vyslovné na to upozornime.

1.6 Krivkovy integral

P1i zavadéni integralu redlnych funkci redlné proménné se obvykle dokazuje, ze Newto-
nuv integral je jakozto funkcionél na prostoru C([a,b]) vSech spojitych funkei na [a,b]
nezaporny, spojity a linearni ?). Déle se dokazuje ,aditivita viiéi integraénimu oboru®,
odvozuji se pravidla pro vypocet (metoda per partes a substituéni metoda) a zkouma
se vztah k integralu Riemannovu. Nékteré z téchto vlastnosti se snadno prenesou i na
pfipad kiivkového integralu v C '0).

Pripomeneme jesté tvrzeni, kterd nam umoznovala integraly pocitat:

9) Funkcionaly jsou funkce, které jsou definovany napt. na normovanych linedrnich prosto-
rech, systémech funkci apod. Nezapornost zde znamena, ze nezdpornym funkcim jsou prifazo-
vana nezdpornd c¢isla.

10) Monotonii napf¥. rozumné pfenést nemtizeme, nebot na C nemame usporadani.



30 KAPITOLA 1. Zakladni znalosti

Lemma 1.6.1. Necht f,g jsou spojité diferencovatelné rediné ¢ komplezni funkce na
intervalu I. Potom pro a < 3, o, B € I plati

B8 B
/ ﬂwyth:fwmwy—ﬂamw»—/ F(Dg(t)dt .

Necht J je interval a h : I — J je funkce spojité diferencovatelnd na I C R. Potom pro
kazdou spojitou funkci f na J a o < B, a, 8 C I plati

B , h(B)
[ s = [ .
Ja h(ax)
Dikaz. Stadi zvazit, ze je-li H' = f'g, je (fg — H)' = fg'. Podobné, je-li ve druhém
piipadé F' = f, pak (Foh) = (F' oh)h' = (f o h)h/, z ehoZ lehce plyne tvrzeni. O

Definice 1.6.2. Je-li f: [a,b] — C spojitd, definujeme (Newtontv) integral

b b b
/ F(t)dt = / Re f(t)dt + z/ Tm f(t)dt . (1.13)
a a a
Stejnou rovnosti definujeme samoziejmé integral i v pfipadé, ze f je spojitd na
(a,b) a lze ji spojité rozsifit na [a,b]. V obecnéj$im ptipads, kdy existuje déleni
D={a=1t <t < - <t, =>b} intervalu [a,b] tak, ze kazdou z restrikci
Fl(tk=1,tx) lze spojité rozsifit na [tx_1,¢k ], k =1,...,n, klademe

b n tr
/ f(t)dt ::Z/ f(t)dt . (1.14)
a k=1"1tk-1

Také v tomto pfipadé, a to i kdyz neni f definovana v bodech déleni D, fikdme,
7e [ je po Castech spojita v intervalu [a,b].

Poznamka 1.6.3. Posledni vzorecek (1.14) je zbyteény, pokud ¢tendf disponuje obec-
néjsi definici Newtonova integralu z omezené funkce f spojité v [a,b] \ K, kde K je
konecna mnozina. Na hodnotéach f v bodech mnoziny K pak hodnota integralu nezavisi.
Ctenaf by si mél uvédomit, ze minimalnim prostiedkem, s nim# vystacime, je integral
ze spojité funkce na uzavieném intervalu: ten jsme pouze nepodstatné zobecnili.

Definice 1.6.4. Necht ¢ : [a,b] — C, ¢ = ¢1 + ip2 je kiivka a f je spojitd
(komplexni) funkce na (). Integral z funkce f podél k¥ivky ¢ definujeme
rovnosti

b
/ f(2)dz = / o) & (D)t

Posledni integral lze upravit na tvar

b

b
/((Refw)w'l—(lmfoso)so’z)ﬂ/ ((Im f o) @) + (Re fop)@h) ;

a



1.6. KRIVKOVY INTEGRAL 31

pro Ctenare, ktery se zatim setkal pouze s integralem realnych funkci realné pro-
meénné, slouzi toto vyjadieni jako podrobnéjsi vysvétleni; vSechny integraly samo-
ziejmé chapeme jako integraly Newtonovy.

Pfi integraci komplexnich funkci je uzite¢né mit k dispozici nerovnost mezi
absolutni hodnotou integralu a integralem z absolutni hodnoty integrandu. Do-
kazme, Ze pro kazdou po ¢astech spojitou komplezni funkci f na intervalu [a,b]
plati nerovnost

‘/abf(t)dt‘ < /ab|f(t)|dt . (1.15)

Ozna¢me w integral na levé strané nerovnosti (1.15). Je-li w = 0, nerovnost plati.
V néasledujicim odhadu vyuzivame toho, Ze integral z realné casti funkce je roven
realné Casti integralu. Pokud w # 0, pak

b b b b
@ljeo] = / T (t)dt = / Re(@f(t))dt < / @)\ dt =[] / @)t

a sta¢i obdrZenou nerovnost délit hodnotou |w|. Specidlng, pro k¥ivkovy integral
z f =1 dostaneme:

| / dz | < / it = / (A0 + (A0 = L) (110

posledni integral v (1.16) je délka ki¥ivky ¢, kterou znacime L(y); viz [Z],
Definici 10.4.5 a Priklad 10.4.7.

Spojité funkce na (p) tvoii komplexni normovany linearni prostor C' := C({p)),
definujeme-li standardné

[flle = max{|f(2)]; z € {¢)} = max{|f(¢())]; t € [a,b]} ;

je-li z kontextu ziejmé, ve kterém prostoru pracujeme, index u oznaceni normy
vynechavame.

Dusledek 1.6.5. Pro kfivku ¢ : [a,b] — C a f € C((p)) plati nerovnost*!)

‘ Lf(z)dz

Dikaz. Staci uvazit, ze z (1.15) plyne, ze

‘/wf(z)dz

coz dava (1.17). O

< I L(p) - (1.17)

b b
—| [ stetne @ae| <171 [ 1 @lde =151 L), (119

1) Budeme-li se na nasledujici odhad odvolévat, budeme uzivat oznageni ,zakladni odhad“.



32 KAPITOLA 1. Zakladni znalosti

Jsou-li f,g € C({p)), ¢ € C, pak zfejmé plati

L(f+g)—[af+[09, /@cf—c/j

a kiivkovy integrél z Definice 1.6.4 je (komplexnim) linedrnim funkciondlem na
prostoru C({(¢)).

Casto je uziteéné umét nahradit kiivku ¢ jinou kfivkou v s timtéz geometric-
kym obrazem tak, aby napf. pro kazdou funkci f spojitou na (¢) = (¢) platila

rovnost f(pf = fw f

Definice 1.6.6. Necht ¢ je kiivka definovani na [a,b] a nechf w je rostouci
funkce se spojitou derivaci na [a1,b;1]'?), zobrazujici [a1,b1] na [a,b]. Potom
fikame, ze kiivka 1 := ¢ o w vznikla z ¢ zménou parametru.

Tvrzeni 1.6.7. Necht ¢ : [a,b] — C je kfivka a nechi w je rostoucti funkce
se spojitou derivact na [ay,by ], zobrazujici interval [a1,b1] na [a,b]. Definujme
Yi=gpow. Je-li f € C({p)), plati

/wf(z)dz :Lf(z)dz. (1.19)

Dikaz. Staci uvazit, ze ¢ je dle véty o derivovani slozené funkce (po éastech
reguldrni) kiivka: nasledujici rovnosti

b1 b1 b
fR@)'@®)dt = | fle(w(t))¢ (wt)w'(t)dt =/ fle() ¢ (u)du

ai ai

davaji (1.19) pfepisem podle definice kiivkového integralu. O

Poznamka 1.6.8 (dulezitd). Je-lip: [a1,b; ] — C regularni kiivka, lze zménou
parametru prejit k regularni k¥ivee ¢ : [ag, b2 ] — C tak, ze plati (1.19). Stadi volit
napi. linedrni funkci w tvaru

(bl — al)t + (a1b2 - CLle)

w(t) == —

s tE[az,bz].

Uvedme nékolik specidlnich p¥ipadi: Jestlize volime w(u) = a3 + u(by — a1),
u € [0,1], je ¥ = pow definovdna na [0,1]. Opaény pfechod mezi intervaly [0,1]
a [ai, by | umoziiuje volba w(u) = (v —a1)/(by — a1), u € [a1,b1].

Pro zménu parametru je uziteénd i volba funkce w : [a1,b1] — [a,b], pro kte-
rou w'(a1+) = w'(bi—) = 0. Potom pro kiivku v je ¢/ (a1) = ¢’ (b1) = 0.
Napf. pro [a1,b1] = [a,b] = [—1,1] stadi volit w(u) = sin(mu/2). Postupnym
skladdnim jiz popsanych zobrazeni lze pro libovolné intervaly [a1,b;], [a2,b2]
a regularni kiivku ¢: [a1,b1] — C pfejit zménou parametru k takové kiivce
¥ [ag,ba] — C, pro kterou ¢/ (az) = ¢’ (b2) = 0.

12)

V krajnich bodech a1, b1 uvazujeme jednostranné derivace.
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Piiklad 1.6.9. Pro orientovanou tsecku [z, w] s poéateénim bodem z a konco-
vym bodem w je jeji délka rovna |w — z| a plati rovnost

~/<Pf(2)d2 Z(M—Z)/Olf(z—i—(w—z)t)dt.

Priklad 1.6.10. Je-li ¢ kladné orientovana kruznice se stfedem zy a polomé-
rem r, pak jako v Piikladu 1.5.2 polozime p(t) = 2o+ r(cost + isint) = zg + re®,
t € 10,27], a dostaneme

2
/ f(2)dz =ir f(zo +ret)etdt . (1.20)
%] 0

Spocteme-li délku kiivky ¢, je ve shodé s nasi zkuSenosti rovna 27r; viz [Z],
Piiklad 11.4.11. V pfipadé, ze f(z) = 1/(z — 20), je integral v (1.20) roven

d 27 it
/ S ir/ ©_dt = 2mi; (1.21)
0 Z— %0 o Tre’

na tomto misté by si ¢tendf mél povSimnout, Ze tento integréal z ,krasné“ funkce,
na (p) spojité a dokonce v C \ {29} holomorfni, neni pro uzavienou kiivku ¢
roven 0.

Definice 1.6.11. Splyva-li koncovy bod kb(p1) kiivky ¢1 : [a1,b1] — C s poda-
tefnim bodem pb(ps) kiivky ¢s : [ag,b2] — C, potom definujeme

P1(t) == p1(t), tefa,b],
l/Jg(t) = (pg(t—bl +a2), te [bl,bl + bo —az]

a polozime

U)(t) = 1/)1(t), te [al,bl],
’lﬁ(t) = 2/12(t), t e [bl,bl + bo —az].

V tomto pfipadé budeme pséit ) = o1 + 2 a 1 budeme nazjvat orientovany
soucet krivek ¢; a ps.

Tento pojem lze zfejmym zptsobem rozsifit na libovolny konec¢ny pocet kii-
vek ¢p @ [ak, b ] — C, k = 1,...,n, pokud pro k = 1,...,(n — 1) plati rovnosti
kb(pk) = pb(x+1). Piseme pak ¢ = 1 + - + ¢n.

Lemma 1.6.12. Je-li f € C(())) a ¢ = @1 + @2, potom plati

/wf(z)dz = | f(z)dz+ [ f(2)dz. (1.22)

P2
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Diikaz. Staci si uvédomit, ze pfi oznaceni z Definice 1.6.11 plati pro k¥ivky ¢y,
Ui, k=1,2, 9% = p1 + p2 a kazdou f € C(v)) s ohledem na Tvrzeni 1.6.7

/ fydz = [ (@ + [ feyde = [ fe)de + / f(2)dz ;
P Py o ©2

Y1

tim je dtikaz dokoncen. O

Indukci dostaneme z Lemmatu 1.6.12 tvrzeni pro libovolny konec¢ny pocet
kiivek pr, k=1,...,n:

Duisledek 1.6.13. Je-li f € C((¥))) a v = @1 + -+ + @n, potom plati

/wf(Z)dZ = Z f(z)dz . (1.23)

k=1" ¥k

Poznamky 1.6.14. 1. Vyuzijeme-li oznaceni z Definice 1.6.11, pak je kiivka
¢ : [a,b] — C (podrobnéji: po ¢astech reguldrni k¥ivka) orientovanym souétem
kone¢né mnoha regularnich krivek ¢, k = 1,...,n, které vzniknou restrikci ¢ na
intervaly [xp_1,2r] déleni D = {a = ¢y < -+ < x,, = b} intervalu [a,b], na
nichz ma ¢ spojitou derivaci.

2. V mnoha piipadech, které budeme dale vysSetfovat, budeme pracovat s pojmy
nezavislymi na zméné parametru k¥ivky. Zavadéni ekvivalence k¥ivek viici zmé-
nam parametru by vSak bylo pro nase potfeby netucelné, ac této ekvivalence ¢asto
vyuzivame.

3. Neni prili§ podstatné, ze jsme kiivky ,spojili“, stejné miZeme zachéazet se
souborem koneéné mnoha (uzavienych) kiivek, které na sebe ,nenavazuji“; pro
tento ptipad vSak zavedeme dalsi oznaceni. Viz pojem cyklu v Kapitole 11 v [K].

Poznamka 1.6.15 (dulezita). V Poznamce 1.6.8 jsme popsali, jak sestrojit pro
libovolné intervaly [a1,b1], [a2,b2] a regularni k¥ivku ¢: [a1,b1] — C zménou
parametru kiivku ¢: [ag,b2] — C, pro kterou ¢, (a2) = ¥’ (b2) = 0.

Necht ¢ je kfivka na [a,b] a necht D = {a = 29 < -+ < x, = b} je takové
déleni intervalu [a, b], Ze pro ¢y = ¢|(zr—1, 2k) lze ), spojité rozsitit na interval
[Tk—1,2] pro vechna k = 1,...,n. Jestlize nyni zménou parametru pomoci
Wi [Tk—1,2Tk] — [Xk—1, x| pFejdeme od kiivek @ : [xg_1,zr] — C ke kiivkam
i [xp—1, 2] — C takovym, Ze (V)" (xr—1) = (Yr)" (k) = 0, pak pro kiivku
¥ =y + - + 1, existuje spojita derivace ¥’ na [a,b]. Je-li w: [a,b] — [a,b]
takovd, Ze w|[zk—1,7r] = wg, pak zménou parametru pomoci w lze piejit od
kiivky ¢ k reguldrni kiivce ¢. V pfipadé potfeby to budeme vyuzivat.

Kiivku ¢, kterd z ¢ : [a,b] — C vznikne sloZenim s w(t) = —t, kde ¢t € [—b, —a],
tj. ¥ = ¢ ow, budeme znacit ~ ¢ a budeme ji nazyvat opac¢nou krivkou nebo
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podrobnéji opa¢né orientovanou krivkou ke kiivce ¢. Potom snadno obdrzime

[ s = [ s = [ o) et i =
b
— [ stetne e =~ [ f)a.

Zavedeme zkracené oznadeni a pro ¢ = @1 + (= p2) piSeme pouze ¢ = @1 = @s.
Analogicky postupujeme i pii vét$im poctu séitancii.

Je-li ¢ uzaviena kfivka, jsou body jejiho geometrického obrazu v jistém smyslu
rovnocenné: at ji ,,probéhneme® od kteréhokoliv bodu jakoZzto pocéatku, kiivkovy
integral se nezméni v nésledujicim smyslu:

Lemma 1.6.16. Necht p = @1 + 2 je uzaviend kiivka a ¢ = o + p1. Pak je

/wf(z)dz _Lf(z)dz

pro kaZzdou funkci f € C({p)).

Dikaz. Staci uvazit, ze

Lf(z)dz :Ll £(2)dz +/¢2 £(2)dz

pro kazdou funkci f € C({¢)). O

Lemma 1.6.17. Nechi [ je spojitd v oblasti G C C. Pak jsou ekvivalentni tyto
dvé podminky:

(1) Pro kazdé dvé kiivky o, v v G, pro které pb(p) = pb(v), kb(y) = kb(v)),
plati rovnost f(p f= fw f.

(2) Pro kazdou uzavienou kfivku w v G je [ f =0.

Diikaz. Zvolme libovolné body z,w € G a dvojici kfivek ¢, ¢ v G s pocatecnim

bodem w a koncovym bodem z. Potom w = ¢ ~ 9 je uzaviend kiivka v G; zbytek
je ziejmy. O

Umluva 1.6.18. Nastane-li jeden z piipadti, popsanych v pFedchizejicim Lem-
matu 1.6.17, fikame, ze (k¥ivkovy) integral z funkce f nezavisi na cesté v G.

Definice 1.6.19. Jsou-li dany body =z, ..., 2z, € C, pak kifivku

o= [z0;21] +[21522] + -+ [2n—1;2n ]
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nazyvame lomena €éara nebo téz polygonalni kfivka. Budeme ji zapisovat
ve tvaru [zo;21;...;2n|. Abychom se vyhnuli oddélenému vySetfovani specidl-
nich pfipadd, je uzite¢né pripustit, Ze pocatecni a koncovy bod nékteré z tsecek
splyvaji; pak je standardni parametrizace takové ,usecky“ konstantni zobrazeni
intervalu [0,1].

Poznamka 1.6.20. V partii o metrickych prostorech jsme v [Z ], Véta 13.4.16, dokézali,
ze je-li G C R™ oblast, 1ze kazdé dva body G spojit lomenou ¢arou lezici v G. Specialng,
porovname-li pouzitou terminologii, dostavame tvrzeni, ze kazdé dva body oblasti G C C
Ize spojit polygonalni kfivkou v G.

26

Se specialnimi polygonalnimi kiivkami, které ,ohranicuji“ trojuhelniky nebo
obdélniky, budeme déle casto pracovat. Budeme také potiebovat relativné hlu-
bokou vétu z topologie R2, kterou viak dokazovat nebudeme. Poznamenejme, Ze
existuji i elementéarni, ale zna¢né pracné dikazy této véty.

Véta 1.6.21 (Jordan 1887*). Necht ¢ je Jordanova kiivka. Potom S\ (@) md
prdavé dveé komponenty, z nichZ prdve jedna je omezend. Hranici kaZdé z techto
oblasti je ().

Pripominame, Zze v kontextu pfedchézejici véty je omezenou komponentou
S\ {p) ta, kterd neobsahuje bod co. Neomezena komponenta S \ (¢) obsahuje co.

Definice 1.6.22. V kontextu predchazejici véty nazyvadme omezenou kompo-
nentu mnoziny S\ (¢) vnitfkem a neomezenou komponentu mnoziny S\ (p)
vnéjskem kiivky ¢. Definice 5.4.9 je zobecnénim tohoto specidlniho pfipadu.
Pro vnitiek se uziva oznaceni Int ¢ a pro vnéjsek Ext ¢.

1.7 Konvergence posloupnosti a fad funkci

Ptipomeneme nékolik poznatki o konvergenci posloupnosti a fad funkci. Analo-
gicky jako u funkci redlné proménné zavadime i pro komplexni funkce komplexni
proménné stejnomérnou a také lokalné stejnomérnou konvergenci.

Definice 1.7.1. Necht {f,} je posloupnost (komplexnich) funkci definovanych
na (libovolné) mnozing A # ). Potom fikdme, Ze posloupnost {f,} konverguje
stejnomérné na A k funkci f, je-li splnéna podminka

(Ve > 0)3Fk e N)(Vx € A)(Vn € Nyn > k)(|fu(x) — f(z)] <€). (1.24)

Piseme pak f, = f na A. Zapis f, = na A znamend, Ze existuje takova f defino-
vana na A, ze f, = f na A.

Rikéame, Ze posloupnost funkci {f,} na oteviené mnoziné G C C konverguje
lokalné stejnomérné na G k funkci f, jestlize ke kazdému z € G existuje
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okoli U(z) C G tak, ze f, = f na U(z). PiSeme pak f, =1oc f na G. Podob-
né zapis f, =10c na G znamena, Ze existuje takova funkce f definovana na G,
7e fn =10c f na G13).

Je vhodné si uvédomit, ze pro funkce f,, a f omezené!?) na A je f, = f na
A, pravé kdyz oy, := sup{|fn(2) — f(2)|; z € A} — 0; o, je ,supremova norma‘
I/ — f|l rozdilu funkei f,, a f. Nutnou a postacujici podminkou pro f, = f na
A je Bolzano-Cauchyho podminka, tj. posloupnost funkci {f,} konverguje
stejnomérné na mnoziné A, pravé kdyz

(Ve > 0)(3k € N)(Vm,n > k)(Vz € A)(|fm(2) — ful2)] < ). (1.25)

Ctenéfi by mély bjt tyto pojmy spolu s jejich vlastnostmi znamé v daleko vétsi
obecnosti, napf. v R™ nebo na metrickych prostorech. Tak napt. je kiivkovy
integral spojitym linearnim funkcionalem v nasledujicim smyslu:

Lemma 1.7.2. Jestlize f, € C({¢)), n € N, a funkce f, konverguji stejnomérné

k f na(p), je
e[

Diikaz. Staci uvazit, ze pro n — oo plati

[0 [ =] [ pl <= 1) 0.

coz jiz dokazuje tvrzeni. O

Poznamka 1.7.3. Predchézejici tvrzeni umoziiuje zdménu poradi limity a inte-
grace podél kiivky . Analogické tvrzeni plati zfejmé i pro stejnomérné konver-
gentni fadu spojitych funkci. Srovnej se [Z ], Kapitola 14.

vvvvv

pracovat, je lokdlné stejnomerna konvergence. Budeme ji také nazyvat kompakt-
ni konvergenci *), a to vzhledem k nésledujicimu dilezitému tvrzeni, které ika,
ze v podminkéch, v jakych budeme dale pracovat, tyto dva pojmy splyvaji. Spe-

cidlni pfipad je dokdzén napf. v Lemmatu 16.2.2 v [Z ], dtikaz vSak pfipomeneme.

Lemma 1.7.4. Posloupnost {f.} konverguje lokalné stejnomérné na oteviené
mnoziné G C C, prdvé kdyz pro kaZdou kompaktni mnozZinu K C G je

fn= na K. (1.26)

13)
"
)

V symbolu =, je ,loc* odvozeno z anglického ,locally“.
Ptipomindme definici: fikdme, ze funkce f je omezend, pokud je omezena funkce |f|.
Tento termin je bé&zny v anglickych ucebnicich (compact convergence).
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Diikaz. Necht plati (1.26) pro kazdou kompaktni K C G. Zvolme libovolné z € G
a pak (omezené) okoli U(z) tak, aby U(z) C G. Tento uzavér je kompaktni,
takze plati podle (1.26) f = na U(z), a tim spiSe f, = na U(z). Odtud vyply-
va, Ze ze stejnomérné konvergence na kazdé kompaktni mnoziné K C G plyne
frn =10c na G.

Obrécenou implikaci obdrzime z definice kompaktnosti: Necht K C G je kom-
pakt; z podminky f, =1oc na G plyne, Ze existuje pokryti K systémem okoli
{U(z); = € K} tak, ze U(z) C G pro kazdé z € K a je f, = na U(z) pro
kazdé z € G. Z tohoto pokryti K vybereme koneéné pokryti {U(z1),...,U(zm)}
kompaktu K. Pak k danému ¢ € Ry uréime ¢isla ki,..., Lk, € N tak, ze

(Vw € U())(Vn = k;j)(| fu(w) = fw)] <€), j=1,...,m,

a zvolime k = max{ki,...,ky}. Pak pro viechna » € K C /., U(2;) je pfi
n > k splnéna nerovnost | f,,(2) — f(2)| < e. ‘ O

Analogicka tvrzeni plati i pro fady komplexnich funkci; jejich formulaci pre-
nechame ¢tenafi jako cviceni. Na zavér této ¢asti pfipomeneme tvrzeni analogické
Weierstrassovu M-testu (viz napt. Vétu 14.3.5 v [Z]).

Véta 1.7.5 (M-test). Necht A # 0, necht f,, : A — C a necht existuji &isla M,
tak, Ze | fn] < M, pro kaZdé n € N a Ze tada >, M, konverguje. Pak tady > |fn|
a Y fn konverguji stejnomérné na A.

Diikaz. Pro Gastecné soucty s, fady Y fx plati pfi m > n odhad
sup{|sm(2) — sn(2)];2 € A} < Myy1+ ...+ My,

a vzhledem ke konvergenci > M, je posloupnost ¢asteénych souétt {s,} ,stejno-
meérné cauchyovska“. O

Umluva 1.7.6. Lokalné stejnomérna konvergence fady spojitych funkci zarucuje
spojitost souctu (srv. [Z], Véta 14.1.5), avSak jeji pferovnani mize zménit hod-
notu souctu a dokonce i jeji konvergenci. Moznost pierovnavat fady beze zmény
jejich konvergence a souctu zarucuje absolutni konvergence. Je vhodné mit k dis-
pozici soucasné i absolutni konvergenci fady v kazdém bodé. Budeme ftikat, ze
7ada funkci fi, : X — C normalné konverguje v X, jestlize ke kazdému bodu
r € X existuje okoli U = U(x) tak, Ze pro ||frllu) = sup{|fe(w)|; w € U(x)}
rada ) || frllu(z) konverguge.

Zde privlastek normdini vyznacuje ,konvergenci supremovych norem* na kaz-
dém okoli U 6). Takto konverguji napt. mocninné fady v kruhu konvergence apod.
Jestlize fada funkci Y fi konverguje normalné v G, pak ziejmé konverguje ab-
solutné a lokalné stejnomérné v G. Normalni konvergence se zfejmé prenasi i na
,vybrané fady“ a my ji budeme mnohokrat vyuzivat.

16) TIndex u normy tedy zna&i mnozinu, na které jsou funkce definovany, ne piislusny prostor.
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Cviceni
1. Ukazte, Ze pro libovolnou dvojici ¢isel z,w € C plati rovnost
|z 4wl + [z = wf” = 2| + wf).

Tento fakt souvisi s rovnosti ’z‘ = \/5, tj. ze absolutni hodnota je definovana
pomoci jakéhosi skaldrniho sou¢inu (z,w) = zw.

2. V dalsi kapitole se seznamime blize s derivovanim komplexnich funkci komplexni
proménné. S nim souvisi fakt, ze funkce Re z a Im z maji velmi ,,p€kné“ vlastnosti.
Jestlize je z = z+1iy, pak tyto funkce, uvazované jako funkce redlnych proménnych,
vyhovuji rovnici

Au= <8—2 + —Z)u(m7y) =0. (1.27)

Ovéfte to pfimym vypocétem pro identitu na C!

3. Vyjédfete v parametrickém tvaru (a) pfimku, (b) polopfimku a (c) tsecku, urce-
nou body z,w € C, z # w; u polopfimky uvazujte piipad, kdy pocatkem polo-
pfimky je bod z.

4. Jaky je graf zobrazeni o(t) = t* 4 it*, t € R? Je zobrazeni ¢ prosté ?

[Je to mnozina viech z = x+ iy lezicich na oblouku paraboly y = 22, z € [0, +-00).
Zobrazeni neni prosté, kazdy bod tohoto oblouku ma dva Vzory‘]

5. Zparametrizujte hranici dvourozmérného intervalu [—1,1] x [—1,1] Jordanovou
(regularni) kiivkou ¢ tak, aby podate¢nim bodem k¥ivky byl bod (1 + :) a aby
parametr probihal interval [0, 8]. Je témito pozadavky kfivka jednozna¢né urce-
na? Zintegrujte pak vzhledem k této kfivce funkce f(z) = 2 ' a g(z) = (z —2)7 1.
Jsou vysledky této integrace jednoznacné urceny ?

[Experiment ukéaze, ze v pfipadé funkce g patrné ano. Jednim z nasSich cili bude
prozkoumat, jakymi zdkonitostmi se takova integrace vzhledem k povaze integran-
du Fidi (napf. f v bodé 0, ,kolem kterého obchazime*, nemé koneénou limitu).]

6. Vysetfete konvergenci posloupnosti funkci {z"}! Uréete maximdalni mnozinu, kde

tato posloupnost bodové konverguje a na jaké jeji maximalni ¢asti je tato konver-
gence stejnomérna nebo lokalné stejnomérna !

[ Posloupnost konverguje bodové na Ui (0) U {1}. Na U1 (0) konverguje lokalng
stejnomeérné. ]

7. Vysetfovani neabsolutni konvergence je nékdy slozitéjsi zalezitost. Ciselna Fada
322, (9)* /k konverguje. Pokuste se to dokézat !

[Odhadnéte velikost zbytku po n-tém clenu fady a dokazte, ze tento zbytek kon-
verguje k 0.]

8. VySetfete podrobné konvergenci fad (bodovou, absolutni, stejnomérnou, lok4lné
stejnomérnou (kompaktni), normalnf)

k

oo ooz. oozk
@ X4 0 X @ X

k=0 1
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10.

11.

12.

[(a) Rada konverguje bodové a absolutné pravé v U;(0). Konvergence na této
mnoziné neni stejnomérnd, je viak kompaktni a normélni. (c) Rada konverguje
bodové na U (0). Na této mnoziné konverguje také absolutné, stejnomérné a nor-
mélné. Vysetieni pfipadu (b) vyZzaduje jemn&jsi véty (viz [Z]), fada konverguje
neabsolutné na Uy (0) \ {1}.]

vySetfeni fad v predchézejicim cvifeni je pfipad fady (p € N,p > 2)
T
k=1
vratte se k nému ev. pozdéji po zvladnuti zédkladnich poznatkt teorie.
Rozvinte v mocninnou fadu o stfedu zg = 1 + 4 funkci
1 1 1
f&) = =3

22—z z—1 =z

a urcete jeji polomér konvergence R!

[Druhe’ vyjadreni ve formé rozdilu je jistou napovédou: Je

1 _ k+1 Nk 1 _ 1 ANk
z—li_zz (z—l—z), a ;*_27(1_,_1')1#1(2_1_2) ,
je-li jednak |z — 20| < |1 — 20| = 1, jednak |z — 20| < |20| = v/2. Odtud dostaneme

1 . 1 Nk
Zz_Z:Z(—zk+1+W)(z—l—z) , a R=1.

Rozvinte v mocninnou fadu o stfedu v poc¢atku funkci
z+1
z) = !
1) =2
Jaky je polomér konvergence R této fady? Je tato funkce prostd na C \ {1} 7
Jaky tvar ma funkce f~* inverzni k f? Uréete pevné body tohoto zobrazeni, tj. ta

z € C, pro néz je f(z) = z! Funkcemi tohoto tvaru se budeme podrobnéji zabyvat
v Kapitole 4.

[Rada mé tvar —1 — 3 77, 22" a jeji polomér konvergence je R = 1. Zobrazuje
C\{1}naCa
—1 o w + 1

f (w) - w—1 )
takZe je svou inverzni funkci na C. Pevnymi body zobrazeni f jsou body 1+ \/5]
V predchézejicim cviceni jsme se seznamili s funkci f, pro kterou platilo fo f = Id,
tj. slozenim f s f jsme dostali identitu Id na C\ {1}. Ukazte, Ze pro zobrazeni
1
C1l-2z
je gogog=IdnaC\{0,1}! Jakmile za¢neme pracovat na S, jsou zobrazeni f ze
Cviceni 10 a zobrazeni g z tohoto cviceni prostymi zobrazenimi S na S.

[Je (gog)(2) = (2 —1)/z,2z€ C\{0,1} a (gogog)(z) =z, 2 € C\{0,1}.]

9(2)



Kapitola 2

Mocninné rady

2.1 Uvod

V této kapitole je vylozen aparat mocninnych fad. Shrnujeme v ni vlast-
nosti obecné znamé z elementarnich ucebnic (realné) analyzy a uvadime
i nekteré vlastnosti slozit&jsi; viz napi. [Z ], Kapitola 16. Ctenéf ji miize
zbézné projit a vratit se k ni pouze v pripadé, ze by néfemu o mocnin-
nych fadach dale nerozumél. Pokud je s mocninnymi fadami v komplex-
nim oboru jiz seznamen, muze tuto kapitolu preskocit. Dulezité pojmy
jsou opét graficky vyznaceny polotuénou antikvou, i kdyz patrné ne-
budou pro ¢tenafe nové. Pripominame, Ze u sumacnich znakd budeme
opét vynechdvat meze v pripadé, Ze se sc¢itd od 0 do co. Na konci kapito-
ly pfipominame uzite¢né véty, které se nékdy v realné analyze dokazuji;
my je dokdzeme pozdéji, jakmile budeme mit k dispozici zakladni tvrzeni
teorie komplexnich funkci komplexni proménné.

2.2 Zakladni vlastnosti

Definice 2.2.1. Necht z9,a; € C, k € Ny. Rada funkei (proménné z) tvaru

Zak(z—zo)k, (2.1)

se nazy'vd mocninna fada. Cisla ax, k € Ny, jsou koeficienty fady (2.1) a ¢islo
zo je jeji stred.

Pfiklad 2.2.2. Nejjednodussim netrividlnim pfikladem mocninné fady (a zéro-
veni velmi dulezitym) je geometrickd Fada s prvnim ¢lenem rovnym 1, kterd
z¥ejmé konverguje praveé pro ta z € C, pro néz |z| < 1:

1

l—z:

sz:1+z+zz+z3+---.
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Tento vzorec je pro z € (—1,1) standardni ¢asti stfedoskolské latky, ¢asto se vSak
uvadi bez odiivodnéni konvergence; viz [Z ], Piiklad 3.1.4, str. 76.

Mocninna fada (2.1) konverguje vzdy alesponl v bodé zg; v komplexni roviné
C méa pritom velmi jednoduché konvergencni chovani. To vyplyva z néasledujiciho
tvrzeni, které pochézi od NIELSE HENRIKA ABELA (1802 — 1829).

Lemma 2.2.3 (Abel 1826). Jestlife mocninnd tada (2.1) konverguje v bodé
¢ €C, ¢ # zy, pak konverguje absolutné pro vsechna z € C, vyhovujici nerov-
nosti

|2 = 20| < |¢ = 20 (2:2)

Diikaz. Necht ¢ # zp a necht z € C vyhovuje nerovnosti (2.2). Protoze fada (2.1)
konverguje v bodé ¢, plati limg_, |ar(¢ — 20)| = 0 a existuje tedy ¢islo M € R,
tak, ze |ag (¢ — z0)| < M pro vSechna k € Ny. Je tedy

k k
k k Z— 20 zZ— 20
ag(z — 20)"| = |ax(C — 20)"| - < 2.3
ou(z 0¥ = loalc — s | 2222 < ar |22 (2.3
pro v8echna k € Ny. Pro (2.1) jsme tak nasli konvergentni majorantu; je ji geo-
metricka fada s kvocientem mensim nez 1. O

Definice 2.2.4. Rikime, Ze mocninna ¥ada konverguje nebo je konvergent-
ni, konverguje-li alespoil ve dvou rizngch bodech. Cislo R, 0 < R < +o0,

R :=sup{|z — 20}; Z an(z — 2z9)" konverguje v bodé z} (2.4)
z€C

se nazyvd polomér konvergence fady (2.1). Je-li R > 0, nazyva se mnozina
U(z0,R) ={2z€C; |z— 2| < R}
kruh konvergence fady (2.1).

Tato terminologie je vcelku pfirozena. Z Lemmatu 2.2.3 a z definice suprema
vyplyva, Ze fada (2.1) konverguje v kruhu U(zg, R) a diverguje pro vSechna z,
|z — 20| > R1). Zdtiraznéme jesté jednu dtilezitou vlastnost: U geometrické fady
je v kruhu konvergence U(0, 1) posloupnost élent fady omezend a vné U(0, 1) neni
omezend. Tuto vlastnost maji i obecné mocninné rady.

Lemma 2.2.5. Posloupnost élent mocninné fady (2.1) je v kazZdém bodé kruhu
konvergence omezend a neni omezend v Zdadném bode z dopliku jeho uzdveru.
Plati tedy

R = sup {t > 0; posloupnost {|ay|t*} je omezena} .

1) Jestlize pro polomér konvergence R plati 0 < R < 0o, nazyva se nékdy mnozina
{#; |z — z0| = R} konvergenéni kruznice; tento nazev neni pfili§ §tastné utvoren, nebot vzbu-
zuje dojem, ze fada v bodech této mnoziny konverguje. Pravé pro né vSak nelze o konvergenci
mocninné fady (2.1) obecné nic Fici.
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Diikaz. Stadi si uvédomit, ze pfedpoklad zaru¢uje moznost odhadu (2.3) z diikazu
Lemmatu 2.2.3. o

Piiklady 2.2.6. 1. Rady > (k!)2* a 3 2 /k! ukazuji, Ze pro polomér konver-
gence mohou nastat i extrémni pripady R = 0 a R = +o0. Polomér konvergence
R té&chto dvou fad lze uréit napt. pomoci podilového (d’Alembertova) kritéria.

Z ap(z — zo)k

AR

konverguje

diverguje

Obr. 2.1: Konvergence mocninné fady

2. Rada Y~ 2*/a* pro a € (0, 00) m4 polomér konvergence R = a. Z limitni verze
Cauchyho odmocninového kritéria (viz [Z ], str. 89) plyne s ohledem na rovnost

VI8 ak] = |z]/a

konvergence pro vechna z € U(0, a) a divergence pro vSechna z, pro néz je |z| > a.

3. Uvazte, ze fady

sz, szﬂ/(k—i—l), sz+2/((/€+1)(k+2))

maji polomér konvergence R = 1 a na hranici {z € C; |z| = 1} kruhu konvergence
U(0,1) se chovaji rozdilng; prva na ni viude diverguje, protoze neplati z¥ — 0,
druhé konverguje v bodé —1 a diverguje v bodé 1, tfeti na ni konverguje vsude.

Umluva 2.2.7. Absolutni konvergence fady (2.1) v bodé z zavisi v nasledujicim
smyslu na vzdalenosti |z — zg|: Substituci z = zg + w l1ze vySetfovani konvergence
fady (2.1) pfevést na vysetfovani fady > arw® se stfedem 0. Proto se v dal$im
textu budeme omezovat na fady o stfedu zg = 0. Tvrzeni budeme vzdy vyslovovat
pro fady v obecném tvaru (2.1), budeme je vSak dokazovat pouze pro piipad

zo = 0, tj. pro fadu
Z apz” (2.5)
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¢imz se zapis formalné zjednodusi. Na p¥ipad fady (2.5) se obecny piipad (2.1)
prevede jednoduchou substituci: Staci zameénit z — 2z za z.

Lemma 2.2.8. Necht fada " aj(z—20)* md polomér konvergence R > 0. Potom
konverguje v U(zg, R) normdiné, tedy i absolutné a lokdlné stejnomérné, k funkci
spojité v U(zo, R).

Dikaz. Pripomenime predchozi timluvu, Ze v dikazu se automaticky omezujeme
na piipad (2.5) a ze pfedpokldddme R > 0. Absolutni konvergence v U(0, R) je
disledkem Lemmatu 2.2.3 a Definice 2.2.4, v niz jsme definovali kruh konvergence.
Je-li 0 < r < R, existuje podle (2.4) ¢islo 2z tak, Ze r < |z1] < R a ze fada
> |akz¥| konverguje. Z toho plyne existence M € R, tak, ze |ar2f| < M pro
vBechna k € Ny. Je-li |z] < r, je

2 2
|a;€zk| < |a;€rk| < (_r ) |asz| < M(—r ) ,
|21] |21]

tj. ¢leny fady > ax2* lze majorizovat ¢leny konvergentni geometrické fady (s kvo-
cientem 7/|z1| < 1). Rada (2.5) konverguje na U(0,r) absolutné a stejnomérné
podle Weierstrassova M-testu, a tedy lokalné stejnomérné na U(0, R); specidlné
je soucet spojita funkce v U(0, R). O

Poznamka 2.2.9. V souladu s Poznamkou 1.7.6 z Kapitoly 1 lze ¥ici, Ze konverguje-li
fada (2.1) v bodé ¢ # zo, konverguje normalné v U(zo, | (—zo|). P¥ipomerime, Ze pomoci
M-testu dokazujeme soucasné jak absolutni, tak i lokalné stejnomérnou konvergenci fady
v kruhu U (2o, |{ — 20]).

Umluva 2.2.10. Pro mocninné fady budeme pouzivat tuto imluvu: pokud neni
feceno néco jiného, vztahem

f(z):= Z an(z — 20)" (2.6)

je definovana funkce f : M — C, kde M C C je mnozina vsech z, pro néz rada
v (2.6) konverguje. Je-li R polomér konvergence fady, je ziejmé U(zg, R) C M,
avsak M muze navic obsahovat i nékteré body na hranici kruhu konvergence
mocninné fady.

Poznamka 2.2.11. Jestlize R1, Rz > 0 jsou po fadé poloméry fad

f(z) = Z ar(z —20)" a g(z) = Z be(z — 20)",

pak fady pro soucet ¢i rozdil f + g vzniklé sectenim ¢i odectenim ,Clen po ¢lenu® ma-
ji polomér konvergence alespori min{R1, Rz}. Také mocninnd fada o st¥edu zo, jejiz
koeficienty tvori Cauchyho soucin fad Y ax, D bx, mé polomér konvergence alespori
min{R1, R2} a konverguje k fg. Pfipomenime, ze jde o fadu, kterd vznikne formélné
nésobenim obou mocninnych fad a slou¢enim ¢lenti se stejnymi mocninami (z — 2o).
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2.3 Derivovani mocninné rady

Pfipomeinime, Ze pro posloupnost {x}, z; € R, definujeme limes superior neboli
horni limitu limsup z) jako nejvétsi (v R U {—o0, +o0}) z hromadnych bodu
posloupnosti {zx}. Je-li @ := limsup z;, € R, plati:

je-li a < v, je mnozina {k € No; z > a} nekoneénd,

je-li b > a, je mnoZina {k € No; z, > b} konecn4.

Pomoci téchto vlastnosti Ize limes superior i definovat. Poznamenejme, Ze pii
a = 400 je druhd podminka prazdné, nebot neexistuje b > a.

Lemma 2.3.1 (Cauchy 1821, Hadamard 1888*). Pro polomér konvergence
R mocninné fady (2.1) plati vzorec (zde klademe 1/ + 00 =0 a 1/0 = +0)

R = (limsup {/]ax|) . (2.7)
k—oo

Dikaz. Lemma plyne z obecné formy odmocninového kritéria; viz [Z], str. 230.
Vzorec (2.7) dokdzeme nyni jen na zdkladé vySe popsanych vlastnosti limes su-

perior. Polozme
L = (limsup {/|ax|)~* ;
k—o00
dokazeme nerovnosti L < R a R < L. K tomu postaci dokazat, ze pro kazdé
c€(0,L) je c< R aprokazdé d e (L,o0) jed > R.

Nejprve volme ¢, 0 < ¢ < L; potom plati ¢=! > limsup,,_, ., ¥/|ax|, a proto
existuje takové n € N, ze pro vSechna k > n plati ¢/|ax| < ¢~1. Proto je posloup-
nost {|ag|ck} omezen4, a tedy podle Lemmatu 2.2.5 je ¢ < R. Je-li d € (L, 00), je
d~! <limsupy_, ., 4/|ax|. Proto nerovnost d=! < {/|ax|, tj. nerovnost |ax|d* > 1,
plati pro nekoneéné mnoho indextt k& € Ny. Avsak odtud plyne, ze {|ax|d*} ne-
konverguje k 0 a tudiz d > R. Tim je dikaz dokoncen.

Poznamka 2.3.2. Ctenai patrné jiz zna nékteré metody vypoctu poloméru kon-
vergence mocninné fady. Vzorec (2.7) nemd velky vyznam pro prakticky vypocet
poloméru konvergence R fady (2.1), plati vSak pro kaZdou mocninnou fadu. Pfi-
pomeneme si, jak lze uréit polomér konvergence mocninné fady tvaru (2.1) v né-
kterych specialnich piipadech. Casto lze pouzit vzorec

(2.8)

pokud ov8em limita vpravo existuje. To plyne z absolutni konvergence fady (2.1)
v kruhu konvergence a divergence mimo jeho uzavér. Z limitniho podilového kri-
téria plyne, ze fada (2.5) absolutné konverguje pro z # 0, pokud

k41
lim 7|ak+1z | =

k—o00 |akzk| k— o0 |CLk|
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a diverguje, pokud predchazejici limita je > 1. Analogicky mizeme pouzit i limitni
odmocninové kritérium: Plati

R=(lim {/]ax])7?, (2.9)

k—o0

pokud existuje limita ve vzorci (2.9) vpravo. Je vhodné si vSak uvédomit, Ze vzorec
(2.7) je pouzitelny i v pfipadé, Ze limita v (2.8) ani limita v (2.9) neexistuje.
Podrobnéji se touto otazkou nebudeme zabyvat.

Definice 2.3.3. Necht funkce f je definovana v néjakém okoli U(zp) bodu z¢ € C.
Jestlize existuji derivace f(")(z) komplexni funkce f pro vSechna n € Ny, pak

mocninnou Fadu ®
™ (20)
Tjo(2) =) i (z = 20)"

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu zj.

Ctenaf se jiz s mnohymi Taylorovymi fadami v realné analjze setkal, jak vsak
pozname, je situace v realné analyze a v komplexni analyze zna¢né rozdilné.

Lemma 2.3.4. Je-li R € [0, 00] polomér konvergence fady (2.1), magi tentyz po-
lomeér konvergence i Tady vzniklé derivovanim a integrovdnim ,.clen po clenu®, tj.

Zkak z—zo

Diikaz. Tvrzeni o poloméru staéi dokdzat pro prvni z fad v (2.11); plyne snadno

napf. ze vzorce (2.7) pro polomér konvergence a z poznatku, Ze ’\‘/E — 1 pfi

k — +00. Je totiz
lim sup v/k|ag| = (klirn {“/E)(limsup Vlal) ;
k—o0 —00 k—o0

platnost této rovnosti pfenechame ¢tenari k rozmysleni. O

o0

20)F L (2.10)

Véta 2.3.5. Jestlize je fada (2.1) konvergentni, R > 0 je jeji polomér konver-
gence, je jeji soucet f holomorfni v U(zo, R), pFidemZ funkce

ag

k+1

z) = Z kar(z — 20)F71, G(z):= (z — z0)*H! (2.11)

spliugi rovnosti g(z) = f'(2) a G'(z) = f(z) pro viechna z € U(z, R). Obecnéji
plati pro vechna n € Ny a vsechna z € U(zo, R) rovnost

o0 o0

f<"><z)=Z"!(z)“ D DL MERS U T

k=n p=0
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a pro vsechna k € Ny je

f(k)(zo)

o = (2.13)

Poznamka 2.3.6. Rada (2.1) je tedy Taylorovou fadou svého souétu. Jeji koeficienty
jsou koeficienty Taylorova rozvoje funkce f v bodé z.

Diikaz. Z¥ejmé staci dokdzat rovnost g(w) = f'(w) v libovolné zvoleném bodé
w € U(zp, R). Odtud dostaneme vzorec G'(w) = f(w) a vicendsobnym opakova-
nim téz vzorec (2.12); sta¢i pouze pfipomenout, Ze

k k!
n'<n> = G =R D),

S ohledem na pfedchazejici Lemma 2.3.1 je funkce g definovana v U(zo, R). Bez
Gjmy na obecnosti budeme opét predpokladat zo = 0. Polozme dale pro z € C

akeN

Qe(2) = 2871 4 2P g Rl L

Pak je z* —w* = (z —w) qi(2), k €N, a
f2) = fw) =Y an(zF —wh) = (z —=w) Y arar(z), 2 € U(z0,R).
k=1 k=1

Polozme ¥(z) := >_p-, arqr(z). Z predchézejici rovnosti dostdvame identitu
f(z) = f(w) =9(z)(z —w), z€U(2,R),

a dosazenim w do g ovéfime, ze
o0
flw) =d(w) =Y kapw* " = g(w);
k=1

pouzili jsme Lemma 1.4.1, musime viak jesté dokdzat spojitost ¥ v bodé w. Ra-
da, kterou je definovana funkce ¢, je fadou spojitych funkci. DokédZeme jeji stej-
nomérnou konvergenci na okoli U(0,r), kde |w| < r < R (stéle pracujeme za
predpokladu zy = 0). Protoze sup{|arqr(2)|; z € U(0,7)} < |ag|kr*~1, je

D lakgr(z)] <Y Klaglrt Tt < oo, 2 €U(0,1),
k=1 k=1

pri¢emz posledni nerovnost plyne opét z predchazejictho Lemmatu 2.3.4. Tim je
dikaz dokoncen. O
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Diisledek 2.3.7. Je-li f(2) = ax(z — 20)* a 7ada vpravo md polomér konver-
gence R > 0, pak md f v U(zo, R) derivace viech 7adi, lze je vSechny vyjddiit
mocninnymi fadami a plati

F()=> k(k=1)--(k—n+Daxz"", z€U(2,R).

k=n

Diisledek 2.3.8 (o jednoznaénosti). Necht > ay(z—20)* = 3 br(z—20)¥ pro
vsechna z € U(zg,r) s néjakgm r € Ry. Potom plati ay = by pro viechna k € Ny.

Diikaz. Pro cp = ai — by, k € Np, je soucet fady g(z) = >_ cx(z — 20)* roven 0
v okoli bodu zj a je tedy g\¥)(zp) = klcj, = 0. O

Piiklad 2.3.9 (duleZity). Velmi ¢asto pouzivime znalosti o geometrické radé
k odvozeni rozvoji dalsich funkci. Tak napf. pro navzajem ruzna Cisla z,(, zp € C
plynou ze zfejmé identity

1 1 1

1
z—C  (z2—20)— (¢ — 20) _z—zo(l—({—zo)/(z—zo)):

1 1
() (1 - (Z_ZO)/(C_ZO))

snadno rovnosti
1 (¢ — 2)F 1 (z — 20)*
= = — —_ 2.14
P D Y ey = S SR DN (= =2 @14)
Prvni plati pro v8echna z,{, pro néz je | — 20| < |z — 20|, a druhé pro vSechna

z,(, pro néz | ¢ — zo| > |z — z0|. Tato vyjadfeni 