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Úvod

Toto je pracovńı verze skript k přednášce Komutativńı okruhy, určitě obsahuje netriviálńı
množstv́ı překlep̊u a nedokonalost́ı – budu rád za jakékoli připomı́nky a komentáře.

Jejich ćılem je být poměrně minimalistickým shrnut́ım probrané látky (v rozsahu mé
výuky z let 2017 – 2019), jež bĺızce koṕıruje pr̊uběh přednášek a nezahrnuje téměř žádné
rozšǐruj́ıćı informace.
Materiál v těchto skriptech a jeho prezentace neńı v̊ubec p̊uvodńı: 1. a 2. kapitola jsou
založené na skriptech Aleše Drápala [Dr] a částečně Davida Stanovského [St], 3. kapitola
na kńıžce Williama Fultona [Fu] a 4. kapitola na textu Keitha Conrada [Co].
Závěrečná 5. kapitola skript shrnuje pr̊uběh přednášky, cvičeńı a domáćıch úkol̊u v roce
2019/2020. Tyto přednášky byly nahrávané a jsou k dispozici tady:
https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NMAG301/

Za sepsáńı skript děkuju Jakubu Novákovi; za upozorňováńı na chyby a překlepy děkuju
student̊um, kteř́ı přednášku absolvovali v zimńım semestru 2019/2020. I přes naši snahu
v současné verzi nepochybně obsahuj́ı řadu chyb, překlep̊u a nejasnost́ı, takže uv́ıtám
jakékoli komentáře a návrhy na zlepšeńı. Časem do nich snad přibude aspoň trocha
vysvětluj́ıćıch a motivuj́ıćıch komentář̊u.

[Co] Keith Conrad, Factoring in quadratic fields
http://www.math.uconn.edu/∼kconrad/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf

[Dr] Aleš Drápal, Komutativńı okruhy
http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼zemlicka/11-12/komalg.pdf

[Fu] William Fulton, Algebraic curves
http://www.math.lsa.umich.edu/∼wfulton/CurveBook.pdf

[St] David Stanovský, Základy algebry, kapitola o Galoisově teorii
http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼stanovsk/vyuka/alg galois.pdf

4

https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NMAG301/
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zemlicka/11-12/komalg.pdf
http://www.math.lsa.umich.edu/~wfulton/CurveBook.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stanovsk/vyuka/alg_galois.pdf


1. Základy

1.1 Úvod

Značeńı:

Ve skriptech použ́ıváme následuj́ıćı značeńı, které je na MFF sṕı̌se neobvyklé.

• A ⊂ B znač́ı neostrou inkluzi, tedy může být i A = B. Ostrou inkluzi znač́ıme
A ( B

• Invertibilńı prvky v okruhu znač́ıme R× mı́sto R∗

• Nepouž́ıváme značeńı Zn, mı́sto toho Z/n = Z/(n) (což si lze představovat jako
množinu {0, 1, . . . , n− 1} s operacemi uvažovanými modulo n)

•
(
Z/(n)

)×
= č́ısla nesoudělná s n modulo n

• velikost množiny M znač́ıme #M

• A� B znač́ı surjekci (a často surjektivńı homorfismus)

• A ↪→ B znač́ı vnořeńı (a často injektivńı homorfismus)

1.2 Ideály a faktorokruhy

Okruhem rozumı́me R(+,−, 0, ·), přičemž + i · jsou komutativńı.
S výjimkou této sekce vždy předpokládáme, že okruhy vždy maj́ı 1.

Mějme okruh R. Ideál I je neprázdná podmnožina R taková, že:

• a, b ∈ I ⇒ a+ b, a− b ∈ I
• a ∈ I, r ∈ R⇒ ra ∈ I

Ideály znač́ıme I < R.

Obvykle se v definici také zahrnuje podmı́nka, že 0 ∈ I: ta ale vyplývá z ostatńıch dvou.
Podobně pokud 1 ∈ R, pak také −1 ∈ R a tedy −b ∈ I (2. podmı́nka), takže a − b ∈ I
vyplývá z 1. podmı́nky.

Definice. Definujme relaci a ∼ b ⇔ a − b ∈ I (někdy se znač́ı a ≡ b mod I). Jde o
ekvivalenci.
Tř́ıdy znač́ıme [a] = a+ I := {a+ i | i ∈ I}

Pokud totiž b ∈ [a], pak b− a ∈ I (z def.), tedy b ∈ a+ I = {a+ i | i ∈ I}.
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6 KAPITOLA 1. ZÁKLADY

Definice. Množina tř́ıd ekvivalence podle ideálu I je faktorokruh a znač́ı se R/I.
Na tř́ıdách definujeme +, ·
(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I
(a+ I) · (b+ I) := (a · b) + I
0R/I = 0 + I, 1R/I = 1 + I,−(a+ I) = (−a) + I

Př́ıklad. R = Z, I = 6Z = {. . . ,−6, 0, 6, 12, . . . }
a ∼ b⇔ a− b ∈ 6Z⇔ a ≡ b (mod 6)
Tř́ıdy:
0 + 6Z, 1 + 6Z, . . . , 5 + 6Z
R/I = Z/6Z má 6 prvk̊u: je to obvyklé Z/6

Př́ıklad. R okruh, I, J ideály v R takové, že J ⊂ I

a) Pak J je ideál v I. (I je okruh, typicky bez 1)
Ověřujme: Uzavřenost J na sč́ıtáńı a odč́ıtáńı: OK (protože je to ideál v R).
Uzavřenost J na násobeńı prvky I: OK (protože I ⊂ R a J je ideál v R)

b) I/J je ideál v R/J .
Ověřujme:
R/J = {a+ J | a ∈ R}
I/J = {i+ J | i ∈ I} ⊂ R/J

I/J uzavřené na +:
At’ a+ J, b+ J ∈ I/J .
Pak a ∈ I, b ∈ I, a tedy a+ b ∈ I.
Tedy (a+ J) + (b+ J) = (a+ b) + J ∈ I/J .
(Odč́ıtáńı zcela analogicky.)

I/J uzavřené na · prvky R/J čili:
Pokud a+ J ∈ I/J, r + J ∈ R/J , pak chci (a+ J)(r + J) = ar + J ∈ I/J (CVIČENÍ)

ϕ : R→ S homomorfismus okruh̊u.
R > Kerϕ = {r ∈ R | ϕ(r) = 0}
Imϕ = {ϕ(r) | r ∈ R} ⊂ S

Věta 1.1 (O homomorfismu). Bud’ ϕ : R → S homomorfismus okruh̊u, I < R ideál
takový, že I ⊂ Kerϕ. Pak

ψ : R/I → S

a+ I 7→ ϕ(a)

je dobře definovaný homomorfismus okruh̊u. Nav́ıc Kerψ = Kerϕ/I a Imψ = Imϕ.

D̊ukaz. 1) Dobře definované: At’ a+ I = b+ I, čili b = a+ i, i ∈ I. Pak ψ(b+ I) = ϕ(b) =

ϕ(a) + ϕ(i)
i∈Kerϕ

= ϕ(a) + 0 = ϕ(a) = ψ(a+ I).

2) Homomorfismus: Potřebujeme ověřit, že zachovává +, · (a − v př́ıpadě okruhu bez 1):
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Mějme (a+I)(b+I) = ab+I. Pak ψ((a+I)(b+I)) = ψ(ab+I) = ϕ(ab)
ϕhom.

= ϕ(a)ϕ(b) =
ψ(a+ I)ψ(b+ I).
+,− se ověř́ı podobně.

3)Im jasný.
I ideál v Kerϕ, ψ(a+ I) = 0⇔ ϕ(a) = 0. Tedy
Kerϕ/I = {a+ I | a ∈ Kerϕ} = Kerψ.

Věta 1.2 (1. věta o izomorfismu). Bud’ ϕ : R → S (okruhový) homomorfismus. Pak
R/Kerϕ ' Imϕ.

D̊ukaz. Zvolme I = Kerϕ ve větě o homorfismu 1.1. Máme homomorfismus ψ : R/Kerϕ→
S.
Jeho obraz Imψ = Imϕ, a tedy ψ : R/Kerϕ� Imϕ.
Je ψ prosté? Homomorfismus je prostý, pokud ψ(α) = 0 ⇔ α = 0. Mějme tedy α =
a+ Kerϕ. 0 = ψ(a+ Kerϕ) = ϕ(a)⇒ a ∈ Kerϕ⇒ a+ Kerϕ = Kerϕ = [0].

Věta 1.3 (2. věta o izomorfismu). R okruh, I, J ideály takové, že J ⊂ I. Pak J <

I, I/J < R/J a
(
R/J

)/(
I/J

) ' R/I.

D̊ukaz. Uvažujme projekci

ϕ : R� R/I,

a 7→ a+ I.

Zřejmě je surjektivńı a Kerϕ = I.
Podle věty o homorfismu 1.1 pro ϕ a J ⊂ R (již můžeme použ́ıt, protože J < Kerϕ = I),
máme ∃ψ : R/J → R/I. Nav́ıc Imψ = Im ϕ = R/I,Kerψ = Kerϕ/J = I/J . Tedy podle

věty 1.2 máme
(
R/J

)
/Kerψ ' Imψ.

Důsledek 1.4. Bud’ R okruh a J ideál. Všechny ideály v R/J jsou právě I/J , kde I je
ideál v R takový, že J ⊂ I.

D̊ukaz. Vı́me, že I/J < R/J d́ıky př́ıkladu výše.
Naopak, bud’ I0 ideál v R/J . Chceme dokázat, že I0 = I/J pro nějaké I. Prvky I0 jsou
tvaru a+ J , takže dává smysl definovat I := {a ∈ R | a+ J ∈ I0}, zřejmě J ⊂ I.
Chceme:
1) I je ideál v R:
At’ a, b ∈ I, r ∈ R. Pak a + J, b + J ∈ I0, tedy a + b + J ∈ I0, čili a + b ∈ I. Stejně pro
ra ∈ I.
2) I/J ' I0:
Stač́ı uvažovat zobrazeńı I → I0, a 7→ a+ J a použ́ıt 1. větu o izomorfismu 1.2.

Věta 1.5 (3. věta o izomorfismu). R okruh, I < R ideál, S ⊂ R podokruh. Pak S + I =
{s+ a | s ∈ S, a ∈ I} je podokruh v R a (S + I)/I ' S/(S ∩ I)

D̊ukaz. CVIČENÍ. (Projekce π : R � R/I a jej́ı zúžeńı na ϕ : S → R/I. 1. věta o izo-
morfismu pro ϕ.)



8 KAPITOLA 1. ZÁKLADY

1.3 Prvoideály a maximálńı ideály

Definice. R okruh. I < R je vlastńı ideál, pokud I 6= R.
Vlastńı ideál I je maximálńı, pokud neexistuje vlastńı ideál J < R takový, že I ( J .

Pro ideály I, J definujeme IJ =

{
n∑
i=1

aibi | ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ N
}

.

Vlastńı ideál P je prvoideál, pokud pro všechny ideály I, J < R plat́ı IJ ⊂ P ⇒ I ⊂
P nebo J ⊂ P .
Ideál I je hlavńı, pokud ∃a ∈ R takový, že I = (a) = aR.

Př́ıklad. R = Z. Všechny ideály v Z jsou tvaru I = (n) = nZ = {. . . ,−n, 0, n, 2n, . . . },
kde n = 0, 1, 2, . . .
Zřejmě (n) = (−n).
Dělitelnost č́ısel 2 | 6 odpov́ıdá obrácené inkluzi ideál̊u (2) ⊃ (6).

Pokud tedy I = (a), J = (b) a P = (p), pak máme:
IJ = (ab)
(p) ⊃ (ab)⇔ p | ab
(p) ⊃ (a)⇔ p | a
(p) ⊃ (b)⇔ p | b
Tedy P = (p) prvoideál ⇔ |p| prvoč́ıslo.
5Z je prvoideál, ale 10Z ne, protože (2) · (5) ⊂ (10), ale (2) 6⊂ (10) a (5) 6⊂ (10).

Lemma 1.6. Vlastńı ideál I v okruhu R je prvoideál, právě když pro každé dva prvky
a, b ∈ R plat́ı ab ∈ I ⇒ a ∈ I nebo b ∈ I.

D̊ukaz.
”
⇒“ At’ je I prvoideál a at’ ab ∈ I. Pak (aR)(bR) = (abR) ⊂ I. Podle definice

tedy máme aR ⊂ I nebo bR ⊂ I, a tedy a ∈ I nebo b ∈ I.

”
⇐“ At’ J1, J2 jsou ideály takové, že J1J2 ⊂ I. Předpokládejme, že J2 6⊂ I, tedy že

existuje b ∈ J2 \ I. Pro každé a ∈ J1 máme ab ∈ J1J2 ⊂ I, a tedy a ∈ I nebo b ∈ I.
Ovšem b 6∈ I, a tedy a ∈ I pro každé a ∈ J1. Z toho vyplývá J1 ⊂ I, jak jsme chtěli.

Definice. S je obor (integrity), pokud ∀a, b ∈ S plat́ı ab = 0⇒ a = 0 nebo b = 0.

Pozorováńı. Okruh R je těleso ⇔ (0) je jediný vlastńı ideál.
Prvek a je invertibilńı ⇔ (a) = aR = R.

Důsledek 1.7. At’ I je vlastńı ideál v R. Pak:
a) I je maximálńı ⇔ R/I je těleso
b) I je prvoideál ⇔ R/I je obor.

D̊ukaz. a)

”
⇒“ I maximálńı ⇒ jediný vlastńı ideál okruhu R, který je mezi R a I je samo I.

Důsledek 1.4 ⇒ ideály R/I jsou právě J/I, kde J ⊃ I. Tedy může být jenom J = I a
J = R. Ale R/I < R/I je nevlastńı ideál a R/R(= 0R/I) <

R/I
Pozorováńı ⇒ R/I je těleso.

”
⇐“ Stejně R/I těleso ⇒ (0R/I) jediný vlastńı ideál v R/I.

Důsledek 1.4 ⇒ jediné vlastńı ideály v R, které obsahuj́ı I, jsou I a R ⇒ I maximálńı.
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b)

”
⇒“ I prvoideál. At’ a+ I, b+ I ∈ R/I jsou takové, že ab+ I = (a+ I)(b+ I) = 0R/I = I.

Tedy ab ∈ I. Podle lemmatu 1.6 pak máme a ∈ I ⇒ a + I = I = 0R/I nebo b ∈ I ⇒
b+ I = 0R/I , čili jsme ověřili definici oboru.

”
⇐“ At’ je R/I obor a ab ∈ I. Chceme (podle lemmatu 1.6), že a ∈ I nebo b ∈ I.

ab ∈ I ⇒ I = ab+ I = (a+ I)(b+ I)
R/I obor⇒ a+ I = I nebo b+ I = I ⇒ a ∈ I nebo b ∈

I.

1.4 Hlavńı ideály a dělitelnost

Definice. Bud’ R okruh.
a | b⇔ ∃c : b = ac
a ‖ b⇔ a | b a b | a

Pozorováńı. a | b⇔ (a) ⊃ (b), a ‖ b⇔ (a) = (b)

Definice. Obor R je gaussovký, pokud ∀a ∈ R, a 6= 0, má jednoznačný rozklad na součin
ireducibilńıch prvk̊u, čili a ‖ pk11 · · · pknn , kde n ≥ 0, ki ≥ 1 a pi jsou ireducibilńı prvky
takové, že pi ∦ pj.

Poznámka. Bud’ R obor. Pak R gaussovský právě tehdy, když:

1. existuje NSD všech dvojic prvk̊u a

2. neexistuje posloupnost prvk̊u a1, a2, .. ∈ R takových, že ai+1 | ai a ai+1 ∦ ai.
Př́ıklad. Z,Z[x],Q[x],Z[i],Z[

√
2] jsou gaussovské.

Z[
√
D] pro D < 0 skoro nikdy neńı: je gaussovský, právě když D = −1,−2.

Z
[

1+
√
D

2

]
pro D < 0 je gaussovský, právě když D = −3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

Jestli Z[
√
D] pro D > 0 je gaussovský pro nekonečně mnoho D je slavný otevřený

problém, očekává se, že ano.

Definice. Obor R je obor hlavńıch ideál̊u (OHI), pokud je každý ideál hlavńı, čili ∀I <
R, ∃a ∈ R : I = (a).

Definice. I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J}

Tvrzeńı 1.8. Bud’ R OHI. Potom R je gaussovský a plat́ı Bezoutova rovnost ∀a, b ∈
R ∃r, s ∈ R : NSD(a, b) = ar + bs.

D̊ukaz. Ověř́ıme dvě podmı́nky z poznámky uvedené výše:
1) Existence NSD: Pro a, b ∈ R uvažujme ideál (a)+(b). Jsme v OHI⇒ ∃c : (a)+(b) = (c).
Máme (a) ⊂ (c)⇒ c | a a (b) ⊂ (c)⇒ c | b.
Je-li d společný dělitel a, b, pak (a) ⊂ (d), (b) ⊂ (d)⇒ (c) = (a) + (b) ⊂ (d)⇒ d | c. Tedy
c je nejvěťśı společný dělitel. Bezoutova rovnost plyne z (a) + (b) = (c).
2) Sporem, at’ máme . . . ai+1 | ai | ai−1 | · · · | a1. Tedy (a1) ( (a2) ( · · · ( (ai) ( . . . je

řetězec hlavńıch ideál̊u. Uvažme I =
∞⋃
i=1

(ai), což je ideál (cvičeńı).

OHI ⇒ ∃a ∈ R : I = (a).

a ∈
∞⋃
i=1

(ai) ⇒ ∃i : a ∈ (ai). Tedy a ∈ (aj) ∀j ≥ i a (a) ⊂ (ai) ( (aj) ⊂
∞⋃
i=1

(ai) = (a).

Spor.
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1.5 Noetherovskost

Definice. Okruh R je noetherovský, pokud neobsahuje nekonečný rostoućı řetězec ideál̊u
I1 ( I2 ( I3 ( . . . .

Např́ıklad těleso je vždy noetherovské (protože obsahuje jen dva ideály).
Definice připomı́ná · · · | a3 | a2 | a1 ⇒ (a1) ( (a2) ( (a3) ( . . .

Tvrzeńı 1.9. Obory hlavńıch ideál̊u jsou noetherovské.

D̊ukaz. Bud’ R OHI. At’ neńı noetherovský. Tedy existuje I1 ( I2 ( . . . . Uvažujme

I :=
∞⋃
j=1

Ij, což je ideál (cvičeńı). OHI ⇒ I je hlavńı, I = (a).

a ∈ I =
⋃
Ij ⇒ ∃j : a ∈ Ij. Máme Ij ⊂ Ij+1 ⇒ a ∈ Ij+1 ⇒ (a) ⊂ Ij ⊂ Ij+1 ⊂ I = (a)⇒

⇒ všude rovnosti ⇒ Ij = Ij+1. Spor.

Euklidovský ⇒

{
OHI⇒ gaussovský

noetherovský

Z[
√
−2019] noetherovský, ale neńı gaussovský.

R = K[X, Y ] gaussovský, noetherovský, ne OHI.
R = K[X1, X2, X3, . . . ] Gaussovský, ale neńı noetherovský.

Definice. Bud’ R okruh. R-modul M je abelovská grupa M(+,−, 0) spolu se skalárńım
násobeńım r ·m ∈M pro r ∈ R,m ∈M takovým, že ∀r, s ∈ R, ∀m,n ∈M :

• r(m+ n) = rm+ rn

• r(sm) = (rs)m

• (r + s)m = rm+ sm

• 1m = m

Jedná se o podobný pojem jako vektorový prostor, ale nad okruhem.
Pokud je R těleso, pak je R-modul totéž, co R-vektorový prostor.

Př́ıklad.

• Každá abelovská grupa G je Z-modul.
im = m+m+ · · ·+m, i ∈ N,m ∈ G
(−i) ·m = −(im)

• R je R-modul

• I < R⇒ I je R-modul

Definice. R-modul M je noetherovský, pokud neexistuje nekonečná posloupnost M1 (
M2 ( . . . R-podmodul̊u v M .

Pozorováńı. Okruh R je noetherovský okruh ⇔ R je noetherovský R-modul.

Definice. Bud’ M R-modul a X ⊂M jeho podmnožina. Množina všech konečných sum
k∑
i=1

rixi, pro ri ∈ R, xi ∈ X je nejmenš́ı R-podmodul v M , který obsahuje X. Nazývá se

podmodul generovaný X.
Pokud existuje konečná množina X, která generuje M , pak M je konečně generovaný
R-modul.
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Definice. Mějme prvky r1, . . . , rk v okruhuR. Ideál jimi generovaný znač́ıme (r1, . . . , rk) =
r1R + · · ·+ rkR (zároveň jde o nejmenš́ı ideál, který obsahuje dané prvky).

Tvrzeńı 1.10. R-modul M je noetherovský ⇔ každý R-podmodul N ⊂ M je konečně
generovaný.

D̊ukaz.

”
⇐“ Sporem: Mějme posloupnost M1 (M2 ( . . .

Pak N =
∞⋃
i=1

Mi je R-modul ⇒ N je konečně generovaný nějakými prvky n1, n2, . . . , nk.

N =
⋃
Mi ⇒ ∃j takové, že n1, . . . , nk ∈Mj

⇒ R-modul generovaný n1, . . . , nk je podmnožina Mj ⇒ N ⊂Mj.
Máme tedy N ⊂Mj (Mj+1 ⊂ N . Spor.

”
⇒“ Sporem: At’ N ⊂M je R-podmodul, který neńı konečně generovaný.

Bud’ M0 = {0}. Postupně volme mi ∈ N \Mi a definujme Mi+1 := Mi +R ·mi, což jde,
protože Mi je konečně generovaný a N neńı konečně generovaný, tedy Mi ( N . (Striktně
vzato k zajǐstěńı existence této posloupnosti potřebujeme axiom výběru.)
Vyrobili jsme nekonečnou posloupnost M0 (M1 (M2 ( · · · , což je spor.

Věta 1.11 (Hilbertova věta o bázi). Okruh R je noetherovský, právě když je R[x] no-
etherovský.

D̊ukaz.
”
⇐“ cvičeńı.

”
⇒“ At’ R je noetherovský a R[x] neńı. Podle tvrzeńı 1.10 pak existuje R[x]-podmodul v
R[x], který neńı konečně generovaný, neboli existuje ideál I < R[x], který neńı konečně
generovaný.
Bud’ f0 ∈ I nenulový polynom nejmenš́ıho stupně a fi+1 nějaký polynom nejmenš́ıho
stupně v I \ (f0, f1, . . . , fi). Zřejmě deg f0 ≤ deg f1 ≤ . . . .
Bud’ ai vedoućı koeficient polynomu fi a Ji = ideál v R generovaný prvky a0, . . . , ai.
J0 ⊂ J1 ⊂ J2 . . . je řetězec v noetherovském okruhu R⇒ ∃k: Jk = Jk+1 = Jk+2 = . . .
Speciálně ∃r0, . . . , rk ∈ R : ak+1 = r0a0 + · · ·+ rkak.

Bud’ d = deg fk+1, polynomy f0, f1, . . . fk můžeme vynásobit vhodnými xněco, aby vznikly
polynomy f̃0, . . . f̃k, všechny stupně d. Uvažme g := fk+1 − r0f̃0 − . . .− rkf̃k. Pak máme
deg g ≤ d, ale koeficient u xd je ak+1 − r0a0 − · · · − rkak = 0⇒ deg g < d = deg fk+1.
Ale g ∈ I \ (f0, . . . , fk), což je spor s volbou fk+1 nejmenš́ıho stupně.

Důsledek 1.12. Je-li R noetherovský, pak je také R[x1, . . . , xk] noetherovský.

1.6 Ireducibilńı polynomy

V celé sekci: R je gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso.

Pro a ∈ R bud’ a ‖ pk11 · · · pknn jeho rozklad na prvočinitele, pi ∦ pj, pro i 6= j, ki ≥ 1, n ≥ 0.
Pak (a) = (p1)k1 · · · (pn)kn , protože (b) · (c) = (bc) (cvičeńı).

Cvičeńı: p prvočinitel ⇔ (p) prvoideál.

Definice. Bud’ p prvočinitel. Pak p-valuace prvku a ∈ R je

• vp(a) =

{
ki pokud ∃i : p ‖ pi(⇔ (p) = (pi))

0 jinak.
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• vp(0) =∞.

Pro t = a
b
∈ T definujeme vp(t) := vp(a)− vp(b).

Zřejmě máme vp(uv) = vp(u) + vp(v), a tedy vp(t) je dobře definované, protože vp(
ca
cb

) =
vp(ca)− vp(cb) = vp(a)− vp(b) = vp(

a
b
).

Definice. Bud’ f(x) =
d∑
i=0

aix
i ∈ T [x] a p ∈ R prvočinitel.

p-obsah polynomu f je cp(f) = min{vp(ai), 0 ≤ i ≤ d}.
Pro polynom f ∈ R[x] řekneme, že je primitivńı, pokud NSD(a0, . . . , ad) = 1, čili cp(f) =
0 pro všechny ireducibilńı prvky p ∈ R.

Lemma 1.13.
a) At’ u ∈ T× = T \{0}, p je prvočinitel v R a f ∈ T [x]\{0}. Pak cp(u·f) = cp(f)+vp(u).
b) Bud’ a ∈ T . Pak a ∈ R, právě když vp(a) ≥ 0 pro všechny ireducibilńı prvky p ∈ R.
c) At’ f ∈ T [x]. Pak f ∈ R[x], právě když cp(f) ≥ 0 pro všechny ireducibilńı prvky p ∈ R.

D̊ukaz. a) Plat́ı vp(uai) = vp(u) + vp(ai).
b), c) cvičeńı.

Pozorováńı. ϕ : R → S homomorfismus okruh̊u. Pak ∃!ϕx : R[x] → S[x], který rozšǐruje
ϕ a ϕx(x) = x.
Speciálně: pro gaussovský obor R a prvočinitel p máme
π : R� R/(p)

πx : R[x]�
(
R/(p)

)
[x]

Lemma 1.14 (Gaussovo). Bud’ R gaussovský obor. Jsou-li primitivńı polynomy f, g ∈
R[x], pak je primitivńı i f · g.

D̊ukaz. Použijeme: h primitivńı ⇔ cp(h) = 0,∀p.
Bud’ p prvočinitel. Vı́me, že cp(f) = cp(g) = 0 a chceme cp(fg) = 0.

R/(p) obor
cvičeńı⇒

(
R/(p)

)
[x] obor.

Zřejmě plat́ı cp(h) = 0⇔ πx(h) 6= 0.

Tedy cp(f) = cp(g) = 0⇒ πx(f) 6= 0, πx(g) 6= 0. Tedy πx(fg)
hom
= πx(f) · πx(g)

obor

6= 0.

Důsledek 1.15. Pro f, g ∈ T [x] \ {0} a prvočinitele p ∈ R plat́ı cp(fg) = cp(f) + cp(g).

D̊ukaz. Bud’ u :=
∏
p−cp(f) a v :=

∏
p−cp(g), kde násob́ıme po 2 neasociované prvočinitele,

a f1 := uf, g1 := vg.
Máme cp(f1) = 0 = cp(g1)⇒ f1, g1 primitivńı. Podle lemmatu 1.14 tedy f1g1 je primitivńı
⇒ cp(f1g1) = 0. Ale f1g1 = uvfg, takže

0 = cp(f1g1) = vp(uv) + cp(fg) = vp(u) + vp(v) + cp(fg) = −cp(f)− cp(g) + cp(fg).

Tvrzeńı 1.16. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Ireducibilńı prvky v R[x]
jsou právě

• prvočinitele p ∈ R a

• primitivńı nekonstantńı polynomy f ∈ R[x], které jsou ireducibilńı jako prvky T [x].
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Pro každý ireducibilńı polynom g ∈ T [x] existuje u ∈ T takové, že ug je ireducibilńı prvek
okruhu R[x].

D̊ukaz. Chceme popsat ireducibilńı prvky R[x]; rozlǐsme konstantńı a nekonstantńı po-
lynomy v R[x].

a) f ∈ R (je konstantńı polynom)
Pokud g ∈ R[x] splňuje g | f , pak g ∈ R muśı být taky konstantńı. Tedy f ∈ R
ireducibilńı v okruhu R[x]⇔ f je ireducibilńı v R⇔ f je prvočinitel v R.

b) f ∈ R[x], deg f ≥ 1.

Pozorováńı: At’ f ∈ R[x], deg f ≥ 1 a f primitivńı. Pak f ireducibilńı v R[x] ⇔ f
ireducibilńı v T [x].

Důkaz pozorováńı

”
⇐“ Lehké cvičeńı

”
⇒“ At’ f neńı ireducibilńı v T [x], čili f = f1f2, kde f1, f2 ∈ T [x] nekonstantńı.

Podobně jako v d̊ukazu d̊usledku 1.15 pro u1 =
∏
p−cp(f1), u2 =

∏
p−cp(f2) máme: g1 :=

u1f1 a g2 := u2f2 jsou primitivńı polynomy v R[x]. Nav́ıc f primitivńı ⇒ 0 = cp(f) =

cp(f1f2)
1.15
= cp(f1) + cp(f2).

Tedy u1 · u2 =
∏
p−(cp(f1)+cp(f2)) =

∏
p0 = 1. Tedy f = f1f2 = (u1u2)−1g1g2 = g1g2 ⇒ f

neńı ireducibilńı v R[x].

Tedy primitivńı polynomy f ∈ R[x], které jsou ireducibilńı v T [x], jsou ireducibilńı v
R[x].
Naopak bud’ (nekonstantńı) f ∈ R[x] ireducibilńı v R[x]. Pak f = uf1, kde f1 ∈ R[x]
primitivńı a u =

∏
pcp(f) ∈ R.

Ale f ireducibilńı ⇒ u ‖ 1⇒ cp(f) = 0,∀p⇒ f primitivńı. Pozorováńı ⇒ f ireducibilńı
v T [x].

2. část tvrzeńı: Bud’ g ∈ T [x] ireducibilńı a definujme v =
∏
p−cp(g) ⇒ vg je primitivńı

prvek R[x] a vg ‖ g v T [x]⇒ vg je ireducibilńı v T [x]. Pozorováńı ⇒ vg je ireducibilńı v
R[x].

Věta 1.17. Je-li R gaussovský obor, pak je i R[x] gaussovský.

D̊ukaz. Použijeme: R gaussovský ⇔ 1. neexistuj́ı nekonečné řetězce vlastńıch dělitel̊u a
2. každý ireducibilńı prvek je prvočinitel. (cvičeńı)

1. At’ . . . fi | fi−1 | · · · | f2 | f1, fi ∈ R[x]. Pak deg f1 ≥ deg f2 ≥ · · · ≥ 0, a tedy
∃k : deg fk = deg fk+1 = . . . .
Bud’ ai vedoućı koeficient fi ⇒ · · · | ai | ai−1 · · · | a2 | a1. Toto je posloupnost dělitel̊u v
gaussovském R⇒ ∃l : al ‖ al+1 ‖ . . .
Pro i, j ≥ max{k, l} tedy deg fi = deg fj a ai ‖ aj ⇒ fi ‖ fj.

2.Chceme dokázat, že pokud f | gh (v R[x]), pak f | g nebo f | h (v R[x]). Mějme
ireducibilńı prvek f v R[x] a použijme tvrzeńı 1.16, podle nějž máme dvě možnosti:
a) f = p ∈ R. Pak 1 ≤ cp(gh) = cp(g) + cp(h), a tedy cp(g) ≥ 1 nebo cp(h) ≥ 1. To
implikuje, že p | g nebo p | h.
b) deg f ≥ 1 a f je primitivńı, ireducibilńı v T [x]. T [x] je euklidovské, tedy gaussovské,
a tedy f je prvočinitel v T [x]. Zároveň f | gh v T [x].
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BÚNO at’ f | g v T [x], čili g = qf, q ∈ T [x]. f je primitivńı, takže cp(g) = cp(q) pro
všechny p. Ale g ∈ R[x], tedy cp(g) ≥ 0. Tud́ıž cp(q) ≥ 0 a q ∈ R[x]. Tedy jsme dokázali,
že f | g v R[x].

1.7 Č́ınská zbytková věta

Definovali jsme už 3 operace na ideálech I+J, IJ, I∩J , přičemž plat́ı: I(J+K) = IJ+IK
a IJ ⊂ I ∩ J . (Cvičeńı)

Definice. Ideály I, J v okruhu R jsou komaximálńı, pokud I + J = R.

Motivace:
1. Pokud je M maximálńı, tak M + (a) = R pro všechny a /∈ M . Tedy M,J jsou koma-
ximálńı ∀J 6⊂M .
2. R = Z, I = (m), J = (n). Pak (m) + (n) = (NSD(m,n)). Tedy (m), (n) jsou koma-
ximálńı, právě když m,n jsou nesoudělné. Jde tedy o variantu nesoudělnosti a oslabeńı
maximality (která odpov́ıdá prvoč́ısl̊um, jež jsou nesoudělná se vš́ım).

Lemma 1.18. I, J komaximálńı ⇒ I ∩ J = IJ .

D̊ukaz. I ∩ J komaximálńı
= (I ∩ J)(I + J) = (I ∩ J)I + (I ∩ J)J ⊂ JI + IJ = IJ.

Definice. Ideály I1, . . . , In < R jsou po dvou komaximálńı, pokud Ij, Ik jsou komaximálńı
pro všechna 1 ≤ j < k ≤ n.

Tvrzeńı 1.19. At’ I1, . . . , In jsou po dvou komaximálńı ideály v okruhu R a n ≥ 2. Pak
I1 ∩ · · · ∩ In = I1 · · · In a dvojice I1 ∩ · · · ∩ In−1, In je komaximálńı.

D̊ukaz. I1 · · · In−1 a In jsou komaximálńı:
Uvažujme

R =(I1 + In)(I2 + In) · · · (In−1 + In)

=I1I2 · · · In−1 + daľśı členy, jež všechny obsahuj́ı In

⊂I1I2 · · · In−1 + In ⊂ R.

tedy I1 · · · In−1 + In = R.

I1 ∩ · · · ∩ In = I1 · · · In dokážeme indukćı. Pro n = 2 jde o lemma 1.18.
At’ n > 2. Indukčńı předpoklad: I1 ∩ · · · ∩ In−1 = I1 · · · In−1.
Z 1. části d̊ukazu: I1 · · · In−1, In jsou komaximálńı. Pak

(I1 · · · In−1) · In
1.18
= (I1 · · · In−1) ∩ In

indukčńı předpoklad
= (I1 ∩ · · · ∩ In−1) ∩ In.

Tvrzeńı 1.20. At’ I1, . . . , In jsou ideály v okruhu R. Uvažujme homomorfismus

ϕ : R→ R/I1 × · · · ×R/In
r 7→ (r + I1, . . . , r + In).

Pak
a) Kerϕ = I1 ∩ · · · ∩ In,
b) ϕ je surjektivńı ⇔ I1, . . . , In jsou po dvou komaximálńı.
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D̊ukaz. a) je jasné.
b)

”
⇒“ At’ ϕ je na a i 6= j. Máme

R
ϕ
� R/I1 × · · · ×R/In � R/Ii ×R/Ij �

(
R/Ii

)
/
(
Ii + Ij/Ii

)× (R/Ij)/(Ii + Ij/Ij

)
1.3' R/Ii + Ij ×R/Ii + Ij.

Tedy toto složeńı je surjektivńı, ovšem jde o zobrazeńı r 7→ (r + Ii + Ij, r + Ii + Ij), čili
v obou složkách obrazu máme stejnou hodnotu. Takovéto zobrazeńı je surjektivńı jen,
pokud R/Ii + Ij má jen 1 prvek.
Tedy Ii + Ij = R a Ii, Ij jsou komaximálńı.

”
⇐“ Předpokládejme, že I1, . . . , In jsou po dvou komaximálńı. Indukćı:
n = 2: Potřebujeme, že každé (r1 + I1, r2 + I2) lež́ı v Imϕ, čili že existuje r ∈ R takové,
že r ≡ ri (mod Ii) pro i = 1, 2.
Z komaximality vyplývá, že ∃a1 ∈ I1, a2 ∈ I2 taková, že 1 = a1 + a2. Zvolme nyńı
r := r1a2 + r2a1. Pak r − r1 = (r1a2 + r2a1) − r1(a1 + a2) = a1(r2 − r1) ∈ I1. Stejně
dostaneme r − r2 ∈ I2.

At’ n ≥ 3. Uvažujme I := I1 · · · In−1
1.19
= I1 ∩ · · · ∩ In−1. Z tvrzeńı 1.19 také vyplývá, že

I, In jsou komaximálńı.
Indukčńı předpoklad pro 2 ideály: máme surjekci

ψ1 : R� R/I ×R/In,
r 7→ (r + I, r + In).

Pro n− 1 máme dále

ψ2 : R� R/I1 × · · · ×R/In−1,

r 7→ (r + I1, . . . , r + In−1).

s Kerψ2 = I1 ∩ · · · ∩ In−1 = I.
1. věta o izomorfismu pro ψ2 pak dává

ψ : R/I ' R/I1 × · · · ×R/In−1,

r + I 7→ (r + I1, . . . , r + In−1).

Konečně složeńım máme

ϕ = (ψ × id) ◦ ψ1 : R
ψ1

� R/I ×R/In
ψ×id
�

(
R/I1 × · · · ×R/In−1

)
×R/In.

Důsledek 1.21 (Č́ınská zbytková věta). At’ I1, . . . , In jsou po dvou komaximálńı ideály
v R takové že I1 ∩ · · · ∩ In = {0}. Pak ∀r1, . . . , rn ∈ R ∃!r ∈ R takové, že r ≡ ri (mod Ii)
pro všechna i.

Poznámka. Mějme n1, . . . , nk ∈ Z po 2 nesoudělná a bud’ R = Z/(n1 · · ·nk). Pak

Z/(n1 · · ·nk) ' Z/n1 × · · · × Z/nk,

což dává obvyklou č́ınskou zbytkovou větu pro celá č́ısla.
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1.8 Zornovo lemma

At’ je A množina částečně uspořádané relaćı ≤, čili je

• reflexivńı: x ≤ x,

• (slabě) antisymetrická: x ≤ y a y ≤ x⇒ x = y,

• tranzitivńı: x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z

pro všechna x, y, z ∈ A.

Řetězec B v A je podmnožina, která je lineárně uspořádaná, čili splňuje ∀x, y ∈ B : x ≤ y
nebo y ≤ x.
Horńı mez podmnožiny C ⊂ A je prvek a ∈ A takový, že a ≥ c pro všechna c ∈ C.
Prvek a ∈ A je maximálńı, pokud a ≤ b implikuje a = b pro všechna b ∈ A.

Lemma 1.22 (Zornovo lemma). Bud’ A neprázdná množina částečně uspořádaná relaćı
≤ taková, že pro každý řetězec B v A existuje horńı mez. Pak ∀a ∈ A∃b ∈ A takové, že
b je maximálńı v A a a ≤ b.

Toto lemma je ekvivalentńı axiomu výběru, který je jedńım z kĺıčových axiomů teorie
množin, byt’ historicky byl poměrně problematický (řada matematik̊u nepovažovala jeho
platnost za samozřejmou). My se ale zaj́ımáme o okruhy a ne o teorii množin, takže
budeme s Zornovým lemmatem běžně pracovat (jak je ostatně dnes běžné).

Př́ıklad. Každý vektorový prostor V má bázi.
A := {lineárně nezávislé podmnožiny ve V },≤ je uspořádáńı inkluźı, čili pro X, Y ∈ A
definujeme X ≤ Y , pokud X ⊂ Y .

Ted’ muśıme ověřit předpoklad Zornova lemmatu.
Bud’ B ⊂ A řetězec. Chceme jeho horńı mez:
Volme b ⊂ V jako b =

⋃
řetězce B, čili b = {v ∈ V | ∃a ∈ B, v ∈ a}. Potřebujeme:

1. b ∈ A. (Neboli b je lineárně nezávislé.)
2. ∀a ∈ B : a ≤ b.
Oboj́ı neńı těžké ověřit.

Tedy podle Zornova lemmatu existuje maximálńı prvek a ∈ A, čili lineárně nezávislá
množina, ke které už nejde nic přidat tak, aby výsledek byl stále lineárně nezávislý.
Pro spor at’ a neńı báze, tedy ∃v ∈ V \ Span(a). Pak ale a ∪ {v} by byla větš́ı lineárně
nezávislá množina, což by ale byl spor s maximalitou a.

Ted’ si ukážeme několik užitečných aplikaćı Zornova lemmatu v teorii okruh̊u.

Lemma 1.23. Bud’ A neprázdná podmnožina okruhu R a I < R. Pokud I ∩ A = ∅, pak
existuje ideál J < R takový, že

• J ⊃ I,

• J ∩ A = ∅,
• J ′ ∩ A 6= ∅ pro každý ideál J ′ < R takový, že J ′ ) J .

D̊ukaz. Volme množinu A = {J < R | J ⊃ I, J ∩ A = ∅} uspořádanou inkluźı ⊂.
A 6= ∅, protože I ∈ A.
Dále pro řetězec B ⊂ A je jeho horńı meźı

⋃
J∈B

J ∈ A.

Předpoklady jsou splněny, tedy podle Zornova lemmatu 1.22 množina A má maximálńı
prvek J . O tom snadno ověř́ıme, že má všechny požadované vlastnosti.



1.8. ZORNOVO LEMMA 17

Důsledek 1.24. Bud’ I < R vlastńı ideál. Pak existuje maximálńı ideál M v R, který
obsahuje I.

D̊ukaz. V lemmatu 1.23 zvolme A = {1}.

Pozor! Tento d̊usledek nemuśı platit, pokud R je okruh bez 1! Dokonce existuj́ı okruhy
(bez 1), které neobsahuj́ı žádné maximálńı ideály.
Cvičeńı: Rozmysli si, jaký ideál J dostaneme z d̊ukazu lemmatu 1.23, pokud zvoĺıme
A = ∅.

Definice. Multiplikativńı množina S v okruhu R je neprázdná podmnožina R taková, že

• 0 /∈ S a

• S je uzavřená na násobeńı, čili a, b ∈ S ⇒ a · b ∈ S.

Tvrzeńı 1.25. Bud’ S ⊂ R multiplikativńı množina a I < R ideál takový, že I ∩ S = ∅.
Potom existuje prvoideál P ⊃ I takový, že P ∩ S = ∅.

D̊ukaz. V lemmatu 1.23 zvolme A = S. Je pak potřeba ověřit, že ideál J , který existuje
podle tohoto lemmatu, je prvoideál: cvičeńı.

Důsledek 1.26. Pro každou multiplikativńı množinu S existuje prvoideál P takový, že
P ∩ S = ∅.

D̊ukaz. Zvolme I = {0} v tvrzeńı 1.25.



2. Galoisova teorie

2.1 Opakováńı

Připomeňme si některé základńı pojmy z teorie (komutativńıch) těles. Nı́že jsou T, U, V
vždy tělesa taková, že U ⊃ T .

U ⊃ T implikuje, že U je vektorový prostor nad T . Stupeň rozš́ı̌reńı těles d = [U : T ]=
dimenze U jako vektorového prostoru nad T . Tedy existuje báze α1, α2, . . . , αd ∈ U , čili
∀α ∈ U ∃!ti ∈ T taková, že α =

∑
tiαi.

Pokud V ⊃ U ⊃ T , pak [V : T ] = [V : U ] · [U : T ].

α ∈ U je algebraické nad T , pokud je kořenem nějakého 0 6= f(x) ∈ T [x]. Má-li f
minimálńı stupeň, jde o minimálńı polynom pro α.

Pro α ∈ U definujeme T [α] jako nejmenš́ı okruh, který obsahuje T a α, a T (α) jako
nejmenš́ı těleso, které obsahuje T a α.

Je-li α algebraické (nad T ), pak T [α] = T (α). Plat́ı d = [T (α) : T ] = deg minimálńıho
polynomu pro α. Jako bázi T (α) můžeme volit 1, α, . . . , αd−1.

Pokud α neńı algebraické (nad T ), pak T [α] ' T [x] a T (α) ' T (x) (což je okruh poly-
nomů, resp. těleso racionálńıch funkćı).
Tedy α je algebraické nad T ⇔ [T (α) : T ] <∞.

Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je algebraické, pokud každý prvek α ∈ U je algebraický nad T .
Je-li prvek α algebraický, pak je T (α) ⊃ T algebraické rozš́ı̌reńı.
U ⊃ T rozš́ı̌reńı konečného stupně ⇒ U ⊃ T algebraické rozš́ı̌reńı.

T má charakteristiku p (což je nutně prvoč́ıslo), pokud 1 + · · ·+ 1
p-krát

= 0. Pokud takové p

neexistuje, je charakteristika 0.

2.2 Úvod

At’ U ⊃ T, V ⊃ T jsou tělesa. Homomorfismus ϕ : U → V je T -homomorfismus, pokud
ϕ(t) = t pro všechna t ∈ T .

Gal
(
U/T

)
= {ϕ : U → U | ϕ je T -automorfismus} je Galoisova grupa rozš́ı̌reńı U ⊃ T .

Jde o grupu, protože automorfismy můžeme skládat a invertovat; identita id je 1 v grupě.

Např́ıklad Gal
(
Q(i)/Q

)
= {id, ϕ}, kde Q(i) = {a+ bi | a, b ∈ Q}, ϕ(a+ bi) = a− bi.

Př́ıklad. Bud’ D ∈ Z takové, že D neńı čtverec. Uvažujme rozš́ı̌reńı Q(
√
D) ⊃ Q. Mi-

nimálńı polynom pro
√
D je x2 −D.

18
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Bud’ ϕ ∈ Gal
(
Q(
√
D)/Q

)
. Pak

0 = ϕ(0) = ϕ
(

(
√
D)2 −D

)
= ϕ(

√
D)2 − ϕ(D) = ϕ(

√
D)2 −D,

a tedy ϕ(
√
D) = ±

√
D.

Naopak hodnota ψ(
√
D) jednoznačně určuje ψ ∈ Gal: pro a + b

√
D ∈ Q(

√
D) máme

ψ(a+ b
√
D) = a+ bψ(

√
D).

Tedy Gal
(
Q(
√
D)/Q

)
= {id, ϕ}, kde ϕ(

√
D) = −

√
D.

Obzvlášt’ je-li U ⊃ T rozš́ı̌reńı konečného stupně, dává Gal
(
U/T

)
hodně informace o

struktuře tohoto rozš́ı̌reńı (a prvku α takového, že U = T (α)). V Algebře jste např́ıklad
viděli využit́ı na konstrukce prav́ıtkem a kruž́ıtkem a na neřešitelnost rovnice 5. stupně.

2.3 Celistvé prvky

Definice. At’ je R podokruh S. Prvek v ∈ S je celistvý nad R, pokud je kořenem nějakého
monického polynomu v R[x], čili ∃f ∈ R[x], f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 a f(v) = 0.

Poznámka. Pokud R, S jsou tělesa, pak v ∈ S je algebraický nad R ⇔ v ∈ S je celistvý
nad R.

Poznámka. At’ S = Q, R = Z. Pak v ∈ Q je celistvý nad Z⇔ v ∈ Z.

Tvrzeńı 2.1. At’ je R podokruh oboru S a v ∈ S. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
1) v je celistvý nad R.
2) R[v] je konečně generovaný R-modul.
3) Existuje okruh R′, R[v] ⊂ R′ ⊂ S, takový, že R′ je konečně generovaný R-modul.

D̊ukaz.
2)⇒ 3): Voĺıme R′ = R[v].

1)⇒ 2): Vı́me, že vn + an−1v
n−1 + · · ·+ a0 = 0 pro nějaká ai ∈ R.

Dokážeme, že R[v] = R · 1 +R · v + · · ·+R · vn−1 =: ♥.

”
⊃“ Ok

”
⊂“ R[v] = {

∑
rjv

j}. Stač́ı tedy dokázat, že vj ∈ ♥ pro každé j.
Pro j = 0 máme v0 = 1. Z definice pro 0 ≤ j ≤ n− 1 vid́ıme, že vj už je v ♥. Co vn?
vn = −an−1

∈R·vn−1

vn−1 − · · · − a0
∈R·1
∈ ♥.

Pokračujme indukćı pro j ≥ n+ 1. Posledńı rovnost přenásob́ıme vj−n a máme

vj = −an−1v
j−1

∈♥
− · · · − a0v

j−n
∈♥
∈ ♥.

3)⇒ 1) At’ R′ =
n∑
j=1

Rwj. Tedy pro každé v ∈ R′ máme

v · wi =
n∑
j=1

aijwj
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pro nějaká aij ∈ R.

Pod́ıvejme se na tyto rovnice pro i = 1, . . . , n jako na soustavu homogenńıch lineárńıch
rovnic s proměnnými w1, . . . , wn a s koeficienty z pod́ılového tělesa oboru S.
wj 6= 0⇒ soustava má netriviálńı řešeńı ⇒ determinant = 0.
Matice soustavy je 

v − a11 −a12 . . . −a1n

−a21 v − a22 . . . −a2n
...

...
. . .

...
−an1 −an2 . . . v − ann

 ,

takže jej́ı determinant je polynom v proměnné v s koeficienty v R a vedoućım členem
1 · vn. Dává tedy hledaný monický polynom pro v.

Poznámka. Tvrzeńı 2.1 plat́ı, i pokud S neńı obor (s v́ıceméně stejným d̊ukazem).

Důsledek 2.2. Množina prvk̊u oboru S, jež jsou celistvé nad R ⊂ S, tvoř́ı podokruh v S
(obsahuj́ıćı R).

D̊ukaz. At’ a, b ∈ S jsou celistvé nad R. Pak R[a] je konečně generovaný R-modul.
b je také celistvý nad R[a], a tedy R[a][b] = R[a, b] je konečně generovaný R[a]-modul.
Cvičeńı ⇒ R[a, b] je konečně generovaný R-modul.
Pro v = a± b, a · b máme R[v] ⊂ R[a, b], a tedy v je celistvé podle tvrzeńı 2.1.

2.4 Kořenová a rozkladová nadtělesa

Definice. Bud’ S ⊃ T rozš́ı̌reńı těles, f(x) ∈ T [x]. S je kořenové nadtěleso polynomu f ,
pokud f má kořen α ∈ S a S = T (α).
S je rozkladové nadtěleso polynomu f , pokud se f v S[x] rokládá na lineárńı činitele
f(x) = c · (x− α1) · · · (x− αn), kde c, αi ∈ S a S = T (α1, . . . , αn).

Tvrzeńı 2.3. Bud’ T těleso a f ∈ T [x] polynom stupně ≥ 1. Pak

(a) existuje kořenové nadtěleso pro f nad T a

(b) existuje rozkladové nadtěleso pro f nad T .

D̊ukaz. a) At’ g | f je ireducibilńı a uvažujme ideál (g) = gT [x] < T [x].

g je ireducibilńı ⇒ (g) je maximálńı
1.7⇒ S := T [x]/(g) je těleso. Dokážeme, že jde o

hledané kořenové nadtěleso.
Máme projekci

π : T [x]� S

h 7→ h+ (g)

Dále uvažujme zúžeńı homomorfismu π na T ⊂ T [x], čili π � T : T → S. Toto zúžeńı je
prosté, protože kdyby 0 + (g) = (π � T )(t) = π(t) = t + (g), tak t ∈ (g), což jde jen pro
t = 0, protože stupeň všech nenulových polynomů v (g) ≥ deg g ≥ 1.
Můžeme tedy T ztotožnit s jeho obrazem Im(π � T ) ⊂ S a předpokládat, že T ⊂ S. Nav́ıc
si uvědomme, že pak π fixuje prvky T , čili je to T -homomorfismus. Protože π : T [x]� S
je surjektivńı T -homomorfismus, máme S = T [π(x)].
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Uvažujme nyńı okruh polynomů S[X] v proměnné X nad S. Máme g(X) ∈ T [X] ⊂ S[X].
Máme π(x) ∈ S, a tedy můžeme tuto hodnotu dosadit do g(X):

g(π(x)) =
∑
i

aiπ(x)i = π

(∑
i

aix
i

)
= π(g) = 0.

Tedy polynom g | f má kořen π(x) ∈ S. Už jsme viděli, že S = T [π(x)].

b) Indukćı podle stupně deg f .
Pro deg f = 1 je rozkladové nadtěleso S = T .
Pro deg f > 1 bud’ T (α) kořenové nadtěleso f nad T . Pak f(x) = g(x) · (x−α). Polynom
g(x) nad T (α) má stupeň deg f−1, proto pro něj existuje rozkladové nadtěleso nad T (α)

S = T (α)(α1, . . . , αm) = T (α, α1, . . . , αm).

To je hledaným rozkladovým nadtělesem pro f nad T .

Ted’ si dokážeme jednoznačnost kořenových a rozkladových nadtěles až na T -izomorfismus.

Lemma 2.4. Bud’ T těleso, f ∈ T [x] ireducibilńı (nekonstantńı) polynom. Jsou-li S1, S2

kořenová nadtělesa pro f nad T , pak existuje T -izomorfismus ϕ : S1 → S2.

Př́ıklad. Toto lemma obecně neplat́ı, pokud je f reducibilńı. Volme např́ıklad f(x) =
x(x2 + 1) a T = Q. Polynom f má kořeny 0,±i.
Tedy S1 = Q a S2 = Q(i) jsou jeho kořenová nadtělesa, ale Q 6' Q(i).

D̊ukaz. At’ S1 = T (α), S2 = T (β).
Vı́me, že T (α) = T [α] = {g(α) | g ∈ T [x]} a podobně pro T (β).
Uvažujme

ϕ : T (α)→ T (β)

g(α) 7→ g(β)

Je to dobře definované? Všimneme si, že f je minimálńı polynom pro α i β, tedy g(α) =
h(α)⇔ (g−h)(α) = 0 ⇔

f min. pol. pro α
f | g−h ⇔

f min. pol. pro β
(g−h)(β) = 0⇔ g(β) = h(β).

Tedy ϕ je dobře definované i prosté. Na je jasné z definice.
Zřejmě jde o T -homomorfismus, tedy máme T -izomorfismus.

Tvrzeńı 2.5. Mějme rozš́ıřeńı těles T1, T2 ⊃ T a T -izomorfismus ϕ : T1 → T2.
Pro f(x) =

∑
aix

i ∈ T1[x] definujeme ϕ(f)(x) :=
∑
ϕ(ai)x

i ∈ T2[x].

At’ deg f ≥ 1 a S1 = rozkladové nadtěleso f nad T1, S2 = rozkladové nadtěleso ϕ(f)
nad T2.
Pak existuje T -izomorfismus ψ : S1 → S2 takový, že ψ � T1 = ϕ.

S1 S2

T1 T2

T

ψ

ϕ
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Volbou T = T1 = T2 a ϕ = id v tvrzeńı 2.5 dostaneme:

Věta 2.6. Bud’ T těleso a f ∈ T [x] nekonstantńı polynom. Rozkladové nadtěleso f nad
T je jednoznačně určené až na T -izomorfismus.

D̊ukaz tvrzeńı 2.5. Indukćı podle deg f :
deg f = 1: Máme S1 = T1, S2 = T2, ψ = ϕ.

deg f > 1: Bud’ g | f ireducibilńı polynom v T [x] a α ∈ S1 kořen g. Pak ϕ(g) | ϕ(f) a
bud’ β ∈ S2 kořen ϕ(g). Podobně jako v lemmatu 2.4 máme T -isomorfismus

σ : T1(α)→ T2(β)

h(α) 7→ ϕ(h)(β)

(použije se: g je minimálńı polynom pro α nad T1 a ϕ(g) je minimálńı polynom pro β.)
Nav́ıc σ � T1 = ϕ.
Bud’ h ∈ T1(α)[x] takový, že f(x) = (x− α)h(x), pak σ(f)(x) = (x− β)σ(h)(x), protože
z definice máme β = σ(α).
Vid́ıme, že S1, S2 jsou rozkladová nadtělesa pro h, σ(h) nad T1(α), T2(β).
deg h < deg f ⇒ podle IP máme T -izomorfismus ψ : S1 → S2 takový, že ψ � T1(α) = σ,
a tedy ψ � T1 = σ � T1 = ϕ.

S1 S2

T1(α) T2(β)

T1 T2

T

ψ

σ

ϕ

2.5 Algebraický uzávěr

Definice. Těleso T je algebraicky uzavřené, pokud v T má každý nekonstantńı polynom
z T [x] kořen.
Ekvivalentně: Každý polynom z T [x] se rozkládá na lineárńı činitele.

Př́ıklad. C je algebraicky uzavřené.
Žádné konečné těleso neńı algebraicky uzavřené (cvičeńı).

Definice. Bud’ T těleso. Jeho algebraický uzávěr je algebraicky uzavřené těleso S ⊃ T ,
které je algebraickým rozš́ı̌reńım T .
Algebraický uzávěr tělesa T často znač́ıme T .

Př́ıklad. π, e ∈ C transcendentńı nad Q⇒ C neńı algebraický uzávěr Q.
C = R(i) je algebraický uzávěr R.
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Postupně dokážeme, že algebraický uzávěr každého tělesa existuje a je jednoznačný (až
na T -izomorfismus).

Tvrzeńı 2.7. Mějme tělesa S ⊃ T a bud’ U = {α ∈ S | α je algebraické nad T}, což je
těleso T ⊂ U ⊂ S. Je-li S algebraicky uzavřené, pak je U algebraický uzávěr T .

D̊ukaz. Z Algebry v́ıme, že U je těleso. Zřejmě U ⊃ T je algebraické rozš́ı̌reńı. Je U
algebraicky uzavřené?
Bud’ f ∈ U [x]. S algebraicky uzavřené ⇒ f má kořen β ∈ S. Chceme β ∈ U .
At’ f(x) =

∑
αix

i, αi ∈ U . Tedy f ∈ T (α0, . . . , αn)[x], takže β je algebraické nad
T (α0, . . . , αn), čili [T (α0, . . . , αn, β) : T (α0, . . . , αn)] <∞.
Každé αi je algebraické nad T ⇒ [T (α0, . . . , αn) : T ] <∞. Tedy [T (α0, . . . , αn, β) : T ] <
∞⇒ β algebraické nad T ⇒ β ∈ U .

Př́ıklad. Algebraický uzávěr Q existuje a je spočetný (ale C je nespočetné).

Lemma 2.8. Ke každému tělesu T existuje algebraické rozš́ıřeńı S ⊃ T takové, že každý
nekonstantńı polynom z T [x] má kořen v S.

D̊ukaz. Dokazuje se podobně jako existence kořenového nadtělesa v lemmatu 2.3, ale
potřebujeme přidat kořeny všech polynomů zároveň.
Pro každý nekonstantńı ireducibilńı polynom f ∈ T [x] zvolme proměnnou xf a bud’ X =
{xf | f ∈ T [x] nekonstantńı ireducibilńı}. Uvažujme T [X] := polynomy v proměnných
X (každý polynom v sobě ale obsahuje jen konečně mnoho z nich).

Chceme faktorokruh, kde xf 7→ kořen polynomu f :
Bud’ I = (f(xf ) | f ∈ T [x] nekonstantńı ireducibilńı) < T [X] ideál generovaný všemi
f(xf ).

Cvičeńı: 1 /∈ I.

D̊ukaz. At’ pro spor 1 ∈ I. To znamená, že 1 =
∑
f(xf )gf pro nějaké polynomy gf ∈

T [X]. Na pravé straně máme konečnou sumu, takže se v ńı vyskytuje jen konečně
mnoho proměnných xh. Uvažujme kořenové nadtěleso U všech polynomů h takových,
že proměnná xh se v rovnosti vyskytuje.
V tělese U má tedy každý takovýto polynom kořen αh. Dosazeńım xh 7→ αh v rovnosti
dostaneme 1 =

∑
f(αf )gf =

∑
0 · gf = 0, což je spor.

Podle Zornova lemmatu existuje maximálńı ideál M < T [X] takový, že I ⊂ M (lemma
1.24). Pak je faktorokruh S := T [X]/M těleso a máme T ↪→ S (jako v lemmatu 2.3).
Každý polynom f ∈ T [x] má v S kořen, a to xf +M .
Nav́ıc S vznikne přidáńım všech těchto algebraických prvk̊u xf +M k T (protože máme
surjektivńı T -homomorfismus T [X]� S), a proto jde o algebraické rozš́ı̌reńı.

Věta 2.9. Pro každé těleso T existuje jeho algebraický uzávěr. Každé dva algebraické
uzávěry tělesa T jsou T -izomorfńı.

D̊ukaz.
Existence: Bud’ T = S0 ⊂ S1 ⊂ · · · řetězec těles, kde Si+1 vznikne z Si použit́ım lemmatu
2.8. Bud’ S =

⋃
Si. Zřejmě: S je těleso, jež je algebraickým rozš́ı̌reńım T , protože každý

prvek α ∈ S lež́ı v nějakém Si, což je algebraické rozš́ı̌reńı T .
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S je algebraicky uzavřené, protože pro každé f ∈ S[x] existuje i takové, že f ∈ Si[x], a
tedy f má kořen v Si+1 ⊂ S.
S je tedy algebraický uzávěr T .

Jednoznačnost: At’ S1, S2 jsou algebraické uzávěry tělesa T .

Pozorováńı: Pokud S1 ⊂ S2, pak S1 = S2.

D̊ukaz pozorováńı. At’ α ∈ S2 ⇒ α je kořen nějakého f ∈ T [x].
S1 algebraicky uzavřené ⇒ f(x) = c

∏
(x− αi), kde αi, c ∈ S1 ⇒ ∃i : α = αi ∈ S1.

Tedy S1 = S2.

Obecně uvažujme množinu

M := {ϕ : Uϕ
1 → Uϕ

2 T -izomorfismus | T ⊂ Uϕ
1 ⊂ S1, T ⊂ Uϕ

2 = ϕ(Uϕ
1 ) ⊂ S2}

(značeńı Uϕ
1 , U

ϕ
2 použ́ıváme na zd̊urazněńı, že tato tělesa př́ısluš́ı k ϕ: formálně správně

bychom měli M definovat jako množinu uspořádaných trojic (ϕ,Uϕ
1 , U

ϕ
2 )).

Množinu M uspořádáme tak, že definujeme

ϕ ≤ ψ, pokud Uψ
1 ⊃ Uϕ

1 , U
ψ
2 ⊃ Uϕ

2 a ψ � Uϕ
1 = ϕ.

Ověř́ıme nyńı předpoklady Zornova lemmatu 1.22:
M 6= ∅, protože obsahuje id : T → T .

”
Horńı mez řetězce“ B je zase prvek M: cvičeńı, vol Ui =

⋃
ϕ∈B U

ϕ
i a definuj nové ψ :

U1 → U2 po prvku.

Podle Zornova lemmatu tedy existuje maximálńı prvek ϕ : U1 → U2 v M.
Chci: ϕ je T -izomorfismus S1 → S2.
At’ U1 6= S1 ⇒ U1 ( S1 ⇒ U1 neńı algebraicky uzavřené (podle pozorováńı výše) ⇒
∃f(x) =

∑
aix

i ∈ U1[x], který nemá kořen v U1. Bud’ V1 rozkladové nadtěleso pro f nad
U1 a V2 rozkladové nadtěleso pro ϕ(f) :=

∑
ϕ(ai)x

i nad U2.
Podle tvrzeńı 2.5 existuje T -izomorfismus ψ : V1 → V2 takový, že ψ � U1 = ϕ, což je ale
spor s maximalitou ϕ, a tedy U1 = S1.
ϕ : U1 → U2 je T -izomorfismus a U1 = S1 algebraický uzávěr. Tedy U2 ⊂ S2 jsou dva
algebraické uzávěry. Pozorováńı ⇒ U2 = S2.

Podobně se dokáže

Důsledek 2.10.
a) Mějme tělesa T ⊂ U ⊂ K,T ⊂ V ⊂ K, kde K = T je algebraický uzávěr T . Potom
pro každý T -homomorfismus ϕ : U → V existuje T -automorfismus ψ : K → K, který
rozšiřuje ϕ, čili ψ � U = ϕ.
b) At’ T ⊂ U ⊂ W ⊂ K, kde K = T je algebraický uzávěr T . Pro každý T -homomorfismus
ϕ : U → K existuje T -homomorfismus σ : W → K takový, že σ � U = ϕ

D̊ukaz. Důkaz jenom naznač́ıme.
a)⇒ b) je snadné, stač́ı totiž vźıt V = K a σ = ψ � W .
a) stač́ı dokázat pro ϕ je T -izomorfismus, nebot’

Cvičeńı. Bud’ ϕ : U → V T -homomorfismus. Pak je ϕ prosté, a tedy dává T -izomorfismus
U → Im(ϕ).
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K d̊ukazu je ted’ potřeba rozš́ı̌rit ϕ : U → V na maximálńı T -izomorfismus použit́ım
Zornova lemmatu podobně jako v předchoźım d̊ukaze.

Často se taky hod́ı tento výsledek:

Cvičeńı. Bud’ T ⊂ U algebraické rozš́ı̌reńı a U ⊂ K. Pak K je algebraický uzávěr T ⇔
K je algebraický uzávěr U .

2.6 Galoisova grupa

Připomeňme, že pro rozš́ı̌reńı těles U ⊃ T je Galoisova grupa Gal
(
U/T

)
= {T -automor-

fismy ϕ : U → U}.

Tvrzeńı 2.11. Mějme tělesa U, V ⊃ T a nenulový polynom f ∈ T [x].
a) Každý T -homomorfismus ϕ : U → V zobraźı každý kořen f v U na kořen f ve V .
b) Bud’ M množina všech kořen̊u f v tělese U . Pokud je ϕ : U → U prostý T -homomor-
fismus, pak ϕ �M je permutace množiny M .

Speciálně část b) plat́ı pro každé ϕ ∈ Gal
(
U/T

)
.

D̊ukaz. a) At’ f(x) =
∑
aix

i ∈ T [x] a u ∈ U je jeho kořen. Pak ϕ(u) je taky kořen f ,
protože

f(ϕ(u)) =
∑

ai(ϕ(u))i
T -hom

= ϕ(
∑

aiu
i) = ϕ(f(u)) = ϕ(0) = 0.

b) Podle části a) pro V = U máme ϕ �M : M →M .
ϕ prosté ⇒ ϕ �M prosté.
M konečné ⇒ ϕ �M permutace.

Tvrzeńı 2.12. Bud’ U rozkladové nadtěleso polynomu f ∈ T [x] a deg f = n ≥ 1.
a) Galoisova grupa se vnořuje do symetrické grupy Sn, neboli máme

Gal
(
U/T

)
↪→ Sn

ϕ 7→ ϕ �M

b) Je-li f ireducibilńı nad T , pak pro každé dva kořeny α, β ∈ U existuje ϕ ∈ Gal
(
U/T

)
takový, že ϕ(α) = β.

D̊ukaz. a) Bud’ M = {α1, . . . , αk} množina kořen̊u f . Podle tvrzeńı 2.11b) je ϕ � M
permutace na k-prvkové množině M pro každé ϕ ∈ Gal

(
U/T

)
, tedy dává prvek Sk.

Tuto permutaci rozš́ı̌ŕıme na permutaci z Sn tak, že ji dodefinujeme jako identitu pro
i = k + 1, . . . , n. Dostáváme tedy zobrazeńı

Gal
(
U/T

)
→ Sn

ϕ 7→ ϕ �M

Snadno se ověř́ı, že jde o homomorfismus (cvičeńı).
Z definice rozkladového nadtělesa máme U = T (α1, . . . , αk), a tedy je ϕ jednoznačně
určené svými hodnotami ϕ(α1), . . . , ϕ(αk), neboli právě zúžeńım ϕ � M . Zobrazeńı ϕ 7→
ϕ �M je tud́ıž prosté.
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b) f ireducibilńı ⇒ kořenová nadtělesa T (α), T (β) jsou T -izomorfńı podle lemmatu 2.4.
Máme tedy T -izomorfismus ϕ : T (α)→ T (β) takový, že ϕ(α) = β. Podle tvrzeńı 2.5 pak
můžeme ϕ rozš́ı̌rit na T -izomorfismus ψ : U → U (voĺıme T1 = T (α), T2 = T (β), S1 =
S2 = U).

Tedy ψ ∈ Gal
(
U/T

)
a ψ(α) = β.

2.7 Separabilńı rozš́ı̌reńı

Bud’ f ∈ Q[x] a T = Q(α) jeho kořenové nadtěleso. Uvažujme Q-homomorfismus do
algebraického uzávěru ϕ : Q(α)→ Q.

ϕ je jednoznačně určené hodnotou ϕ(α), což muśı být kořen f v Q podle tvrzeńı 2.11a).
Polynom f má maximálně deg f kořen̊u, a tedy existuje nejvýše deg f r̊uzných Q-homo-
morfismů ϕ : Q(α)→ Q.

Pokud je f ireducibilńı nad Q, pak je počet ϕ roven deg f .

Obecně může být počet ϕ < deg f i pro ireducibilńı polynom f , pokud má T konečnou
charakteristiku.

Např́ıklad volme T = Fp(y) a f(x) = xp − y ∈ T [x]. Tento polynom je ireducibilńı nad
T podle Eisensteinova kritéria, ale f(x) = (x − p

√
y)p nad jeho kořenovým nadtělesem

T ( p
√
y) (a tedy i nad algebraickým uzávěrem). Tedy jediné ϕ : T ( p

√
y) → T je identita a

počet ϕ = 1.

Definice. At’ jsou T ⊂ U ⊂ T tělesa, kde T= algebraický uzávěr T . Mohutnost množiny
{ϕ : U → T | T -homomorfismus} se nazývá stupeň separability rozš́ı̌reńı U ⊃ T a znač́ı
se [U : T ]s.

Tvrzeńı 2.13. Mějme algebraická rozš́ıřeńı T ⊂ U ⊂ V . Pak

[V : T ]s = [V : U ]s · [U : T ]s.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat toto pozorováńı:

Pozorováńı: Bud’ T algebraický uzávěr T a definujme

Φ = {ϕ : U → T | T -homomorfismus},Ψ = {ψ : V → T | U -homomorfismus}.

Pro ϕ ∈ Φ zvolme ϕ : T → T nějaký T -automorfismus rozšǐruj́ıćı ϕ (podle d̊usledku
2.10a).

Pak {ϕ ◦ ψ | ϕ ∈ Φ, ψ ∈ Ψ} je množina všech T -homomorfismů V → T .

Nav́ıc ϕ1 ◦ ψ1 = ϕ2 ◦ ψ2 implikuje ϕ1 = ϕ2 a ψ1 = ψ2.

D̊ukaz pozorováńı. Bud’ ρ : V → T T -homomorfismus. Pak můžeme zvolit ϕ := ρ � U ∈ Φ
a ψ := ϕ−1 ◦ ρ ∈ Ψ (cvičeńı: proč je ψ U -homomorfismus?), abychom dostali ρ = ϕ ◦ ψ.

Pokud ϕ1 ◦ψ1 = ϕ2 ◦ψ2, pak ϕ1(u) = ϕ1(u) = ϕ1 ◦ψ1(u) = ϕ2 ◦ψ2(u) = ϕ2(u) pro každé
u ∈ U. Tedy ϕ1 = ϕ2, takže ϕ1 = ϕ2, a konečně ψ1 = ψ2 (protože ϕ1 = ϕ2 je bijekce).
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Lemma 2.14. Bud’ U ⊃ T rozš́ıřeńı těles konečného stupně.
a) Pak [U : T ]s ≤ [U : T ].
b) Je-li α ∈ U prvek takový, že stupeň minimálńıho polynomu m pro α nad T je n a
polynom m má v algebraickém uzávěru právě k kořen̊u, pak

[U : T ]s ≤
k

n
[U : T ].

D̊ukaz. a) Je-li U = T (β), pak [T (β) : T ]s ≤ [T (β) : T ] (protože ϕ(β) je kořen mi-
nimálńıho polynomu pro β). Obecně máme U = T (β1, . . . , βl) a můžeme použ́ıt indukci
pomoćı tvrzeńı 2.13.

b) Máme T ⊂ T (α) ⊂ U , a tedy

[U : T ] = [U : T (α)] · [T (α) : T ] = [U : T (α)] · n.

Pak

[U : T ]s
2.13
= [U : T (α)]s · [T (α) : T ]s = [U : T (α)]s · k

část a)

≤ [U : T (α)] · k =
[U : T ]

n
· k.

Definice. Bud’ T těleso. Polynom f ∈ T [x] je separabilńı polynom, pokud nemá násobné
kořeny v algebraickém uzávěru T .
Je-li T ⊂ U a α ∈ U , potom α je separabilńı prvek, pokud je jeho minimálńı polynom
separabilńı.
Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je separabilńı rozš́ıřeńı, pokud všechny prvky α ∈ U jsou separabilńı.

Tvrzeńı 2.15. Bud’ U ⊃ T rozš́ıřeńı těles konečného stupně. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou
ekvivalentńı:

1. U = T (α1, . . . , αk) pro αi separabilńı,

2. [U : T ] = [U : T ]s,

3. U ⊃ T je separabilńı rozš́ıřeńı.

D̊ukaz.
3)⇒ 1) U ⊃ T je rozš́ı̌reńı konečného stupně, a tedy U = T (α1, . . . , αk) pro nějaké prvky
αi ∈ U . Tyto prvky jsou separabilńı, protože U ⊃ T je separabilńı rozš́ı̌reńı.

1) ⇒ 2) Pokud k = 1 a U = T (α), pak [U : T ]s = # kořen̊u (v algebraickém uzávěru)
minimálńıho polynomu pro α = deg minimálńıho polynomu = [U : T ].
Pro k > 1 indukćı pomoćı tvrzeńı 2.13.

2) ⇒ 3) Kdyby existovalo α ∈ U , které neńı separabilńı nad T , podle lemmatu 2.14b)
bychom měli [U : T ]s < [U : T ], nebot’ k < n.

Cvičeńı: Prvek je separabilńı ⇔ je kořenem nějakého separabilńıho polynomu.
Cvičeńı: Mějme rozš́ı̌reńı těles U ⊃ T . Všechny prvky α ∈ U , jež jsou separabilńı nad T ,
tvoř́ı podtěleso U , tzv. separabilńı uzávěr T v U .

Tvrzeńı 2.16. Je-li U separabilńı rozš́ıřeńı tělesa T a V separabilńı rozš́ıřeńı tělesa U ,
pak je V separabilńı rozš́ıřeńı tělesa T .
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D̊ukaz. Nemůžeme hned použ́ıt tvrzeńı 2.15, protože nemáme nutně rozš́ı̌reńı konečného
stupně. Proto d̊ukaz provedeme po prvćıch (podobně, jako se analogická vlastnost doka-
zovala pro algebraická rozš́ı̌reńı!).

At’ α ∈ V am(x) =
∑n

i=0 aix
i je minimálńı polynom pro α nad U . Bud’ U1 = T (a0, . . . , an)

a V1 = U1(α). Vid́ıme, že U1 ⊃ T a V1 ⊃ U1 jsou konečného stupně.
Podmı́nka 1) z tvrzeńı 2.15 je splněno pro U1 ⊃ T , takže plat́ı podmı́nka 2) [U1 : T ]s =
[U1 : T ]. Stejně tak máme [V1 : U1]s = [V1 : U1].
Jejich vynásobeńım dostaneme [V1 : T ]s = [V1 : T ], a tedy opět podle tvrzeńı 2.15 je
V1 ⊃ T separabilńı rozš́ı̌reńı. Konečně tedy α ∈ V1 je separabilńı prvek nad T .

Ireducibilńı neseparabilńı polynomy jsou poměrně neobvyklé, pojd’me si tedy dokázat
docela silné nutné podmı́nky pro jejich existenci.

Tvrzeńı 2.17. Bud’ T těleso a f(x) =
∑
aix

i (nekonstantńı) ireducibilńı neseparabilńı
polynom. Pak
a) T má charakteristiku p > 0,
b) ∃i : ai 6= bp pro všechna b ∈ T a
c) ∃g ∈ T [x] : f(x) = g(xp), neboli ai = 0 pokud p - i.

K d̊ukazu potřebujeme použ́ıt formálńı derivaci polynomu.

Pozorováńı. Pro polynom f(x) =
∑
aix

i definujeme jeho formálńı derivaci jako f ′(x) =∑
iaix

i−1. Ta se mimo jiné hod́ı k detekci násobných kořen̊u:
Pokud f(x) = (x− α)k · g(x), pak

f ′(x) = [(x− α)k · g(x)]′ = k(x− α)k−1g(x) + (x− α)kg′(x) = (x− α)k−1(něco).

Tedy (x− α)k−1 je společný dělitel f a f ′.

D̊ukaz tvrzeńı 2.17. a) Protože f je neseparabilńı, má násobný kořen α ∈ T . Tedy
př́ıslušné (x− α)k−1 je společný dělitel f a f ′, a tedy NSD(f, f ′) 6 ‖ 1.
Zároveň ale NSD(f, f ′) | f a f je ireducibilńı, tedy NSD(f, f ′) ‖ f .
Máme f ‖ NSD(f, f ′) | f ′. Ale deg f ′ < deg f , a tedy f ′ = 0, neboli iai = 0∀i. Ovšem
některý koeficient ai je nenulový, a tedy charakteristika tělesa T neńı 0, takže se rovná
nějakému prvoč́ıslu p.

c) Pokud p - i, pak iai = 0 implikuje ai = 0, a tedy f(x) = g(xp) pro g(x) =
∑
apix

i.

b) Sporem. Pokud ai = bpi pro každé i, pak

f(x) = a0 + apx
p + a2px

2p + · · · = bp0 + bppx
p + bp2px

2p + · · · = (b0 + bpx+ b2px
2 + · · · )p,

což je spor s ireducibilitou f .

Definice. Těleso T je perfektńı, pokud má charakteristiku 0, nebo má charakteristiku p
a

”
Frobeniovo zobrazeńı“ x 7→ xp je automorfismus.

Tedy nad perfektńım tělesem neexistuj́ı ireducibilńı neseparabilńı polynomy. Např́ıklad
Fp je perfektńı, protože x = xp (a podobně každé konečné těleso je perfektńı).
Každé algebraicky uzavřené těleso je taky perfektńı.

Důsledek 2.18. Každé algebraické rozš́ıřeńı perfektńıho tělesa je separabilńı.
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2.8 Jednoduchá rozš́ı̌reńı

Definice. Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je jednoduché, pokud U = T (α) pro nějaký prvek α ∈ U ,
který je algebraický nad T .

Věta 2.19. Každé separabilńı rozš́ıřeńı těles konečného stupně je jednoduché.

D̊ukaz. Bud’ U ⊃ T konečné separabilńı rozš́ı̌reńı. Rozlǐśıme dva př́ıpady:

1. T je konečného těleso ⇒ U je také konečné ⇒ U× = U \ {0} je cyklická (multiplika-
tivńı) grupa (z Algebry známe tvrzeńı, že každá konečná multiplikativńı podgrupa tělesa
je cyklická). Je-li α jej́ı generátor, pak U = T (α).

2. T je nekonečné. Bud’ α ∈ U takové, že [T (α) : T ] je největš́ı možný (maximum existuje,
protože [T (α) : T ] ≤ [U : T ] <∞). Chceme dokázat, že T (α) = U . Pro spor at’ to neplat́ı.

Bud’ β ∈ U \ T (α) a V = T (α, β). Stač́ı dokázat, že V = T (γ) pro nějaké γ, protože
potom [T (γ) : T ] > [T (α) : T ].
U ⊃ T je separabilńı, takže V ⊃ T je separabilńı rozš́ı̌reńı konečného stupně. Uvažujme
všechny T -homomorfismy f1, . . . , fn : V → T , kde T = V je algebraický uzávěr. Jde o
separabilńı rozš́ı̌reńı, takže n = [V : T ]s = [V : T ].

Hledejme γ ve tvaru γ = α+ tβ pro nějaké t ∈ T . Pokud budeme vědět, že fi(α+ tβ) 6=
fj(α + tβ) pro všechna i 6= j, pak

n = [V : T ] ≥ [T (γ) : T ] = [T (γ) : T ]s ≥
f1,...,fn jsou r̊uzné

n.

Máme tedy všude rovnosti, takže plat́ı V = T (γ).

Jak zvolit t? Chceme, aby∏
i<j

[fj(α + tβ)− fi(α + tβ)] =
∏
i<j

[fj(α)− fi(α) + t(fj(β)− fi(β))] 6= 0.

K tomu stač́ı, že máme r̊uzné uspořádané dvojice (fi(α), fi(β)) 6= (fj(α), fj(β)) pro
všechna i 6= j, nebot’ pak jde o nenulový polynom a ten má konečně kořen̊u, a tedy
existuje t ∈ T , které neńı jeho kořenem. Ale fi : T (α, β) → T je jednoznačně určené
hodnotami fi(α), fi(β), a tedy uspořádané dvojice těchto hodnot pro i 6= j vskutku jsou
r̊uzné.

Definice. Bud’ U ⊃ T algebraické rozš́ı̌reńı.

Aut(U) := {ϕ : U → U automorfismus}.

Je-li G podgrupa Aut(U), definujeme

Fix(U,G) = UG := {u ∈ U | g(u) = u,∀g ∈ G}.

Poznámka. Fix(U,G) je těleso a Gal
(
U/T

)
je podgrupa grupy Aut(U).

Následuj́ıćı věta bude zcela zásadńı pro d̊ukaz vztahu mezi Gal a Fix v Galoisově kore-
spondenci (věty 2.25, 2.26).
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Věta 2.20. Mějme těleso U a podgrupu G ⊂ Aut(U) konečného řádu n. Bud’ T =
Fix(U,G). Pak
a) U ⊃ T je separabilńı rozš́ıřeńı,
b) [U : T ] = n,
c) Gal

(
U/T

)
= G.

D̊ukaz. a) Bud’ α ∈ U . Chceme dokázat, že α je kořen nějakého separabilńıho polynomu
z T [x].
Uvažujme Gα := {gα | g ∈ G} (což je orbita prvku α v p̊usobeńı G na U). Poznamenejme,
že máme g ∈ G ⊂ Aut(U), tedy g je automorfismus na U a gα = g(α) je obraz prvku
α ∈ U v tomto automorfismu (ve značeńı gα tedy neṕı̌seme závorky kolem prvku α).

Protože id ∈ G, máme α ∈ Gα. Bud’

fα(x) =
∏
β∈Gα

(x− β).

Vid́ıme, že α je kořen fα, polynom fα je separabilńı a deg fα ≤ n = #G.

Chceme dokázat, že fα ∈ T [x].
Připomeňme, že pro h ∈ Aut(U) a f ∈ U [x] definujeme hx(f(x)) :=

∑
h(ai)x

i, kde
f(x) =

∑
aix

i.
Bud’ h ∈ G. Všimněme si h(Gα) := {hβ | β ∈ Gα} = {(hg)α | g ∈ G} = Gα, neboli h
dává permutaci množiny Gα.
Tedy

hx(fα(x)) =
∏
β∈Gα

(x− hβ) =
∏

γ∈Gα=h(Gα)

(x− γ) = fα(x).

Vid́ıme, že h fixuje všechny koeficienty polynomu fα. Toto plat́ı pro všechna h, takže
fα ∈ T [x], což jsme chtěli dokázat. Nav́ıc stupeň α jako algebraického prvku nad T ≤ n.

b), c) Napřed dokážeme, že [U : T ] ≤ n. At’ pro spor [U : T ] > n (tento stupeň by mohl
být konečný i nekonečný). Pak existuje U ⊃ V ⊃ T takové, že [V : T ] = k > n.
Ale U ⊃ T separabilńı ⇒ V ⊃ T separabilńı.
Podle věty 2.19 pak existuje γ ∈ V ⊂ U takové, že V = T (γ). Pak ovšem n < k = [V :
T ] = stupeň γ nad T ≤ n podle prvńı části d̊ukazu, což je spor.

Vı́me tedy, že [U : T ] ≤ n. Pro ϕ ∈ Gal
(
U/T

)
máme, že ϕ : U → U je T -automorfismus.

Tedy ϕ dává T -homomorfismus ϕ : U → T a máme

n = #G
G⊂Gal(U/T)
≤ # Gal

(
U/T

)
≤ [U : T ]s

2.15
= [U : T ] ≤ n.

Všude tedy muśı být rovnosti, takže máme G = Gal
(
U/T

)
a [U : T ] = n.

2.9 Normálńı rozš́ı̌reńı

Definice. Mějme tělesa T ⊂ U ⊂ T = algebraický uzávěr T . Řekneme, že U je normálńı
rozš́ıřeńı T , pokud je to algebraické rozš́ı̌reńı takové, že pro každý T -homomorfismus
ϕ : U → T plat́ı ϕ(U) ⊂ U , neboli ϕ dává T -homomorfismus U → U .
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Připomeňme, že zde pracujeme s algebraickými rozš́ı̌reńımi, takže plat́ı T = U . Mezi
těmito algebraickými uzávěry tedy nebudeme dále rozlǐsovat.

Definice. Galoisovo rozš́ıřeńı je normálńı, separabilńı rozš́ı̌reńı konečného stupně.

Následuj́ıćı tvrzeńı dává d̊uležitou intuici pro normálńı rozš́ı̌reńı: odpov́ıdaj́ı totiž rozkla-
dovým nadtěles̊um.

Tvrzeńı 2.21.
a) Rozkladové nadtěleso polynomu f nad T je normálńı rozš́ıřeńı.
b) Rozkladové nadtěleso separabilńıho polynomu f nad T je Galoisovo rozš́ıřeńı T .
c) Každé Galoisovo rozš́ıřeńı U ⊃ T je rozkladové nadtěleso nějakého ireducibilńıho se-
parabilńıho polynomu.

D̊ukaz. a) Bud’ U ⊂ T rozkladové nadtěleso f nad T . At’ α1, . . . , αn jsou kořeny f v U a
bud’ ϕ : U → T T -homomorfismus ⇒ ϕ permutuje {α1, . . . , αn} podle tvrzeńı 2.11.
Jde o rozkladové nadtěleso, takže U = T (α1, . . . , αn), a tedy ϕ je jednoznačně určené hod-
notami ϕ(α1), . . . , ϕ(αn), a ty jsou všechny v U . Tud́ıž ϕ každý prvek z U = T (α1, . . . , αn)
zobraźı do U .
Zřejmě máme, že U ⊃ T je algebraické, jde tedy vskutku o normálńı rozš́ı̌reńı.

b) f separabilńı polynom ⇒ α1, . . . , αn separabilńı prvky ⇒ U = T (α1, . . . , αn) je sepa-
rabilńı rozš́ı̌reńı podle 2.15. Konečný stupeň je jasný a normalitu v́ıme z části a).

c) Podle věty 2.19 je U jednoduché, čili U = T (γ) pro nějaké γ.
Bud’ f minimálńı polynom pro γ nad T a bud’ β ∈ T kořen f . Chceme dokázat, že β ∈ U .
Podle lemmatu 2.4 máme T -homomorfismus

ϕ : T (γ)→ T (β) ⊂ T

γ 7→ β

U ⊃ T je normálńı, takže T (β) = ϕ(U) ⊂ U , a tedy β ∈ U .
Vid́ıme, že f se v U rozkládá na lineárńı činitele a U = T (γ), takže U je rozkladové
nadtěleso f .

f minimálńı polynom pro γ ⇒ f ireducibilńı.
U ⊃ T separabilńı rozš́ı̌reńı ⇒ γ separabilńı prvek ⇒ f separabilńı polynom.

Podobně jako v části c) se ukáže následuj́ıćı užitečné lemma.

Lemma 2.22. Bud’ U ⊃ T normálńı rozš́ıřeńı a f ∈ T [x] ireducibilńı. Má-li f v U jeden
kořen, pak už tam má všechny kořeny.

D̊ukaz. Bud’ α ∈ U kořen f a bud’ β ∈ T kořen f . Podle lemmatu 2.4 máme T -
homomorfismus

ϕ : T (α)→ T (β) ⊂ T

α 7→ β

Pomoćı d̊usledku 2.10b) rozš́ı̌ŕıme ϕ na T -homomorfismus σ : U → T takový, že σ �
T (α) = ϕ.
U ⊃ T normálńı, takže σ(U) ⊂ U . To znamená, že β ∈ ϕ(U) ⊂ σ(U) ⊂ U , jak jsme chtěli
dokázat.
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Normálńı rozš́ı̌reńı jde dokonce charakterizovat jako rozkladová nadtělesa, jde ale o roz-
kladová nadtělesa množin polynomů podle následuj́ıćı definice.

Definice. U ⊃ T je rozkladové nadtěleso množiny polynom̊u M⊂ T [x], pokud se každý
polynom f ∈M rozkládá v U na lineárńı činitele a U = T [M ], kde M je množina všech
kořen̊u všech polynomů f ∈M.

Tvrzeńı 2.23. Rozš́ıřeńı U ⊃ T je normálńı, právě když existuje M ⊂ T [x] takové, že
U je rozkladové nadtěleso M nad T .

D̊ukaz. Důkaz jen naznač́ıme (pro detaily viz [Drápal, Tvrzeńı II.3.5]).

”
⇒“ Definuj M := {minimálńı polynom nějakého α ∈ U} a použij lemma 2.22.

”
⇐“ Cvičeńı (podobně jako v tvrzeńı 2.21a).

Tvrzeńı 2.24.

Bud’ U ⊃ T rozš́ıřeńı a V :=

{
α ∈ U

∣∣∣∣ α algebraické nad T a minimálńı polynom
pro α se v U rozkládá na lineárńı činitele

}
.

Pak V je těleso, které je nejvěťśım normálńım rozš́ıřeńım T obsaženým v U .
V se nazývá

”
normálńı uzávěr T v U“.

D̊ukaz. Cvičeńı (pro d̊ukaz viz [Drápal, Tvrzeńı II.3.6]).

2.10 Galoisova korespondence

Dostáváme se konečně ke vzájemně inverzńımu vztahu mezi zobrazeńımi Fix a Gal.
Několikrát se nám přitom bude hodit toto cvičeńı:

Cvičeńı (DÚ 2.2). Mějme algebraické rozš́ı̌reńı těles U ⊃ T a T -homomorfismus ϕ : U →
U . Dokaž, že pak je ϕ dokonce T -automorfismus.

D̊ukaz. Potřebujeme dokázat, že ϕ je prosté a na.

Prosté: Ker(ϕ) je ideál v tělese U , a tedy Ker(ϕ) = 0, U . Protože je ϕ T -homomorfismus,
máme T 6⊂ Ker(ϕ), a tedy Ker(ϕ) 6= U . Tud́ıž Ker(ϕ) = 0.

Na: Bud’ α ∈ U . Protože jsme v algebraickém rozš́ı̌reńı, existuje minimálńı polynom
f(x) ∈ T [x] pro α. Podle tvrzeńı 2.11b) pak dává ϕ permutaci na množině kořen̊u tohoto
polynomu v U , existuje tedy kořen β polynomu f takový, že ϕ(β) = α.

Tvrzeńı 2.25. Bud’ U ⊃ T rozš́ıřeńı těles. Pak:
a) Fix

(
U,Gal

(
U/T

))
⊃ T .

b) Pro G < Aut(U) je Gal
(
U/Fix(U,G)

)
⊃ G.

c) Je-li U ⊃ T Galoisovo rozš́ıřeńı, pak

[U : T ] = # Gal
(
U/T

)
a Fix

(
U,Gal

(
U/T

))
= T.

D̊ukaz. a) Bud’ t ∈ T . Pak ϕ(t) = t pro každé ϕ ∈ Gal
(
U/T

)
, protože ϕ je T -

homomorfismus. To ale implikuje, že t ∈ Fix
(
U,Gal

(
U/T

))
.

b) Podobně se rozeṕı̌se z definic.
c) Bud’ S := Fix(U,Gal

(
U/T

)
). Podle a) máme S ⊃ T . Stač́ı tedy dokázat [U : S] =

[U : T ] (protože pak S = T ).



2.10. GALOISOVA KORESPONDENCE 33

Podle věty 2.20 použité pro U a G = Gal
(
U/T

)
máme pro S = Fix(U,G), že plat́ı

[U : S] = #G a Gal
(
U/S

)
= G. Tedy [U : S] = # Gal

(
U/T

)
.

Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je normálńı, takže

[U : T ]s = #{ϕ : U → T | T -hom} normálńı
= #{ϕ : U → U | T -hom}

DÚ 2.2
= #{ϕ : U → U | T -automorfismus} = # Gal

(
U/T

)
.

Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je separabilńı, takže [U : T ]s = [U : T ].
Dohromady máme [U : T ] = [U : S], jak jsme chtěli.

Poznamenejme, že předpoklad věty 2.20 o tom, že grupa Gal
(
U/T

)
muśı být konečná,

je jasný z toho, že jsme výše dokázali, že # Gal
(
U/T

)
= [U : T ]s = [U : T ].

Definice. Mějme (částečně) uspořádané množiny (A,≤) a (B,≤) a zobrazeńı α : A→ B,
β : B → A taková, že:
a1 ≤ a2 ⇒ α(a1) ≥ α(a2),
b1 ≤ b2 ⇒ β(b1) ≥ β(b2),
a ≤ β(α(a)), b ≤ α(β(b)).
Pak se (α, β) nazývá (abstraktńı) Galoisova korespondence mezi A a B.

Př́ıklad. Bud’ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles a uvažujme inkluźı uspořádané množiny

A := {tělesa V | T ⊂ V ⊂ U} a B := {podgrupy G < Gal
(
U/T

)
}.

Jako zobrazeńı z definice pak můžeme vźıt

α(V ) = Gal
(
U/V

)
a β(G) = Fix(U,G).

Podle tvrzeńı 2.25a,b jde o Galoisovu korespondenci.

Daľśı př́ıklad Galoisovy korespondence uvid́ıme v daľśı kapitole o algebraické geometrii.

Tvrzeńı 2.26. Necht’ (α, β) jsou abstraktńı Galoisova korespondence.
a) Pak α, β poskytuj́ı vzájemně inverzńı bijekce mezi Imα a Im β.
b) Jsou-li α, β surjektivńı, pak jsou bijektivńı a dávaj́ı vzájemně inverzńı antiizomorfismy
uspořádaných množin (A,≤) a (B,≤).

Podobně v př́ıpadě b) jsou-li nav́ıc (A,≤) a (B,≤) svazy, pak α, β dávaj́ı vzájemně
inverzńı antiizomorfismy těchto svaz̊u.

D̊ukaz. a) Pro a ∈ A máme βαa ≥ a, a tedy α(βαa) ≤ αa.
Zároveň αβ(αa) ≥ αa, dohromady tedy máme αβαa = αa.

Tedy složeńı αβ : Imα→ Imα je identita.

Toto složeńı je Imα
β→ Im β

α→ Imα, a tedy nutně α : Im β → Imα je na a β : Imα →
Im β je prosté.
Symetricky: α : Im β → Imα je prosté a β : Imα → Im β je na. Tedy α, β jsou bijekce
na obrazech Imα, Im β.
b) je jasné, protože α, β z definice převracej́ı uspořádáńı.
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Věta 2.27 (Základńı věta Galoisovy teorie). Necht’ U ⊃ T je Galoisovo rozš́ıřeńı. Potom
máme antiizomorfismus uspořádaných množin

{těleso V | T ⊂ V ⊂ U} ←→ {podgrupy H < Gal
(
U/T

)
}

V 7−→ Gal
(
U/V

)
Fix(U,H) ←− [ H

Normálńı rozš́ıřeńı tělesa T odpov́ıdaj́ı normálńım podgrupám Gal
(
U/T

)
.

D̊ukaz. Podle tvrzeńı 2.25 jde o Galoisovu korespondenci. Věta 2.20 implikuje, že zobra-
zeńı V 7→ Gal

(
U/V

)
je surjektivńı.

Bud’ T ⊂ V ⊂ U . Pak je taky U ⊃ V Galoisovo rozš́ı̌reńı (cvičeńı!), takže můžeme
použ́ıt tvrzeńı 2.25c). Podle něj je V = Fix

(
U,Gal

(
U/V

))
, a tedy H 7→ Fix(U,H) je na.

Tvrzeńı 2.26b) pak dává antiizomorfismus.

Zbývá dokázat část o normálńıch rozš́ı̌reńıch, k čemuž dokážeme dvě implikace.
1. At’ je V ⊃ T normálńı. Uvažujme ϕ ∈ Gal

(
U/T

)
, neboli T -automorfismus ϕ : U → U .

Jeho zúžeńım na V dostaneme T -homomorfismus ϕ � V : V → U ⊂ T . Ovšem V ⊃ T je
normálńı, takže obraz tohoto zúžeńı lež́ı ve V , neboli ϕ � V : V → V . Podle DÚ 2.2 pak
jde o automorfismus, neboli ϕ(V ) = V .

Bud’ ψ ∈ Gal
(
U/V

)
, k d̊ukazu normality této podgrupy chceme dokázat, že ϕψϕ−1 ∈

Gal
(
U/V

)
< Gal

(
U/T

)
, tedy chceme, že ϕψϕ−1(v) = v pro každé v ∈ V .

Protože ϕ(V ) = V , máme ϕ−1(v) ∈ V . Tedy ψϕ−1(v) = ϕ−1(v) a

ϕψϕ−1(v) = ϕϕ−1(v) = v.

Tedy Gal
(
U/V

)
normálńı podgrupa v Gal

(
U/T

)
.

2. At’ je H CGal
(
U/T

)
normálńı podgrupa.

Cvičeńı (DÚ 2.4). Bud’ U těleso a G < Aut(U) podgrupa. Dokaž, že pak pro všechna
ϕ ∈ Aut(U) plat́ı Fix(U,ϕGϕ−1) = ϕ(Fix(U,G)).
Poznamenejme, že ϕGϕ−1 = {ϕgϕ−1 | g ∈ G}.

Pro ϕ ∈ Gal
(
U/T

)
máme tedy Fix(U,ϕHϕ−1) = ϕ(Fix(U,H)). Zároveň z normality

ϕHϕ−1 = H, takže Fix(U,H) = Fix(U,ϕHϕ−1) = ϕ(Fix(U,H)).
Tedy každé ϕ ∈ Gal

(
U/T

)
zobraźı V = Fix(U,H) na sebe. ~

Dokažme nyńı, že V ⊃ T je normálńı rozš́ı̌reńı. Bud’ ϕ : V → T (= U = V ) T -homomor-
fismus. Podle d̊usledku 2.10b) jde ϕ rozš́ı̌rit na T -homomorfismus ψ : U → T .
Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je normálńı, takže ψ(U) ⊂ U . Podle DÚ 2.2 je pak ψ ∈ Gal

(
U/T

)
.

Zároveň ϕ = ψ � V . Podle ~ máme ψ(V ) = V , a tedy ϕ(V ) = V .
Tedy V ⊃ T je normálńı rozš́ı̌reńı.

2.11 Výpočty Galoisových grup

Př́ıklad. Gal
(
Q(
√

2)/Q
)
' Z/(2)
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Věta 2.28. Bud’ n ∈ N, a1, . . . , an ∈ Q takové, že pro každou neprázdnou podmnožinu
I ⊂ {1, . . . , n} máme

∏
i∈I

√
ai /∈ Q. Potom:

• Q(
√
a1, . . . ,

√
an) ⊃ Q je Galoisovo rozš́ıřeńı

• [Q(
√
a1, . . .

√
an) : Q] = 2n.

• Gal
(
Q(
√
a1, . . . ,

√
an)/Q

)
'
(Z/2)n

Poznámka. Mı́sto Q můžeme vźıt libovolné T charakteristiky 6= 2.

D̊ukaz. Bud’ K := Q(
√
a1, . . . ,

√
an). Kĺıčem k d̊ukazu je dokázat, že [K : Q] = 2n.

Pro d̊ukaz tohoto faktu viz text Honzy Šarocha Lineárńı nezávislost druhých odmocnin,
http://karlin.mff.cuni.cz/∼kala/1819%20ko/odm.pdf.

Zde jenom naznač́ıme, jak z toho už snadno plyne zbytek d̊ukazu.
Předpokládejme tedy, že [K : Q] = 2n. Rozš́ı̌reńı K ⊃ Q je konečného stupně, separabilńı
a normálńı (je totiž rozkladovým nadtělesem polynomu (x2 − a1) · · · (x2 − an)), a tedy
# Gal

(
K/Q

)
= [K : Q] = 2n.

Každý automorfismus ϕ ∈ Gal
(
K/Q

)
je určený svými hodnotami na

√
a1, . . . ,

√
an a

ϕ(
√
ai) = ±√ai. Takovýchto ϕ je tedy nejvýše 2n.

Zároveň ale # Gal
(
K/Q

)
= 2n, takže každá z kombinaćı znamének opravdu dává pr-

vek Gal
(
K/Q

)
. Každá volba znaménka pro

√
ai odpov́ıdá jedné složce Z/(2), takže

Gal
(
K/Q

)
'
(
Z/(2)

)n
.

Podobně při určováńı jiných Galoisových grup je často nejtěžš́ım krokem určeńı stupně
daného rozš́ı̌reńı. Např́ıklad pro cyklotomická tělesa Q(e2πi/n) ⊃ Q je stupeň rozš́ı̌reńı
daný Eulerovou funkćı ϕ(n). Důkaz tohoto faktu se oṕırá o d̊ukaz ireducibility cykloto-
mických polynomů, který je poměrně netriviálńı (viz druháckou přednášku z Teorie č́ısel a
má vznikaj́ıćı skripta k ńı). Z toho pak už jde snadno dokázat (podobně jako v částečném
d̊ukazu tvrzeńı 2.28 výše), že

Gal
(
Q(e2πi/n)/Q

)
'
(Z/n)× ,

přičemž prvku a ∈
(Z/n)× odpov́ıdá automorfismus e2πi/n 7→ e2πia/n.

http://karlin.mff.cuni.cz/~kala/1819%20ko/odm.pdf


3. Algebraická geometrie

3.1 Algebraické množiny a ideály

• K = těleso (časem algebraicky uzavřené)

• R = K[x1, . . . , xn]

Definice. At’ p = (a1, . . . , an) ∈ Kn a f ∈ K[x1, . . . , xn]. Bod p je nula polynomu f ,
pokud f(p) = 0.
Množina všech nul polynomu f se znač́ı V (f). Pokud f neńı konstantńı polynom, pak se
V (f) nazývá nadplocha.

Př́ıklad.

• n = 2:

x

y

V (y − x2)

x

y

V (x2 + y2 − 1)

x

y

V ((x2 + y2 − 1)(x− 2y))

• n = 3: kužel

x

z

y

V (z2 − y2 − x2)

36
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• y = ex neńı nadplocha

Definice. Pro množinu polynomů S ⊂ K[x1, . . . , xn] definujeme

V (S) = {p ∈ Kn | f(p) = 0 ∀f ∈ S}.

Množina X ⊂ Kn je algebraická množina, pokud X = V (S) pro nějaké S ⊂ K[x1, . . . , xn].

Zřejmě plat́ı S ⊂ S ′ ⇒ V (S) ⊃ V (S ′) (ale opačná implikace platit nemuśı!).
Máme následuj́ıćı základńı vlastnosti zobrazeńı V (připomeňme, že R = K[x1, . . . , xn]):

Lemma 3.1. Bud’ I = (S) ideál generovaný množinou S ⊂ R v okruhu R. Pak V (I) =
V (S).

D̊ukaz.
”
⊆“: Jasné

”
⊇“: Stač́ı si rozepsat, jak funguje generováńı: I = {

∑
rifi | ri ∈ R, fi ∈ S}. Tedy pokud

f(p) = 0 pro všechna f ∈ S, pak také (
∑
rifi)(p) = 0.

Tedy každá algebraická množina je tvaru V (I) pro nějaký ideál I < R.

Lemma 3.2. a) Je-li J množina ideál̊u v R, pak

V (
⋃
I∈J

I) =
⋂
I∈J

V (I).

Pr̊unik libovolně mnoha algebraických množin je algebraická množina.

b) At’ f, g ∈ R a I, J < R. Pak V (fg) = V (f) ∪ V (g) a

V (I) ∪ V (J) = V ({fg | f ∈ I, g ∈ J}) = V (IJ).

Sjednoceńı konečně mnoha algebraických množin je algebraická množina.

c) V (0) = Kn, V (1) = ∅
V ((x1 − a1, . . . , xn − an)) = {(a1, . . . , an)} ∀(a1, . . . , an) ∈ Kn.
Každá konečná podmnožina Kn je algebraická.

D̊ukaz. Snadné cvičeńı.

Spousta běžných množin jsou algebraické; ćılem algebraické geometrie je porozumět jejich
struktuře. Např́ıklad máme tuto překvapivou vlastnost:

Tvrzeńı 3.3. Každá algebraická množina X ( Kn je pr̊unikem konečně mnoha nadploch.

D̊ukaz. Bud’ X = V (I) pro ideál I < R. Protože X 6= Kn, máme I 6= 0.
Protože K je těleso, je to také noetherovský okruh. Podle d̊usledku 1.12 Hilbertovy věty
o bázi je i R = K[x1, . . . , xn] noetherovský. Podle tvrzeńı 1.10 je pak ideál I konečně
generovaný, čili I = (f1, . . . , fk) pro nějaké polynomy fi 6= 0.
Tedy X = V (I) = V ({f1, . . . , fk}) =

⋂
V (fi).

Potřebujeme, že fi jsou nekonstantńı, aby X =
⋂

nadplochy V (fi).
Kdyby fi = c, c 6= 0, pro nějaké i, potom nutně 1 ∈ I (protože R obsahuje c−1). Pak
I = R, z čehož plyne X = V (I) = V (R) = ∅. Ale pro X = ∅ stač́ı zvolit např́ıklad
f(x1, . . . , xn) = x1, g(x1, . . . , xn) = x1 + 1 a dostaneme V (f) ∩ V (g) = ∅ = X.
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Definice. Pro množinu X ⊂ Kn definujeme ideál množiny X jako

I(X) = {f ∈ R | f(p) = 0 ∀p ∈ X}.

(Zřejmě jde o ideál.)

Zřejmě máme, že X ⊂ Y ⇒ I(X) ⊃ I(Y ).

Tvrzeńı 3.4. a) I(∅) = R.
b) I(Kn) = 0, pokud je K nekonečné těleso.
c) I({(a1, . . . , an)}) = (x1 − a1, . . . , xn − an).

Kupodivu neńı úplně triviálńı dokázat části b) a c); b) nemuśı platit nad konečným
tělesem:

Př́ıklad. Bud’ K = Fp = Z/p.
Podle malé Fermatovy věty máme pro každé a ∈K, že ap = a, a tedy všechny tyto prvky
jsou kořeny xp − x ∈ I(K).
(Dokonce plat́ı I(K) = (xp − x).)

D̊ukaz. a) je jasné.

b) Chceme dokázat, že pokud f(a1, . . . , an) = 0 pro všechna a1, . . . , an ∈ K, potom f = 0.
Indukćı podle n:
n = 1: f(x1) má jen konečně mnoho kořen̊u, zat́ımco K je nekonečné.
n ≥ 2: At’

0 6= f(x1, . . . , xn) =
k∑
i=0

fi(x1, . . . , xn−1)xin pro fi ∈ K[x1, . . . , xn−1].

Volme a1, . . . , an−1 ∈ K a uvažujme f(a1, . . . , an−1, xn). Máme 2 možnosti:
1) Je to nulový polynom (v proměnné xn). Pak (a1, . . . , an−1) je nulou všech fi, ale
f(x1, . . . , xn) 6= 0, a tedy nějaké fi(x1, . . . , xn−1) 6= 0. Tento polynom pak podle IP nemá
všechny (a1, . . . , an−1) ∈ Kn−1 jako nuly, a tedy existuje (a1, . . . , an−1) ∈ Kn−1 pro které
nastane př́ıpad 2):
2) f(a1, . . . , an−1, xn) je nenulový polynom. Ten pak má konečně mnoho kořen̊u, a tedy
je jen konečně mnoho an takových, že f(a1, . . . , an−1, an) = 0. Tedy f 6∈ I(Kn).

c) Vyjádřeme polynom f
”
Taylorovým rozvojem kolem bodu (a1, . . . , an)“, čili

f(x1, . . . , xn) =
∑
i1,...,in

λi1,...,in(x1 − a1)i1 · · · (xn − an)in pro λi1,...,in ∈ K

(kde je jen konečně mnoho koeficient̊u λi1,...,in 6= 0).
Proč to jde? Uvažujme polynom

f(y1 + a1, . . . , yn + an) = g(y1, . . . , yn) =
∑

λi1,...,iny
i1
1 · · · yinn .

Pak máme f(x1, . . . , xn) = g(x1 − a1, . . . , xn − an), odkud dostáváme hledané vyjádřeńı.

Pokud f ∈ I({(a1, . . . , an)}), pak λ0,...,0 = f(a1, . . . , an) = 0, a tedy f ∈ (x1−a1, . . . , xn−
an). Opačná inkluze je jasná.
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Tvrzeńı 3.5. At’ S ⊂ R a X ⊂ Kn. Pak:

a)

I(V (S)) ⊃ S, V (I(X)) ⊃ X

Zobrazeńı I, V tedy dávaj́ı abstraktńı Galoisovu korespondenci.

b)

V (I(V (S))) = V (S), I(V (I(X))) = I(X)

D̊ukaz. a) se snadno ověř́ı rozepsáńım definic.

b) pak vyplývá z tvrzeńı 2.26.

Jaké jsou obrazy V a I? Obraz V jsou z definice algebraické množiny, obraz I jsou
radikálové ideály (aspoň pokud je K algebraicky uzavřené), jak časem dokážeme.

3.2 Radikály

V této sekci bud’ R obecný okruh.

Definice. Bud’ I < R ideál. Potom definujeme jeho radikál

√
I = {a ∈ R | ∃k ≥ 1 : ak ∈ I}.

Pozorováńı.
√
I je ideál.

D̊ukaz. At’ a, b ∈
√
I. Chceme ověřit, že a+ b ∈

√
I (ra ∈

√
I pro r ∈ R je snadné).

Z definice máme ak, bl ∈ I a spočteme

(a+ b)k+l−1 = ak+l−1 +

(
k + l − 1

1

)
ak+l−2b+ · · ·+ bk+l−1.

Prvńıch l sč́ıtanc̊u je násobkem ak ∈ I a zbývaj́ıćıch k je násobkem bl ∈ I, celý součet
tedy lež́ı v I a a+ b ∈

√
I.

Lemma 3.6. Bud’ X ⊂ Kn. Pak I(X) je radikálový ideál, čili I(X) =
√
I(X)

D̊ukaz. Inkluze
”
⊂“ je jasná. Pro opačnou inkluzi

”
⊃“ mějme f ∈

√
I(X). Pak fk ∈ I(X)

pro nějaké k, což znamená, že fk(p) = 0 pro všechna p ∈ X. To ale implikuje f(p) = 0,
a tedy f ∈ I(X).

Definice. Bud’ I ideál. Množina všech prvoideál̊u P v R, které obsahuj́ı I, se nazývá
varieta I a znač́ı se Var I.

Cvičeńı. Je-li I vlastńı ideál, pak je Var I neprázdná.

Připomeňme si, že prvoideál je z definice vlastńım ideálem.

Tvrzeńı 3.7. Bud’ I < R vlastńı ideál a P ∈ Var I. Pak Var I obsahuje alespoň jeden
minimálńı prvek Q takový, že Q ⊂ P . Tedy pokud Q′ ∈ Var I a Q′ ⊂ Q, pak Q′ = Q.
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D̊ukaz. Použijeme Zornovo lemma 1.22 na množině Var I uspořádané opačnou inkluźı,
čili Q1 ≤ Q2 ⇔ Q1 ⊃ Q2.

Mějme řetězec B v Var I. Má horńı mez? Zkusme
⋂
Q∈B

Q.

Máme Q ⊃ I pro všechna Q ∈ Var I, a tedy
⋂
Q ⊃ I.

Je
⋂
Q∈B

Q =: J prvoideál? At’ ab ∈ J, a 6∈ J , chceme dokázat b ∈ J .

a 6∈ J , takže existuje Q0 ∈ B takové, že a 6∈ Q ∀Q ⊂ Q0. Ale ab ∈ J , a tedy ab ∈ Q ∀Q.
Q je prvoideál, a proto b ∈ Q ∀Q ⊂ Q0.
Jde ale o řetězec, takže b ∈ Q ∀Q ∈ B, což už implikuje b ∈ J .

Předpoklady Zornova lemmatu jsou splněny, takže existuje maximálńı prvek Q v̊uči ≤,
který je větš́ı než P . Tento prvek Q je tedy minimálńı prvek v̊uči ⊂ a Q ⊂ P .

Tvrzeńı 3.8. Bud’ I vlastńı ideál v R. Pak
√
I =

⋂
P∈Var I

P .

D̊ukaz.
”
⊂“: At’ a ∈

√
I, P ∈ Var I. Chceme a ∈ P .

Máme ak ∈ I ⊂ P , a tedy ak = ak−1a ∈ P. Pak máme a ∈ P , jak jsme chtěli, nebo
ak−1 = ak−2a ∈ P , odkud zase a ∈ P nebo ak−2 ∈ P atd., až dostaneme ve všech
př́ıpadech a ∈ P .

”
⊃“: At’ b ∈ P ∀P ∈ Var I. Chceme b ∈

√
I. Pro spor at’ b 6∈

√
I a bud’ S = {bk | k ≥ 1}.

Připomeňme, že podle tvrzeńı 1.25 pro každou multiplikativńı množinu S a ideál I <
R, I ∩ S = ∅, existuje P ∈ Var I takové, že P ∩ S = ∅.

S je uzavřená na násobeńı, nav́ıc 0 6∈ S, protože kdyby ano, tak ∃k : bk = 0 ∈ I, a tedy
b ∈
√
I.

Tedy S je multiplikativńı množina a můžeme použ́ıt tvrzeńı 1.25: b 6∈
√
I, takže I∩S = ∅,

a tedy existuje P ∈ Var I takové, že P ∩ S = ∅. Pak ale b 6∈ P , což je spor.

Definice. Nilradikál R je ideál
√

0.
Máme

√
0 =

⋂
P prvoideál

P .

Definice. Jacobson̊uv radikál J (R) =
⋂

M maximálńı

M .

Tvrzeńı 3.9. a ∈ R lež́ı v J (R), právě když ∀r ∈ R je 1− ra ∈ R×.

D̊ukaz. Cvičeńı.

3.3 Konečně generovaná tělesa

K d̊ukazu vztahu mezi zobrazeńımi I, V a popisu obrazu zobrazeńı I budeme potřebovat
řadu tvrzeńı o konečné generovanosti těles jako okruh a modul.
Připomeňme tvrzeńı 2.1, podle nějž pro obory R ⊂ S a v ∈ S jsou následuj́ıćı tvrzeńı
ekvivalentńı:

1. v je celistvý nad R,

2. R[v] je konečně generovaný R-modul (∃a1, . . . , ak : R[v] = Ra1 + · · ·+Rak),

3. ∃R′ obor, R[v] ⊂ R′ ⊂ S a R′ je konečně generovaný R-modul.
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Důsledek 3.10. Bud’te K ⊂ L tělesa, K algebraicky uzavřené. Pokud je L konečně
generovaný K-modul, pak L = K.

D̊ukaz. Mějme α ∈ L. Pak K ⊂ K[α] ⊂ L a L je konečně generovaný K-modul, takže
α je celistvý prvek. Podle tvrzeńı 2.1 nad K je α kořenem nějakého polynomu, čili αn +
an−1α

n−1 + · · ·+ a0 = 0 pro nějaká ai ∈ K.
Ale K je algebraicky uzavřené, takže α ∈ K.

Lemma 3.11. Bud’ K těleso a n ≥ 1. Pak K(x1, . . . , xn) neńı konečně generovaný
okruh nad K (čili neexistuj́ı f1, . . . , fm ∈ K(x1, . . . , xn) takové, že K(x1, . . . , xn) =
K[f1, . . . , fm]).

D̊ukaz. At’ pro spor existuj́ı a bud’ fi = pi
qi

, kde pi, qi ∈ K[x1, . . . , xn]. Zřejmě aspoň jeden

fi 6∈ K[x1, . . . , xn], čili deg qi ≥ 1.
Uvažujme prvek 1

q1···qm+1
∈ K[f1, . . . , fm], tedy tento prvek jde vyjádřit jako polynom v

f1, . . . , fm. V tomto vyjádřeńı se zbav́ıme jmenovatel̊u vynásobeńım (q1 · · · qm+1)qr11 . . . qrmm ,
kde exponenty ri jsou dostatečně velké. T́ım dostaneme rovnost tvaru

qr11 · · · qrmm = (q1 · · · qm + 1) · a pro nějaké a ∈ K[x1, . . . , xn].

Jsme v gaussovském okruhu K[x1, . . . , xn], takže můžeme vźıt prvočinitele f | q1 · · · qm+1
s deg f ≥ 1. Pak f | qi pro nějaké i, a tedy f | 1, což je spor.

Cvičeńı: R gaussovský obor a K jeho pod́ılové těleso. Je-li u ∈ K celistvý nad R, pak
u ∈ R.

Důsledek 3.12. Bud’ K těleso a L = K(x). Pak neexistuje f ∈ K(x) takové, že ∀z ∈
L∃n ≥ 1 : fnz je celistvý nad K[x].

D̊ukaz. Sporem. V předchoźım cvičeńı zvolme R = K[x], jehož pod́ılové těleso je L.
fnz ∈ K(x) je celistvé nad R, takže fnz ∈ K[x] = R, a tedy z ∈ K[x, f−1]. Tohle ale
plat́ı pro všechna z ∈ L, takže L = K(x) = K[x, f−1], což je spor s lemmatem 3.11.

Tvrzeńı 3.13. Mějme tělesa K ⊂ L. Předpokládejme, že L je konečně generovaný okruh
nad K, čili L = K[v1, . . . , vn] pro nějaká v1, . . . , vn ∈ L. Pak L je konečně generovaný
K-modul.

D̊ukaz. Postupujme indukćı podle n.

n = 1: L = K[v]. Máme 2 př́ıpady:
a) v je algebraický nad K, takže v je celistvé a podle tvrzeńı 2.1 je L = K[v] konečně
generovaný K-modul.

b) v neńı algebraické nad K, takže L = K[v] = K[x]. Ale L je těleso, takže zároveň
L = K(x), což je spor s lemmatem 3.11.

n ≥ 2: Bud’ K1 = K(v1), takže L = K1[v2, . . . , vn]. IP implikuje, že L je konečně genero-
vaný K1-modul. Opět rozlǐśıme dva př́ıpady:

a) v1 je algebraické nad K. Pak K1 = K[v1] je konečně generovaný K-modul a podle DÚ
2.1 je L konečně generovaný K-modul.
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b) v1 = x je transcendentńı nad K. L je konečně generovaný K1-modul, takže podle 2.1
jsou v2, . . . , vn celistvé nad K1.
Máme tedy rovnosti vnii + ai,ni−1v

ni−1
i + · · ·+ ai,0 = 0 pro aij ∈ K1.

Ty vynásob́ıme αni , kde α ∈ K[x] je společný násobek jmenovatel̊u všech aij. T́ım dosta-
neme

(αvi)
ni + αai,ni−1(αvi)

ni−1 + · · ·+ αniai,0 = 0,

takže prvky αvi jsou celistvé nad K[x].
L = K[x][v2, . . . , vn], takže pro každé z ∈ L existuje n takové, že αnz je polynom v
αv2, . . . , αvn s koeficienty v K[x]. To jsou celistvé prvky a celistvé prvky tvoř́ı okruh,
takže αnz je celistvý nad K[x]. Speciálně to plat́ı pro z ∈ K(x) ⊂ L, což je ale spor s
d̊usledkem 3.12 (všimněme si, že α ∈ K[x] ⊂ K(x)). Tedy b) nemůže nastat, může nastat
pouze př́ıpad a), v němž jsme tvrzeńı už dokázali.

Důsledek 3.14. Necht’ K ⊂ L jsou tělesa a K je algebraicky uzavřené. Pokud je L
konečně generovaný okruh nad K, potom L = K.

D̊ukaz. Tvrzeńı 3.13 + d̊usledek 3.10.

3.4 Hilbertova věta o nulách

Věta 3.15 (Slabá Hilbertova věta o nulách).

Bud’ K těleso a R = K[x1, . . . , xn]. Pak:

a) Ideál I = (x1−α1, . . . , xn−αn) je maximálńı v R pro každá α1, . . . , αn ∈ K. Nav́ıc
polynom f ∈ R lež́ı v tomto ideálu, právě když f(α1, . . . , αn) = 0.

b) Pokud je K algebraicky uzavřené, potom všechny maximálńı ideály v R jsou tvaru
(x1 − α1, . . . , xn − αn) pro nějaká α1, . . . , αn ∈ K.

D̊ukaz.
a) Polynom f ∈ R uvažujme jako polynom v proměnné xn nad K[x1, . . . , xn−1]. Můžeme
jej napsat jako f = an(xn − αn) + bn−1, kde an ∈ R a bn−1 ∈ K[x1, . . . , xn−1]. Podobně
bn−1 = an−1(xn−1 − αn−1) + bn−2, až postupně dostaneme

f =
n∑
i=1

ai(xi − αi) + b0, pro ai ∈ R, b0 ∈ K.

Vid́ıme, že
∑
ai(xi − αi) ∈ I = (x1 − α1, . . . , xn − αn). Tedy plat́ı:

”
Nav́ıc“: f ∈ I ⇔ f −

n∑
i=1

ai(xi − αi) ∈ I ⇔ b0 ∈ I ⇔ b0 = f(α1, . . . , αn) = 0.

”
Maximalita“: Necht’ f /∈ I, neboli b0 6= 0. Uvažujme ideál I+(f). Ten obsahuje b0 ∈ K×,

a tedy 1 = b0b
−1
0 ∈ I + (f) a I + (f) = R. Tedy I je maximálńı ideál.

b) Necht’ M je maximálńı ideál v R. Potom L = R/M je těleso a nav́ıc K můžeme brát
jako podtěleso L, protože máme projekci π : R � R/M , jej́ıž zúžeńı π � K : K → R/M
je prosté (protože Ker (π � K) < K)).
Ale L je nad K generované prvky x1+M, . . . , xn+M jako okruh. Důsledek 3.14⇒ L = K.
Tedy

π � K : K → L = R/M

a 7→ a+M
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je izomorfismus, tedy je speciálně surjektivńı.
Tud́ıž pro každé i existuje αi tak, že xi + M = αi + M . Tedy xi − αi ∈ M , takže
(x1 − α1, . . . , xn − αn) ⊂ M . Ale ideál (x1 − α1, . . . , xn − αn) je maximálńı podle a), a
tedy se rovná M .

Speciálně vid́ıme, že V (I) 6= ∅ pro každý vlastńı ideál I < R (pokud je K algebraicky
uzavřené). Máme totiž, že I ⊂M pro nějaký maximálńı ideál M , a pak V (I) ⊃ V (M) =
{(α1, . . . , αn)}.

Věta 3.16 (Hilbertova věta o nulách). At’ je K algebraicky uzavřené těleso a I ideál v
R = K[x1, . . . , xn]. Potom I(V (I)) =

√
I.

D̊ukaz.
”
⊃“: cvičeńı

”
⊂“: Bud’ g ∈ I(V (I)), chceme g ∈

√
I.

Každý ideál v noetherovském okruhu R je konečně generovaný podle tvrzeńı 1.10. Tedy
I = (f1, . . . , fr) pro nějaké polynomy f1, . . . , fr ∈ R.

Uvažujme ideál J = (f1, . . . , fr, xn+1g − 1) < K[x1, . . . , xn+1]. Potom V (J) = ∅, protože:
Pokud f1(α) = · · · = fr(α) = 0 pro nějaké α ∈ Kn, potom taky g(α) = 0. Tedy pokud
(α, αn+1) ∈ Kn+1, potom g(α, αn+1) = g(α) = 0, a tedy αn+1g(α, αn+1) − 1 = −1 6= 0,
takže (α, αn+1) /∈ V (J).

Tedy J neńı vlastńı ideál d́ıky slabé Hilbertově větě o nulách 3.15. Máme tedy J =
K[x1, . . . , xn+1] 3 1, takže ∃ai, b ∈ K[x1, . . . , xn+1] takové, že 1 =

∑
aifi + b(xn+1g − 1).

Označme y = 1
xn+1

, neboli xn+1 = 1
y
. Po dosazeńı do vyjádřeńı pro 1 dostaneme nějaké

mocniny y ve jmenovateĺıch, takže vynásobme rovnost yN tak, abychom se jich zbavili.
T́ım dostaneme

∑
cifi+d(g−y) = yN , kde ci, d ∈ K[x1, . . . , xn, y]. Sem konečně dosad́ıme

y = g a máme I 3
∑
cifi + 0 = gN , tedy g ∈

√
I.

T́ımto jsme popsali obraz zobrazeńı I, takže z abstraktńı Galoisovy korespondence 2.26
dostáváme:

Důsledek 3.17. Bud’ K algebraicky uzavřené těleso. Pokud je I radikálový ideál v R =
K[x1, . . . , xn] (tedy I =

√
I), potom I(V (I)) =

√
I.

Tedy máme bijekci (respektive antiizomorfismus uspořádaných množin)

{radikálové ideály v R} ↔ {algebraické množiny v Kn}
I 7→ V (I)

I(X)←[ X

Maximálńı ideály odpov́ıdaj́ı bod̊um v Kn.

3.5 Ireducibilńı algebraické množiny

Čemu odpov́ıdaj́ı prvoideály v této korespondenci?

Definice. Bud’ K těleso. Algebraická množina V ⊂ Kn je reducibilńı, pokud V = V1∪V2

pro nějaké algebraické množiny V1, V2 ⊂ Kn, V1 6= V 6= V2. Jinak je V ireducibilńı.

Tvrzeńı 3.18. Neprázdná algebraická množina V je ireducibilńı, právě když I(V ) je
prvoideál.
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D̊ukaz. DÚ 3.4

Lemma 3.19. a) Bud’ S neprázdná množina ideál̊u v noetherovském okruhu R. Potom
S má maximálńı prvek, tedy existuje I ∈ S takový, že pro každé J ∈ S máme I ⊂ J ⇒
I = J .
b) Každá neprázdná množina algebraických množin T v Kn má minimálńı prvek.

D̊ukaz. a) Sporem: At’ to neplat́ı, tedy pro každé I ∈ S existuje J ∈ S takové, že I ( J .
Zvolme libovolné I1 ∈ S; pak at’ I2 ∈ S splňuje I1 ( I2. Podobně volme I2 ( I3, atd. (zde
potřebujeme použ́ıt axiom výběru), č́ımž dostaneme nekonečný rostoućı řetězec ideál̊u v
noetherovském okruhu, což je spor.
b) Uvažujeme S := {I(V ) | V ∈ T }. Je-li I(V ) jej́ı maximálńı prvek, pak je V minimálńı
prvek T .

Věta 3.20. Bud’ V ⊂ Kn algebraická množina. Potom existuj́ı jednoznačně určené alge-
braické množiny V1, . . . , Vm takové, že Vi je ireducibilńı, V = V1 ∪ · · · ∪ Vm a Vi 6⊂ Vj pro
i 6= j. Vi jsou ireducibilńı komponenty množiny V .

D̊ukaz. Bud’ T =

{
algebraická množiny V ⊂ Kn

∣∣∣∣ V neńı sjednoceńı konečně mnoha
ireducibilńıch algebraických množin

}
.

Pro spor necht’ T 6= ∅. Podle lemmatu 3.19 pak existuje jej́ı minimálńı prvek V . V neńı
ireducibilńı, takže V = V1 ∪ V2 pro algebraické množiny V1, V2 ( V . Z minimality V
máme V1, V2 /∈ T , a tedy V1, V2 se daj́ı rozložit, takže jde rozložit i V , což je spor.

Každé V tedy jde napsat jako V = V1 ∪ · · · ∪ Vm pro ireducibilńı Vi. Zahod́ıme všechny
Vi takové, že ∃j Vi ⊂ Vj.

Jednoznačnost : Necht’ V = V1 ∪ · · · ∪ Vm = W1 ∪ · · · ∪Wn. Potom Vi = (Vi ∩W1) ∪ · · · ∪
(Vi ∩Wn). Jde o ireducibilńı množinu, takže existuje j = σ(i) takové, že Vi = Vi ∩Wσ(i),
čili Vi ⊂ Wσ(i).
Podobně existuje k takové, že Wσ(i) ⊂ Vk. Tedy Vi ⊂ Vk, takže i = k a Vi = Wσ(i).
Symetricky ∀j ∃ρ(j) : Wj = Vρ(j).

Důsledek 3.21. At’ je K algebraicky uzavřené těleso. Je-li I prvoideál, pak je V (I)
ireducibilńı.
Máme bijekci

{prvoideály v K[x1, . . . , xn]} ↔ {ireducibilńı algebraické množiny v Kn}.

D̊ukaz. Pokud I je prvoideál, pak I =
√
I=I(V (I)) podle Hilbertovy věty o nulách 3.16.

Podle tvrzeńı 3.18 pak to, že I(V (I)) je prvoideál, implikuje, že V (I) ireducibilńı.
Zbytek d̊usledku je jasný.

Důsledek 3.22. Bud’ K algebraicky uzavřené těleso a f = fn1
1 · · · fnrr ∈ K[x1, . . . , xn]

ireducibilńı rozklad nekonstantńıho polynomu f .
Pak V (f) = V (f1) ∪ · · · ∪ V (fr) je ireducibilńı rozklad V (f) a I(V (f)) = (f1 · · · fr).

Máme bijekci

{
ireducibilńı nekonstantńı monické
polynomy v K[x1, . . . , xn]

}
↔ {ireducibilńı nadplochy v Kn}.

D̊ukaz. Cvičeńı.



4. Algebraická teorie č́ısel

4.1 Rozklady diofantických rovnic

Algebraická teorie č́ısel se zabývá vlastnostmi č́ıselných těles, tedy rozš́ı̌reńı K ⊃ Q
konečného stupně. Motivaćı pro jej́ı rozvoj byla snaha o řešeńı diofantických rovnic, jak
zde stručně nast́ıńıme. Pro výrazně v́ıc informaćı a řešených př́ıklad̊u doporučuji diplomku
Maroše Hrnčiara http://karlin.mff.cuni.cz/∼kala/theses/hrnciar.pdf.

4.1.1 x2 + 1 = y3

Př́ıklad. Najdi všechna celá č́ısla x, y taková, že x2 + 1 = y3.

Řešeńı. Rovnici rozlož́ıme jako (x+ i)(x− 1) = y3 v Z[i].

Jen stručně nast́ıńıme princip. Postupně se dokáže:

1. NSD(x+ i, x− i) = 1

2. x+ i ‖ (a+ bi)3 pro a, b ∈ Z.

3. x + i = ε(a + bi)3, kde ε ∈ Z[i]× = {±1,±i}. Jsou tedy potřeba rozlǐsit tyto 4
př́ıpady, ilustrujme zbytek řešeńı jen pro ε = 1.

4. x+ i = 1 · (a+ b)3 = a3 + 3a2bi− 3ab2 − b3i

5. 1 = Im(x+ i) = 3a2b− b3 = b(3a2 − b2)

6. a = 0, b = −1

7. x = Re(x+ i) = a3 − 3ab3

8. x = 0⇒ y = 1

9. Ostatńı tři př́ıpady dopadnou stejně (ve skutečnosti totiž nebylo potřeba je rozlǐsovat,
protože každá jednotka je třet́ı mocninou), takže rovnice má jedno řešeńı (0, 1).

Jaké vlastnosti Z[i] jsme použili?

• konjugace a+ bi = a− bi je netriviálńı prvek Gal
(
Q(i)/Q

)
• α | β ⇒ α | β
• Norma N(α) = αα = a2 + b2

• α | β ⇒ Nα | Nβ
• Jednotky Z[i]× :
α ∈ Z[i]× ⇔ Nα = ±1. Tedy Z[i]× = {±1,±i}.
• Gaussovskost (v kroku 1.⇒ 2.).

45
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4.1.2 x2 + 5 = y3

Př́ıklad. Najdi všechna celá č́ısla x, y taková, že x2 + 5 = y3.

Řešeńı. Opět rozlož́ıme jako (x+
√
−5)(x−

√
−5) = y3 v Z[

√
−5].

Vlastnosti Z[
√
−5]:

• (a+ b
√
−5)′ = a− b

√
−5

• Nα = αα′ = a2 + 5b2 ≥ 0

• α ∈ Z[
√
−5]× ⇔ Nα = ±1⇔ α = ±1.

• Gaussovskost? Ne!

Např́ıklad 2·3 = 6 = (1−
√
−5)(1+

√
−5), ale 2, 3, 1±

√
−5 jsou (neasociované) ireducibilńı

prvky. Ukážeme to na př́ıkladu 2:

At’ α | 2, α 6 ‖ 1, α 6 ‖ 2.
Tedy Nα | N2 = 4⇒ Nα = 1, 2, 4. Protože α neńı invertibilńı, Nα 6= 1.
Pokud Nα = 4, potom N( 2

α
) = 1, tedy 2

α
je jednotka a α ‖ 2.

2 = Nα = a2 + 5b2 neńı možné, protože taková celá č́ısla a, b neexistuj́ı.

Aby se vyřešil problém s nejednoznačnými rozklady, zavedla se
”
ideálńı č́ısla“:

A = (2, 1 +
√
−5), kde si značeńı představujeme jako NSD

A′ = (2, 1−
√
−5)

B = (3, 1 +
√
−5)

B′ = (3, 1−
√
−5)

Pak dává smysl uvažovat, že 2 = AA′, 1 +
√

5 = AB, 1 −
√

5 = A′B′, 3 = BB′, takže
máme jednoznačný rozklad 6 = AA′BB′.
Vzpomeňme si, že v Z NSD odpov́ıdá sč́ıtáńı ideál̊u (NSD(m,n)) = (m) + (n)).
Uvažujme tedy A = (2, 1 +

√
−5) = 2 · Z[

√
−5] + (1−

√
−5)Z[

√
5] jako ideál.

Násobeńı ideál̊u pak vyjde A · A′ = (2), A · A′ ·B ·B′ = (6).
Prvoideály odpov́ıdaj́ı prvočinitel̊um a skutečně plat́ı:

Věta. Každý nenulový ideál v Z[
√
−5] jde jednoznačně rozložit na součin prvoideál̊u.

D̊ukaz. Časem jako speciálńı př́ıpad věty 4.17.

Ideály generuj́ı grupu I = {AB−1 | A,B nenulové ideály}. Definujeme (AC) · (BC)−1 =
AB−1.
Pro α ∈ Z[

√
−5] máme hlavńı ideál (α).

P = {(α) · (β)−1 | α, β ∈ Z[
√
−5]} je podgrupa v I.

Plat́ı: OHI⇔ I = P ⇔ I/P = {1}.
Také OHI⇒ Gaussovskost.

Definuje se tedy tř́ıdová grupa jako C` := I/P .
Obecně: C` je vždy konečná. (Jej́ı velikost měř́ı,

”
jak špatná je nejednoznačnost roz-

klad̊u“).

Pro Z[
√
−5] máme C` ' Z/(2) a konečně můžeme naznačit řešeńı naš́ı rovnice (x +√

−5)(x−
√
−5) = y3.

1. Poč́ıtáńım s ideály zjist́ıme, že neexistuje žádný prvoideál P , který by dělil x+
√
−5 i

x−
√
−5, tyto dva prvky (resp. jejich hlavńı ideály) jsou tedy nesoudělné.
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2. Uvažujme ted’ rozklad na součin prvoideál̊u v rovnici (x+
√
−5)(x−

√
−5) = (y)3:

P k1
1 · · ·P kr

r Q
l1
1 · · ·Qls

s = R3m1
1 · · ·R3mt

t .
Z nesoudělnosti v bodu 1. máme Pi 6= Qj.
Tedy jednoznačnost rozklad̊u implikuje 3 | ki, 3 | lj pro všechna i, j.

3. Existuje tedy ideál A < Z[
√
−5] takový, že (x+

√
−5) = A3.

4. Tento ideál je hlavńı, čili A ∈ P , protože:
Vı́me, že A3 ∈ P . #C` = 2, a tedy pro libovolný ideál plat́ı I2 ∈ P . Pro náš ideál to ale
implikuje A = A3 · (A2)−1 ∈ P .

5. At’ A = (a + b
√
−5). Tedy x +

√
−5 = ±(a + b

√
−5)3. Toto už snadno dořeš́ıme

roznásobeńım a porovnáńım racionálńıch a iracionálńıch část́ı; vyjde, že daná rovnice
nemá žádné řešeńı v Z.

Podobně se matematici snažili dokázat velkou Fermatovu větu o rovnici xp − yp = zp:

(x− y)(x− ζpy) · · · (x− ζp−1
p y), kde ζp = e

2πi
p  Z[ζp].

4.2 Celistvé prvky

Definice. Těleso K je č́ıselné těleso, pokud je to rozš́ı̌reńı Q konečného stupně.

Př́ıklad. Q(
√
D),Q( 3

√
2),Q(ζp),Q( 3

√
2, ζ3), kde ζp = e

2πi
p .

Vhodnou analogíı celých č́ısel v K jsou celistvé prvky (viz sekci 2.3).

Definice. Okruh všech prvk̊u tělesa K, jež jsou celistvé nad Z, se znač́ı OK .

Zřejmě: OQ ∩K = OK .

Lemma 4.1. Bud’ K č́ıselné těleso. Pro α ∈ K bud’ mα(x) ∈ Q[x] jeho minimálńı
monický polynom. Pak α ∈ OK, právě když mα ∈ Z[x].

D̊ukaz.
”
⇐“: Jasné

”
⇒“: At’ f ∈ Z[x] je monický takový, že f(α) = 0. Pak mα | f v okruhu Q[x], čili
f = mα · g pro nějaké g ∈ Q[x]. g je tedy také monický.
Bud’ p prvoč́ıslo. Vedoućı koeficient g je 1 a vp(1) = 0, tedy obsah cp(g) ≤ 0. Stejně tak
cp(mα) ≤ 0.
Zároveň v́ıme, že cp(mα) + cp(g) = cp(f) = 0, a tedy cp(g) = 0 = cp(mα). Toto plat́ı pro
všechna prvoč́ısla p, takže mα ∈ Z[x].

Důsledek 4.2.
a) OK ∩Q = Z
b) Každý prvek α ∈ K jde napsat jako β

n
, kde β ∈ OK , n ∈ N.

D̊ukaz.
a) α ∈ OK ∩Q⇔ mα(x) = (x− α) ∈ Z[x]⇔ α ∈ Z.

b) Vynásob́ıme mα(x) nejmenš́ım společným násobkem n jmenovatel̊u koeficient̊u mα,
čili n ·mα ∈ Z[x] a cp(n ·mα) = 0 pro všechna prvoč́ısla p.
Snadno se ověř́ı, že nα ∈ OK (porovnej n ·mα a mnα).
Pak α = β

n
pro β = nα ∈ OK .
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Př́ıklad. Uvažujme kvadratické těleso K = Q(
√
D) pro bezčtvercové D 6= 0, 1.

Pak mα má stupeň ≤ 2 pro všechna α ∈ K.

Pro α = a+ b
√
D (s b 6= 0) je

mα(x) = (x− α)(x− α′) = x2 − (α + α′)x+ α · α′ = x2 − 2ax+ (a2 −Db2),

kde α′ = a− b
√
D.

Proč je to minimálńı polynom pro α?
α /∈ Q, a tedy mα má stupeň přesně 2. Polynom (x− α)(x− α′) ∈ Q[x] má α za kořen a
stupeň 2, je to tedy vskutku minimálńı polynom mα.
Tvaru tohoto polynomu jde výhodně využ́ıt k určováńı okruhu celistvých prvk̊u, jak
uvid́ıme v daľśı sekci.

4.3 Norma a stopa

Po celý zbytek kapitoly bud’ K = Q(
√
D), D 6= 0, 1 bezčtvercové.

Definice. Normu definujeme jako zobrazeńı

N = NK/Q : K → Q
α = a+ b

√
D 7→ α · α′ = a2 − b2D

kde α′ = a− b
√
D.

Definice. Stopu definujeme jako zobrazeńı

Tr = TrK/Q : K → Q
α = a+ b

√
D 7→ α + α′ = 2a

Pozorováńı.

• α ∈ OK ⇔ Tr(α), Nα ∈ Z.
Pro α ∈ K \ Q jsme to dokázali v př́ıkladu výše; pro α ∈ Q jde o jednoduché
cvičeńı.

• (αβ)′ = α′β′, (α + β)′ = α′ + β′

• N(αβ) = Nα ·Nβ, nebot’ to můžeme rozepsat jako (αβ)(αβ)′ = (αα′)(ββ′).
Tr(α + β) = Tr(α) + Tr(β) podobně.

Věta 4.3. Bud’ D 6= 0, 1 bezčtvercové a K = Q(
√
D). Pak

OK =

{
Z[
√
D] pro D ≡ 2, 3 (mod 4)

Z[1+
√
D

2
] pro D ≡ 1 (mod 4)

D̊ukaz. Dokážeme inkluzi
”
⊂“, opačnou inkluzi necháme jako lehké cvičeńı.

At’ α ∈ OK , α = a+ b
√
D. Pak stopa Tr(α) = 2a je celé č́ıslo, a tedy a = c/2 pro c ∈ Z.

Norma je také celoč́ıselná, čili

Nα = a2 − b2D =
c2 − 4b2D

4
∈ Z.
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Speciálně máme 4b2D = (2b)2D ∈ Z.
Jmenovatel racionálńıho č́ısla (2b)2 je čtverec, který muśı dělit D, aby (2b)2D ∈ Z. Ovšem
D je bezčtvercové, a tedy tento jmenovatel je 1, čili (2b)2 i (2b) jsou v Z.
Bud’ b = d

2
pro d ∈ Z. Pak Nα = c2−d2D

4
∈ Z implikuje c2 ≡ d2D (mod 4).

Všimněme si, že protože 4 - D, č́ısla c a d maj́ı stejnou paritu. Rozlǐsme tedy dva př́ıpady:
1) c, d sudá. Pak a = c

2
, b = d

2
∈ Z.

2) c, d lichá. Pak 1 ≡ c2 ≡ d2 ≡ D (mod 4), čili nutně D ≡ 1 (mod 4).

Tedy pro D ≡ 2, 3 (mod 4) muśı nastat př́ıpad 1), a tedy α = a+ b
√
D ∈ Z[

√
D].

Pokud D ≡ 1 (mod 4), může se taky stát, že c, d jsou obě lichá.

Pak ale α = a+ b
√
D =

(
c−1

2
+ d−1

2

√
D
)

+ 1+
√
D

2
. Protože prvńı sč́ıtanec lež́ı v Z[

√
D] ⊂

Z[1+
√
D

2
], dostáváme α ∈ Z[1+

√
D

2
].

Tvrzeńı 4.4. O×K = {α ∈ OK | Nα = ±1}

D̊ukaz.
”
⊂“: α ∈ O×K ⇒ ∃β : αβ = 1⇒ N(α) ·N(β) = N(1) = 1.

Nα,Nβ ∈ Z⇒ Nα = ±1

”
⊃“: Nα = ±1⇒ α · α′ = ±1⇒ ±α′ je inverzńı prvek k α.

Př́ıklad. K = Q(
√
D)

• D < 0 ⇒ a2 + b2(−D) = ±1 ⇒ konečně mnoho jednotek, typicky jenom O×K =
{±1}. Vı́ce jednotek máme jen ve dvou př́ıpadech, a sice
O×Q(i) = {±1,±i}.
O×Q(

√
−3)

= {e kπi3 | k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}}

• D > 0, D ≡ 2, 3 (mod 4). Jde o řešeńı Pellovy rovnice x2 − Dy2 = ±1, jež má
nekonečně mnoho řešeńı.
Např́ıklad pro D = 2 máme O×K = {±(1 +

√
2)n | n ∈ Z}.

(Pro 0 < D ≡ 1 (mod 4) je třeba uvažovat Pellovu rovnici x2 −Dy2 = ±4.)

4.4 Ideály

Nemáme jednoznačné rozklady na součin ireducibilńıch prvk̊u. Např́ıklad v Z[
√
−14] plat́ı

3 · 5 = (1 +
√
−14)(1−

√
−14) a 3 · 3 · 3 · 3 = (5 + 2

√
−14)(5− 2

√
−14),

což jsou vše ireducibilńı prvky.
Mı́sto toho budeme rozkládat na součin prvoideál̊u, jak jsem už naznačili v sekci 4.1. K
tomu si napřed dokážeme některé základńı vlastnosti ideál̊u.
Stejně jako v celé kapitole bud’ K = Q(

√
D) pro bezčtvercové D 6= 0, 1.

Tvrzeńı 4.5. Každý ideál v OK je konečně generovaný, a to nejvýše dvěma generátory.

D̊ukaz. Ideál I v OK je podgrupa I(+) v OK(+) ' Z2(+) podle věty 4.3. Ale každá
podgrupa v Z2 je izomorfńı Zn pro nějaké 0 ≤ n ≤ 2 (cvičeńı). Tedy I(+) ' Zn(+), a
tedy I má n ≤ 2 generátor̊u jako abelovská grupa.
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Př́ıklad. Jak vypadá izomorfismus OK(+) ' Z2(+)?
a) OK = Z[

√
D]. Pak a+ b

√
D 7→ (a, b) ∈ Z2.

b) OK = Z
[

1+
√
D

2

]
. Pak a+ b1+

√
D

2
7→ (a, b) ∈ Z2.

Důsledek 4.6. OK je noetherovský obor.

D̊ukaz. Tvrzeńı 1.10 + tvrzeńı 4.5.

Lemma 4.7. Bud’ I < OK ideál takový, že I = (a1, . . . , am) pro a1, . . . , am ∈ Z. Pak
I = (a) je hlavńı (pro nějaké a ∈ Z).

D̊ukaz. Bud’ a = NSD(a1, . . . , am) v Z. Pak a | ai v Z, takže a | ai v OK , a tedy ai ∈ (a).
Toto ale plat́ı pro všechna i, a tedy I ⊂ (a).
Na druhou stranu z Bézoutovy rovnosti v Z plyne existence prvk̊u bi ∈ Z takových, že
a = a1b1 + · · ·+ ambm ∈ I, a tedy (a) ⊂ I.

Tvrzeńı 4.8. Necht’ I = (α1, . . . , αm), J = (β1, . . . , βl), αi, βi ∈ OK. Potom:

• I + J = (α1, . . . , αm, β1, . . . , βl)

• I · J = (α1β1, α1β2, . . . , αiβj, . . . , αmβl)

• I ⊂ J ⇔ každé αi je OK-lineárńı kombinace βj

• I · J = 0⇔ I = 0 nebo J = 0

D̊ukaz. Prvńı 3 body jsou jasné z definic. Ten posledńı také neńı těžký:

”
⇐“ Jasné.

”
⇒“ Sporem. Necht’ 0 6= α ∈ I, 0 6= β ∈ J . Pak ale α · β ∈ I · J = 0. To je spor s t́ım, že
OK je obor (což plat́ı, protože jde o podmnožinu tělesa OK ⊂ K).

Definice. Bud’te I, J ideály v OK . Řekneme, že I děĺı J , což znač́ıme I | J , pokud
existuje ideál H takový, že J = I ·H.

Pozorováńı. Pro α, β ∈ OK máme α | β ⇔ (α) | (β).

D̊ukaz.

”
⇒“: ∃γ ∈ OK takové, že β = αγ ⇒ (β) = (αγ) = (α)(γ)⇒ (α) | (γ)

”
⇐“: β ∈ (β) = (α) ·H = {αi | i ∈ H}. Tedy ∃i ∈ H : β = α · i⇒ α | β.

Tvrzeńı 4.9. Bud’ α ∈ OK , I = (β1, . . . , βm) < OK. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
a) (α) | I
b) α | βj pro všechna j
c) (α) ⊃ I

D̊ukaz.
”
a⇒ b“ Necht’ I = (α)J = {αi | i ∈ J} pro nějaký ideál J . Tedy α děĺı všechny

prvky I, speciálně i generátory, čili α | βj ∀j.

”
b⇔ c“ α | βj pro všechna j ⇔ α děĺı všechny prvky I ⇔ I ⊂ (α).

”
b⇒ a“ Necht’ βj = αγj pro nějaké prvky γj ∈ OK . Potom

I = (β1, . . . , βm) = (αγ1, . . . , αγm) = (α) · (γ1, . . . , γm),

a tedy (α) | I.

Věta 4.10. Pro nenulové ideály I, J < OK máme I | J ⇔ I ⊃ J .

D̊ukaz. Zat́ım jen
”
⇒“, druhou implikaci dokážeme v př́ı̌st́ı sekci.

Necht’ J = I ·H. Protože H ⊂ OK , tak J = I ·H ⊂ I · OK = I.
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4.5 Kráceńı ideál̊u

Stále bud’ K = Q(
√
D) pro bezčtvercové D 6= 0, 1.

Definice. Bud’ I < OK ideál. Jeho konjugovaný ideál je I ′ = {α′ | α ∈ I}.

Pozorováńı. Zřejmě máme:

• (α1, . . . , αm)′ = (α′1, . . . , α
′
m)

• (IJ)′ = I ′J ′

• I ′′ = I

Tvrzeńı 4.11. Necht’ I = (α, β) < OK. Potom II ′ = (Nα,Tr(αβ′), Nβ), a tedy II ′ je
hlavńı ideál.

D̊ukaz. Pokud α = 0 nebo β = 0, tak tvrzeńı plat́ı.
At’ α 6= 0 6= β. Máme

II ′ = (α, β)(α′, β′) = (αα′, αβ′, α′β, ββ′) = (Nα,αβ′, α′β,Nβ).

Všimněme si, že Tr(αβ′) = αβ′ + α′β, a tedy (Nα,Tr(αβ′), Nβ) ⊂ II ′.

Zbývá dokázat opačnou inkluzi, k ńıž potřebujeme αβ′ ∈ (Nα,Tr(αβ′), Nβ).
Bud’ g = NSDZ(Nα,Tr(αβ′), Nβ), čili (g) = (Nα,Tr(αβ′), Nβ) (viz d̊ukaz lemmatu 4.7).
Tedy chceme dokázat, že αβ′ ∈ (g), neboli αβ′

g
∈ OK . K tomu stač́ı, že norma a stopa

tohoto prvku ∈ Z. Máme:
Tr(αβ

′

g
) = αβ′

g
+ α′β

g
= αβ′+α′β

g
= Tr(αβ′)

g
∈ Z, protože g = NSD(N(α),Tr(αβ′), Nβ).

N
(
αβ′

g

)
= αβ′

g
· α′β

g
= αα′

g
· ββ′

g
= Nα

g
· Nβ

g
∈ Z.

T́ım jsme dokázali, že αβ′ ∈ (g) = (Nα,Tr(αβ′), Nβ).

Symetricky α′β ∈ (Nα,Tr(αβ′), Nβ), a tedy II ′ ⊂ (Nα,Tr(αβ′), Nβ).

To, že II ′ je hlavńı ideál, pak vyplývá z lemmatu 4.7.

Důsledek 4.12. Je-li I = (α1, . . . , αm) < OK, pak II ′ je ideál generovaný prvky
Nα1, . . . , Nαm a všemi prvky Tr(αiα

′
j) pro 1 ≤ i < j ≤ m.

D̊ukaz. Opakovaně použijeme tvrzeńı 4.11.

Nyńı můžeme dokázat, že nenulovými ideály jde krátit.

Tvrzeńı 4.13. Bud’te H, I, J < OK ideály takové, že H 6= 0 a HI = HJ . Pak I = J .

D̊ukaz. Rozlǐśıme dva př́ıpady:
a) H je hlavńı, čili H = (α), α 6= 0. Máme HI = (α)I = {αi | i ∈ I} a také HJ = (α)J =
{αj | j ∈ J}.
OK je obor, a tedy αi = αj implikuje i = j. Tedy I = J .

b) H je obecný ideál. Podle tvrzeńı 4.11 máme HH ′ = (g) pro nějaké g. Tedy

HI = HJ ⇒ HH ′I = HH ′J ⇒ (g)I = (g)J
část a)⇒ I = J.

Ted’ se už můžeme vrátit k d̊ukazu těžš́ı implikace ve větě 4.10.
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D̊ukaz věty 4.10.
”
⇐“: At’ I ⊃ J . Pak II ′ ⊃ JI ′. Podle tvrzeńı 4.11 existuje g takové, že

II ′ = (g).
Máme tedy (g) ⊃ JI ′. Podle tvrzeńı 4.9 pak (g) | JI ′, tedy existuje ideál H takový, že
JI ′ = (g)H = II ′H. Podle tvrzeńı 4.13 můžeme zkrátit I ′, č́ımž dostaneme J = IH, čili
I | J .

Poznamenejme, že zat́ımco věta 4.10 plat́ı obecně (a je kĺıčem k d̊ukazu jednoznačné
faktorizace na prvoideály ve větě 4.17), tvrzeńı 4.11 je specifické jen pro kvadratická
tělesa. Obecně se k d̊ukazu věty 4.10 pracuje s

”
lomenými ideály“ a

”
anihilátory“.

Důsledek 4.14. Mějme prvoideál P < OK a ideály I, J < OK. Pokud P | IJ , pak P | I
nebo P | J .

D̊ukaz. P | IJ 4.10⇒ P ⊃ IJ
def.⇒ P ⊃ I nebo P ⊃ J

4.10⇒ P | I nebo P | J .

4.6 Norma ideálu

Stále bud’ K = Q(
√
D) pro bezčtvercové D 6= 0, 1.

Definice. Bud’ I ideál v OK . Norma ideálu I je celé č́ıslo NI ≥ 0 takové, že II ′ = (NI).

Toto celé č́ıslo existuje podle tvrzeńı 4.11, a tedy definice dává smysl.

Pozorováńı.

• N(0) = 0

• I = OK ⇔ NI = 1
D̊ukaz.

”
⇐“ (1) = II ′ ⊂ IOK = I ⇒ I = OK .

• N(IJ) = NI ·NJ
• I | J ⇒ NI | NJ
• Pokud I | J a J 6= 0, J 6= I, pak NI < NJ .

• Pokud I = (α) je hlavńı, pak NI = |Nα|.
D̊ukaz. (NI) = II ′ = (α)(α′) = (αα′) = (Nα)

Př́ıklad. At’ K = Q(
√
−14).

Pro I = (3, 1 +
√
−14) máme

NI = NSD(N3,Tr(3 · (1−
√
−14)), N(1 +

√
−14)) = NSD(9, 6, 15) = 3.

Pro J = (1 +
√
−14, 1−

√
−14) máme

NJ = NSD(15,Tr
(
(1 +

√
−14)2

)
, 15) = NSD(15,−26) = 1.

Tedy J = OK .

Lemma 4.15. Je-li I < OK nenulový ideál, pak faktorokruh OK/I je konečný.

D̊ukaz. Bud’ n = NI. Máme surjekci

OK/(n) = OK/II ′ � OK/I
α + II ′ 7→ α + I
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Toto zobrazeńı je dobře definované, protože II ′ ⊂ I.

Stač́ı tedy dokázat, že OK/(n) je konečné.

Uvažujme to jako aditivńı grupu. OK(+) ' Z2(+) podle věty 4.3. Pak (n) odpov́ıdá

(nZ)2, a tedy máme izomorfismy aditivńıch grup OK/(n) ' Z2
/(nZ)2 =

(Z/nZ)2
, jež

má n2 prvk̊u.

4.7 Prvoideály a faktorizace

Bud’ K = Q(
√
D), D 6= 0, 1 bezčtvercové.

Tvrzeńı 4.16. Bud’ P < OK ideál. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

a) P je nenulový prvoideál,

b) P je maximálńı ideál,

c) P je vlastńı ideál a plat́ı: Pokud P = IJ pro nějaké ideály I, J < OK, pak I = OK
nebo J = OK.

D̊ukaz. b) ⇒ a) je jasné.

c) ⇒ b): At’ P ⊂ I. K d̊ukazu maximality chceme dokázat, že I = P nebo I = OK .

Věta 4.10 implikuje I | P , čili P = IJ pro nějaké J . Podle c) pak máme I = OK nebo
J = OK . Pokud J = OK , pak P = IJ = I.

a) ⇒ c): At’ P = IJ . Pak P ⊃ IJ , a tedy P ⊃ I nebo P ⊃ J z definice prvoideálu, búno
P ⊃ I. Podle věty 4.10 pak máme P | I.

Zároveň ale I | P , protože P = IJ . Dohromady tedy máme P = I, a tedy POK = P =
PJ , což podle tvrzeńı 4.13 implikuje J = OK .

T́ım je tvrzeńı dokázané, ale pro zaj́ımavost si ukažme ještě jednu implikaci.

a) ⇒ b): P prvoideál implikuje, že OK/P je obor. Chceme, že OK/P je těleso, protože
pak je P maximálńı ideál. Podle lemmatu 4.15 v́ıme, že OK/P je konečné.

Lemmátko. Každý konečný obor je těleso.
D̊ukaz. Bud’ R konečný obor a α ∈ R,α 6= 0.

Uvažujme hlavńı ideál (α) = {αr | r ∈ R} ⊂ R.

Plat́ı, že αr = αr′ ⇔ r = r′, protože R je obor (α(r − r′) = 0⇒ r − r′ = 0).

Tedy #(α) = #R. Ale protože (α) ⊂ R, máme (α) = R 3 1, a tedy ∃β : αβ = 1, čili α
je invertibilńı.

Poznámka. Dokázali jsme, že OK (pro K = Q(
√
D)) je Dedekind̊uv obor, kde obor R je

Dedekind̊uv, pokud:

• R je noetherovský.

• R je celistvě uzavřený: Bud’ T pod́ılové těleso R. R je celistvě uzavřený, pokud
∀α ∈ T plat́ı: α je celistvý nad R⇒ α ∈ R.

• Každý nenulový prvoideál je maximálńı.

Poznámka. Okruh celistvých prvk̊u OK libovolného č́ıselného tělesa K je Dedekind̊uv.

Jednoznačná faktorizace na prvoideály plat́ı i v obecném Dedekindově oboru.
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Věta 4.17. Bud’ K = Q(
√
D), D 6= 0, 1 bezčtvercové. Každý nenulový ideál I < OK jde

rozložit na součin prvoideál̊u

I = P k1
1 · · ·P kr

r , r ≥ 0, k1, . . . , kr ∈ N,

kde P1, . . . , Pr jsou po dvou r̊uzné prvoideály. Tento rozklad je jednoznačný až na pořad́ı.

D̊ukaz.
Existence. Indukćı podle N(I):

• N(I) = 1. Pak I = OK a zvoĺıme r = 0.

• N(I) > 1. Rozlǐśıme dva př́ıpady:

– I je prvoideál. Pak máme rozklad I = I1.

– I neńı prvoideál, potom z tvrzeńı 4.16 máme, že I = HJ pro nějaké ideály
H 6= OK , J 6= OK .

Norma je multiplikativńı, takže máme NH,NJ < NI, a tedy H, J maj́ı roz-
klad podle indukčńıho předpokladu.

(Poznamenejme, že přestože jsme udělali d̊ukaz indukćı podle normy NI ∈ N,
typicky neexistuj́ı ideály všech možných norem.)

Jednoznačnost. At’ P k1
1 · · ·P kr

r = Q`1
1 · · ·Q`s

s .
Pak P1 | Q`1

1 · · ·Q`s
s , a tedy podle d̊usledku 4.14 P1 | Qj pro nějaké j. Podle věty 4.10

pak máme P1 ⊃ Qj. Ovšem podle tvrzeńı 4.16 jsou P1, Qj maximálńı, takže P1 = Qj.

Z tvrzeńı 4.13 pak dostaneme P k1−1
1 · · ·P kr

r = Q`1
1 · · ·Q

`j−1
j · · ·Q`s

s a můžeme pokračovat
indukćı.

V tvrzeńı 1.8 jsme dokázali, že OHI implikuje gaussovskost, pro OHI tedy máme jed-
noznačné rozklady na součin prvk̊u, jež jsou silněǰśı, než rozklady na součin prvoideál̊u.
Obecně existuj́ı gaussovské obory, které nejsou OHI, ne však v př́ıpadě OK :

Věta 4.18. OK je OHI, právě když je gaussovský.

D̊ukaz.
”
⇒“: Tvrzeńı 1.8

”
⇐“: Postupně dokážeme:

(1) Pokud je π prvočinitel v OK , potom je (π) prvoideál.
Podle lemmatu 1.6 stač́ı dokázat, že αβ ∈ (π) implikuje α ∈ (π) nebo β ∈ (π).
Necht’ αβ ∈ (π). Pak π | αβ, a protože je π prvočinitel, máme π | α nebo π | β. To ale
znamená, že α ∈ (π) nebo β ∈ (π).

(2) Každý prvoideál P < OK je hlavńı.
P = (0) zřejmě je hlavńı, necht’ P 6= (0).
Potom P děĺı (n) pro nějaké n ∈ Z (např́ıklad můžeme vźıt n = NP ). Uvažujme rozklad
č́ısla n na prvočinitele v OK : n = πk11 · · · πkrr .
Máme P | (n) = (π1)k1 · · · (πr)kr , a tedy P | (πj) pro nějaké j, protože P je prvoideál.
Podle (1) máme, že (πj) je prvoideál, a tedy P = (πj) je hlavńı ideál

(3) Každý ideál je hlavńı.

I
4.17
= P k1

1 · · ·P kr
r

(2)
= (π1)k1 · · · (πr)kr = (πk11 · · · πkrr ).
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4.8 Popis prvoideál̊u

Bud’ K = Q(
√
D), D 6= 0, 1 bezčtvercové. Chceme explicitně popsat, jak vypadaj́ı prvo-

ideály v OK . Např́ıklad v́ıme, že:

Př́ıklad. V Z[i] je každý ideál hlavńı a jsou tři typy prvoideál̊u, které dostaneme rozkladem
prvoč́ısel p ∈ N:

• (2) = (1 + i)2, kde (1 + i) je prvoideál,

• pro prvoč́ıslo p ≡ 3 (mod 4) je (p) prvoideál,

• pro prvoč́ıslo p ≡ 1 (mod 4) existuje jednoznačné vyjádřeńı p = a2 + b2 s a, b ∈ N a
odpov́ıdaj́ıćı rozklad (p) = (a+bi)(a−bi), kde (a+bi), (a−bi) jsou r̊uzné prvoideály.

Např́ıklad (5) = (2 + i)(2− i), (13) = (3 + 2i)(3− 2i).

Podobné tři možnosti nastanou obecně, jak za chv́ıli dokážeme.

Lemma 4.19. Bud’ P nenulový prvoideál v OK. Pak
a) ∃! prvoč́ıslo p ∈ N : P | (p).
b) N(P ) = p nebo p2.
c) Je-li I ideál v OK takový, že N(I) = p je prvoč́ıslo, pak je I prvoideál.

D̊ukaz.
a) At’ n = N(P ) a uvažujme prvoč́ıselný rozklad n = pk11 · · · pkrr v Z.
Pak P | PP ′ = (N(P )) = (p1)k1 · · · (pr)kr , a tedy P | (pj) pro nějaké j. Zbývá dokázat
jednoznačnost.
At’ P | (p), (q), kde p 6= q jsou prvoč́ısla v Z. Podle Bézoutovy rovnosti existuj́ı a, b ∈ Z
taková, že ap + bq = 1. Pak ale P | (ap + bq) = (1) = OK , což je spor s t́ım, že P je
prvoideál.

b) P | (p)⇒ N(P ) | N((p)) = p2. Tedy N(P ) může být 1, p nebo p2, ale N(P ) = 1 nejde,
protože P 6= OK .

c) At’ I neńı prvoideál, čili podle tvrzeńı 4.16 máme I = AB pro vlastńı ideály A,B. Pak
ale p = NI = NA · NB, a tedy NA nebo NB se rovná 1, což implikuje A = OK nebo
B = OK .

Věta 4.20. At’ OK = Z[ω], kde

ω =

{√
D

1+
√
D

2

má minimálńı polynom f(x) =

{
x2 −D pro D ≡ 2, 3 (mod 4)

x2 − x+ 1−D
4

pro D ≡ 1 (mod 4)

Pokud je p ∈ Z prvoč́ıslo, potom rozklad (p) na prvoideály v OK odpov́ıdá rozkladu poly-
nomu (f(x) mod p) ∈ Fp[x] na součin ireducibilńıch polynom̊u.
M̊užou nastat tři př́ıpady:

a) f(x) mod p je ireducibilńı. Potom (p) je prvoideál s normou p2.

b) f(x) ≡ (x−c)(x−d) mod p pro nějaká c 6≡ d mod p. Potom (p) = PP ′ pro prvoideály
P 6= P ′, N(P ) = N(P ′) = p.

c) f(x) ≡ (x − c)2 mod p pro nějaké c. Potom (p) = P 2 pro prvoideál P takový, že
N(P ) = p.
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D̊ukaz. Máme

OK = Z[ω] ' Z[x]/(f(x))

a+ bω 7→ a+ bx

a
OK/(p)' Z[x]/(p, f(x))' Fp[x]/(f(x))

(a+ bω) mod p 7−→ (a mod p) + (b mod p)x

Rozlǐsme, jak vypadá Fp[x]/(f(x)) v našich třech př́ıpadech:

a) f(x) mod p je ireducibilńı. Pak Fp[x]/(f(x)) je těleso.

b) f(x) ≡ (x− c)(x−d) mod p pro c 6≡ d mod p. Podle č́ınské zbytkové věty pak máme

Fp[x]/(f(x)) ' Fp[x]/(x− c)× Fp[x]/(x− d) ' Fp × Fp.

Neńı to tedy těleso a neobsahuje žádný nilpotent, což je prvek u 6= 0 takový, že uk = 0
pro nějaké k.

c) f(x) ≡ (x− c)2 mod p. Potom Fp[x]/(x− c)2 neńı těleso a obsahuje nilpotent (x− c),
protože (x− c)2 ≡ 0 mod (x− c)2.

Podobně uvažujme, jak vypadá OK/(p). Dı́ky izomorfismu OK/(p) ' Fp[x]/(f(x)) muśı
odpov́ıdat př́ıpad̊um výše:

a) OK/(p) je těleso. Pak (p) je maximálńı ideál, a tedy podle tvrzeńı 4.16 je (p) prvoideál.

b,c) OK/(p) neńı těleso, a tedy (p) neńı prvoideál.

Pak (p) = PI pro vlastńı ideály P, I < OK . Máme N(p) = p2 = N(P ) · N(I), a tedy
N(P ) = N(I) = p. Podle lemmatu 4.19c) jsou pak P, I prvoideály.
Zároveň z definice normy máme (p) = (N(P )) = PP ′, tud́ıž P ′ = I d́ıky jednoznačné
faktorizaci 4.17.

Zbývá rozlǐsit dva př́ıpady:
- Pokud P = P ′, potom OK/(p) = OK/P 2 obsahuje nenulový nilpotent, a to obraz

libovolného prvku α ∈ P \P 2 (máme totiž α /∈ P 2 a α2 ∈ P 2). Jedná se tedy o př́ıpad c).

- Pokud P 6= P ′, potom OK/(p) = OK/PP ′
ČZV' OK/P ×OK/P ′, kde OK/P ,OK/P ′ jsou

tělesa, protože P, P ′ jsou maximálńı ideály. Tedy OK/(p) neobsahuje nilpotenty. Jedná
se tedy o př́ıpad b).

Ověřeńı norem je triviálńı.

T́ımto zp̊usobem můžeme i explicitně určit, jak rozklad na prvoideály vypadá:

Důsledek 4.21. Bud’ p ∈ N prvoč́ıslo takové, že (p) neńı prvoideál v OK. Potom f(x) ≡
(x− c)(x− d) mod p (přičemž m̊uže být c ≡ d mod p) a plat́ı (p) = (p, ω− c)(p, ω− d).

D̊ukaz. Podle věty 4.20 máme (p) = PP ′ a f(x) ≡ (x− c)(x− d) mod p.
Bud’ I = (p, ω − c). Potom I = (p, ω − c) ⊃ (p), a tedy I | (p) = PP ′. Plat́ı ω − c /∈ (p)
(cvičeńı), a tedy I 6= (p). Tedy I = P nebo I = P ′ nebo I = OK ; chceme dokázat, že
I 6= OK , čili že N(I) 6= 1.
Podle tvrzeńı 4.11 máme N(I) = NSD(N(p),Tr(p(ω − c)), N(ω − c)). Spočtěme tyto
hodnoty:
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• N(p) = p2

• Tr(p(ω − c)) = pTr(ω − c)
• N(ω − c) = (ω − c)(ω − c)′ = (c− ω)(c− ω′) = f(c) ≡ 0 mod p.

Z toho plyne, že všechna tato č́ısla jsou dělitelná p, a tedy p | N(I) 6= 1. Tud́ıž I 6= OK ,
a tedy I = P nebo P ′ je prvoideál.

Podobně máme, že (p, ω − d) = P nebo P ′ je prvoideál.
Zároveň máme P = P ′ ⇔ c ≡ d mod p ⇔ (p, ω − c) = (p, ω − d). V každém př́ıpadě
dostaneme (p) = PP ′ = (p, ω − c)(p, ω − d).

Věty 4.20 a 4.21 nám umožňuj́ı naj́ıt rozklad libovolného ideálu I v OK na prvoideály,
např́ıklad takto:
1. Rozlož N(I) na součin prvoč́ısel N(I) = pk11 · · · pkrr v Z.
2. Každé (pi) rozlož na součin prvoideál̊u v OK .
3. T́ım dostaneme rozklad ideálu (N(I)) = P `1

1 · · ·P `s
s na součin prvoideál̊u v OK .

4. Zároveň máme I | II ′ = (N(I)), a tedy I = Pm1
1 · · ·Pms

s pro nějaká 0 ≤ mi ≤ `i.
5. Najdi správné hodnoty mi: přinejhorš́ım jde vyzkoušet všechny možné kombinace, ale
uvažováńı norem ideál̊u hodně pomůže; v zásadě jde o to vždy správně vybrat mezi Pi a
P ′i .

4.9 Př́ıklady v K = Q(
√
−14)

V této sekci bud’ K = Q(
√
−14), takže OK = Z[

√
−14].

Př́ıklad. Jak hledat prvoideály?

• Zaj́ımá nás x2 + 14 mod p, tedy x2 ≡ −14 mod p

• f(x) mod p reducibilńı ⇔ −14 je kvadratický zbytek modulo p.

• p = 2, x2 ≡ −14 (mod 2)⇒ x ≡ 0 (mod 2) (0 je dvojnásobný kořen)
(2) = P 2

2 pro P2 = (2,
√
−14)

• p = 3, x2 ≡ −14 ≡ 1 (mod 3)⇒ x = ±1
(3) = P3 · P3

′ pro P3 = (3,
√
−14 + 1)

• p = 5, x2 ≡ −14 ≡ 1 (mod 5)⇒ x = ±1
(5) = P5 · P5

′ pro P5 = (5,
√
−14 + 1)

• p = 7, (7) = P 2
7 pro P7 = (7,

√
−14)

• p = 11, x2 ≡ −14 ≡ 8 (mod 11), 8 neńı kvadratický zbytek modulo 11 ⇒ (11) je
prvoideál

• p = 13, x2 ≡ −14 ≡ −1 (mod 13)⇒ x = ±5
(13) = P13 · P ′13 pro P13 = (13,

√
−14 + 5)

Př́ıklad. Rozložte (1 +
√
−14) na součin prvoideál̊u

N(1 +
√
−14) = 1 + 14 = 15 = 3 · 5

Plat́ı: 1 +
√
−14 ∈ P3? Ano

Také 1 +
√
−14 ∈ P5. Tedy (1 +

√
−14) = P3 · P5

Př́ıklad. Rozložte (2 + 3
√
−14)

N(2 + 3
√
−14) = 4 + 9 · 14 = 130 = 2 · 5 · 13

2 +
√
−14 ∈ P2
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2 +
√
−14 ∈ P5? 2 + 3

√
−14− 3(

√
−14 + 1)
∈P5

= −1 /∈ P5 ⇒ 2 + 3
√
−14 /∈ P5

2 + 3
√
−14− 3(

√
−14 + 5) = −13 ∈ P13, tedy 2 + 3

√
−14 ∈ P13

(2 + 3
√
−14) = P2 · P5

′ · P13

Př́ıklad. Rozložte (5 + 2
√
−14).

N(5 + 2
√
−14) = 25 + 4 · 14 = 25 + 56 = 81 = 34.

Kdyby P3, P3
′ | (5+2

√
−14), potom by (3) | (5+2

√
−14), to by znamenalo 3 | 5+2

√
−14

v OK , ale to neńı pravda.
Tedy jen jedno z P3, P

′
3 děĺı (5 + 2

√
−14)

5 + 2
√
−14− 2(

√
−14 + 1) = 3 ∈ P3, tedy P3 | (5 + 2

√
−14) a z toho (5 + 2

√
−14) = R4

3

Př́ıklad. Rozložte (1 +
√
−14, 5 + 2

√
−14)

(1 +
√
−14) = P3 · P5, (5 + 2

√
−14) = P 4

3

Tedy (1 +
√
−14, 5 + 2

√
−14) = P3



5. Př́ıklady

Skripta jsem dokončoval zároveň s přednáškou v roce 2019/2020. Uvedu zde tedy i časový
pr̊uběh přednášky v tomto roce (kdy měl semestr jen 13 týdn̊u mı́sto obvyklých 14) a
př́ıklady ze cvičeńı a domáćıch úkol̊u.

Přednášky byly nahrávané a jsou k dispozici tady:

https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NMAG301/

5.1 Harmonogram semestru 2019/2020

1. 10. 1. Základy. úvod, faktorokruhy, věty o izomorfismu (do věty 1.2)

7. 10. věty o izomorfismu, prvoideály a maximálńı ideály, opakováńı gaussovských okruh̊u,
obory hlavńıch ideál̊u (před tvrzeńı 1.8)

8. 10. 1. cvičeńı

14. 10. noetherovské okruhy a moduly, Hilbertova věta o bázi (do d̊usledku 1.12)

15. 10. p-valuace a p-obsah, Gaussovo lemma, ireducibilńı prvky a gaussovskostR[x], začátek
č́ınské zbytkové věty (před lemma 1.18)

21. 10. č́ınská zbytková věta, Zornovo lemma (do konce 1. kapitoly)

22. 10. 2. cvičeńı

29. 10. 2. Galoisova teorie. opakováńı, celistvé prvky, rozkladové nadtěleso (do tvrzeńı
2.3)

4. 11. kořenová a rozkladová nadtělesa, algebraický uzávěr (do konce sekce 2.5; přečtěte
si i d̊usledek 2.10)

5. 11. 3. cvičeńı

11. 11. Galoisova grupa, separabilńı rozš́ı̌reńı (do tvrzeńı 2.16 – přečtěte si jeho d̊ukaz)

18. 11. dokončeńı separabilńıch rozš́ı̌reńı, jednoduchá rozš́ı̌reńı (do konce sekce 2.8)

19. 11. normálńı rozš́ı̌reńı, Galoisova korespondence (zbývá dodělat druhá p̊ulka d̊ukazu
věty 2.27)

25. 11. dokončeńı Galoisovy korespondence, 3. Algebraická geometrie. algebraické množiny
a ideály (do konce sekce 3.1, zbývá dodělat d̊ukaz tvrzeńı 3.4c)

26. 11. 4. cvičeńı

2. 12. radikály, rozš́ı̌reńı konečně generovaná jako okruh a jako modul (po d̊usledek 3.12
včetně)

3. 12. 5. cvičeńı

9. 12. Hilbertova věta o nulách, ireducibilńı algebraické množiny (po větu 3.20 včetně)

59

https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NMAG301/
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10. 12. dokončeńı ireducibilńıch množin, 4. Algebraická teorie č́ısel. řešeńı diofantických
rovnic pomoćı rozkladem: x2 + 5 = y3, motivace tř́ıdové grupy, začátek celistvých
prvk̊u (po lemma 4.1 včetně)

16. 12. celistvé prvky v č́ıselných tělesech, norma a stopa, generátory ideál̊u, dělitelnost
ideál̊u (do konce sekce 4.4)

17. 12. 6. cvičeńı

6. 1. norma ideálu, jednoznačný rozklad na prvoideály (po větu 4.17 včetně)

7. 1. popis prvoideál̊u kvadratických č́ıselných těles (po prvńı př́ıklad v sekci 4.9 včetně)

5.2 Zkouška

Zkoušky v roce 2019/2020 prob́ıhaly takto:

U zkoušky si každý vylosuje dvojici lehč́ı a těžš́ı otázky (přičemž jsem se snažil o to,
aby jednotlivé dvojice byly obt́ıžnost́ı vyvážené). Ke zdárnému složeńı zkoušky je třeba
pro každou z otázek ṕısemně zformulovat definice a tvrzeńı a nast́ınit př́ıslušný d̊ukaz.
Samozřejmě je vhodné si na začátku (a potom pr̊uběžně) ujasnit, co přesně chci slyšet,
př́ıpadně se mě pr̊uběžně ptát na hinty. Po cca 1 hodině se na sepsané pod́ıvám a př́ıpadně
si nechám ještě něco dovysvětlit nebo dopřipravit. Dýl než 2 hodiny bych jednoho člověka
zkoušel opravdu nerad.
U všech otázek si představuju znalosti zhruba v rozsahu skript (+ schopnost dokázat
lehč́ı tvrzeńı nechaná jako cvičeńı, včetně těch, jež byla za DÚ nebo na cvičeńıch).
Pokud se nebude dařit teorie, můžu to zkusit zachránit dotazem na př́ıklady.

Hrubý nástin známkováńı:
1: umı́ všechno, př́ıpadně s několika málo drobnými chybkami nebo hinty v d̊ukaze
2: umı́ definice a formulace tvrzeńı a lehký nebo těžký d̊ukaz, v látce se orientuje
3: umı́ definice a formulace tvrzeńı a orientuje se v nich, i když toho moc neumı́ dokázat
4: umı́ toho mı́ň

5.2.1 Lehč́ı otázky

Věty o homomorfismu a izomorfismu
Charakterizace maximálńıch ideál̊u a prvoideál̊u
OHI a gaussovskost
Charakterizace noetherovských modul̊u
Obsah polynomu a Gaussovo lemma
Zornovo lemma a aplikace na existenci ideál̊u
Charakterizace celistvých prvk̊u
Existence kořenového nadtělesa
Stupeň separability: multiplikativita a porovnáńı se stupněm rozš́ı̌reńı
Charakterizace separabilńıch rozš́ı̌reńı, separabilita v V ⊃ U ⊃ T
Normálńı a Galoisova rozš́ı̌reńı ve vztahu k rozkladovým nadtěles̊um
Abstraktńı Galoisova korespondence
Základńı vlastnosti Fix a Gal
Galoisova grupa pro Q(

√
a1, . . . ,

√
an) ⊃ Q

Charakterizace radikálu
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Základńı vlastnosti V (S), I(X)
Algebraické množiny jako pr̊unik nadploch
Charakterizace ireducibilńıch algebraických množin
Celistvé prvky v Q(

√
D)

Norma, stopa a invertibilńı prvky v kvadratických tělesech
Ideály v kvadratických tělesech a dělitelnost
Norma ideálu

5.2.2 Těžš́ı otázky

Hilbertova věta o bázi
Ireducibilńı prvky v R[x] a gaussovskost R[x]
Č́ınská zbytková věta
Rozšǐrováńı homomorfismů mezi rozkladovými nadtělesy
Existence a jednoznačnost algebraického uzávěru
Separabilńı konečná rozš́ı̌reńı jsou jednoduchá
T = Fix(U,G). Vlastnosti U ⊃ T
Základńı věta Galoisovy teorie
Tělesa konečně generovaná jako modul a okruh
Slabá Hilbertova věta o nulách
Hilbertova věta o nulách
Rozklad algebraické množiny na ireducibilńı komponenty
Kráceńı ideál̊u v kvadratických tělesech
Prvoideály a faktorizace v kvadratických tělesech
Popis prvoideál̊u v kvadratických tělesech

5.3 Cvičeńı

5.3.1 Cvičeńı 1

8. ř́ıjna 2019

1. Dokaž, že sjednoceńı řetězce (libovolně mnoha) ideál̊u I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . je ideál.

2. Pro ideály I, J definujme I + J := {a+ b|a ∈ I, b ∈ J}. Dokaž, že I + J je nejmenš́ı
ideál v R, který obsahuje I a J .

3. Bud’ R okruh a M ideál v R. Dokaž:

a) M je maximálńı, právě když pro všechna a ∈ R\M plat́ı R = M + aR.

b) Pokud M je maximálńı a a ∈ R\M , pak existuj́ı m ∈ M a r ∈ R taková, že
1 = m+ ar.

4. Urči Q[x]/(x+ 2),Q[x]/(x2 − 2),Q[x]/(x2 − 1),R[x]/(x2 − 2),Z[x]/(x2 − 2).

5. Mějme ideály I, J,K okruhu R. Dokaž, že IJ ⊂ I ∩J a I(J+K) = IJ+ IK. Najdi
př́ıklad, kdy IJ 6= I ∩ J .

Daľśı př́ıklady:

6. Dokaž, že operace na faktorokruhu jsou definované korektně a že jde o okruh (a
dokaž ostatńı věci z přednášky, které jsme nechali jako cvičeńı).
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7. Dokaž 3. větu o izomorfismu (větu 1.5).

8. Pro podmnožiny A,B okruhu R definujme A�B := {ab|a ∈ A, b ∈ B} (pozor, toto
neodpov́ıdá násobeńı ideál̊u). Bud’ I ideál v R. Dokaž, že (a+ I)� (b+ I) ⊂ ab+ I.
Plat́ı opačná inkluze?

9. Uvažujme okruh Z a uvažujme v něm ideály I = (168) a J = (288).

a) Jak vypadaj́ı všechny maximálńı ideály a prvoideály v Z?

b) Urči I + J, IJ, I ∩ J, I2 + J .

c) Najdi všechny prvoideály, které obsahuj́ı ideál I, J , IJ , I ∩ J , resp. J2.

10. Bud’ R obor hlavńıch ideál̊u a a, b ∈ R.

a) Urči (a)(b), (a) + (b), (a) ∩ (b).

b) Jak vypadaj́ı všechny maximálńı ideály a prvoideály v R?

c) Dokaž, že faktor R podle nenulového prvoideálu je těleso.

11. Uvažujme obor hlavńıch ideál̊u Q[x] a ideály I = (x3 + x2 + 2x + 2) a J = (x3 −
2x2 + 2x− 4).

a) Urči I + J, IJ, I ∩ J, I2 + J3.

b) Které faktory modulo hlavńı ideál z bodu a) jsou obory?

c) Najdi všechny prvoideály, které obsahuj́ı ideál I, J , IJ , I ∩ J , resp. J2.

Hinty:
Obecně: když nev́ı̌s, zkus to sporem!
4. 1. věta o izomorfismu.
7. Projekce π : R� R/I a jej́ı zúžeńı na ϕ : S → R/I. 1. věta o izomorfismu pro ϕ.
8. Neplat́ı. Zvol R = Z a prvoč́ıslo v ab+ I.

5.3.2 Cvičeńı 2

22. ř́ıjna 2019

1. Popǐs všechny ideály v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou
komaximálńı.

2. Najdi př́ıklad uspořádané množinyA, která obsahuje nespočetný řetězec B (speciálně
tedy takový, který nejde indexovat přirozenými č́ısly).

3. Použij d̊ukaz tvrzeńı 1.20 (zejména krok, kdy 1 = a1 +a2) ke konstrukci explicitńıho
izomorfismu

Z/(n)× Z/(m) ' Z/(mn)

pro n = 16,m = 35. Jaké známé větě krok ze závorky odpov́ıdá?

4. Bud’ R okruh. Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každý vlastńı ideál je obsažený
v nějakém maximálńım ideálu.

5. At’ je R okruh a I1, . . . , In po dvou komaximálńı ideály v R. Dokaž, že pak máme
izomorfismus multiplikativńıch grup

(R/(I1 · · · In))× ' (R/I1)× × · · · × (R/In)× .

6. Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každá lineárně nezávislá podmnožina vekto-
rového prostoru jde rozš́ı̌rit na bázi.
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7. Bud’ (M,≤) částečně uspořádaná množina. Dokaž pomoćı Zornova lemmatu, že
uspořádáńı ≤ jde rozš́ı̌rit na lineárńı uspořádáńı, čili že existuje uspořádáńı � na
M , které je lineárńı a splňuje: x ≤ y ⇒ x � y pro všechna x, y ∈M .

Daľśı př́ıklady:

8. Bud’ R okruh. R je obor, právě když R[x] je obor.

9. Bud’ K těleso. Pak K[x, y] i K[x1, x2, . . . ] (nekonečně mnoho proměnných) jsou
gaussovské, aleK[x, y] neńı obor hlavńıch ideál̊u (ale je noetherovský) aK[x1, x2, . . . ]
neńı noetherovský ani obor hlavńıch ideál̊u.

10. a) Bud’ M noetherovský modul a N jeho podmodul. Dokaž, že pak je faktormodul
M/N noetherovský.

b) * Bud’ M modul a N jeho podmodul. Pokud jsou N a M/N oba noetherovské,
pak je noetherovský také M (použij tvrzeńı 1.10).

11. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Mějme nekonstantńı primitivńı
polynom f ∈ R[x]. Pak f je ireducibilńı v T [x], právě když je ireducibilńı v R[x].

12. * Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že pokud v okruhu R existuje vlastńı ideál, který
neńı konečně generovaný, pak v něm také existuje prvoideál, který neńı konečně
generovaný.

Úlohy s * jsou trochu těžš́ı.

5.3.3 Cvičeńı 3

5. listopadu 2019

1. Pro těleso T a polynom f(x) urči: všechna možná kořenová nadtělesa pro f nad T ,
rozkladové nadtěleso pro f nad T , stupně rozš́ı̌reńı všech těchto těles a také jejich
Galoisovy grupy nad T .

a) f(x) = x2 + 3, T = R
b) f(x) = x2 − 1, T = Q
c) f(x) = x3 − 1, T = Q

2. At’ je prvek α algebraický nad tělesem T a f ∈ T [x] je jeho minimálńı polynom.
Pak [T (α) : T ] = deg f .

3. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Je-li u ∈ T celistvé nad R, pak
u ∈ R.

4. Bud’te T, U tělesa charakteristiky 0. Pak Q ⊂ T, U a každý homomorfismus ϕ :
T → U je Q-homomorfismem.

5. Mějme tělesa T ⊂ U ⊂ V . Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T , pak je
také V algebraické nad T .

6. Bud’ T ⊂ U algebraické rozš́ı̌reńı těles a U ⊂ K (ne nutně algebraické). Pak K je
algebraický uzávěr U , právě když K je algebraický uzávěr T .

7. Urči okruh celistvých prvk̊u v tělese a) Q(i), b) Q(
√

2), c) * Q(
√
−3). (Použij

cvičeńı 12.)

Daľśı př́ıklady:

8. Pro těleso T a polynom f(x) urči: všechna možná kořenová nadtělesa pro f nad T ,
rozkladové nadtěleso pro f nad T , stupně rozš́ı̌reńı všech těchto těles a (př́ıpadně)
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také jejich Galoisovy grupy nad T .

a) f(x) = x2 + 1, T = Q
b) f(x) = x4 − 1, T = Q
c) f(x) = x3 − 2, T = Q
*d) f(x) = xn − 1, T = Q (n ∈ N)

9. Prvek α je algebraický nad tělesem T , právě když T (α) = T [α].

10. Rozš́ı̌reńı těles konečného stupně je nutně algebraické.

11. Mějme rozš́ı̌reńı těles V ⊃ U ⊃ T . Pak [V : T ] = [V : U ] · [U : T ].

12. Je-li R gaussovský obor, R ⊂ S a α ∈ S celistvý prvek nad R, pak minimálńı
polynom α nad R jde zvolit jako monický.

Pozn.: Minimálńım polynomem nad oborem zde mysĺıme toto: Bud’ T pod́ılové
těleso R a m(x) minimálńı monický polynom α nad T . Minimálńı polynom α nad
R pak definujeme jako n ·m(x), kde n je nejmenš́ı společný násobek jmenovatel̊u
všech koeficient̊u polynomu m(x) (neboli n ·m(x) je primitivńı).

13. Žádné konečné těleso neńı algebraicky uzavřené.

14. * Algebraický uzávěr nekonečného tělesa T má stejnou mohutnost jako T .

15. At’ je obor S konečně generovaný okruh nad R. Pak S je konečně generovaný R-
modul, právě když S je celistvý nad R (neboli každý prvek s ∈ S je celistvý nad
R).

16. Pro která m,n ∈ Z jsou tělesa Q(
√
m), Q(

√
n) Q-izomorfńı?

Úlohy s * jsou trochu těžš́ı.

5.3.4 Cvičeńı 4

26. listopadu 2019

1. Bud’ U těleso a G < Aut(U) podgrupa. Pak Gal(U/Fix(U,G)) ⊃ G.

2. Bud’ V ⊃ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles.

a) At’ V ⊃ T je normálńı. Pak V ⊃ U je normálńı. Muśı být U ⊃ T normálńı?

b) At’ V ⊃ T je Galoisovo. Pak V ⊃ U je Galoisovo. (Může se hodit použ́ıt cvičeńı
6.)

3. Pro rozš́ı̌reńı těles U ⊃ T urči [U : T ], [U : T ]s,Gal(U/T ), pokud T = R, U = C.

4. Bud’ V ⊃ T Galoisovo rozš́ı̌reńı a V ⊃ U ⊃ T . Dokaž, že

[U : T ] =
#Gal(V/T )

#Gal(V/U)
.

5. Bud’ U ⊃ T konečné rozš́ı̌reńı. Toto rozš́ı̌reńı je Galoisovo, právě když [U : T ] =
#Gal(U/T ).

6. Prvek α ∈ U je separabilńı nad tělesem T , pokud je kořenem nějakého separabilńıho
polynomu v T [x].

Daľśı př́ıklady:

7. Bud’ f(x) ∈ T [x] polynom, jehož ireducibilńı rozklad nad T je f(x) = f1(x) · · · fk(x).
Uvažujme Galoisovu grupu rozkladového nadtělesa polynomu f jako grupu permu-
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taćı na množině jeho kořen̊u. Dokaž, že každá z těchto permutaćı obsahuje aspoň k
cykl̊u (pevný bod zde považujeme za cyklus délky 1).

8. Pro rozš́ı̌reńı těles U ⊃ T urči [U : T ], [U : T ]s,Gal(U/T ), pokud T = Fp(y), U =
T ( p
√
y) (k ověřeńı ireducibility použij Eisensteinovo kritérium).

9. Bud’ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles. Všechny prvky α ∈ U , jež jsou separabilńı nad T , tvoř́ı
podtěleso U (tzv. separabilńı uzávěr T v U).

10. Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je normálńı, právě když existuje množinaM⊂ T [x] taková, že U
je rozkladové nadtěleso množiny M nad T .

11. Dokaž tvrzeńı 2.24 ze skript (o existenci normálńıho uzávěru).

12. Bud’ U těleso charakteristiky r̊uzné od 2 a a, b ∈ U prvky takové, že
√
a,
√
b,
√
ab 6∈

U . Pak [U(
√
a,
√
b) : U ] = 4.

5.3.5 Cvičeńı 5

3. prosince 2019

1. Bud’ U rozkladové, resp. kořenové nadtěleso polynomu f(x) nad tělesem T . Urči
U, [U : T ],Gal(U/T ), bázi U jako vektorového prostoru nad tělesem T .

Rozhodni, zda jde o Galoisovo rozš́ı̌reńı, a pokud ano, tak popǐs všechna tělesa
U ⊃ V ⊃ T , jestliže

a) f(x) = x2 − 5, T = Q
b) f(x) = x3 − 2, T = Q
c) f(x) = x3 − 2, T = Q(e2πi/3)

d) f(x) = (x2 − 3)(x2 − 5), T = Q
e) f(x) = x12 − 1, T = Q
f) f(x) = x20 − 1, T = Q(i)

h) f(x) = xn − 1, T = Q (n ∈ N)

2. Pro rozš́ı̌reńı těles U ⊃ T urči [U : T ],Gal(U/T ), bázi U jako vektorového prostoru
nad tělesem T .

Rozhodni, zda jde o Galoisovo rozš́ı̌reńı, a pokud ano, tak popǐs všechna tělesa
U ⊃ V ⊃ T , jestliže

a) U = Q(
√

2,
√

3,
√

5), T = Q
b) U = Q(

√
2,
√

3, i), T = Q
c) atd. :)

Daľśı př́ıklady:

3. Mějme tělesa V ⊃ U ⊃ T taková, že V ⊃ T a U ⊃ T jsou normálńı rozš́ı̌reńı. Pak
Gal(V/U) /Gal(V/T ) a Gal(V/T )/Gal(V/U) ' Gal(U/T ).

4. Dokaž větu 2.28 (o rozš́ı̌reńı Q(
√
a1, . . . ,

√
an) ⊃ Q).

Př́ıklady 1b) a 2b) jsem na začátku cvičeńı vyřešil na tabuli.
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5.3.6 Cvičeńı 6

17. prosince 2019

1. Urči v oboru celých č́ısel Z(+,−, 0, ·, 1)

a)
√

(0), J(Z),

b)
√

(25),
√

(125),
√

(50),
√

(100),
√

(
∏

i p
ri
i ) pro po dvou r̊uzná prvoč́ısla pi.

Dále urči

c) J(Z/(100)),

d) * kdy je (Z/(n))/J(Z/(n)) těleso.

2. Rozhodni, které z následuj́ıćıch množin jsou algebraické:

a) {(t, t2, t3) ∈ K3|t ∈ K},
b) {(cos t, sin t) ∈ R2|t ∈ R},
c) * {(t, sin t) ∈ R2|t ∈ R}.

3. Bud’ K těleso.

a) Pro S ⊂ K[x1, . . . , xn] dokaž V (I(V (S))) = V (S).

b) Pro X ⊂ Kn dokaž I(V (I(X))) = I(X).

c) Pro ideál I < K[x1, . . . , xn] dokaž I(V (I)) ⊃
√
I.

4. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Je-li u ∈ T celistvé nad R, pak
u ∈ R.

Daľśı př́ıklady:

5. V oboru polynomů nad komplexńımi č́ısly C[x](+,−, ·, 0, 1)

a) spoč́ıtej
√

(0), J(C[x]),
√

(x− 3)5(x− 1)4(x3 + 2),
√

(x6 − x4 − x2 + 1),

b) dokaž, že
√

(p) = ( p
NSD(p,p′)

), kde p ∈ C[x].

6. Je-li K konečné těleso, pak je každá podmnožina v Kn algebraická.

7. Bud’ K nekonečné těleso a V = {(t, t2, t3, . . . , tn)|t ∈ K} ⊂ Kn.

a) Najdi I(V ) (a dokaž svou odpověd’).

b) Dokaž, že V je ireducibilńı.

8. Pracujme nad K = C.

a) Dokaž, že I(V (x2 − y)) = (x2 − y) a že algebraická množina V (x2 − y) ⊂ C2 je
ireducibilńı.

b) Urči množinu V (y4 − x2, y4 − x2y2 + xy2 − x3) ⊂ C2 a rozlož ji na ireducibilńı
komponenty.

c) * Rozlož V (x2 + y2 − 1, x2 − z2 − 1) ⊂ C3 na ireducibilńı komponenty.

9. Dokaž, že f(x, y) = y2 + x2(x − 1)2 ∈ R[x, y] je ireducibilńı polynom, ale množina
V (f) ⊂ R2 je reducibilńı.

10. Pokud K neńı algebraicky uzavřené, pak Hilbertova věta o nulách neplat́ı (tedy
věty 3.15b), 3.16).

Úlohy s * jsou trochu těžš́ı.
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5.3.7 Cvičeńı 7

Kv̊uli kratš́ımu semestru na toto cvičeńı v roce 2019/2020 nedošlo.

1. Najdi všechny jednotky v Q(
√
D) pro D = −2,−3,−7, *2, *5.

2. Bud’ K = Q(
√
D) a ω =

√
D, resp. 1+

√
D

2
pro D ≡ 2, 3, resp. 1 (mod 4). Pro m ∈ Z

a α = a+bω ∈ OK dokaž, že m|α v OK , právě když m|a, b v Z. Dokaž, že to nemuśı
platit pro m|a+ b

√
D, a, b ∈ Z.

3. Ireducibilńı prvky:

a) Pokud má prvek α ∈ OK normu p, což je prvoč́ıslo v Z, pak je α ireducibilńı v
OK .

b) Najdi nějaký ireducibilńı prvek v Z[
√
−14] s prvoč́ıselnou normou.

c) Dokaž, že 3 a 1 +
√
−14 jsou ireducibilńı.

d) Dokaž, že 3 · 3 · 3 · 3 = (5 + 2
√
−14)(5 − 2

√
−14) jsou dva r̊uzné ireducibilńı

rozklady.

4. Hlavńı ideály:

a) Dokaž, že (17 + 2
√
−14, 20 +

√
−14) = (3−

√
−14) je hlavńı ideál v Z[

√
−14].

b) (2,
√
−14) neńı hlavńı ideál v Z[

√
−14].

c) Pomoćı faktorokruh̊u modulo daný ideál dokaž, že (2 +
√
−14, 7 + 2

√
−14) =

(3, 1−
√
−14) a že jde o vlastńı ideál (protože norma všech prvk̊u je dělitelná 3).

5. Násobeńı ideál̊u:

a) (5 +
√
−14, 2 +

√
−14)(4 +

√
−14, 2−

√
−14) = (6, 3

√
−14).

b) Bud’ I = (3, 1 +
√
−14). Pak II ′ = (3), I neńı hlavńı a I 6= I ′.

c) Bud’ J = (5, 1+
√
−14). Pak (15) = IJI ′J ′. Využij toho k nalezeńı dvou r̊uzných

ireducibilńıch rozklad̊u 15.

*d) I, J jsou prvoideály.

Daľśı př́ıklady:

6. Dokaž, že OQ(
√
D) ⊃ Z[

√
D], resp. Z[1+

√
D

2
] pro D ≡ 2, 3, resp. 1 (mod 4).

7. Dokonči d̊ukaz d̊usledku 4.2 z přednášky, že každý prvek K jde vyjádřit jako α/n
pro α ∈ OK a n ∈ N.

8. Bud’ G podgrupa aditivńı grupy Zn, kde n ∈ N. Dokaž, že G ' Zm pro nějaké m,
0 ≤ m ≤ n.

9. Vyřeš diofantické rovnice x2 + 1 = y5, x2 + 3 = y3 a x2 + 4 = y3.

Úlohy s * jsou trochu těžš́ı.

5.4 Domáćı úkoly

K źıskáńı zápočtu bylo potřeba źıskat 60 bod̊u ze 75 možných.

5.4.1 Domáćı úkol 1

Termı́n odevzdáńı: 4. listopadu 2019 do 12:20
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1. a) Dokaž lemma 1.6: Vlastńı ideál I v okruhu R je prvoideál, právě když pro všechna
a, b ∈ R plat́ı: ab ∈ I ⇒ a ∈ I nebo b ∈ I.

b) Použij lemma 1.6 k př́ımému d̊ukazu, že pokud je ideál M maximálńı, pak je M
prvoideál.

2. Bud’ R okruh. Dokaž, že je-li R[x] noetherovský okruh, pak je také R noetherovský
okruh. Hint: Je-li I ideál v R, uvažuj I[x] ⊂ R[x].

3. Bud’ R gaussovský obor. Dokaž, že je-li f ∈ R[x] ireducibilńı, pak je to prvočinitel
v R[x] (bez použit́ı věty 1.17 z přednášky, jde totiž o část jej́ıho d̊ukazu).

4. Bud’ R okruh a I, J komaximálńı ideály v R. Dokaž, že pro libovolná přirozená č́ısla
m,n jsou také ideály Im, Jn komaximálńı.

5. Bud’ R okruh. Multiplikativńı množina S v R je neprázdná podmnožina S ⊂ R,
která je uzavřená na násobeńı a neobsahuje 0. Pomoćı Zornova lemmatu 1.22 (tedy
bez použit́ı lemmatu 1.23) dokaž:

Bud’ S multiplikativńı množina v okruhu R a I ideál v R takový, že I ∩S = ∅. Pak
existuje prvoideál P < R takový, že P ⊃ I a P ∩ S = ∅.

Každá úloha je za 5 bod̊u.

5.4.2 Domáćı úkol 2

Termı́n odevzdáńı: 2. prosince 2019 do 12:20

1. (7 bod̊u) Mějme obory R ⊂ S ⊂ T . Dokaž:

a) Je-li T konečně generovaný S-modul a S konečně generovaný R-modul, pak je
také T konečně generovaný R-modul.

b) At’ α, β ∈ S. Je-li α celistvý prvek nad R a β celistvý prvek nad R[α], pak je β
celistvý prvek nad R.

c)
3
√√

3 + 5
√

5 je celistvý prvek nad Z.

2. (6 bod̊u) Mějme algebraické rozš́ı̌reńı těles U ⊃ T a T -homomorfismus ϕ : U → U .
Dokaž, že pak je ϕ dokonce T -automorfismus.

3. (6 bod̊u) Najdi prvek α ∈ C takový, že Q(
√

2,
√

7) = Q(α).

4. (6 bod̊u) Bud’ U těleso a G < Aut(U) podgrupa. Dokaž, že pak pro všechna ϕ ∈
Aut(U) plat́ı Fix(U,ϕGϕ−1) = ϕ(Fix(U,G)).

5.4.3 Domáćı úkol 3

Termı́n odevzdáńı: 16. prosince 2019 do 12:20

1. (8 bod̊u) Bud’ U rozkladové nadtěleso polynomu f(x) = x4 − 2 nad tělesem Q.
Rozhodni, zda jde o Galoisovo rozš́ı̌reńı a urči U, [U : Q], bázi U jako vektorového
prostoru nad tělesem Q a Gal(U/Q).

2. (7 bod̊u) Bud’ V rozkladové nadtěleso polynomu (x2 + 3)(x2 − 2) nad tělesem Q.
Popǐs Gal(V/Q) a všechna tělesa V ⊃ U ⊃ Q. (Bez použit́ı věty 2.28, kterou jsme
úplně nedokázali.)

3. (5 bod̊u) Bud’ P prvoideál v okruhu R a I, J vlastńı ideály v R. Dokaž:

a)
√
I ⊂ P , právě když I ⊂ P .
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b)
√
I + J =

√√
I +
√
J .

4. (5 bod̊u) Bud’ K těleso a V ⊂ Kn neprázdná algebraická množina. Dokaž, že V je
ireducibilńı, právě když je I(V ) prvoideál.
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