1. KONSTRUKCE LEBESGUEOVY MIRY
I. ABSTRAKTNI DEFINICE MIRY

1. Definice o-algebry: Necht X je mnozina a A néjaky systém podmnozin X. Rekneme, 7e A je
o-algebra, pokud plati:

(1) 0 e A;

(2) Ace A= (A°=)X \ A € A

(3) A,e AproneN= |J A, € A.

n=1

2. Piiklady: A; = P(X) (t.j. systém vsech podmnozin X) je o-algebra. As = {0, X} je o-algebra.
3. Definice miry: Necht X je mnoZina a A o-algebra podmnozin X. Mira na (X, .A) je zobrazeni
p: A— [0, 00], které spliiuje:

(1) p(®) =0;
(2) Jsou-li 4,, € A po dvou disjunktni, pak u ( U An> = > u(Ay).
n=1 n=1
4. Piiklady: X bud libovolnd mnozina a A = P(X).
a) u(A) =0 pro A C X je nulovd mira.
b) u(A) je pocet prvku A (+oo pro nekoneénou A) je aritmetickd (séitaci) mira.

c¢) Necht z € X. Pak §,(A4) = { (1) 2 Z j je Diracova mira nesend bodem z.

II. INTERVALY A BORELOVSKE MNOZINY V Rk
1. Intervaly: Intervalem v RF rozumime mnozinu tvaru I = I; x --- x Iy, kde I1,..., I} jsou
intervaly (libovolného typu) v R. Objemem intervalu I (zna¢ime volI) rozumime jeho objem
jakozto kvddru, t.j. soucin délek intervalu Iy,...,I;. (Pokud je aspoil jeden z téchto intervali
degenerovany, je objem 0, pokud jsou vSechny nedegenerované a aspon jeden je neomezeny, je

objem +00.)
2. Oteviené mnoziny: Mnozina M C RF je oteviend, pokud pro kazdé z € M existuje § > 0, ze
B(z,6) C M (kde B(z,6) je koule o stfedu z a polomeéru §).
3. Kazd4 oteviend mnozina v R¥ je sjednocenim posloupnosti po dvou disjunktnich (polouzavienych)
intervali.
4. Borelovské mnoziny: Ozna¢me symbolem B* nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoziny
v RE. Tato o-algebra se nazyva o-algebra borelovskych mnozin. Dle pfedchoziho bodu je to
zaroven nejmensi o-algebra obsahujici intervaly.

I11. VLASTNI KONSTRUKCE LEBESGUEOVY MI{RY
1. Vngjsi mira: Pro A C RF libovolnou poloZme

A*(A) = inf {Zvol[n | I, jsou intervaly a A C U In} :

Tuto mnozinovou funkci nazveme vnéjsi Lebesgueovou mirou.

2. Pozorovani: Definice A* se nezméni, budeme-li uvazovat pouze oteviené intervaly; nebo pouze
intervaly o hrandch < § pro pevné § > 0. Déle je zfejmé, ze X\*(x + A) = A\*(A) pro kazdé A C R*
azxcRE

3. Monotonie a o-subaditivita: Plati:

o0 o0
Ac A= X" (4) <) A" (4n)
n=1 n=1

4. Mira intervalu: Je-li I interval, pak A*(I) = vol I.
5. Fy, F5 disjunktni uzaviené omezené mnoziny = \*(Fy U Fy) = X\*(F}) + \*(Fy).



6. I, Fy, ..., F, po dvou disjunktni uzaviené omezené mnoziny
= N (FLU---UF,) = X(F) + -+ X(F,).

7. G oteviend, ¢ > 0 = existuje F' C G uzaviend, \*(F) > \*(G) — e.

8. Definice: Oznacme B’g systém vSech mnozin A C R¥, pro které pro kazdé € > 0 existuji F C A
uzaviend a G D A oteviend, ze \*(G\ F) < e.

9. G omezend oteviend, F' C G uzaviend = \*(G \ F) = X\*(G) — A*(F)

10. BE je uzaviend na dopliiky a koneéné priniky.

11. Kritérium méfitelnosti: Necht A C RF je omezend a necht pro kazdé ¢ > 0 existuje F' C A
uzaviend, ze A*(F) > \*(A) —e. Pak A € BE.

12. Je-li \*(A) = 0, pak A € Bf. Kazdy interval patii do BE.

13. Necht I je omezeny interval a A,, C I jsou po dvou disjunktni{ prvky BE. Pak

NE

A=|]J A, eBfarx(4)=

n=1

A (An).

3
I
—

14. Necht A,, C R* jsou po dvou disjunktnf{ prvky BE. Pak

A= G A, € BE a X(A) = i)\*(An).
n=1

n=1

15. Zavér: BE je (nejmensi) o-algebra obsahujici intervaly a nulové mnoziny, A\¥ = A\* | BE je mira,
invariantni vii¢i posunuti, a navic A¥(I) = voll pro kazdy interval. A* se nazyvi k-rozmérna
Lebesgueova mira.
16. Poznamky:
(i) A* je svymi vlastnostmi v pfedchozim bodé jednoznaéné uréena.
(ii) Existuje B C [0, 1] takovd, ze A*(B) = A*([0,1]\ B) = 1.
(iii) BE je ostfe vétsi nez BF.

IV. POZNAMKY O UPLNOSTI MIiRY
1. Definice tiplné miry. Necht X je mnozina, A o-algebra podmnozin X a p mira na (X, A).
Rekneme, 7e p je tplnd, pokud plati: Jestlize A € A, u(A) = 0a B C A, pak B € A (a oviem
u(B) = 0).
2. Zuplnéni miry. Necht p je mira na (X, .A). Necht Ag je systém téch mnozin M C X, pro které
existuji A,B€ A, 7e AC M C BauB\A) =0. Pro M € Ay polozme pug(M) = u(A), kde
A je ta mnozina z definice. Pak Aj je o-algebra a po je dplnd mira na (X, Ag). Nazyvdame ji
zaiplnénim miry pu.
3. \¢ | BE nenf dplné, A* je jeji ziplnéni.



2. ZKOUMEJTE EXISTENCI A KONVERGENCI LEBESGUEOVYCH INTEGRALU
1. Zkoumejte fo z®dx pro a € R. Ukajte, 7e a) z© € Z(0 00)? b) % X(0,00) € ZE

c) x¢ i, (Ol’io)) ¢ 73, ale patrl do Z&. Pro které « integrél konverguje'?
e} T d oo
2.[07gx dz 3. fo f13$ 5.f0 1+xda: acR 6. [ S;“f,aER

Sll’l:I} w
e ) 1 2€Q
(O mdx, a,f € R 8. Necht D je Dirichletova funkce, tj. D(z) = 0 ‘Q"
x
5 5
Zkoumejtea fo z)dz, b) [[° D(z)dz, c¢) [°,(1 - D(z))dz, d) [°_ D(z)— 1dz,
e) [°D cosa:dx f) - 0100( (x)—l) sin z dz.

ZKOUMEJTE LIMITY A MOZNOST POUZITI VET 0 ZAMENE LIMITY A INTEGRALU
9. lim fo ‘—dz  10. lim dz 11. lim fo ez Az 12, lim fo

2 2
n—oo n—o0 0 1+ n—0o0 n—0o0

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a),b) Uvazme fp(z) =2 na [l+ t,n], 0proz > n+ 3 axz < 1,
linedrni na meziintervalech. ¢) Pokud f < z®, f € Z, pak f(1) > 0, a neexistuje f € Z, f > z°.
Pro a < —1 integrél konverguje (a je —i15), pro a > —1 diverguje (a je +00). 2. Konverguje —

integrand je spojity na [0,1]. 3. Funkce je v Z®, porovnanim s \/LE u 0 zjistime, Ze konverguje.

4. Neni v Z*, zfejmé je v A. Je v Z(0 3 aV Z( 1,0) integral konverguje, protoze konverguji ffl a

f(f. 5. Ziejmé je v Z®, rozdélme na fo a fl . Konverguje, pravé kdyz a € (1,2), jinak je 4o0.
6. Neni v Z*, je v A. Nejprve rozdélme na (0, 7) a (7, 00). foﬂ konverguje, pravé kdyz a < 2, jinak
je +o0o. Déle zkoumejme [*° f* a [*° f~. Pro a > 1 oba konverguji, jinak jsou oba +oc. Tedy pro
a>1 flﬂ konverguje, jinak neexistuje. Zavér: Pro o € (1,2) puvodni integrdl konverguje (funkce
patii do %), pro a > 2 je +oo (funkce patii do £%\ %), pro a < 1 neexistuje (funkce je v A\ Z*).
7. Patii do Z®, konverguje pokud o > 2(8+1) >0nebo 1 +a < < —1. 8. a) Neni v Z*, je
v %, integral je 0. b) Neni v Z*, zFejmé je v .Z%, integral je 0, tedy je v .Z. ¢) Neni v Z*, je v .&,
integral je 5. d) Neni v Z*, je v .Z%, integral je +o00. e) Neni v Z*, zfejmé je v A, integral je 0,
tedy je v .Z. e) Neni v Z*, zfejmé je v A, integral neexistuje, neni v .Z*. 9. f01 fn= m —0
(jde to spocitat), f, = 0 na [0, 1] (lze pouzit véta o stejnomérné konvergenci) fn N\« 0mna [0,1] (lze
pouzit Léviho véta), |fn| < 1 (lze pouzit Lebesgueova véta).  10. fo fn M — 0 (jde to
spocitat), fn, 73 na [0, 1], ani to neni monoténni posloupnost, ale | f,| g (Ize pouzm Lebesgueova
véta). 11.0< f, <z™,0< fol fn <L — 0 (jde to odhadnout), f, — 0 na (0,1) a [fn| <1 (lze
pouzit Lebesgueova véta), fn Ny 0 na (0,1) (Ize pouzit Léviho véta), stejnomérné nekonverguje.
12. Na (1,00): 0 < f, < m"’ 0< f1 fn < il pro n > 2 (lze to odhadnout), f, N\, 0 na (1, c0),
[° fa konverguje (lze pouzit Léviho véta), fn — 0 na (1,00) a |fa| < f2 pro n > 2 (Ize pouzit
Lebesgueova véta).

3. FUBINIOVA VETA, INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU
1. Spoctéte [ f(z,y) dzdy, pokud a) M = {(z,y) € R? | |z| + |y| =1}, f(z,y) = 2° + y*;
M
by M = {(z,9) € R2 | 0 < z < 9y}, f(z,y) = e ®Y): ¢) M je omezend osami a kfivkou
VY =1, f(:r: ) = y 2. Spoctéte objemy téles ohramcenych plochamia) z = 1 a 2? = z?+y?;
b)z=1az=1x2+y )z:Ox—lx—3y—2y—3az—$y,d)xz+y Rz a
2+ y? 422 = R (kde R > 0). 3. Spoctéte pomoci Fublnlovy véty: a) [, o0 arctg az—arctg bz ..

X
2
dz; d) 0o log(1+a”z”) 210g(1+b 2) dz. 4. Spoctéte s vyuzitim véty

T

dz; b) fo’r log(1tacosz) 4, g, VySetiete prubéh funkce

Cos T
:c +1

- f1 w(sa:l-a)Q dz; b) F(a) = fo log(z2 + a?) dx; ¢) F(a fo ST

axr

b) fy =2 dz; ¢) [T e

o derivaci podle parametru: a fo

—axr




VYSLEDKY A NAVODY. 1.a) 2, b) 1,¢) 525- 2.a) 5, b) 2, ¢) 10,d) 3R3(Z - 2). 3. a)

5 log 7, pokud a,b > 0 nebo a, b < 0, jinak integral diverguje; b) log ‘g_"_"% pro a,b > —1, 0 pro
a = b, jinak nekonverguje; c) log% pro a,b > 0, 0 pro a = b, jinak nekonverguje; d) 7(a — b). 4.
a) log(a+1) proa > —1; b) marcsina pro a € [—1,1]. 5. a) Definovdna na (—1, c0), tam spojitd,

klesajici, konvexni, lim F(a) = 400, lim F(a) = 0. b) Definovdna na R, spojitd a sudi, na
a——1+ a—+0o0

[0, o] rostouci, HI_}I_I = 400, F(0) = log2 — 1. ¢) Definovdno pro a > 0, tam spojité, rostouci,
a—>1+00
konvexni, lim F(a) =0, lim F(a) =+oc, lim F’(a)=0.
a—0+ a—+00 a—0+

4. KoMPLEXN{ CfSLA, ANALYTICKE FUNKCE
1. Spoctéte a) (144)2°, b) (1 —14)7, ¢) (1++/3:)71%. 2. Najdéte vSechna komplexni &isla z, pro
kterd plati a) 22 =1, b) z* = —16,¢c) 2% = —1, d) 2* = -8 — 8/3i.
3. Pro nasledujici funkce spoctéte derivaci podle komplexni proménné ve vSech bodech, kde exis-
tuje: a) f(z) = Rez, b) f(z) = Re(2?), ¢) f(z) = (Rez2)?, d) f(2) = |2|%, e) f(z) =Rez-Imz, f)
f(z) =2Rez-Imz+i|z|?. 4. Uréete maximélni oblast, na nichz je funkce analytick4:
a) f(z) =3Rez+Imz +i(3Imz — Rez), b) f(z) = e m%.¢etRez ¢) f(2) =Rez -Imz +ilmz,
d) f(2) = \/[z[et A2, ¢) f(2) = log|2| + i Arg .
5. V bodech d),e) pfedchoziho piikladu urcete (a nakreslete) obor hodnot funkce f.
6. Necht D je oblast v roviné. Najdéte vSechny funkce f analytické v oblasti D, které spliuji
a) f je realnd, b) f je analytickd, c) |f| je konstantni, d) Re f je konstantni.

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) —1024, b) 8(1 +1), ¢) =2=v3i 2.4y 1,4,—1,—i, b) V2(£2 + )

(4 moznosti), ¢) —1, 2 z' d) +(v/3 — i), £(1 +/3i). 3. a) nikde, b) jen v 0, tam 0, c)
jen pro Rez = 0, tam O d) e) jen v 0, tam 0, f) jen pro Rez = 0, tam 2Imz. 4. a) celd
rovina (f(z) = (3 - z)z), b) celd rovina; ¢) () (derivace existuje jen v bodé i, kde je 1); d),e)
C\{zeC|z<0}. 5.4d) {zE(C\Rez>O}; e) {ze(C\Imzeg—w,w)}. 6. Pouze

konstantni: a),b),d) pouZije CR podminky; c¢) vyuZijte b) a toho, Ze f = %

5. KOMPLEXN{ CISLA — ELEMENTARNI FUNKCE
1. Najdéte viechna z € C, pro kterd plati a) e* = —2, b) e = 14+/3i, ¢) 271 =2, d) cosz = 2,
e) sinz =1i. 2. Spoctéte a) Log(—ei), b) Log(1 —i). 3. Jaky je vztah mezi mnozinami log(i?)
a 2logi? (Nebo obecngji mezi log(2?) a 2log 2?)
4. Vyjadiete Log(z122) pomoci Log z; a Log ze. Kdy plati Log(z122) = Log 21 + Log 257
5. Najdéte viechny hodnoty a uréete hlavni hodnotu a) (1 + )%, b) (—=1)=, ¢) 4, d) (1 —4)*.

VYSLEDKY A NAVODY. 1.a)In2+(2k+1)mi, k € Z,b) In2+4(E+2kn), k € Z, ¢) 3 (In2—1)+kmi,

k € Z,d) 2kr+iIln(2+V/3), k € Z, e) (2k+1)m+iIn(v2+1), 2kr+iln(v2-1),k € Z. 2.a)1—iZ,

b) In2 —i%. 3. 2logz C log(z?). 4. Necht z; = rlei"bl, 7y = r9e'?2 kde ¢y, ¢y € (—m, 7).
Log z1 + Log zo + 27 ¢y + me € (—2m, —7],

Pak Log(z122) = { Logz; + Log 2o ¢1+my € (—m 7r] Specialné, pokud Rez; > 0 a
Logz; + Logze — 2mi ¢ + mo € (m, 27].

Re z3 > 0, pak Log(z122) = Log z1+Logza. 5. a) exp(—Z —2km)(cos(3 In2)+isin(3 In2)), k € Z;

b) cos(2k+1)+isin(2k+1), k € Z; c) exp(—§ —2kn), k € Z; d) exp(m—8km)(cos(2In 2)+isin(21n2),

k € Z. Hlavni hodnoty jsou ve v8ech ptipadech pro k = 0.



6. INTEGRALY A KRIVKOVE INTEGRALY KOMPLEXNiCH FUNKCf
1. Spoctéte integraly a) ff(% —i)2dt, b) fol 2t dt, c) [, ezt dt, 2z € C, d) fﬂ (1)t 4t vyuzijte
k vyjadieni [ e’ costdta [; e'sintdt. 2. Spottéte krlvkove integrély [ f(z)dz, kde a) f(z) =
zzﬂ, C je i) polokruznice z = 2¢%®, ¢ € [0, 7], ii) polokruznice z = 2¢*®, ¢ € [7r 27r],
iii) kruznice z = 2¢¥®, ¢ € [0,27]; b) f(2) = 2—1, C je i) tisetka [0, 2] na redlné ose, ii) polokruznice
od 0 do 2 (se sttedem v 1, v dolni poloroviné); ¢) f(z) = we™, C je obvod ¢tverce s vrcholy 0,
1,144, 4. 3. S vyuzitim primitivnich funkci spoctéte a) [, 2™ dz, kde C je jednotkova kruznice

obihang proti sméru hodinovych rucicek a n € Z; b) fi% e™ dz, c) 0ﬂ+2i cos £ dz, d) f13 (z—1)3dz,

kde tyto integrély jsou pfes libovolnou kfivku s uvedenymi krajnimi body.
4. Spoététe [;° #2Z dy s vyzitim Cauchyho véty.

7. RADY A TAYLOROVY RADY

o
1. Necht lim z, = z. Co lze fici o limitdch lim Z, a lim |z,| 7 2. Sectéte fady > r™cosnt
n—oo n—oo n—o0 n=1

a > r"sinnt. 3. Vyjadfete funkci f mocninnou fadou o stfedu zp a urcete kruh konvergence,
n=1

pokud a) f(z) = €%, z0 = 1; b) f(2) = rgr 20 = 0; ¢) f(z) = sinz?, z = 0, spoctéte £(6)(0),

F19(0); d) f(2) = L zo=1;e) f(z) =cosz, 20 = 5; f) f(z) =sinhz, 2o = mi. 4. Pro funkci

f(z) = tgh z najdéte prvni dva nenulové ¢leny Maclaurinovy fady a urcete kruh konvergence.

TEST CisLo 3
1. Spoctéte integrdl [,, f(z,y)dz dy, kde f(z,y) =e Y73 a M = {(z,y) e R* | 0 < y < 3z}

e (15 bodu)
2. Vysetiete priibéh funkce F(a) = [ $o= dz, to jest:
a) Urcete defini¢ni obor. (3 body)
b) Ukaizte, ze F je spojitd tim, Ze ovétite predpoklady véty o spojitosti podle parametru. (6
bodu)
c¢) Spoctéte derivaci F' pomoci véty o derivovani dle parametru, a usudte, jak je F' monoténni.
(8 bodt)
d) Spoctéte druhou derivaci F, a vyvodte zavéry o konvexité ev. konkdvnosti F'. (8 bodu)
e) Spoctéte limity F' v krajnich bodech defini¢niho oboru, a také jednostranné derivace F' (pomoci
vhodnych vét o limitnich pfechodech). (7 bodu)
f) Nacrtnéte graf funkce F. (3 body)
3. Urcete viechna komplexni feseni rovnice z° = 161/3 + 16i. (16 bodu)
4. Uvazme komplexni funkci f(z + iy) = %';’Hl)
a) Urcete maximélni oblast, kde je f holomorfni. (17 bodu)
b) Spoctéte [, f o f(2) dz, kde C je jednotkova kruznice se stfedem v 0 probihand po sméru hodinovych
rucicek. (17 bodu)

8. LAURENTOVY RADY

1. Rozvedte funkci 1—iz v Laurentovu fadu na oblasti 1 < |z| < oc.
z+1

z—1?

2. Funkci f rozvinte v Laurentovy fady o stfedu zy a urcete, kde konverguji. a) f(z) =
20 =0;b) f(z) = T 0 =1 c) f(z) = z(1741rz2)’ zo=0;d) f(z) =exp(z+ 1), 2 = 0.
3. S pouzitim derivovani nebo integrovani fad rozvinte funkci f v Taylorovu nebo Laurentovu
fadu o stfedu z9. a) f(z) = ﬁ, zo = 0; b) f(z) = (=L z)3, 20 =0;¢) f(z) = %, 20 = 1
(nejprve vyjadiete 1); d) f(z) = Log(l + z), zo = 0; 4. Pomoci Fad urcete oblast holomorfnosti
(spojité dodeﬁnovanych) funkei a) f(z) = % (c € C); b) flz) = 282 ¢) f(z) = cosz=L,

z—1" 22

d) f(z) = g&. 5. Najdéte nékolik (3 az 4) prvnich ¢lenu Laurentovy fady funkce f na uvedené
oblasti. a) f(z) = 0<|z] <1;b) f(z) = 0<|z] <mc) fz) = =, 0< [2] < 2m.

sz’

ez
z(14+22)7



9. POLY, REZIDUA, REZIDUOVA VETA
1. Urcete povahu singularit funkci a urcete hlavni ¢ast piislusné Laurentovy fady. a) z exp(%);

b) 11—2; c) Sz, () cosz. o) o 2)3 2. Ukazte, ze singularity nésledujicich funkci jsou pély, urcete

z z
jejich stupeil a pifsluiné reziduum. a) 1=S92; b) 1=¢=: ¢) o= z)?,, d) tghz; e) 25 f) zgi_%;
g) Zr7 (|2[ >0, 0 < argz < 27). 3. Najdéte rezidua nasledujlclch funkei v bodé 0. a) ﬁ;

b) zcos 1; c) z=sinz. q) gz, o) _sinh %7y- 4. Pomoci reziduové véty spoctéte Jo f(z) dz, pokud

z 24 z4(1—2
a) f(z) = 2—2, C je kruznice |z| = 2; b) f(z) = 2%exp 1, C je kruznice |z = 1; ¢) f(z) = Ft,
C je kruznice (i) |z| = 1, (ii) |z| = 3; d) f(z) = exp(z + 1), C je kruznice |z| = 1. 5. Pomocf

. 7 v v v 7’ 7 . ’ 2
reziduové véty spoététe redlné integraly. a) [ 21+1 dz; b) [;° ($2}r1)2 dz; c fooo e Erra 9%

Q) J57 sr das o) Jo© e do (a2 00 0) [7 584 da (0 > 00 0) f)7 ity do




