I. NAJDETE VSECHNA MAXIMALNI RESENf DIFERENCIALNICH ROVNIC A URCETE
MNOZINU VSECH BODU Z R?, KTERYMI PROCHAZI PRAVE JEDNO RESEN{ DEFINOVANE NA CELEM R

l.y-y = —1;2“3 2.0y +y=9y? 3.y =10V 4.e¥(1+y)=1 5.y ==z

ey

6.y + ty2 =0, = € (—1,1) (*na zbylych intervalech) 7. y'sinz =ylny, y(5) =

T2

8.y = v y(0) = 9.y —azy =b(1+2z2), y(1)=1 (beR)

2
VYSLEDKY A NAVODY. 1.y.= {/3(z—22+¢c), z € R, proc< —1; yl’fﬂl =—V3-(z—3)°,

z € (—00,1); nebo z € (3,00); yb?3 = {3(x—22+¢), z € (—o0,3 — 3/1+4c), nebo z €
T —2V/1+4c, 2+ 2V/T+4c), nebo z € (3 + 1/T+4c,00), proc > —3; {(z,y) € R? | 33 <
—-3(z — 1)} 2. 90 =1, 2 €R yoo =0, 2 € Ry yt? = L, 2 € (—o0,1) nebo z €
1,00), pro ¢ € R\ {0}; {(z,y) € R? | y = O neboy = 1} (bodem (0,1) prochdzi nekonecns
mnoho feSeni, ale jen jedno z nich je definovdno na celém R). 3. y. = —log;y(c — 10%), z €
(—o0,loggc), proc > 0; 0. 4. Yoo = 0, z € R; yl = —log(l +e* 7€), z € R, pro c € R;

y2 = —log(l — e* ), x € (—oo0,—c), pro c € R; {(z,y) e R? | y < 0}. 5. y. = log(sinz + ¢),
r € R, pro ¢ > 1; y* = log(sinz + ¢), z € (2kn — arcsinc, (2k + 1) + arcsinc), k € Z, pro
c€ (—-1,1]; {(z,y) € R? | y > log(sinz + 1) nebo sinz = —1}. 6. Y-z = -1,z € (-1,1);
xz-sinc++v1—22-cosc z € (—1,—sinc)
Yyz = 1L, z € (_1a1)a Ye = .
-1 x € [—sine, 1)
{ z-sinc++1—x%-cosc z € (sinc, 1)
Ye = .
1 x € [—1,sinc)
yo=1,2€R y =e*82, 2 € ((2k— 17, (2k+1)7), k € Z, pro c € R\ {0}; {(z,y) € R* |y = 1}
(body (2km, 1), k € Z prochazi nekoneéné mnoho feSeni, ale jen jedno z nich je definované na celém

pro ¢ € (—%w,—%);

,proc e (_gag)7y—% =-I,TcE (_171)a® 7.

R). Resen{ rovnice s po¢atetni podminkou je yo. 8. yo =z, z € R; yl? = -1, 2 € (-0, 0)
nebo z € (0,00); yl? = £t g € (o0, 1) nebo z € (,00); {(z,y) € R? | z = y}. Resenf rovnice

s pocateéni podminkou je yi. 9. Prob=10: y. =cz, z € R, pro c € R; {(z,y) € R? | = # 0}.

Resen{ rovnice s poc¢atecni podminkou je y;. Pro b # 0: yo = b, z € Ry yl? = b+ e

z € (—00,—1) nebo z € (—1,00); {(z,y) € R? | y = b}. Reseni rovnice s po¢dteéni podminkou je
Y0, pokud b = 1; neexistuje, pokud b = —1; y1_,, pokud b < —1; y2_, , pokud b € (—1,1) U (1, 00).

1-b 1-b
1+b 14+b
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II. RESTE NASLEDUJ{CI DIFERENCIALN{ ROVNICE
Ly = gy —2y=223 3.y =Y-1 4dyr=y+a> By +EU=c"
6 y/ osa:—ysma:—sm2a: 7.2y’ +y=logz+1 8. (@®>+z2)y +zy=1 (a € ]R)
9. 2z+1)y+y=2 10.y —ytgx =cotgz 11.y +ycosz =sin2z 12.y' + w’;ly = 3xe™ "

VYSLEDKY A NAVODY. 1.y = cx?, x € (—00,0) nebo z € (0,0),c € R. 2. y = z* + cx?,
z € (—00,0) nebo z € (0,0),ceR. 3.y =—zxlog|z|+cx, z € (—oc,0) nebo z € (0,00), c € R.

4. y=22+cx,z€R ceR 5.y = —#e‘”ﬁ—i-ﬁ, x € (—00,0) nebo z € (0,00), ¢ € R.
6.y = —g‘;fj“; + S, v e (-5+kmS+kn),keZ ceR T.y=logz+ <, z € (0,00),

ceR 8. Proa=0: Y= 1°g|w|+c,x€(—oo,0) nebo z € (0,00), c € R; proa # 0: y =

1+ tg 2 __c
7\/$Zl+_a2 (|i|1 8 Tsimarctg £ :E:izti —l—c) z € (—o0,0) nebo z € (0,00),ceR. 9. y=3(z—1)+ T ey
z € (—o0 ,—%) nebo z € (—5 1 ), ceR 10'y:1+2c(1)sx10g i;gg:i—i_cocsw’me(k%’(k+1)2)’

keZ,ceR 11.y:2(smm—1)+ce_5inm,x€]R, c€eR 12.y:x2e_“”+§e_””,m€ (—00,0)
nebo z € (0,00), c € R.

VYSLEDKY A NAVODY. 1.y = cz? z € (—00,0) nebo z € (0,00), c € R. 2.y = z* + cz?,
z € (—00,0) nebo z € (0,0),ceR. 3.y =—zlog|z|+cx, z € (—oc,0) nebo z € (0,00), c € R.

4. y=22+cr,z € R ceR 5.y:—#6_z2+ﬁ,x€(—oo,0) nebo z € (0,00), ¢ € R.
6.y=—%+cocsw,me( +k7r,2+k7r),k€Z,c€R 7.y =logz+ £, z € (0,00),
ceR 8 Proa=0: y= logm + 2,2 € (—00,0) nebo z € (0,00), c € R; proa # 0: y =
ﬁ(@l g%—i—c) xE(—oo,O)nebomE(O,oo),cE]R. 9. y—3($ 1)+ \/ﬁ
z € (—0o,—1) nebo z € (—3,0¢), c € R. 10.y:1+2c(l)smlogi;ggzﬁ+co‘;$, € (k%,(k+1)3),

keZ,ceR 11.y_2(sm:c—1)+ce_5in’:,a:E]R,CER. 12. y = 2% P+ Le™ x € (—00,0)
nebo z € (0,00), ¢ € R.



ITI. APLIKACE DIFERENCIALNICH ROVNIC
1. V kuchyni je teplota 20°C. Za jak dlouho se pravé vypnutd vrouci polévka ochladi na 25°C,
pokud po deseti minutdch m4 teplotu 60°C? (Rychlost ochlazovéni je pFimo imérnd rozdilu teplot.)
2. Urcete kiivku, kterd prochazi bodem (—a,a) takovou, ze pro kazdou jeji te¢nu bod dotyku je
stiedem usecky, kterou na tecné vytinaji pruseciky s osami.
3. Ve mésté jist4 firma zacala rozdavat reklamn{ letdky propagujici novy praci prasek. Clovék, ktery
si dosud letak nevzal, si ho vezme s pravdépodobnosti a. Ten, kdo si ho vzal, s pravdépodobnosti
b zatne novy prasek pouzivat, a s pravdépodobnosti ¢ letdk zahodi a uz si nikdy dalsi nevezme. (S
pravdépodobnosti 1 — b — ¢ tedy bude zatim vahat.) Jakd bude uspésnost nového prasku?
4. Za jak dlouho po déleni se nové vznikla bunka znovu rozdéli, pokud se déli v okamziku, kdy
zdvojndsobi svij objem, a pfitom objem roste imérné povrchu, pii svém vzniku méla polomér 0.01
mm, a za hodinu jiz 0.015 mm?
5. Trpaslici stfidavé mluvi a ml¢i. Pravdépodobnost, ze ml¢ici promluvi, je a, pravdépodobnost, ze
mluvici umlkne, je b. Kolik trpaslikii bude mluvit, bude-li jejich komunita zit dostate¢né dlouho?
Zavisi to na pocateénim stavu (tj. na tom, kolik jich mluvilo na poéatku)?
VYSLEDKY A NAvOoDY. 1. 40 minut. 2. zy = —a?. 3. Fbcv pokud a > 0; pokud a = 0, pak
ovSem nulova. 4. Po té hodiné uz budou dvé bunky. Pak lze zadani interpretovat dvéma zpusoby:
Bud tak, ze by buiika méla po hodiné polomér 0.015 mm za piredpokladu, Ze by se nedélila; pak by
prvni déleni nastalo 2 - (v/2 — 1) hodin od za¢atku. Nebo tak, #e po hodiné spoleény objem obou
existujicich bunék je roven objemu, ktery by méla buiika o poloméru 0.015 mm; pa by prvni déleni

V2(V2-1)

nastalo za 15 Y22 V3 hodin od zacdtku. 5. Pokud a > 0 nebo b > 0, pak ; nezavisle na

ats’
pocatecnim stavu. Pokud ovSem a = b = 0, pak pocatecni stav zustava navzdy.

IV. RESTE SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC
1.2 4+y=0,2 -4y ' =32+y 2.2 4+z—y=¢€e*, 9y —z+y=¢e* 3.5z -2y +4z—y=e"7,
Z+82—-3y=5" 4.243z24+4y=0,yY —2z+y=0,y0)=20)=1 5.2 =y-—"7z
Y +224+5y=0 6.2 =2y—5z+¢e% ¢y =z—6y+e 2 T.2+y+z=€%2+y =1
8. v =wt+v—u,vV=wt+u—v, v =u+v+w, (u0)=1v0)=w(0)=0) 9.u=v+w,
vV =u+w, w =u+wv, (u0)=-1,v(0) =1, 2(0) =0)

VYSLEDKY A NAVODY. 1. z = 3Bzder 4 AtBe=3z ) — A3Ber 4 3443B,=3c 3 , =
e 4+de ™ fc,y=e*—de ?® +¢c 3. 2= —-2e""4ce® +de?®, y = 3e”" 4 3ce® + 2de”%*
4. 2 = —(c+d)ze 2 + de7 2%, y = (¢ + d)ze 2% + ce™2%, s po¢. podm. : z = —2xe™ 2% + ¢~ 2%,
y = 2xe‘2$ +e 2 5. z=(c—d)e sinz + de”®* cos T, y = ce™ 6% cos + (¢ — 2d)e % sinx
6. 2= +1e?+2(ct+de ™ —L2c—d)e ™, y=Fe"+ e + L(c+d)e " + L(2c -
de=™ 1. z(a;) =e® — 13 Mgl fctdr, y=—€"+ 24:10 +a+ br + b+c:c3+ 2 8.u=

6
a-l-b—c —a:+a+b+2c 2:1;_|_a—b —2z LU= a+b c —:(:_|_a-|-%-|-2c 2:1;+b a —2w’w_ c— g b —w+a+b+2ce2x’

Spocpodm ,u,_%e—m_l_lila:_{_l—2:1:’,0_%6—:1:_}_12:1:_16—2:1:,w_ ;’—m_}_IZm 9.

6 2 3
a+b+c 2:1: _ b+c—2a e~ % __ a+b+c Zw __a+c—2b e~ % a+b+c 2x _ a+b—2c
3 3 U= "3 3 € 3

,v=e T, w=0

—x

u = ,w = e~ % s po¢. podm.
u=—e "

V. RESTE SOUSTAVU 4 = Ay, POKUD A =

010 26 —15 7 —12 6 300
1. (—440> 2. (11 —5> 3. (10—1910) 4. ( 2 2—1)
,,,,,,,,,, -212/ \12-6/ o N\12-2418/ N1t 4/
VYSLEDKY A NAVODY. 1.y = (a-€*®, e (—%z%+(a—b)z+a+b—c), > (22 +bz+c), a,b,c € R.
2. y = (e**(bx + ¢),e**(2bz + b + 2¢),e**(bx + a + ¢)), a,b,c e R. 3. y= (e *(3bx + 5a + b+
3c),e *(bx+c),e F(bx+a+c)),a,b,c e R. 4.y = (3ae " +€%(2b—c),bae "+ be®, 6ae" " +ce”),
a,b,ce R




TEST ¢fsLo 1 — PRVNI VERZE
1. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice

y o =+/1—19y2-arcsiny.

Nacrtnéte jejich grafy. (25 bodu)
Reseni.

A. Nejprve si véimnéme, ze pro kazdé FeSeni y této rovnice musi platit y € [—1,1].

B. Ze zadani je okamzité vidét, ze funkce y =1, y = —1 a y = 0 (na R) jsou Fesenimi této rovnice.

C. Na intervalech, kde x # 0 a y € (0,1) nebo y € (—1,0), muzeme pocitat nisledovné:

y' _ 1

\/1—y2-arcsiny %

(log [arcsin y|)'= (log |z|)’

log |arcsin y|= log |z| + ¢, ceR
larcsin y|= k|z|, k>0
arcsin y= kzx, k#0

y= sin(kx), k#0

7 patého fadku (ktery je ekvivalentni s dvéma piedchozimi) dostdvame podminku kz € (-3, 5),

protoze funkce arcsin nabyvd hodnot z intervalu (-7, 5). Vezmeme-li v Gvahu vySe uvedené
podminky, za nichz jsme tpravy délali, dostaneme navic, ze x # 0. Zavérem bodu C. mizeme
Fici, Ze TeSeni y spliiujici podminku y € (0,1) nebo y € (—1,0), definovand na intervalech, které

neobsahuji 0, vypadaji takto:

. T
y = sin(kx), T € <_ﬁ’0>’ k>0,
y = sin(kx), T € (0,—%) , k<0,
y = sin(kzx), x € (O, %) , k>0,
. T
y = sin(kzx), xr € (ﬁ’())’ kE <O0.
Tento zapis lze zjednodusit:
— sin(kz) ef0,—=), k#0
Y = S1{RT), T ’ 2‘k| ’ ’
in(kz), «€(-——0), k#0
= sin(kx - i
y S 7 2|k|7 7

D. Nyni ddme dohromady piedchozi vysledky, abychom urcili vSechna maximalni feSeni.
Trividlni feSeni (y =0, y = 1, y = —1) z bodu B. neni kam prodlouzit, a tedy jsou maximé&lni.



Déle si v§imejme feSeni z bodu C.

(i) ReSeni y = sin(kx) na intervalu (0, 2|”k|) se chova takto: limita v 0+ je 0, limita v 55— je sgn k.
Derivace y' = k cos(kz) mé v 0+ limitu &, v 57— limitu 0.

(ii) Reeni y = sin(kz) na intervalu (—ﬁ, 0) se chova takto: limita v 0— je 0, limita v —5r+Je
—sgn k. Derivace y' = k cos(kz) ma v 0— limitu k, v — s+ limitu 0.

2k
7 toho dostavame, 7ze vSechna maximalni feSeni jsou:

yzoaxERa Z/Z—laﬂ?ER, y:]-axER

-1 z € (—00, —5¢]
y(z) = sin(kz) =€ (—g5,95) » pro k >0
1 S [ﬂ’ OO)
1 z € (=00, 5¢]
y(x) = ¢ sin(kz) z € (35, —35¢) pro k <0
-1 T € [—5E,00)
E. Grafy vypadaji takto
1
-4 -3 -2 -1 7 1 2 3 4
X
1
2. Najdéte obecné feSeni soustavy diferencidlnich rovnic:
v = 2u+ 5v + 2w
v' =u+9v+ 3w
w' = —2u— 19 — 6w
(25 bodu)
. 2 5 2
ResSeni. Matice soustavy je A = ( 1 9 3 ) Nejprve najdéme vlastni ¢isla:
-2 —19 —6

2—\ 5 2
det(A — AE) :det( 100 _63_A) = (2=NO =X (=6-N)+(~2)-5-3
+2:1-(=19)=5- (=6 —A)-1—2-(=2) - (9—A) — (2—A) - 3-(—19)
—(A2 = 1IA+18)(6 4+ A) —30 — 38+ 30+ 5A + 36 — 4A + 6 - 19 — 57\
= A3 4+ 5X2 — 18X+ 66X —6-18 —2 — 56\ +6- 19

= -2+ 55X —8A +4.
Vidime, Ze jednim kotfenem je 1. Po vydéleni determinantu polynomem A — 1 dostaneme polynom

—A2 + 4\ — 4, ktery m4 dvojndsobny koien 2. Vlastni &isla jsou tedy 1 a dvojndsobné 2. Hledejme
vlastni vektory.



K ¢&islu 1:

2a+5b+2c=a a+5b+2c=0 3b+c=0
a+9b+3c =0, tedy a+8+3c=0, tedy a+8b+3c=0,
—2a—19b —6¢c =¢ —2a — 190 —Tc=0 —-3b—c=0

1
feSenim je napftiklad vektor ( 1 )

-3
K ¢&islu 2:
2a + 5b + 2¢ = 2a 50+ 2¢c=0 5b+2¢=0
a-+9b+ 3c =2b, tedy a+T7b+3c=0, tedy a+Tb+3c =0,
—2a — 19b — 6¢ = 2¢ —2a—190 -8 =0 —5b—2¢=0

1
feSenim je napiiklad vektor ( 2 ), a jiny linedrné nezdvisly vlastni vektor neexistuje. Proto
5

1

hledejme vektor v, pro ktery A - v = 2v + ( 2 ), neboli
-5

2a +5b+2c=2a+1 50 +2c =1 50 +2¢c =1
a+9b+3c=2b+ 2, tedy a+T7+3c=2 ,tedy a+7Tb+3c=2 |,
—2a—19b —6¢c=2¢c—5 —2a —19b — 8¢ = -5 —5b —2¢c=-1

0
tedy napiiklad vektor (—1 )
3

1 10
7 obecnych vét vyplyva, ze pokud udélame substituci pomoci matice D = ( 1 2 -1 ), t.j. u=
—-3-5 3

100
p+q,v=p+2q—r, w=—3p—5q¢+ 3r, dostaneme soustavu s matici (0 2 1), t.].
002

/ /

p =p, ¢ =2q+r, r =2

ma feSeni p = ae =e“"(cx r = ce*". ubstitucnich rovni ivame feSeni puvodni
Ta m4 Fese z 22 (cx +b), 2z Ze substituénich rovnic dostdvame fese od
soustavy

u = ae® + (b+ cx)e®®,
v = ae® + (2cx + 2b — c)e*?,
w = —3e” — (5cx + 5b — 3c)e*”.

TEST ¢fSLO 1 — DRUHA VERZE
1. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice

y -x=—+/1—y2-arccosy.

Nacrtnéte jejich grafy. (25 bodu)
Reseni.

A. Nejprve si vS§imnéme, ze pro kazdé feSeni y této rovnice musi platit y € [—1,1].

B. Ze zadani je okamzité vidét, ze funkce y =1 a y = —1 (na R) jsou feSenimi této rovnice.



C. Na intervalech, kde z # 0 a y € (—1, 1), miZeme pocitat nasledovné:

!

(log arccos y)'= (log |z|)’
log arccos y= log |z| + ¢, ceR
arccos y= k||, k>0

8 =

Ve vypoctu jsme pouzili i fakt, Ze funkce arccos nabyva na (—1, 1) kladnych hodnot, proto nepiSeme
| arccos y|, ale arccosy. Z posledniho fadku (protoze arccosy € (0, 7)) dostavame, ze k|z| € (0, ),
tedy |z| € (0, T). Posledni rovnost miiZzeme tedy piepsat ve tvaru

arccos y = kux, xe(0,%),k>0nebow€(%,0>,k<0.
Odtud dostaneme feSeni

y = cos(kzx), x € (O, %) , k>0,

y = cos(kz), x € (%,0), k < 0).

To jsou tedy vSechna FeSeni s hodnotami v (—1,1) na intervalech neobsahujicich 0.

D. Nyni ddme dohromady piedchozi vysledky, abychom urcili vSechna maximalni feSeni.
Trividlni feSeni (y = 1, y = —1) z bodu B. neni kam prodlouzit, a tedy jsou maximalni.

Déle si v§imejme feSeni z bodu C.

(i) Reseni y = cos(kz) na (0,%) pro k > 0: Limita v 0+ je 1, limita v T— je —1. Derivace
y' = —ksin(kzr) md v 0+ i v Z— limitu 0.

(ii) Refeni y = cos(kz) na (%,0) pro k < 0: Limita v 0— je 1, limita v T+ je —1. Derivace
y' = —ksin(kr) ma v 0— i v T+ limitu 0.

Odtud plyne, Ze vSechna maximalni feSeni jsou:

1 z<0 -1 z € (—o0, %)
y(z) = cos(kz) =€ (0,%) , prok >0, y(z) = { cos(kz) x € (F,0 , pro k <0,
-1 r € (%, 00) 1 x>0
-1 T € (—o0, )
y(z) = cos(kz) @ € (£,0) , prok <0,l>0
cos(lz) x€(0,7)
-1 z € (F,00)

E. Grafy vypadaji takto:

EAZ/AANNNS




2. Najdéte obecné feseni soustavy diferencidlnich rovnic:

v = 10u + 14v + 5w
v =—2u—2v—w
w =—Tu — 11lv — 3w

(25 bodu)
10 14 5

Reseni. Matice soustavy je A = <—2 -2 -1 ) Nejprve najdéme vlastni ¢isla:
-7 —11 -3

det(A — AE) = det (10{{ —_2lfil>\ _555) — (10 = A)(=2 = A)(=3 — A) + 14~ (=1) - (=7)

+5-(=1)-(-11)=5-(-=2=X) - (=7)—14-(-2) - (=3 —=X) — (10 = X) - (=1) - (—11)
= (AN +5X4+6)(10—A) +7-144 110 — 70 — 35\ — 6 - 14 — 28X — 110 + 11\
= =A%+ 527 — 6A + 50\ + 60 + 14 — 70 — 24\ — 28)
=A% +5X -8\ +4.
Vidime, ze jednim kotfenem je 1. Po vydéleni determinantu polynomem A — 1 dostaneme polynom

— A2 44X — 4, ktery ma dvojnasobny koien 2. Vlastni &isla jsou tedy 1 a dvojnisobné 2. Hledejme
vlastni vektory.

K ¢islu 1:
10a 4+ 14b+5c = a 9a + 14b + 5¢ =0 Ca—b=0
—2a—2b—c=0b, tedy —2a—3b—c=0, tedy —2a—3b—c:0’
—Ta—11b—-3c=c —Ta—11b—4c =0 o
1
feSenim je napiiklad vektor <—1>.
1
K ¢islu 2:
10a + 14b + 5¢c = 2a 8a+ 14b+5¢ =10 a+3b=0
—2a—2b—c=2b, tedy —2a—4b—c=0, tedy 2a+4b+c=0,
—Ta —11b—3c = 2c —7a—11b—-5¢c =0 —3a—9 =0

3
feSenim je naptiklad vektor (—1>, a jiny linedrné nezavisly vlastni vektor neexistuje. Proto
-2
3
hledejme vektor v, pro ktery A -v = 2v + <—1 ), neboli
-2

10a + 14b+ 5¢ = 2a + 3 8a+ 14b+ 5¢ =3 a+3b=1
—2a—2b—c=2b—-1, tedy —2a—4b—c= -1, tedy 20 +4b+c=1,
—Ta — 11b — 3¢ = 2¢ — 2 —T7a — 11b — 5¢ = -2 —3a—9b=-3

1
feSenim je napiiklad vektor ( 0 ) 7 obecnych vét vyplyva, ze pokud udélame substituci pomoci
—1
1 3 1
matice D = <—1 -1 0 ), tj. u=p+3q+r,v=—p—gq, w=p— 29— r, dostaneme soustavu s

100
matici (02 1), t.j.

002
/

p =p, ¢ =2q+r, r = 2r.



Ta m4 TeSeni p = ae®, ¢ = e*%(cx +b), r = ce?®. Ze substituénich rovnic dostdvdme feseni ptivodni
soustavy

u = ae” + (3b+ c + 3cx)e*”
v = —ae® — (cx + b)e*®
w = e* — (2cx + 2b 4+ c)e*”

VI. FOURIEROVY RADY
1. Rozvinte nésledujici funkce ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, 7) a urcete soucet vSude, kde
fada konverguje. (a) sin’z, (b) cos®z, (c) cos®™z, (d) ERmz - (e) L
2. Vyjadiete funkci f(z) = 22 na (0,27) jako soucet trigonometrické fady a vysledek aplikujte v
bodé z = 0.
3. Rozviiite ve Fourierovu fadu funkci sinaz na (-, 7) (a € R\ Z), aplikujte v bodé z = 7.
4. Rozviite funkci f(z) = 22 na (—x,0) v sinovou fadu.
5. Funkci f(z) = z na (0, §) vyjddiete jako soucet trigonometrické fady obsahujici jen ¢leny tvaru
(a) esinkz, k € N liché, (b) ccoskz, k € N liché, (c¢) ccoskz, k € N sudé, (d) csin kz, k € N sudé.
Jak vypadaji soucty téchto rad?

VYSLEDKY A NAVODY 1. a) 3 — 2 cos 2z, konverguje viude k f, je to trigonometricky poly-
nom. b) 3 Zsinx — 4 sin 3z, konverguje viude k f, je to trigonometricky polynom. c) 221m . (zn’;”) +

Z 2%% . (m_ ) cos 2nz, konverguje viude k f, je to trigonometricky polynom. d) Pro m = 2k:

Z 2cos(2n — 1)xz; prom =2k +1: 1+ Z 2 cos 2nx; konverguje viude k f, je to trigonometricky

n=1 n=1

polynom. e) Toto neni fourierovska funkce, nema FR. 2. 4 4 Z ( 3 COSNT — 4“ sin nac);
o0
1 _ = 2n ("t . g R S _1\» . 1 1
w5 3. Z nT—a7y Sinwa - sinnz; o = ZO( 1) nFisa T nvita): 4.
n= n

[e.°]

io: (2-(-1)" T4+ A (1—(-1)"))sinnz. 5.a) > % sin(2k + 1)z, soucet je f*(x) =
k=0

n—=
—-T—x xz€[-7 7]
S k
x z € [~5,5], a 2m-periodicky. b) kz—:o (22(1;2 - W_(213+1)2) - cos(2k + 1)z, soulet je
T—x €[5, B

-T—x x€[-m7F)

2

x T e —E, z 00 _
f*(zx) = = (W 2 3) , a 2m-periodicky. ¢) T + > ( 1)k2 L cos 2kz, soucet je f*(z) =
r+n  x€ (5,7 k=1
0 T==+5
T+ x€[-m,
T+2x x€[-m 3] . c(on
k x x € (=%
|z r €[5, 5], a2n-periodicky. d) ) '(;1) sin 2kx, soucet je f*(z) = L
T—x x€|Z, 7| k=1 rom we(3
2’ 0 r==x7

a 2m-periodicky.

~—

IIE

INIE



VII. VEKTOROVA POLE, KRIVKOVY INTEGRAL
ZJISTETE, ZDA UVEDENA VEKTOROVA POLE
JSOU GRADIENTEM NEJAKE FUNKCE, A POKUD ANO, PAK JAKE
1 (z,9) 2. (y,2) 3. (v,z) 4. (2®+22y—y>,2°-22y—y®) 5. (3z2_22y+3y2, 3m2_;z‘f;+3yz)

2 2 2 2
6. (T S oamit)  p (e (amy+2), (LN -y) 8 (@52) 9. (50.0)
10. (z,z,y) 11. (y? — 22, 2yz, —x%) 12. (v?, 22, 2?)

SPOCTETE KRIVKOVE INTEGRALY fw ¢, KDE

13. ¢(z,y) = (-y,x), a) v je tsetka z pocatku do bodu (1,2), b) v je st paraboly y = 2z od
bodu (0,0) do (1,2), ¢) 7y je lomend ¢ara (0,0) — (1,0) — (1,2). 14. ¢(x,y) = (y,z), v jako v
piredchozim piikladé.  15. p(z,y) = (22 — 22y, y? — 2zy), v je isek paraboly y = z2, z € [-1,1].
16. p(z,y) = (22 + y2,22 — y?), v je uréena rovnici y = 1 — |1 — z|, = € [0, 2].

17. o(z,y) = (x + y,x — y), 7y je elipsa 22 + yZ = 1, probihan4 proti sméru hodinovych rucicek.
18. ¢(z,y) = (2a — y,x), v je oblouk cyk101dy x = a(t — sint), y = a(l — cost), t € [0, 2x].
19. ¢(x,y) = (y,x), v je n&jakd kiivka z (—1,2) do (2,3). 20. p(z,y) = (z,y), v je néjaka
kiivka z (0,1) do (3, —4). 21. ¢o(z,y) = (z — y,y — x), v je néjakd kiivka z (1,—1) do

(1,1).  22. p(z,y) = (22—, ——), 7 je néjakd kiivka z (1,0) do (6, 8), kterd neprochdzi
\/w2+y2 \/a:2+y2
pocatkem.  23. p(x,y,2) = (y?—22,2yz, —x?), v je kiivka (¢,t2,3),t € [0,1].  24. p(z,y,2) =
T

Yy A s 7 v 7 v 7 v_ 7 . s v 7
neprochéazi pocatkem, pocéateéni bod je vzdalen a od pocatku

(T Ve o) P p )P j p

a koncovy b od pocatku.

VYSLEDKY ANAvoDY. 1. 2(z%+y?’+c)naR?. 2.zy+cnaR?.  3.Neni 4. %xg + 22y —
Ty? 3+cnaR?. 5. Vektorove pole je definované v R? \ {(0,0)}, a neni gradientem 74dné
funkce se stejnym definicnim oborem. Avsak v poloroviné y > 0 nebo y < 0 je gradientem funkce

% arctg 3% \/—y +C. Volbou konstant v horni a dolni polorovme lze dosdhnout, aby bylo gradientem

i v bodech kladné nebo zdporné poloosy z. 6. )2 +loglz+yl+e v polorovmach xr+y>0

(w+
arz+y<0. T.e®(y+e*(x—y+1))+cnaR?. 8. Hyfﬂﬂ naR3. 9.zz+% " +cnaR3.
10. Neni.  11. Neni. 12. Neni. 13.a)0,b) 2,¢) 2.  14. a)c) 2.  15. }‘51 16. 3
17. 0 (je to integrél gradientu pfes uzavienou kiivku). 18. —2wa?.  19. 8. 20. 12. 21.

2. 22.9 23.-3 24.b-a

VIII. SPOCTETE KRIVKOVY INTEGRAL f7 fds, KDE

L f(z,y) =2 +y? y(t) = 4t - 1,3t +1), t € [-L,1. 2. f(z,y) =z, y(t) = (t,*), t € [0, 1].
8. f(z,y) =z +y, y(t) = (' + 1,¢' = 1), t € [0,1og 2]. f(z,y) =2z —y, 7(t) = (sint, cost),
t f(z,y,2) = zyz, v je usetka z bodu

4.
€0, 5. flz,y) = zy, ¥(t) = (3y,t*), t €[0,1]. 6.
(1,-1,2) do bodu (3,2,5). 7. f(z,y,2) =2z + 9zy, v(t) =
8. f(x y,z) =zy, y(t ) = (4 cost, QSint ,Tt), tE [O 5 ]

(t,t2,t3), t € [0,1].

(3 cost,3smt,t), t €0, 2m].
11 Drét tvaru étvrtkruznice z2 + y2 = a? v prvnim kvadrantu m4 v bodé (z,y) hustotu kzy.

v v

k
(w2+y2+z2)%
a) z bodu (0,4, 0) do bodu (0,4, 3) po dsecce, b) z bodu (0,0, 1) do bodu (3, 4,0) néjak.

13. Urcete préci, kterou vykond silové pole pfi jednom (nebo vice) obéhu ¢éstice po jednotkové
kruznici proti sméru hodinovych rucicek, pokud pole mé tvar a) konstantni, b) (x,y), ¢) (—y,x),

d) m(ya —1).

12. Urcete praci vykonanou silovym polem - (x,y, z) pfi pfemisténi hmotného bodu



VYSLEDKY A NAvoDpy. 1.380 2 351 3.3/9 41 5% 6.7/22 7. $(14v/14-1)

3 12
8. 18v/65(2v2 — 1) 9. (0, %a) 10. hmotnost 27wk+/10, téiiéte (0,0,7) 11. hmotnost §a4
teziste (2a, 2a) 2. a) %k, b) 2k 13.a)0,b) 0, c) 27 (pfi k obézich 2kr), d) T (pfi k obézich
k \’/Tg)

IX. GREENOVA VETA, PLOSNY INTEGRAL
1. Spoctéte f7 ¢, kde v je obvod trojihelnika s vrcholy (1,1), (3,2), (2,5) a ¢(z,y)
= ((z + y)?, —z¥ — y?) a) piimo z definice kiivkového integralu; b) pomoci Greenovy véty.
NASLEDUJICI INTEGRALY [ ¢ SPOCTETE POMOCI GREENOVY VETY
o(z,y) = (—22y,y?), v je kruznice 22 + y2 = a®. 3. o(z,y) = (x + y,y — x), 7 je elipsa
ﬁ—z — -Z—Q =1. 4. ¢(z,y) = (e*(1 — cosy),—e®(y — siny)), v je hranice oblasti {(z,y) | 0 < z <

w0 <y<sinz}. 5. ¢px,y)= (692_“”2 cos 2zy, €Y %" sin 2zy), v je kruznice 2% + y2 = R?
6. Jak se lisi [ pa [ o kde o(z,y) = ((z + y)?, —(z — y)?) a 1 je usecka z (1,1) do (2,6), a
2 je tusek paraboly (jejiz osa je rovnobéind s osou y) ohrani¢eny tymiz dvéma body?

POMOC{ GREENOVY VETY SPOCTETE OBSAHY OBRAZCE OHRANICENEHO KRIVKAMI
7. Elipsou (acost,bsint), t € [0,27] 8. v(t) = (acos®t, bsin®t), t € [0,27] (astroida).
9. Parabolou (z +)? = az a osou y (a > 0).  10. (£)” + %) = 1 (a,b,n > 0) v prvnim
kvadrantu a osami souiadnic

SPOCTETE PLOSNE INTEGRALY [[ fdS, POKUD
S

11. f(z,y,2) =z +y+2, S je polosféra 22 +y2 + 22 =a?, 2> 0. 12. f(z,y,2) =22 +y?, S je
hranice télesa \/22 + 42 < 2 <1 13. f(z,y,2) = |zyz|, S je ¢ast plochy z = 22 + y? odiiznuta
rovinou z =1. 14. f(z,y,z) = z, S ke plocha (ucosv,usinv,v), u € [0,a], v € [0, 27]

15. f(z,y,z) = 2%, S je plocha (rcos psina, rsingsina, rcosa), r € [0,a], ¢ € [0,27], a € (0, %)
je parametr.  16. Spoététe hmotnost tenkého plechu ve tvaru plochy z = 22 + 42, z < 1, jehoz

hustota v bodé (x,y, z) je z.  17. Spoctéte polohu tézisté polosfery

X. PLOSNY INTEGRAL, STOKESOVA A GAUSSOVA VETA

SPOCTETE PLOSNY INTEGRAL [[ ¢, POKUD
1. o(z,y,2) = (x,y,2), S je a) vnéjsi strana povrchu krychle [0,1]3; b) vnéjs{ strana sféry z? +
y2 + 22 = a2, 2. S je vnéjsi strana elipsoidu 2—2 + g—j + i—z =1, a) ¢(z,y,2) = (0,0,2); b)
o(z,y,2) = (0,0,2%); ¢) p(x,y,2) = (%, i,% . 8 p(zy,2)=(y—2,2—x,2—y), S je vnéjsi
strana kuZelové plochy 72 +y? =22, 0< 2 < h. 4. o(z,y,2) = (y?z,72,7%y), S je vn&jsi strana
plochy v prvnim oktantu, kterd se sklada z ploch z = 22 + 32, 22 + y? = 1 a tsekil soufadnych
rovin.

POMOC{ STOKESOVY VETY SPOCTETE KRIVKOVE INTEGRALY fv ¢, KDE
5. o(x,y,2) = (y,2,1), v je kruznice 2°> + y> + 2> = 1, x + y + z = 0 probfhand proti sméru
hodinovych ruciéek, divdme-li se z kladné ¢asti osy =. 6. ¢(z,y,2) = (22 — yz,y? — 22,22 —
zy), v(t) = (acost,asint, %t), t € [0,2n]. 7. p(z,y,2) = Y+ 2,2z + z,2 + y), y(t) =
(asin®t,2asint cost,acos’t), t € [0,7]. 8. p(z,y,2) = (y% + 22,22 + 22,22 + y?), v je kiivka
22 +y? + 22 = 2Rz, 2?2 +y? = 2rz, 2 > 0 (0 < r < R) probihan4 tak, Ze mensi z oblastl' vytnuté
na vnéjsi strané sféry z2 + y? + 22 = 2Rz je po levé strané. 9. ¢(x,y,2) = (y?22, 2222, 2%y?),
v(t) = (acost,acos2t,acos3t), t € [0,27]
POMOCI GAUSSOVY VETY SPOCTETE [[g ¢, KDE

10. S a ¢ jsou jako v piikladech 1, 2. 11. p(z,y,2) = (x —y+ 2,y —z+z,2—x+y), S je
vnéjsi strana plochy |t —y+z|+ly—z+z|+z—z+y|=1. 12. ¢o(z,y,2) = (22,92, 2%), S je
vnéjsi strana kuzelové plochy 22 + 42 = 22,0 < z < h.



TEST GiSLO 2 — PRVNI VERZE
1. Rozvinte funkci .
f(z) = ‘m - g‘ +sin’? z

ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, 7) a urcete jeji soucet ve vSech bodech, kde konverguje.

(20 bodi)
Reseni. PiSme f(z) = f1(z) + f2(2), kde fi(z) = [z — | a fa(z) = sin®z. Ziejmé Fourierovy
koeficienty funkce f jsou souctem Fourierovych koeficientt funkci f; a fy, takZe nejprve spoctéme
Fourierovy koeficienty obou téchto funkci zvIast.
Nejprve si vS§imejme funkce fy. Plati

. 9 l1—cos2z 1 1
sin“x = —— = — — — cos 2z,
2 2

coz je trigonometricky polynom, a tedy je sdm sobé Fourierovou fadou. Pro koeficienty funkce fs
tedy plati:

1
al=1, agz—é, a; =0 pro k #0,2,

b2 =0, pro kazdé k.

Pro vypocet koeficientl funkce fi polozme a = 7. To nam umoZni spocitat koeficienty funkce
|z — al|, coz zahrne naptiklad i ¢éast FeSeni prvniho piikladu druhé verze. Pocitejme tedy:

T a ™
ra,lc:/ \a:—a\coskxda::/ (a—x)coskxda:-i—/ (x —a)coskxdz

—T —T

:a-</ coskxdx—/ coskxdx)—/ xcoskxdx-i—/ xcos kx dz

:a-/ coskxd:E-I—Q-/ xcos kxdz

—a a
Nyni je tfeba rozlisit pripady k=0 a k > 0.

a ™ 297
Wa(%:a-/ 1d:v—|—2-/ xdx:a-2a+2-[%] =2a% + 7% — a? = 7% +
a

—a a

Wa,lcza- [siner La. [xSika]ﬂ_2'/w sin kx de

k k

kx1™ 2

2 2
:—asinka+0——asinka—2- 2

k k

a



Dale pocitejme sinové koeficienty:

7Tb,1€:/ |:U—a|sinka:da::/ (a—m)sinkxdx+/ (r —a)sinkx dz

—T —T a

:a-(/ sinka:dx—/ sinkxdx)—/ xsinkxdm+/ xsin kx dx

s a T a a
= —2a-/ sinkxdx—/ rsinkzdxr = —2a - —COSkx _ | o8 ke —/ cos kz dz
a k k a k

—a a —a

2 2 inkz]® 2 2
= Ia-((—l)k—coska)+?acoska— [sn};x} a: Ia.(—l)k—ﬁsinka, prok=12 ...
V naSem piipadé (a = %), mame tedy:
10 2
a(l,:§7r, ai:m-((—l)k—coskg>, prok=1,2,...
2 2 s
1_ 4 (\k_ 2 T _
bk_3k (—1) k27rsmk3,prok 1,2,...

Fourierova rada funkce f je tedy

1 5 3 2 3 3 1 1 3
§+§7r— ;cosx— (§+$) sinx + (——5) cos 2x + <§—§> sin 2z

oo

2 k T 2 k 2 . .om\ .
+ kZ:B (m . ((—1) — Cos kg) cos kx + (ﬁ (=1 — mmnkg) smkx) .

Protoze funkce f je po ¢astech hladka, jeji Fourierova fada konverguje ve vSech bodech. Soucet je
pak roven f(x) ve v8ech bodech intervalu (—m, 7) (protoZe f je tam navic spojitd), v bodech +7
je roven w. Déle je pochopitelné 27-periodicky.

(0,0), (0,8) a (6,0). (15 bodi)

J,zds [ yds
fﬂ/lds’ fﬁylds

obecngjsi tlohu: uvazujme homogenni drat ve tvaru obvodu trojtihelnika s vrcholy (0,0), (0,a),
(6,0), kde a,b > 0.

Oznac¢me obvod naseho trojihelnika symbolem +. fv 1ds je délka kiivky v, v naSem piipadé tedy
obvod trojuhelnika, tedy a + b + Va2 + b2.

Zbylé dva integrily je tfeba spocitat primo. Obvod naSeho trojuhelnika se skladé ze tii dsecek,
které miuzZeme parametrizovat tfeba nasledovné:

ReSeni. Soufadnice homogenniho dratu ve tvaru rovinné k¥ivky v jsou ( ) . Spoctéme

v1(t) = (0,t), t€][0,al, (tsecka (0,0) — (0,a)),
vo(t) = (bt,a — at), t€[0,1], (tsecka (0,a) — (b,0)),
v3(t) = (b—1t,0), t€][0,b], (asecka (b,0) — (0,0)).



Mizeme tedy pocitat:

/de:/ a:ds-l—/ a:ds—l—/ rds
Y Y1 Y2 Y3

1 1
zib\/a2+b2—|—§b2;
a 1 b
/yds:/ yds+/ yds+/ yds:/ t-ldt+/ a—at-\/a2+b2dt+/ 0-1dt
Y Y1 Y2 Y3 0 0 0

1 1
= §a2+ 24 a? + b2.

a 1 b
/ 0-1dt+/ bt-\/a2+b2dt+/(b—t)-1dt
0 0 0

Soutadnice tézisté jsou tedy

b b+Va’+b a  at+Va®+P? )
2 a+b+Va2+b2'2 a+b+Va2+0b2 )’

v naSem piipadé je a = 8, b = 6, va? + b? = 10, a tedy souFadnice jsou (2, 3).
3. Spoctéte f7 o, kde p(z,y) = (2 + y2, 2% — y?), a v je hranice mnoZiny

{(z,)) eR* | -1 <z <1,0<y<z?}
probihana tak, Ze tato mnoZina bude po levé ruce. (Poéitejte bud p¥imo nebo z Greenovy véty.)

(15 bodi)
ReSeni. Ozna¢me M mnoZinu ze zadani. Podle Greenovy véty plati

/(p=/ %_% //2x—2y dmdy—/ (/ (237—29)(19)(139
¥ iy L B 0

! 2? 1, 14" 2
= 2 = 2 — = 4_ 245 = ——.
/_1[a:y y] dr = /_1(30 zt) dz [237 53:]_1 ;

P1i pfimém vypoctu kfivkového integralu by bylo tfeba rozdélit kiivku na ¢tyri casti:

v1(t) = (t,0), te[-1,1], (asecka (—1,0) — (1,0)),
v2(t) = (1,t), te€][0,1], (asecka (1,0) — (1,1)),
v3(t) = (—t,t?), te[-1,1], (Gast paraboly),

va(t) = (—1,1—1t), te€]0,1], (asecka (—1,1) — (—1,0)).



TEST ¢IfSLO 2 — DRUHA VERZE
1. Rozvinte funkci
™ 2
flz)= ‘x%— g‘ + cos” z

ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, 7) a urcete jeji soucet ve vSech bodech, kde konverguje.

(20 bodi)
ReSeni. PiSme f(z) = fi(z) + f2(z), kde fi1(z) = |z + §| a f2(z) = cos’z. Ziejm& Fourierovy
koeficienty funkce f jsou souctem Fourierovych koeficientt funkci f; a fy, takZe nejprve spoctéme
Fourierovy koeficienty obou téchto funkci zvIast.
Nejprve si vS§imejme funkce fy. Plati

l1+cos2z 1 1
2
COs“r = —— = — + —cos2x
2 2 2 ’
coz je trigonometricky polynom, a tedy je sdm sobé Fourierovou fadou. Pro koeficienty funkce fs
tedy plati:

1
al=1, ai = 2’ a; =0 pro k # 0,2,
b2 =0, pro kazdé k.
Pro vypocet koeficientii funkce fi poloZmea = —7% a vyuiijme vypoctu z prvni verze (ten vypocet
plati pro kazdé a € [—n, 7|, kde pouuZivime konvenm ze f g 9(@)dz = — f g(z) dz, pokud ¢ < d).
Po dosazeni tedy dostaneme:
10 2 s
1 1 k
= —m, ar, = — - | (—1 —cosk—), rok=1,2,...
ap=gm  ap=r((-1) )i
2 2 s
br=— - (=)' 4+ —_sink—, prok=1,2,...
E= gy CUT A gpsinkg p

Fourierova rada funkce f je tedy

1 2 1 1
——l—§7r— §cosac-l— <§+§> sinx + (43 + 2) cos 2x + (ﬁ — §> sin 2z
T

2 9 s s 47
+ i 2 ((—1)’C — cos kz) cos kx + 2 C(=1)k 4 2 sin k— | sin kz
= \k?m 3 3k k2r 3 '

Protoze funkce f je po c¢astech hladka, jeji Fourierova fada konverguje ve vSech bodech. Soucet je
pak roven f(z) ve vSech bodech intervalu (—m, ) (protoze f je tam navic spojitd), v bodech +7
je roven m. Déle je pochopitelné 27- periodicky

Ve

(Oa O)a ( ’ ) a (123 O) (15 bodu)
Reseni. Do vzorecku spoéteného v prvni verzi dosadime a = 5, b = 12, Va2 + b2 = 13, a tézisté
vyjde (5, 2 5

3. Spoctéte f7 @, kde ¢(z,y) = (22 + 32,22 — y?), a v je hranice mnoZiny
{(z,) eR? | -1<z <,z <y<2}

probihan tak, Ze tato mnoZina bude po levé ruce. (Poéitejte bud pF¥imo nebo z Greenovy véty.)
(15 bod)



ReSeni. Oznaéme M mno¥inu ze zadani. Podle Greenovy véty plati

/ /%_% //23:—2y dxdy—/_ </xj(2a:—2y)dy>dx
! 38

1 1
:/ [2zy — y} dx—/ (4o —4—22° + 2Y)de = |22% — 4o — —2* 4+ —2° =——.
-1 -1 2 5 1 9

P1i primém vypoctu kiivkového integralu by bylo tfeba rozdélit kiivku na ¢tyti ¢asti:

1) = (t,t?), te[-1,1], (G4st paraboly),
v2(t) = (1,¢t), te€][l,2], (asecka (1,1) — (1,2)),
v3(t) = (—t,2), te[-1,1], (asecka (1,2) — (—1,2)),
v4(t) = (-1,2—1¢), te€]0,1], (asecka (—1,2) — (—1,1)).



