XIV. ZJISTETE, ZDA EXISTUJI LIMITY, A EXISTUJI-LI, SPOCTETE JE

1
1. lim —Z° 2. lim 7°w22y2+21_1 3. lim M 4. lim &%
z—0 \/z2+y2+1-1 z—0 z=+y z—0 Tty z—0 T 1Y
y—0 y—0 y—0 y—0

1 _ 2
. lim (1 292) 22442 . lim /2%
5 :1:—)0( Tz Y ) 6 z—0 z2y2 4+ (z—y)?
y—0 y—0 y—0
ZKOUMEJTE EXISTENCI A HODNOTU PARCIALNICH DERIVACI A DIFERENCIALU

(EV. SPOJITE DODEFINOVANE, LZE-LI TO UDELAT) FUNKCE f(z,y) =
8. vr2+y?2 9. Yr+y? 10. /22 +y-In(z?+9?) 11. |z|-|ly| 12. oy 13. /23 + 33
1

— 2
14. (22 +y2)sinﬁ 15. e=?Tv2t=y  16. %I;rzlyl)

17. Necht f(z,y) = my%, f(0,0) = 0. Spoctéte %afy(o, 0) a afafx (0,0).
VYSLEDKY A NAvopy. 1.2 2.0 3.0 4.0 5.1 6. Neexistuje. 7.1 8. Mimo
(0,0) diferencovatelna, v (0,0) neexistuji parcidlni derivace. 9. Diferencovatelnd kromé bodi
(—y%,9), y € R, v nich neexistuji parcialni derivace. ~ 10. V (0,0) spojité dodefinovat 0. Mimo
body (x, —x?) diferencovatelna. V (z, —z?2) neexistuji parcidlni derivace pokud x? +z* # 1, pokud
2?2 4+ 2* = 1, je tam diferencial 0. 11. Pro z # 0,y # 0 diferencovateln4. %(m,O) =0,
g—i(o,y) = 0; g—;(:c,O) neexistuje pro z # 0, %(O,y) neexistuje pro y # 0; v (0,0) je diferenciél
0. 12. Pro z # 0,y # 0 diferencovateln4. %(m,O) =0, g—g(o,y) = 0; g—’yc(a:,()) neexistuje
pro =z # 0, %(O,y) neexistuje pro y # 0; %(0,0) = 2—5(0,0) = 0, ale diferencidl neexistuje.
13. Mimo body (z, —z) diferencovatelnd. V bodech (z, —z), x # 0 neexistuji parcidlni derivace.
%(0,0) = g—?’;(O, 0) = 1, ale diferencidl neexistuje. ~ 14. V (0,0) dodefinovat 0, diferencovatelnd
viude (v (0,0) je diferencidl 0). 15. V (0,0) dodefinovat 0, diferencovatelnd vsude (v (0,0) je
diferenciél 0).  16. V (0,0) dodefinovat 0. Mimo (0, 0) diferencovateln4. %(0, 0)= g—?’:(O, 0) =0,

ale diferencidl neexistuje.  17. %(0, 0) = -1, 66;—61;(0, 0)=1

: 2 2w2y
7. :ll_l)T%)(.’B +y?)

XV. FUNKCE DVOU PROMENNYCH — DERIVACE, SLOZENE FUNKCE
1. Vyjadiete parcidlni derivace prvniho a druhého fadu funkci
9(z,y) = (a) f(z*+y?), (b) flz,zy), (¢) f(=,3), (d) flz+y,z—y), () flaz,by).
2. Necht f(s,t) je kladna funkce t¥idy C! na R2. Vyjddiete parcidlni derivace 1. ¥adu funkce g
pomoci hodnot a derivaci funkce f, pokud je (a) g(z,y) = f(z,y)T @Y, b) g(z,y) = f(z,y)f @),
3. Nechf f m4d diferencidl v bodé (1,1) a necht f(1,1) = f{(1,1) = 1, f3(1,1) = 2. Polozme
g(t,u) = f(f(u,t), f(t,u)). Spoctéte I¢(1,1).
4. Necht f(r,p) = g(rcosy,rsinyp), funkce g mé diferencidl v bodé (1,1), g—{(\/ﬁ,g) = 0,
81 (v/2,) = 4. Spoctéte g;(1,1), gh(1,1).

Oy
. (s - . s . Ou .0u _ %u | 9w _
5. Pievedte do poldrnich soufadnic rovnici a) z- 3¢ +y- 52 =0, b) 5% + 55 = 0.
6. Transformujte do polarnich soutadnic rovnici % = % (t.j. napiSte odpovidajici rovnici pro

r=r(p)).

VYSLEDKY A NAVODY. 1. (a) %(w,y) = f'(z%+y?)-2m, g—z(a:, y) = f'(z®+y?)-2y, pokud existuje
(@2 +1%). 58(@,y) = f"(@?+y2)-da? +2f (0 +92), $E(w,y) = (0 +y?) - 4y* +2f (0 +12),
66:59@/ (z,y) = aa;—agw(m,y) = f"(«* +y?) - 4zy, pokud existuje f”(z® 4+ y?). V piikladech (b)—(e)
predpokladejme existenci totdlniho diferencidlu funkce f v pfislusnych bodech. (b) %(m,y) =
01f (2, 5) + y0af (3, 3y), 22 (w,) = 20 (v, 29), (¢) 22 (2 ) = O1f (5, %)+ 105 f (s, 2), B (s, ) =
~50uf(x,2), () 3&(z,y) = f(z+y,2—y) +0af (@ +y, 2 —y), §2(z,y) = O f(z+y,x—y) -
Oaf(x+y,x—y), (e) %(x,y) = a01 f(az, by), g—g(x,y) = b0y f (ax, by), zde stali existence 01 f a
By f.




2. (a) 2(z,y) = flz,0)!@Y) - G(z,y) - (log f(z,y) +1), $L(z,y) = f(z,v)/ Y - L(z,y) -
(log f(z,9) + 1), (b) 2(z,9) = [, 9)T @ - (% (y,2)log f (2. 9) + % (2. 9) - 52, S(w,y) =
fa,)f o) (Ja)ogflay) + Hwy)-F22) 8.4 490 =265 =2 5 ()

: ou* du* ?u* 1 8%u* | 19u* d
rsin2¢%- +cos2p5- =0 (b) Fr + 5% + 5 =0 6. G =r

XVI. URCETE 3y’ A y” v BODECH, V JEJICHZ OKOL{ JE UVEDENOU ROVNIC{
ZADANA DIFERENCOVATELNA FUNKCE y = y(z)
1.224+ 22y —y2=a%2 ac€R 2. log\/22+ 12 =arctg? 3.y—esiny=2 0<e<1
4. ¥ =y* 5.y =2zarctg?
VYSETRETE PRUBEH IMPLICITNE ZADANYCH FUNKCI A NACRTNETE PRISLUSNE KRIVKY
6. y>=az2+2% T.234+9y3—3zy=0 8.z22+¢y?=2*+y* 9.22+y* =125
10. (22 +y2)?2 =a?(2%2 —9y?) 11. (y—2%)%? =25 12. (a+12)y?> = (a — x)z?
18. 2 =(z—a)(zx—b)(x —c), kdea < b<c
VYSLEDKY A NAvoDY. 1.9y = Y2 (z2,y) # (& 51 (%R 2.y = IHY (z,y) #

y—=z’ 27 V2 z—y°
(V2e7,V2e%), (—V2eT,—v2e%) 8.y = 1oy 4. ¢/ = L HBYH (54) # (e,e) 5.
yl = % 6. a>0 a=0 a<0
/
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Ad 7. Postup feSeni. Oznaéme F(z,y) = 2° +y> —3zy a M = {(z,y) | F(z,y) = 0}. Ziejmé
F(z,y) = F(y,x), a tak je M symetrickd podle pifmky y = z. F je tiidy C' (dokonce C*), a

plati 2L = 3(z% — y), % =3(y? — z). 2L =0 prévé ve dvou bodech M, a to (0,0) a (V/2, V/4);

‘g—l; = 0 pravé ve dvou bodech M, a to (0,0) a (v/4,+/2). Nyni zvolme pevné z a zkoumejme
pocet y spliujicich F(z,y) = 0. Polozme F,(y) = F(z,y). Pak zfejmé lim F,(y) = —occ a
Yy——00

lirf Fy(y) = +o0. Navic F.(y) = 3(y®>—x), a tedy F; je rostouci na R, pokud = < 0, proto m4 v
y-} o

tomto piipadé rovnice Fy(y) = 0 pravé jedno feSeni (ozna¢me y;(x)). Pokud x > 0, pak F, roste
na (—co, —/z], klesd na [—/z, \/Z] a opét roste na [/z, 0o]. Plati F,(—/z) = 23+2z3 > 0, a tedy



existuje pravé jedno ya(z) € (—oc, —/x) spliujici F,(y2(x)) = 0. Déle F,(\/z) = x> — 22%, tudiz
F,(y/z) > 0 pro z > V/4, F,(/r) < 0 pro z € (0, V/4). Pro x > /4 jiz tedy Z4dné dalsi feseni neni,
pro z € (0,v/4) jsou dal§f dvé — y3(z) € (—v/,vx) a ya(z) € (\/z,+00). Z véty o implicitnich
funkcich nyni plyne, Z(Z Y1, - - -, Y4 jsou ve svych defini¢nich oborech tiidy C*°, a zZe jejich derivace

_yzm

lze spocitat: y, = . VySetieme tedy prubéh jednotlivych y;. Za¢néme s y;. Je definovdno na

(—00,0), tedy y? — T > 0. Abychom zjistili znaménko y; — 22, spoc¢téme Fj(z?) = 25 — 223 > 0,
a tedy y1 < 22, tudiz ¥} < 0, a y; je klesajici. Protoze F,(0) = 23 < 0, je y1 > 0. Z toho, Ze je
klesajici, plyne, ze y; ma v 0— i v —oo limitu. Oznaéme L limituv 0—. Pak 0 = li%l F(z,y1) = L3,
z—0—
a tedy L = 0. Je-li K limita v —oo, pak K = +00, nebot jinak 0 = lim F(z,y;) = —oo. Déle
r——00

lze zjistit, Ze y; ma v —oo asymptotu y = —z — 1, nebot Fy(—x +c¢) = 3z%(c+1) —3zc(c+1) + 3,

atedy Fy(—z—1) = —1 < 0, odkud méme y;(z) > —z—1, apro c > —1 je Fy(—z+c¢) > 0 v okoli

—00, a tedy na okoli —oo plati —z—1 < y1(z) < —z+c. Déle lze ukézat, ze h%l yi(z) = 0, nebot
z—0—

Fy(—z) = 322 > 0, a tedy y1(7) < —=z, a tak |y (z)] < _‘”—223: = —%, a proto m4d limitu 0. Obdobné
lze vySettit zbyla tii FeSeni, pritom yo je symetrické s y; podle pfimky y = z, y2 a y3 maji v 0+
limitu 0 a v /4— limitu /2 (to plyne z véty o implicitnich funkcich na okoli bodu (\3/4_1, \3/5), v
némz je % #0).

XVII. VYJADRETE UVEDENE PRIMITIVN] FUNKCE NA MAXIMALN{CH

INTERVALECH EXISTENCE I;OMOCf ELEMENTARNICH FUNK(EII .
1_ x xr—

L [YT=3zdz 2. [Cfldz 8. [Zmode 4. [VaSde 5. [2550 " de
6. [ ::111 dz 7. [tg?zdz 8. [cotg’zdz 8. [, 9. [%_ 10. [|cosz|dz
11. [sin’zdz 12. [cos*zdr 13. [ chQ?jg) 14. [2=de 15. [ Zrde
16. fwlogmloglogw 17. [tgzdz 18. [cotgzdz 19. [22 20. [ 42 21, [z%]logzdx
22. fx3log xdzx 23 feﬁda: 24. [log (m—l—ﬂ) dx 25. fS"”” dx

26. Spoctéte (a f @) 2+1) pomoci substituce x = tgt (b f W pomoci substituce z = Colst

(c) [ W (o < ) pomoci substituce z = o cos? z + Bsin®

in arctg @
27. [ 28 [oanteears 29 [ iEirsds 30, fz(clj—m2)2

VYSLEDKY A NAVODY Vysledky jsou uvedeny ,az na konstantu“. 1. —%(1 — 333)%, na R 2.
3/ o V + .’1;'3 _ —./,E3 na ( OO, O) a Nna (O’ OO) 3- 99(1i$)99 - 49(113;)98 + 97(1im)97, na (_OO’ ].)

—z —z
ana (1,oo) 4. 1|z|-z®, naR 5. 10551(1)(;3521152 g5 naR 6. le?*—e®+z,naR T.tgz—uz,

na kazdém z intervall (=5 +kn, 5 +km), k € Z8. —cotgr—x,na kazdem z intervala (km, (k+1)),

keZ 8. %arctg ””‘f, na R 9. tg %, na kazdém z intervali ((2k — 1)7r, 2k+ 1)), k € Z

10. sin(z—m- [24+1])+2-[2+3],naR 11. £ — 1sin2z, na R  12. 3z + Zsinzcosz +
isinzcos®z, na R 13. 1tg(z?), na kazdém z intervala (/=% + km, ¢/3 + kn), k € Z 14.
slog(l + 4z%), na R 15. ;arctg(z?), na R 16. log|loglogz|, na (1,€) a na (e,00) 17.
—log | cosz|, na kazdém z intervall (=% + km, 5 + kn), k € Z  18. log|sinz|, na kazdém z

intervalt (km, (k+1)m), k € Z 19. log|tg £|, na kazdém z intervali (km, (k +1)m), keZ 20.
—log |tg(§ - %)‘, na kazdém z intervalt (-5 + km, 5 +km), k€ Z 21. 1+a <loga: - 1-1%1)’ na
(0, 00) pro a # 1; %ln2 x, na (0,00) proa = -1 22. 1 ztln?z — ém‘*lnx—l— ﬁx ,na (0,00) 23.

2eVZ.(\/z—1),na (0,00) 24.zlog (z+ V22 +1)— \/$2+1, naR 25. —1e 7 (sinz+cosz),

na R 26. ;o8 + Jarctgr 27, ——f—  28. 2arcsin, /22 29, YZlog LEVZEL 4
% arctg(zyv/2 + 1) + % arctg(zv/2 —1) 30. 31. %arctgsin®’z 32. lea™*8%(sinarctga —

cos arctg ) (substituce t = arctgx



XVIII SPOCTETE PRIMITIVNI FUNKCE

1.f””+”” Ldz

2x
a:6+1 2. f (;1:2—1-33;—1-4)2 3. f (sin2 ;1;+2¢052 w)2 4. f (2+cos:1:)sma: S5. f Ii—em dz

6. [ =t
SPOCTETE €I PREVEDTE NA INTEGRAL Z RACIONALNI FUNKCE

dz 1—v/z+1 vVz+l—+/z
7 8w O [imade 10 [ s de

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. 1z3 4 Zlog(l + 2?) + % log(z? — zv/3 + 1) — @ log(z? +
V3 +1) — 3= ‘/_ 3 arctg(2z — v/3) — % arctg(2z +v3) 2. 1. 228 4 4‘/_ arctg 2z43 g,
6

243zx+4 \/_

izﬁtgg$w+3‘{arctgt”+[””+1I7T 1 Llog (2065 (3413)) 5. ¢ log(1 9

Vvi—er—yvite? em_" Lte? 1 5log/ = 1+vie? 1 e — 2 log %’Hezi 7. substituce V22 +1 = x+t 8. substituce

1+e®
t = I/E_Ti 9. substltuce t=+vz+1 10. substituce t = ,/z—:&
) XIX VYPOCTETE NASLEDUJICI INTEGRALY
d
. { 1=aldz 2. f T meerar @ € (0.7) 3. f Feoms € €01 4. _fl \/(1—2aw+a2g;(1—2bz+b2)’
Fl q 1007 log 2
la| <1, bl <1,ab>0 5. Ofazsin%-;%%os%’ ab#0 6. of V1—cos2zdz T. { ze ®dx

V3

2 e log 2 a
8. fa:2cosacdx 9. [|logz|dz 10. [ zarctgzdr 11. f Vver —1dz 12.fa:2\/a2—ac2da:
1 0
.({ V1+3$8dx 17. f (2+cos:1:)(3—|—cosa:)

1 e
arcsin /T dzr 14. f _xdx 15.f($10g.’1:)2d$
-1 1

13. f m 2441

T 5 T T
18. f — z+cos4 19. [e®cos’zdzr  20. [sin®" zcos® zdx 21. { smnz 22, Ofcos”a:cos na
VYSLEDKY A NAvoDY. 1.1 2. seng O \/12”—2, substituce ¢ = cotg 5 4. —% log % pokud

a =b, —log 1"'? pro a # b (napf. substituce y=1—z at = ,/8__8%) 5. ﬁ (napf.
t=tgz) 6.200v2 7.2 g o4r 9.2-2 10. 27— 11.2-7 12, Lmd?
13. ”TQ 14. %log3 - %w 15 56 _2 16. 12—6/5 17. %(4\/3— 3\/5), substituce ¢t = cotg 3
18. 271/2, napi. substituce t = tga: na (0,5) 19. 3(e™" —1) 20. Vyjadiete sin a cos pomocf
exponenciely (i v dalsich pfikladech).  21. 7 pro n liché, 0 pro n sudé  22. J-

XX. OBSAHY PLOCH A DELKY KRIVEK
1. Najdéte obsahy ploch ohrani¢enych kf*ivkami (véechny parametry jsou kladné):
(a)ar=y* ay =2 (b)y=a2+y=2(c) % ol |y Yy =1(d) Az?+2Bzy+Cy*> =1 (AC—-B* > 0)
2. Najdéte obsahy ploch ohranicenych parametrlcky zadanymi kiivkami:
(a) z = a(t —sint), y =a(l —cost) (t €[0,2n]) ay =10 (b) z =2t — 2, y = 2t* — ¢3
(¢) z = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin 2t)
3. Najdéte obsahy ploch ohrani¢enych kiivkami zadanymi v polarnich soufadnicich:
(a) 12 = a?cos2¢p (b) r = a(l +cosy) (¢) r = asin3p
4. Pomoci polarnich soutadnic ¢i vhodné parametrizace najdéte obsahy ploch ohranic¢enych kiiv-
kami (a) 23 + 33 = 3azy (b) z* +y* = a®(#> + %) (¢) F +y? = a? (d) 2* + y* = az?y
5. Spoctéte délky kiivek
(@y=z2 (0<z<4) (b)y=e, (0<z<z) (c)z=1y*>—1logy 1<y<e)
(d) 23 +y3 = a3 () z = cos?t, y = sin*t (f) & = a(cost + tsint), y = a(sint — ¢ cost)
(0<t<2m) (gr=ap,0<p<2r (h)p=35(+;),1<r<3



VYSLEDKY A NAvoDY. 1. (a) & (b) 2 (c) mab (d) T (pokud C > 0) 2. (a) 3ra? (b)
1 (t €[0,2]) (c) 6ma®> 3. (a) a® (b) 3ma? (c) Za® 4. (a) 3a* (b) 21a®V2 (c) 2ma® (d) Za?
(parametrizovat tak, ze y = tx) . (a) 35(v/1000 — 1) (b) Ve +1 + 3 log “\/22(;%1 —V2 -

5
log ¥2=2 (c) 1(e?+1) (d) 6a (¢) $—*2 log(v2—1) (f) 2n%a (g) a(wv/ax? + 1 +§log(27r+\/—47r2+_1))

(h) 2+ 1log3

TEST CISLO 3 — PRVNI VERZE

T+ |z|*+ |y|* ma-li tento vyraz smysl,
1. Polozme f(z,y) = { = vl y Y

jinak.
(a) Urcete, pro kterd a € R je f spojitd v bodé (0,0). (5 bodu)
(b) Zjistéte, pro kterd o € R existuji %(0, 0), g?j; (0,0), a spoctéte je. (7 bodu)
(c) Zjistéte, pro kterd o € R ma f v bodé (0,0) totalni diferencidl, a urcete ho. (8 bodu)

Reseni. (a) Pro o > 0 je f zfejmé spojitd na celém R? (z vét o spojitosti elementdrnich funkci a
véty o spojitosti souttu). Pro a =0 je f(x,y) = z + 2 pro kazdé (z,y), coz je opét funkce spojita
na celém R?. Pokud a < 0, pak dle definice f médme f(0,0) =0, f(z,z) =z + 2|z|* pro z # 0, a
tedy 1ir(r)1+f(x,:v) = 4o00. Proto f neni spojita v (0,0).
T—

Zaveér: f je spojitd v (0,0), pravé kdyz a > 0.
(b) Pokud «a < 0, pak plati, dle definice f, f(z,0) = x pro kazdé z, f(0,y) = 0 pro kazdé y. Tedy,

. 1, . . 9
z definice pracidlnich derivaci plyne, ze 3—5(0, 0) =1, 6—5(0, 0) = 0.
Pokud o = 0, pak f(z,y) =z + 2 na celém R?, a tedy opét 9£(0,0) = 1, 3—5(0, 0) = 0.
Zbyva piipad a > 0. Pak pocitejme Bw £(0,0) a ( ,0) dle definice:

0 0)— f(0,0 @ =1 a>1
—f((],O) = lim J(w,0) = /(0,0) = lim o+ =l = lim(1 +sgnz- |z|* ") { L

or z—0 T =0 z—0 neexistuje o <1
0 0,y)— f(0,0 @ =0 a>1
0,0 =ty FOD IO i Wy gy ey {20

dy y—0 Y y—=0 y y—0 neexistuje «a <1

Zaveér: Pro a € (0, 1] parcidlni derivace v (0,0) neexistuji, jinak je —(O 0)=1, g?’; (0,0)=0

(c) Pro a < 0 neni f v (0,0) spojitd (viz (a)), a tedy nemd totalni diferencidl. Pro « € (0, 1] nema
f v (0,0) parcidlni derivace (viz (b)), a tedy nemd totalni diferencidl.

Proa =0je f(z,y) = z+2, a tedy % =1, g—g = 0 na celém R?, tedy parcidlni derivace jsou spojité
na R?, a proto m4 f totdlni diferencial dokonce v kazdém bodé. Ptitom ziejmé df(0,0)(h, k) = h.
Nyni uvazujme « > 1. Pokud diferenciél existuje, pak mé tvar df(0,0)(z,y) = z. Zda je toto
totalni diferencial, zjistime z definice:

Y|

250 /2 + 20 JiZ 1 yg? | o0 Nz

y—0 y—0 y—0 y—0

+ lim |y|*~! =0,
z—0

protoze 3%1_1% lz|*~1=0a \/J?Ty? < 1, podobné pro druhou limitu.

y—0
Zavér: Pokud o = 0 nebo a > 1, pak df(0,0)(z,y) = z, jinak df(0,0) neexistuje.



2. Necht g = g(z,y) mé totdlni diferencidl v bodé (3,2). Bud f(r,¢) = g(—rcos¢p,r?sinp).

Spoctéte @(g 3)a gg(%, 3), vite-li, ze 5(\/3 sm)=1a af (\/3 Sr)=—1. (15 bodu)

Reseni. Z véty o derivaci slozené funkce dostaneme, ze v bode (\/_ ) plati

of _9g 99 .
a3 — 9y - (—cosp) + y (27 sin )
of _9g

. dg 2
9o oz (rsing) + 3y (r° cos @)

Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme

| =Yg g0
dy

2 Oz
_,_Y399 3 ;309
2 0z 2 Oy’
a’tedy (ga%) - 5\2/§a %(%7%) - %\/g

3. Na max1ma1n1ch intervalech existence vyjadiete pomoci elementarnich funkci primitivni funkci

[ 1tg?+/loga? +15dz (15 bodt)

Reseni. Nejprve zjistéme intervaly spojitosti integrandu Funkce tg je spojitd na (=5 + km, § +

km), k € Z. Zkoumejme tedy, kdy /logz? 415 € (=5 + kn, 5 + kn). Pokud k < 0, pak to

platit nemize (nalevo je nezdporné &islo), pokud k = 0, pak musQ byt /logz? +15 € [0, 3),
2

tedy loga:2 +15 € [0,”72), neboli logz? € [—15,%2 — 15), tedy 22 € [e7!%,e"T~1%), neboli

1

z| € [e=7 eT2_T5). Pokud k > 0, musi byt logz? + 15 € ((—% + km)?, (3 + km)?), tedy
lz| € (62((_1+k”)2_15),e%((%+k”)2_15)). Tedy primitivni funkce bude existovat na intervalech
(e%((—%+k“)2_15) e3(F+km)*=18)) 5 (_e3((F+km)*=15) _o3((-5+km)*~15)) 11 k > 0 a na inter-

71'2 s

valech (e~ 2 ,e’s 2)&( 67_12_5,—6_12_5).

Vsnnneme sl, 7e (logx +15) = —, a tedy substituci y = log 2% + 15 pfevedeme nas integral na
[ 3 tg?/ydy. Nyni provedme substituci ¢t = \/y, ¢ili y = t?, coz povede na integrdl [¢tg®¢dt, a
poéitejme:

sin? t 1 12 t
ttg2tdt = [ t- dt —1dt=—— —dt
/ & / / (cos2t ) 2 +/coszt

t2 ¢ t2
:_5+ttgt_/sm dt:—§+ttgt+log\cost\+C,

cost

tedy zpétnym dosazenim [ 1 tg? \/_dy =2+ \/ytg/y +log|cos /Y| + C, a tedy

[ 1tg?+/logz?+15dz = _loga® Jr15—l—\/loga:2—1—15tg\/10g$2—|—15—}-10g|cos\/10ga:2+1 |+ C

na vySe uvedenych intervalech.




TEST CiSLO 3 — DRUHA VERZE

z|® + |y|* —y m4-li tento vyraz smysl,
1. Polozme f(z,y) :{ |z Y| Y ¥ y

jinak.
(a) Urcete, pro kterd o € R je f spojitd v bodé (0,0). (5 bodu)
(b) Zjistéte, pro kterd o € R existuji %(0, 0), 3—5(0, 0), a spoctéte je. (7 bodu)
(c) Zjistéte, pro kterd o € R ma f v bodé (0, 0) totalni diferencidl, a urcete ho. (8 bodu)

Reseni. Stejné jako v prvni verzi dojdeme k vysledkum:

(a) f je spojita v (0,0), pravé kdyz o > 0.

(b) Pro a € (0,1] parcidlni derivace v (0,0) neexistuji, jinak je —(0 0) =0, 6f ,(0,0) = —1.

(c) Pokud @ = 0 nebo « > 1, pak df(0,0)(z,y) = —y, jinak df(0,0) neex1stuje

2. Necht g = g(z,y) mé totalni diferencidl v bodé (2,2). Bud f(r,¢) = g(r?cos¢,rsingp).
Spottéte 52(3,3) a 52(3, 3), vite-li, ze 3L(v/3,5) = -1a §L(v/3,5) = L. (15 bodi)

Reseni. 7 véty o derivaci slozené funkce dostaneme, 7e v bodé (v/3, 7) plati

af Oy dg .

L 29 (9 iy

5~ B (rcosgo)-i—ay (sin )
% :g—i - (—r?sin¢p) + g—z - (r cos @)

Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme

dg , V3dyg
1= voo9
\/_833+ 2 Oy
L__3V30g V3
2 9z 2 9y’
atedy (g’g) - 5\2/5’ %(ga%) = _5;\4/5-

3. Na max1mélnich intervalech existence vyjadiete pomoci elementarnich funkci primitivni funkci
[ €® cotg? Vertl — 1dx (15 bodu)
Reseni. Nejprve zjistéme intervaly spojitosti integrandu. Funkce cotg je spojita na (km, (k+1)7),
k € Z. Zkoumejme tedy, kdy ve?r+l — 1 € (km, (k+1)m). Protoze na levé strané je nezdporné ¢islo,
musi byt k¥ > 0. Pak dostdvdme e?*1—1 € (k2n?, (k+1)27?), neboli e®*! € (k272+1, (k+1)2w2+1),
tedy z + 1 € (log(k?72+1),log((k+1)%2n2+1)), neboli z € (log(k?72+1)—1,log((k+1)2w2+1)—1),
coz jsou tedy maximalni intervaly existence nasi primitivni funkce.
Viimnéme si, ze L (et1 — 1) = e**! = e - €%, a tedy miZeme provést substituci y = e**! — 1,
¢imz nas integrdl prevedeme na f % cotg? V¥ dy. Dale provedme substituci ¢ = ,/y, neboli y = 2,
pak integrél prejde na tvar [ %t cotg?t dt. Pocitejme:

cos?t 1 12 t
t cot 2tdt:/ dt = / -1 dt:——+/ dt
/ & sin? ¢ (sin2t ) 2 sin? ¢

t2 cost t2 .
= —— —tcotgt+ dt = —— —tcotgt + log |sint| + C,
2 sint 2




tedy zpétnym dosazenim [ é cotg® /ydy = —¥ - % Yy cotg /Y + % log | sin \/y| + C, a tedy

w1 2

2
/ew cotg? Vestl — 1dz = S —vertl —1cotg vertl — 14 —log|sinye?rt! — 1|4+ C
e e

e

na vyse uvedenych intervalech.

XXI. VYSETRETE KONVERGENCI (ABSOLUTNI, NEABSOLUTNf) NASLEDUJ{CICH INTEGRALU

1. a) flxlogwdxb flx_logmdx 2. fol\/%dx 3. fo %/ZﬁldTmf 4. olef 1da:

1 Vzdz % logsing B arcsin? (sin x)
5. f esinz_1 6. fO em—cosm 7. fOz Nz dz 8. fa sinz dz 9. fO smf’mcosqz
d d S d
10. fO sind a:(livsina:)l’ 11. fl zP lrill;qm 12. f2 zP hzlvqm 13. f mp(lnm)q(lnlnm)T

d o0 k Uy 1— o0 k n
14. fe—i—l a:f’(lnw)q?lnlnw)r 15. fO l—ai—wt dz 16. f02 a:cfgsm dz 17. f §+:n§ dz

18. [ C z*arctg’ zdz  19. fO% 5o (% - )Btg'ya:dx 20. fooosmx dz 21, [ 2z cos (v?) du
22. fooosin(arccotg:c)sinxdm 23. foo sinz 1, 24, foo S"‘mdm 25. fOO Slna:sm2md$

T T
26. [° z*In(l +z)coszdz  27. fo w’l” arctg z dz
VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) diverguje, b) konverguje 2. konverguje 3. diverguje 4.
konverguje 5. konverguje 6. diverguje 7. konverguje 8. konverguje, pokud «a,( € R,
diverguje, je-li jedno z «, 3 nekonecné 9. konverguje, pokud p < 1 a ¢ <1 10. konverguje,

pokud ¢ < 1 ap < % 11. konverguje, pokud p > 1 a ¢ < 1 12. konverguje, pokud p > 1

1r1eb0p:1&q>12 13. konverguje, pokud p > 1 & r < lnebop=1&¢g>1&7r <1
14. konverguje, pokud p > 1 nebop=1& ¢ > 1nebop=q=1& r > 1 15. konverguje,
pokud -1 < k <t—1mnebo -1 >k >t—1 16. konverguje, pokud m < 3 17. konverguje,
pokud £ < —1  18. konverguje, pokud a < —1 < a+  19. konverguje, pokud a + v > —1
af—~v>—-1 20. konverguje (neabsolutné) 21. konverguje (neabsolutné) 22. konverguje
(neabsolutné)  23. konverguje pro « > 0, absolutné pro & > 1  24. konverguje pro o > 1  25.
konverguje pro o > 0, absolutné pro « > 1  26. konverguje pro —2 < a < 0, absolutné pro

—2<a<—1 27. konverguje absolutné

XXII. STEJNOMERNA KONVERGENCE A JEJI APLIKACE

1. Spoctéte limity: (a) hm Z( Dk 'mk+1 (b) 111{1 Z(a: zF+1) (c) hm Z Shes
T k=1

2. Plat{ lim fo falz)dz = fO hm fo(z) dz, jestlize (a) fo(z) = nze~m=", (b) fn(ac) = nz(1—2z)",

(c) fulz ) = 1oes.7 | Jak je to se stejnomernou konvergenci f, na (0,1)?

o
3. Dokaite, 7ze funkce ((z) = > 7= je C*° na (1,00). Co lze Fici o jejim prib&hu?

k=1 00
4. Necht a = {ax} je posloupnost redlnych ¢isel. Polozme (q(z) = Y #%. Co lze Fici o defini¢nim
k=1

oboru, spojitosti a derivacich funkce (4 7
5. Necht f(x) = Z wie7ra kdep, ¢ > 0. Dokazte, Ze (i) f je spojitd na (0, 00), je-li max(p,q) > 1,
(ii) f je spojitd na R je-li p+q > 2. (iii)* Vysetiete defini¢ni obor a spojitost f v zavislosti na p, q.

6. V kterych bodech mé derivaci funkce (a) f(z) = > (,;2; (b) f(z) = Z kJiLQ

m .
7. Dokazte, ze f(z) = S“,‘g# ma spojitou derivaci na R a spojitou f” na (0, 27).
k=1



VYSLEDKY A NAvVODY. 1. (a) 3 log2 (fada konverguje stejnomérné na [0,1]) (b) 1 (konvergence
neni stejnomérnd) (c) 1 (konvergence je stejnomérnd) 2. (a) fn(z) — 0 na [0, 1], fol fo=3(01-
e ™) — %, tedy konvergence neni stejnomérné. (b) f,(z) — 0 na [0, 1], nikoli stejnomérné, avsak
fol fn= m —0(c) f, = 0na|0,1], tedy lze zaménit. 3. Rada k-tych derivaci konverguje
stejnomérné na (1+¢, 00) pro kazdé ¢ > 0 a kazdé k. Funkce je klesajici, konvexni, :BEI—lr—loo C(x)=0

1iI(I)1+ ((xz) = 4+00. 4. Nechf ¢ = limsupy_,,, {/|ax|- Pokud ¢ < 1, pak je funkce C*° na R, pokud
z—

¢ > 1, mé prazdny definiéni obor. Pokud ¢ = 1, muze byt defini¢ni obor R, @, (a, o), nebo [a, ),
kde a € R. V prvnim piipadé je C*° na R, v poslednich dvou na (a, c0). Na svém definiénim oboru
je vzdy spojitd. 5. (iii) Pokud max(p,q) < 1, pak Dy = {0}, jinak Dy = R. Pro max(p,q) > 1
je f spojitd n R\ {0}, v 0 je spojita, pravé kdyz p > 1 nebo p+q > 2. 6. (a) f je definovdna
na R\ {—n | n € N} a v kazdém bodé svého defini¢niho oboru mé derivaci. (b) f je spojitd na R,
derivaci ma vSude kromé bodu 0, kde jsou jednostranné derivace rizné.

TEST CiSLO 4 — PRVNI VERZE

1347 dr
1. Spoctét — 16 bodt
poete e/o 7+ 4coszw ( odi)

Reseni. Nejprve si uvédomme, ze integrovana funkce je 2m-periodicka, a tedy si muzeme ,zkratit“
interval integrace:

/13471’ dr B i/?(k—i—l)w dr B i‘i/?ﬂ' dy B 67/27r dr
0 7+4cosx_k=0 o 7—i—4(zosaz:_k:0 o T744cos(y—2km) o T7+4cosx’

Pocitejme tedy f o

77 Ticoss Provedme substituci ,y = cotg 3“. Pak mame

2 arccot dz 2 € ( +0o0)
x = 2ar , = —00, 400
&Y dy 1+ y2 Y

2 cotg? Z —1 21
cosz=1—2sin? 2 =1— = _ ghzu _Y ,
2 cotg?5+1 cotg®S+1 y2+1

a tedy podle druhé substitu¢ni metody plati

/27r dz _/-I-oo ﬁdy _/-I-oo 2dy /+oo 2- 11 ° 7dy
o T+dcosz J_ . 744¥-1 2+1 ) 119243 _ 1\’

I

+oo
2 3 ; 11 27
= |=- —ar — =
3 Vi \YV 3 /33
A tedy puvodni integral mé hodnotu 67 - \/_ = 134_7'
2. Spoctéte délku grafu funkce f(x) = logcosz na intervalu (=7, 7). (16 bodu)

Reseni. Délka grafu je rovna




Nyni miZeme napiiklad pouZit substituci ,,y = tg . Pak mame

2 arct o 2 e( tg =t ”)
T = Zarc = — — —
8Y;  1r2 Y g8g g )
C1-tg?% 1P
(:os:r:—1 Tz T 1 3
+ tg 3 +y

tedy po substituci dostaneme

/% dx _/tg% iﬂiy_/tg% ﬂ_/tg% (v i)
_x COST T _gz LY gz \1+y 1-y

Ity
1 e F 1+tgx 1—tg™ 1+tgZ
:[log‘ﬂ] zlog‘igfr —lo ‘7g78r :210g7g7§.
Jesté bychom mohli spocitat tg g:
T T 2tg %
T (2 D) = 2R
a7 \Tg) T i
s s
tg? — +2tg= —1=0, ted
g 3 +21tg 3 y
tgg =v2-1.
Vysledek lze tedy piepsat ve tvaru 2 log 2!\_2/5.
3. Zjistéte, pro které hodnoty parametru « existuje Newtontv integrél
T (15 + 3)2e . .
35— - (sin3z — 3sinz) dz (18 bodu)
0 x

Reseni. Integrovang funkce je spojita na (0,00), tedy staci vySet¥it jeji chovani v pravém okoli 0
a v okoli 4o00.
Nejprve vySetieme chovani funkce v pravém okoli 0. Plati

. sin3x — 3sinzx . 3cos3x — 3coszx . —9sin3x + 3sinx 9 1
lim = lim = lim =——+4 - =—4,
z—0+ x3 z—0+ 312 z—0+ 6z 2 2
lim (15 + z)* = 152,
z—0+

odkud plyne jednak, Ze integrovana funkce je na jistém pravém okoli 0 zdpornd, a proto neméni
, . cis el 20 -, . C . .
znaménko, a pak podle srovnavaciho kritéria fo (124;72 - (sin 3z — 3sinz) dz existuje, pravé kdyz
..ol . PSP
existuje fo zf}—fl, coz nastava pravé pro a < 2.
Nyni se vénujme chovani v okoli +oc. Funkce sin 3z — 3 sin z méd omezenou primitivni funkei (a to
—3 cos 3z + 3 cosz). Déle pro a < 2 je

o (54x) (R 41)e” 15 20, a—2 _
wEI-I?Eloo W o wBI-i{loo prot2 o mkr-l{loo (; * 1) r o 07

2a
a navic je funkce (1‘:’;712 na jistém okoli +oo klesajici, protoze jeji derivace (podle z) je

205(15 + x)2a—1 . xa+2 _ (15 + .%')2(1 . (Of + 2)xa+1 (15 + $)2a—1 . ',L.a—{—l
—satd = rath - (2az — (a+2)(15 4+ x2))
(15 + z)?a—1. gotl

= 3atd (z(a—2) — 15(a + 2)),




2a
coz je na néjakém okoli +oo ziejmé zaporné. Tedy pro a < 2 f+°° (1‘;’;@ - (sin3z — 3sinz) dx

existuje dle Dirichletova kritéria.
Zaveér: Integral ze zadani existuje, praveé kdyz a < 2.

TEST CISLO 4 — DRUHA VERZE

1. Spoctét — 16 bodi
pocee/o 8+ dsinzx ( odit)

Reseni. Podobné jako v prvni verzi z 2m-periodi¢nosti integrované funkce plyne

/\1267!’ dr _63/271' dz
0 8+5sinz  J, 8+ 5sinz’

Déle k vypoctu pouzijme substituci ,;y = cotg . Pak mame
2 arccot dz 2 e ( +00)
€Tr = I s —_— =, _OO, %)
gY dy 1542 Y
2cotg Z 2
sinx:2sin£cos§:2sin2£00tgf: 2g2 _ Y
2 2 2 cotg®f+1 1+y?2

a tedy podle druhé substitué¢ni metody plati

/% dz /+°° e dy /+°° 2dy /+°° dy
o 8+5sing J o 8452 [ 8+82+10y S y+52-E 14

_/+°° dy _/+°° 16 dy
o (2y+ 32+ % —oo 231 (8y+5) 1

V231
“+o00
16 /231 8y +5
rct = 271V 231.
[231 3 Cg<\/231>]_oo "

A tedy piivodni integral ma hodnotu 63 - 2wv/231 = 1267+/231.
2. Spoctéte délku grafu funkce f(z) = logsinz na intervalu (%, 3). (16 bodu)
Reseni. Délka grafu je rovna

g 2 %w
/ V1+(f'(z))?dx = / cosx) dor = V1+ cotg?zdz

sin
3. 3.
4 4
\/ dz = /
sin? z sinz’
Nyni miZeme napiiklad pouzit substituci ,,y = tg 5. Pak mame
2 t dz 2 elt T t 3
x = 2arc = Zote g
gy, Q- 11 Y g5 t8gT),
2tg3 2y

sinx = = ,
1+tg22  14y2

tedy po substituci dostaneme

3o 2 3
/ " dz /tgs7r g7 W /tgs7r dy
. - 2y - -

=z SNy tg = T+? tgz Y

1+y

N

tg S
g y 54" = tog | ‘£



Jako v prvnf verzi zjistime, 7e tg = = /2 — 1, a dile
&3

3 tgT +tg T 3-1+1 2
tgzm=tg(z+7) = Bgtiey _v2-14l_ V2

8 4/ 1-tgT-tgT 1-v2-1 2-2
, - V2 — V2
a tedy vysledek lze prepsat ve tvaru log GV (iD — 2log RNoR
3. Zjistéte, pro které hodnoty parametru « existuje Newtonlv integral
+oo a
/0 (:E-i-a;m - (cos2z — cosx) dx (18 bodu)

Reseni. Integrovang funkce je spojita na (0,00), tedy staci vySetfit jeji chovani v pravém okoli 0
a v okoli 4o0.
Nejprve vySetieme chovani funkce v pravém okoli 0. Plati

COS2x — COS T . —2sin2z + sinx 1 3
lim —— = lim =24 -=—_,
z—0+ x z—0+ 2x 2 2
hm (ZE + 7)2a+3 72a+37
z—04

a tedy integrovand funkce je v jistém pravém okoli 0 zadpornd, a navic podle srovndvaciho kritéria
1 a o . | . (s (. .

fo (m_l_?m - (cos 2z — cos x) dz existuje, pravé kdyz existuje fo 2®T2 dz, coz nastava, pravé kdyz

o> —3.

Nyni se vénujme chovani v okoli +oco. Funkce cos 2z — cos z méd omezenou primitivni funkei (a

to 1sin2z — sinz). Navic pro o > —3 plati lim x5 =0, a podobné jako v prvni verzi
2 T——+00 (z+7)

zjistime pomoci derivace, ze funkce m je (pro a > —3) na jistém okoli +o00 klesajici, a tedy

(z+7
podle Dirichletova kritéria [ 1+OO W - (cos 2z — cos ) dz existuje.
Zaveér: integrdl ze zadani existuje, pravé kdyz o > —3.
XXIII. VYSETRETE BODOVOU, STEJNOMERNOU A LOKALNE STEJNOMERNOU
KONVERGENCI POSLOUPNOST{ A RAD
1. 2" — 2"tz € [0,1], 2. 2" —2™ z€[0,1] 3. ﬁ, z € (0,400) 4.

5. 11%, a)x €[0,1—¢], b)re[l—e,1+4¢]|,c)x€[l+¢e,+00), kde € € (0,1)

6.%,(1)@‘6[0,1],1))3:6(1,—}-00) T.y/22+ 5, zeR 8.2 »cR 9.sinZ, xeR

00 , 0o
k k
10. Z 1+k5 P) 11. kgl log (1 + kl:ﬁ) 12. k{:l cost 13. Z smmks—li_nz z

T € [0,1]



