I. KOMPLEXNI CfSLA, KOMPLEXNf ROVINA
1. Najdéte realnou a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel

3 5

a) 1,b) 354, ©) 2 @) (L+iv2)P ) (51) 5 0) (0
2. Zapiste nasledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru: a) 3i, b) —5, ¢) 1414, d) —3 — 34,
e) 1+%, f) =1 +i¥3 ¢) 24 5i,h) 256, i) —2+5i, j) —2 — 5i, k) —cos T + isin T.
3. Najdéte ,,vSechny hodnoty komplexnich odmocnin® (tj. vSechna komplexni Feseni rovnice 2" =
a, je-li v zadani uvedeno {/a)
a) V1, b) Vi, c) v—1,d) v1—i.
4. Nagrtnéte mnozinu vSech bodu v komplexni roviné spliujicich vztah(y):
a) Rez>3,b)Imz<0,c) |[Rez| <2,d) [Imz| <1,0<Rez<1,e)|z—1]<1,{) 1< |z] <2,
g)lz—1—i=]z+1],h) |[z—2|+ |2+ 2|=5,1) |[Rez| + |Imz| < 1.

VYSLEDKY A NAVODY. 1. Vysledky ve tvaru Rez; Imz: a) 0; —1, b) 0; —1, ¢) 1—13; 1%,
d) —5; V2, e) 0; 1, f) 2; 0. 2. a) 3(cosZ + isinZ), b) 5(cosm + isinm), ¢) V2(cos T +
isin %), d) 3\/_(cos(——7r)+zsm(—%7r)) e) \/ﬁ(cos(—ﬁ) +isin(—7%)), f) 1(cos( )+zsm(§ ), g)

V 29(cos arcsin \/E + i sin arcsin \/52_9), h) v/29(cos arcsin \;—3 + i sin arcsin \/25_9),
i) v/29(cos arccos \;—3 + i sin arccos \;—2%), j) V29(cos(— arccos \/—) + i sin(— arccos \;—2%)),

k) 1(cos(87) +isin(S7)). 3. a) 1, ——+z£ —%—z‘?,b)' ‘/_+—z —i—i—gz, c) ‘?—l—i?,

\/_+ \/_ \/_ i i \/_ d) \/_(COS(—g)—i—zsm(—g)), \/§(COS( )—l—zsm(gw)),po Upravé
f\/2+ f\/2— V24222
4 a) b) c)

Y1




II. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE
1. Které z nasledujicich funkci lze spojité dodefinovat v bodé 07

a) %, b) (ReZZ)z’ ) Re(zzz), d) Rez(jz)’ e) ﬁ’ f) IZ\imz, g) Rez:zlmz

2. V kterych bodech maji nasledujici funkce derivaci podle komplexni proménné?

a) z, b) |z], ¢) |22, d) |[(Re2)? — (Im2)?| + 2i| Rez - Im 2], e) |2|?> + i Re(2?), ) |2]? + i Im(2?)

3. Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast nasledujicich hodnot funkci:

a) sin(2 +1), b) cos(2i), c) tg(2 — i), d) cotg(§ —iIn3), e) tgh(2 + i), f) cotgh(In3 +i%)

4. Najdéte vsechna feseni nasledujicich rovnic v C:

a) sinz 4+ cosz = 10, b) sinz — cosz =4, ¢) coshz —sinh z = 1, d) cosh z — sinh z = 2

5. Dokazte, ze funkce z — exp(1/z) zobrazuje kazdé prstencové okoli bodu 0 na mnozinu C \ {0}.
6. Necht f je holomorfni na oblasti 2. Dokazte (pomoci Cauchy-Riemannovych podminek), ze f
je konstantni na €2, jestlize plati: a) f je redlna na €, b) f je také holomorfni na Q; c)
existuji a, b € R, aspon jedno z nich nenulové, Ze funkce a Re f 4+ bIm f je konstantni na 2; d) Co
kdyz v uloze c) pfipustime a,b € C?

VYSLEDKY A NAvODY. 1. a),d),e) NE; b),c),f),g) ANO, a to hodnotou 0. 2. a),b) v zddném
bodé; ¢) v bodé 0; d) v bodé 0 a déle v bodech z, pro které plati 0 < Imz < Rez, Rez < Imz < 0,
0 < —Rez <Imz nebo Imz < —Rez < 0; ) v bodech pfimky Re z = —Im z; f) v bodech realné
osy. 3. Vysledky ve tvaru Rez; Im z: a) sin2 - cosh 1; cos2 - sinh 1, b) cosh 2; 0, ¢) %7
Samleshl §) §. 40 o) smiZeshy sglesl ) 0020 4. a) 542k +iln(5v2 +7)
%4 2km +iln(5v/2—7), k € Z; b) (5 + 2kr) —iln Y31, (—3r 4 2km) —iln BEL k€ Z; ¢) 2k,
keZyd) —In2+i(—5 +2knm), k € Z. 5. Dokazte, Ze pro kazdé w € C\ {0} tvoii vechna
feSeni rovnice exp(1/z) = w posloupnost s limitou 0. 6. a) Dokazte, ze f' = 0 na Q. b) Vyuzijte
a) nebo pfimo dokazte, ze f’ = 0 na Q. ¢) Pomoci feSeni soustavy linearnich rovnic dokazte, Ze
f'=0mna Q. d) Vysledek bude stejny, 1ze rozdélit na redlnou a imaginarni ¢ast.

ITI. KRIVKY A KRIVKOVY INTEGRAL
1. Nacrtnéte obrazy nasledujicich kiivek a spoctéte jejich délku:
a) p(t) =t +it% t € [0,10]; b) ¢(t) =icost, t € [0,27]; ¢) p(t) =1 +icos?t, t € [0,27];

d) o(t) = 2sint — icost, t € [0,47]; e) p(t) = t(cost +isint), ¢t € [0,107].

2. Spoctéte sz f, kde:

a) f(z) = Rez, ¢ je orientovand tsecka [0, 1 + i[;

b) f(z) =Imz, ¢ je kladné orientovana polokruznice |z| =1, 0 < argz < 7;

c) f(z) = |z|,  je orientovand tsecka [0,2 — i];

d) f(z) = |2|, ¥ je kladné orientovana polokruznice |z| =1, -5 < argz < ;

e) f(z) = Z, ¢ je kladné orientovany obvod horniho polomezikruzi mezi kruznicemi [z| = 1 a
2] = 2;

) £(2) = 2, @ je jako v e).
3. Urcete na jaké nejvétsi mnoziné jsou holomorfni funkce dané vzorcem

a) f(z) = [, Btzdt,  b) f(2) = [, L% dw, kde ¢ = [0, i].
4. Najdéte prirtstek logaritmu f podél ¢, jestlize

a) f(z) = z, ¢ je orientovand usecka [u, v], kde u,v € C; b) f(2) = z, (t) = exp 2mit, t € [0,2];
c) f(z) =2z —2, ¢ jako v b); d) f(z) =1, ¢ jako v b).

5. Nacrtnéte obraz kiivky ¢ a uréete hodnoty indexu vzhledem k ¢ v komponentach C \ (p),
pokud:

(a) ¢ je kiivka z ptikladu 2e); (b) @(t) =sin®t - €', t € [0, 27];

(c) o= 1 F 2, kde @1 (t) = sin®t - e, t € [0, 7] a @o(t) = sin®t- e, t € [0, 7];

(d) ¢ =¥ +[6m, =67+ [—6m, —67 + 6mi] + [—67 + 674, 6] + (67, Ti], kde o(t) = te', t € [, 6m).



VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) Cést paraboly Im z = (Re 2)?, Re z € [0, 10], délka je folo V1442 de =
5v/401 — i In(1/401 — 20) (substituce ¢ = %sinh y); b) usecka spojujici i a —i (kfivka ji projde tam
a zpét), délka je 4; c) usecka spojujici 1 + i a 1 (kfivka ji projde dvakrat tam a zpét), délka je
4; d) elipsa o stiedu v 0 a poloosami 2 ve sméru realné osy a 1 ve sméru imaginarni osy (kfivka

ji probéhne dvakrat v kladném smyslu, poc¢inaje v bodé —i), délka je f047T \/ 4cos?t +sin® tdt =

8 [T/ 1+ 3cos? L dt; e) délka je [ 1+ 2 dt = 5710072 + 1 — & In(v/10072 + 1 — 107) (sub-
stituce ¢ = sinhy), jde o ¢ast spirdly (Archimédovy). 2. a) L b) —Z, ¢) @(2 —1), d) 2i,
1 t(z sin(tz)+cos(tz i

¢) 4,£) 0. 3.a)NaC\[-1,0], f'(z) = — f, LEHpExesE) qp; b) na C\ {e" : ¢ € [0, 7]},
f'(z) = f(‘p (e‘fiqﬁ)z dw. 4. a) Pokud bod 0 lezi na usecce, pak nema smysl; pokud usecka ma
prazdny prunik s polopfimkou (—o0, 0], pak log(v) —log(u); pokud jeden krajni bod lezi na (—oc, 0)
a druhy mé nezapornou imaginarni ¢ast, pak log(v) — log(u). Pokud mé tsecka spoleény bod s
(—00,0), pak v pfipadé, ze Imv < 0 je pFirtstek log(v) — log(u) + 27i a v pfipadé, ze Imu < 0,
pak log(v) — log(u) — 2mi. b) 4mi; ¢) 0; d) —4mi.

5. a) b) c)

1N\0
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IV. R0ozv0OJ vV MOCNINNOU RADU, APLIKACE CAUCHYOVY VETY

1. S vyuzitim existence a jednoznacnosti rozvoje v mocninnou fadu najdéte vSechny funkce, které
v né€jakém okoli bodu 0 spliuji:
(a) F'(2) = F(2), F(0) = 2 (b) (14 22)f'(2) = 1, £(0) = 0; (c) (=) +r2f(2) = O, (0) = O,
f(0) =7 (r>0);

) [7(2) = 2f'(2) + f(2) = 0; (e) (1+2%)f"(2) —22f"(2) +2f(2) = 0, £(0) =0, f'(0) = L;
) (1= 22)f"(2) —4zf'(2) +2f(2) =
¢ete nasobnost kotenti funkeci:
a) 22 — 2%, vSechny kofeny, (b) (1 —mq/2(2))?, kofen 1,  (c) ¢’ — 1, viechny kofeny,

(d

(f

2.

( |

(d) 1 — cos z, viechny kofeny, (e) e¥™# — ¢'8%  kofen 0.
(

(

(

(

(1-
Ur
z
1

3. S vyuzitim Cauchyovy véty, znalosti primitivnich funkci a definice spoctéte f(p f, pokud:
a) f(z) = m a ¢ je kladné orientovana kruznice o poloméru 3 a stfedu (al) —1, (a2) 0, (a3)

1, (a4) 2;

) f(z) = 2(22 7y @ ¥ Je kladn€ orientovana kruznice o poloméru + a stiedu (b1) —1, (b2) 0,
b3) 1, (b4) 2
c) f(z) = m a ¢ je kladné orientovana kruznice o poloméru 3 a stiedu (c1) —1, (c2) 3, (c3)
2;
(d) f(2) = a=1 a ¥ je kladné orientovana kruznice o poloméru r a stiedu r (r > 0).

4. Pomoci Cauchyova vzorce spoctéte integraly f(‘p f, kde

a) f(z) = %, ¢ je kladné orientovana kruinice o stfedu 0 a poloméru 2;

b) f(2) = #=7, piako va), ¢) f(z) = 5=%, pjako v a), d) f(2) = gy ¢ jako v a), e)
f(z) = £, ¢ jako v a),
f) f(z) = m, ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu 0 a poloméru r, kde |a| < r < |b],

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) 2exp(z) naC, b) > > (- 1)”22ni1 (= arctg z) na U(0,1), ¢) sinrz

na C, d) (a+bz) exp(z) na C, a,b € C libovolné (NAVOD: odvodte rekurentni vztah pro koeficienty
an, vyreste jej pro pocatecni podminky ag = 0, a3 = 1 a ag = a3 = 1; obecné Teseni je linearni

kombinaci téchto dvou Feseni), e) z na C, f) > a,z", kde ag a a1 € C jsou libovolné a pro kazdé

n € NU{0} plati 42 = %an na U(0,1) (na C, pokud ag = a; =1). 2. a) 0 ndsobnosti

2; 1, -3 + 2@ a—1— 2? nésobnosti 1; b) 3; ¢) 0 nasobnosti 2, ostatni vkx(+1 4 i) (vechny
¢tyfi kombinace znamének), k € N, nasobnosti 1; d) 2kmw, k € Z, vSechny nasobnosti 2; e) 3.
3. a): (al) mi, (a2) —2mi, (a3) wi, (ad) 0 (pro (ad) pouzijte Cauchyovu vétu piimo, pro ostatni
piipady rozlozte na parcialni zlomky, ty integrujte zvlast, na nékteré lze pouzit Cauchyova véta,
zbylé integraly lze spocitat snadno z definice); b): (bl) —mi, (b2) 0, (b3) mi, (b4) 0 (pro (b4)
pouzijte Cauchyovu vétu pfimo, pro ostatni pfipady rozlozte na parcidlni zlomky, pfipady (bl) a
(b3) pocitejte analogicky jako v a), pro pfipad (b2) navic lze pouzit, ze funkce Z% ma primitivni
funkci); ¢): (cl) 2mi, (c2) 0, (c3) —2mi (rozloZte na parcidlni zlomky, navic pouzijte fakt (dokazte
si ho z Cauchyovy véty), ze pokud |b —a| < r, tj. b € U(a,r), pak integral z ﬁ podél kladné
orientované kruznice o stiedu a a polomeéru r je roven integralu z ﬁ pres kladné orientovanou
kruznici o stfedu b, pficemz posledni integral lze snadno spocitat z definice a nezavisi na poloméru
kruznice); d) pro r < 1 vyjde 0 (z Cauchyovy véty), pro r = 1 nema smysl, pro r > 1 vyjde

smi (pouzijte fakt zminény v ¢) k dikazu, ze pro r > 3 je vysledek stejny jako pro r =1). 4.

a)2mi - —Sin;fi) = —imsinh 2; b) mi(e — %), c) mi(e — %), d) %i; e) 2mi; f) —(b2_7;")n.




V. DALST APLIKACE CAUCHYOVY VETY
1. Necht f je cela funkce. Dokazte, ze f je konstantni, jestlize: a) Re f <0 naC,
b) existuji a, b, c € R, pfi¢emz aspoii jedno z ¢isel a, b neni nula, ze aRe f + bIm f < ¢ na C,
c) existuje r > 0, ze |f| > r na C,
d) existuje ¢ > 0, ze f nenabyva zddné hodnoty z mnoziny {z € C : |arg z| < c}.
2 S vyuiitim Cauchyovy véty spoctéte Newtonovy integraly
a) [y sin(z?)dz a [, cos(z?) dz (NAVOD: Integrujte funkci exp(iz?) pies obvod kruhové vysece

0 stredu 0, pficemz oblouk kruznice je ohranicen body R a Rl\j—’, dokazte, ze limita integralu pies

uveden)'f oblouk pro R — oo je 0 a vyuzijte znalost integralu fo —a® dz.)

b) [,° 2% dz (NAVOD: Integrujte funkci eXpZﬂ ptes kiivku [r, R] + ¢r + [-R, —r| + ¢,, kde
R > r > 0, ¢r je kladné orientovana horni polokruznice o sttedu 0 a poloméru R a 1, je zaporné
orientovana horni polokruznice o stfedu 0 a poloméru r; dokazte, ze limita integralu ptfes ¢r pro
R — oo je 0; spoctéte limitu integralu pfes 1, pro r — 0+ pomoci Lebesgueovy véty a uvazte
imaginarni ¢ast.)

) [y a*tsinzdz a f;T 2! coszdx pro s € (0,1) (NAVOD: Integrujte funkci ms_1(z) exp(iz)
pres kiivku [r, R| + g +[iR,ir] + ¢, kde R > r > 0, ¢ je oblouk kruznice o stfedu 0 a poloméru
R od R do R a 1, je oblouk kruénice o stfedu 0 a poloméru r od ir do r; spoctéte limity jako v
(b); vysledek vyjadfete pomoci I'(s fo v lexp(—x)dx.)

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. Pouzijte Liouvilleovu vétu na vhodnou funkei, napiiklad: a) expof

nebo 5 —1-; b) pouzijte vysledek a) na (a — bi)f — ¢; c) %; d) pouzijte ptfedchozi vysledky na
log o(l —f). 2.a) % (oba), b) 7, ¢) I'(s) sin 5, I'(s) cos %5



V1. IZOLOVANE SINGULARITY, LAURENTOVY RADY

1. Najdéte a klasifikujte izolované singularity funkei (véetné chovani v 0o):
2_ i log(1+ —
a) o, b) SR o) RECEL ) Lo g o) Ay D) teme g) 15
h) z(e/* —1), i) cose'/?, j) cotgz — 1, k)sin%
2. Najdéte Laurentovy rozvoje funkci v mezikruzich o uvedenych stiedech:
a) —— 23, 0al; b)e/# 0; ¢ siné, 0; d)e* 1= 0.
3. Najdeéte 1zolované singularity nasledujicich funkci a spoctéte ptislusné rezidua:
. 2 Zn 2 _

a’) cotg z, b) Slnia C) sm%’ d) ﬁa e) (Z2ZT)27 f) (1+Z)na ne N, g) 22?—;_1%’

h) (Szii%)zaa i) m, j) COtg z, k) si zj_l'

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) Holomorfn{ na C\ {1}, v 1 odstranitelnd singularita, v oo pdl
nasobnosti 1; b) holomorfni na C\ {0}, v 0 odstranitelnd singularita, v oo podstatnd singularita
(uvazte chovéani na redlné a imagindrni ose); ¢) holomorfni na C\ ((—oo, —1]U{0}), v 0 odstranitelna
singularita, jiné izolované singularity nemad; d) holomorfni na C\ ({2kni : k € Z} U{kn : k € Z},
v bodé 0 odstranitelna singularita, v ostatnich uvedenych bodech pdl nasobnosti 1, v oo neni
izolovana singularita; e) holomorfni na C\ {(2k+1)mi : k € Z}, v uvedenych bodech p6l ndsobnosti
1, v 0o nenf izolovand singularita; f) holomorfnf na C\ {k + 3 : k € Z}, v uvedenych bodech pél
nasobnosti 1, v oo neni izolovand singularita; g) holomorfni na C\ {k7 : k € Z}, v bodech 2k7
odstranitelnd singularita, v bodech (2k + 1)7 pdl nasobnosti 2, v 0o neni izolovand singularita,;
h) holomorfni na C \ {0}, v 0 podstatna singularita, v oo odstranitelna singularita; i) holomorfni
na C\ {0}, v 0 podstatnd singularita, v oo odstranitelnd singularita; j) holomorfni na C\ {k7 :
k € Z}, v 0 odstranitelnd singularita, v ostatnich uvedenych bodech pél ndsobnosti 1, v co neni
izolovand singularita; k) holomorfni na C \ {0}, v 0 podstatna singularita, v oo odstranitelnd
singularita. 2. a) v P(0,1): 1 43> 22+ v P(0,1, +00): —ZZO | o, v P(L1): —% -

0o _1\n+1 n
L ()M (L i) (1) v P(1,1 2): S e A e, G -y
0o n+1 n—2 0o _
P(1,2,+00): >, (=1 - (i)t? ) S o miew v P(0,+00); ) Y02 (%lJﬁl)% v P(0, +00);
d) > (Z;O:max{()’_m} W) 2" v P(0,+00). 3. a) km, k € Z — reziduum v kazdém z

boddt je 1; b) 1, reziduum —1; c) , k € 7, rezidua %; d) 0, reziduum 1, 1, reziduum —%, -1,
reziduum —3; e) i, reziduum —2%, —i, reziduum %; f) —1, reziduum (—1)"*! (nQ_”l); g) 0, reziduum

0, 1, reziduum 1; h) —1, reziduum 2sin2; i) 0, reziduum %, 3i, reziduum ‘g, —3i, reziduum
—317

—3]) 7=, k € Z, rezidua 0; k) —1, reziduum — cos 1.




VII. APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Spoctete integraly:

27 x 27 T
a) Jo " areess (@€R, Ja| > 1), b) [g Wiw (@>b>0), ¢ [y sy (a,0>0),
d) 0 Tt — 22%12?4-@2 (a € R, a # +1, nEN) foﬂtg(x—l—ia)dx (a € R, a #0),
f) f cotg(z +a)dz (a € C\R), 0 l—Cf—OsSlnz h)* fo% ST dy,  i)* fOQﬂ cos(z —sinx) dz,

i)* f027r e cos(3x — sinx) du.

NAVOD: Vyjadiete sin x a cos x pomoci exponencidly a podle definice kfivkového integralu preved-
te na integral pres kladneé orientovanou jednotkovou kruznici. Ten spoctéte dle reziduové véty. Je-li
integracni interval kratsi, pouzijte vhodné symetrie integrované funkce. V piikladech s hvézdickou
je tfeba spocist reziduum v bodé podstatné singularity.

2. Spoététe integrély

a fo (m2+1)n (n € N), foo $4ii dz, c¢) fooo W (a b>0),
d) [y xz+a2)3 z(a>0), e [° wragz 4o §) . 1+$2n dz (n e N, n > 1),

S x —$+2
g) f_oo 1105210 4T

NAVOD: Nejprve prevedte na integrdl od —oo do oo pomoci symetrie. Pak integrujte pres
[—R, R] + ¢r, kde pr(t) = Re', t € [0, 7], pouZijte reziduovou vétu a to, Ze integral pies pgr
ma limitu 0 pro R — oo.

3. Spoctéte integraly:

O cosx cos T 0o g2 _p? sinax
f $2+a2 dx a > O fO ($2+ 2)2 a/ > O f 2+b2 T de (a, b > 0)’
X sinmx O sinmwx r—8
d) 0 z3—z° e) f_oo e f) f oo A27-1 cosmx dx.

NAVOD: Nejprve prevedte na integral od —oo do co pomoci symetrie. Pro piipad e): Integrujte
funkci ;;j:z podél kiivky [—R, —1—7]+ ¢, +[-1+r,—r]+ ¢, +[r,R] +nr, kde R >1ar € (0,3),
or(t) = =1 +re ™ t € [-m,0], ¥.(t) = re ™ t € [-7,0], nr(t) = Re', t € [0,7]. Zkoumejte
limitu pro R — oo a r — 0+. Ukazte, ze integral pies ng ma pro R — oo limitu 0 (Jordanovo
lemma) a spoctéte limitu integralu pfes ¢, a 1, pomoci rezidui v 0 a v —1. Na zavér uvaizte
imaginarni ¢ast. V ostatnich ptripadech postupujte analogicky.

4. Spoétéate integraly:

a) fo Fade (e (-1,1), b) [ @5 de (a € (-1,3), ¢ [o~ sy (@ €(0,1),0>0),

d) [y° ez (lal <1,0>0).

NAVOD pro a ¢ 7: Provedte substituci = e¥, vyslednou funkci integrujte pies obvod obdélnika
o vrcholech —R, R, R + 2mi, —R + 27 a uvazte limitu pro R — oo.

5. Spoctéte integrély

a fooo (11_?5)3 J’OO 11$$2 d-’If C) fOOO (lfwg)2a foo :llI_li_xmg dx k c N)

NAVOD: Pro0 < r < Raa € (0, 7) uvazme kiivku (= ¢ o) +[re'®, Re'*]+ ¢ g, o + [Re ™", re="],
kde ¢ = re't, t € o, 27 — al. Dale necht A(z) € Arg(z) N[0,27) a L(z) = In|z| + ZA( ) pro
z # 0. Pro piiklad d) integrujte funk<31 ( ) ptes uvedenou kiivku. Provedte limitni pfechod pro

a— 0+ apakpror - 0+aR—o0a odvod’te rekurentni vztah pro uvedeny integral v zavislosti
na k. Pro ostatni pifpady integrujte analogickou funkci, v niz bude L2(z).




. ¢ 2 n Ta ™ s 3
VYSLEDKY A NAvVODY. 1. a) 22 b) (\/a%_bZ)g, c) Vool d) 7oy - (minlal, i )™

e) misgna, f) —2misgnlma, g) 2m(v/2 — 2), h) 27>, W, i) 2wy, 24‘§532(+21L)+(2f}{227§;§).,

N\ T Jis 2n—2 T T T Jis s 2 7 sin g
i) 5 2. a) 5ot - ('), b) 75 c) TCEL d) 15o3, €) —37, f) 0 pro n liché, %ssm%
pro n sudé, g) =. . 3. a) ”gaa, b) ”faga( +1),¢c) 2(27* - 1), d) —m, e) 2m, ) 4. 4.
a) T proa =0, 702 pro a # 0, b) 2 pro a = 1, %'cosm proa;«él ¢) pagras d)

(20 — 1)M pro a # 0, —1n_2 proa =0. 5.a) —%,b)0,¢c) —in d) Lyy1 =0, L) = Z,

4 cosh £

2kt k—1 s _94
Izkz—m((—l)k+lw(32k+l— 1)+ 2500 (FD)F () 2m)* ).

VIII. DALSi APLIKACE REZIDUOVE VETY

1. Najdéte soucty rad:

a) Zlnf—w,ae(?;b) _z_: ((a+17}b)2,aeC\Z c) E (a+n)2,aeC\Z
d) n_12; e) E (—an)"; f) E m; g) E T(L;—|1—)aZ’ ac Ca > g—f Z;
n=1 n=1 n=-—oo n=0

h) lim, oo S0 2, e € C\ Z; i) lim, oo 0, C ceC\ Z

c

NAVOD: Pro pripad c) uvazte funkci f(z) = “(‘;"jg;z, aplikujte reziduovou vétu na integral z f

podél kruznice o sttedu 0 a poloméru n + % a uvazte limitu pro n — oco. Pouzijte fakt, ze funkce
mcotg mz je na téchto kruznicich stejné omezend. Pro pfipad b) postupujte analogicky, jen misto
mcotg mz pouzijte funkci "—. V pfipadé h) postupujte podobné jako v pfipadé c), s tim, Ze
ukazete, ze integral pies uvedené kruznice z funkce 7 cotg Wz(zic i) ma limitu nula, pficemz je
1
z—c’
absolutniho ¢lenu Laurentovy fady liché funkce 7 cotg 7z v néjakém mezikruzi o stfedu 0).
2. Spoctete integraly:

f > S“; L dx. NAVOD: Integrujte funkci
kde or(t) =rett, t € [0,7].) |

foo 1=eosz qg. (NAVOD: Podél kiivky z a) integrujte funkci 1;§u )

C) e e~ cosbzdz (a,b > 0). (NAVOD: Integrujte funkci e=%*" podél obvodu obdélnika s
Vrcholy R R, R+ i%, —-R+ i%. Pouzijte znalost ffooo e—az” dz.)

d) [ s dz (p > 1). (NAVOD: Jeli p € N, integrujte funkei - podél kiivky [0, R] +
vr+[R exp(zm) 0], kde ©R je prislusny oblouk kruznice o stiedu 0. V obecném piipadé je tieba
W, kde L(z) € Log(z) je takové, ze Im L(z) € [—¢,2m —¢), kde € > 0 je
dost malé (5 <2m(l— —)) a kolem bodu 0 je tfeba pfidat oblouk kruznice jako v piikladu VII/5.)

fo g d (NAVOD: Integrujte funkci -7 pies kiivku jako v pffpadé d) pro p = 4.)

f) [ cos2ar—cos2t qg (a,b € R). (NAVOD: Integrujte funkci % pres kiivku z a).)

fooo Slggx dx. (NAVOD: Integrujte funkci 3622;3632 pres kiivku z a).)

/ 4 77_2 _ s X smhﬂ'a\/i smﬂ'a\/_ 2 cos7ra ™
VYSLEDKY A NAvVODY. 1. a) % proa =0, 503 coshravh—cosres jinak; b) 53274 ¢) 5
d) Z

72, e) _n f) 3 27 toh ”\/_, g) 2aZ(l—i— T9-) h) —mcotgme, i) ——. 2.a) 5, b) 35, c)

127 sinma sin e

\/%eXP(_i_a), d) Sinﬂ(-7/1'];p)’ e) T, f) (b - CL), g) %

stejny jako integral z mcotgmz - protoze integral z wcotgmz - % je nulovy (jde o 2mi-nasobek

L=< 10dél kiivky [r, ] + ¢g + [-R, —1] + (= ¢,),

integrovat funkc1




