I. KOMPLEXNI CfSLA, KOMPLEXNI ROVINA
1. Najdéte realnou a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel

A 3 5

a) 1,b) 55 ©) 55 d) (L+iv2)%, e) <1—;z) x) %
2. Zapiste nasledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru: a) 3i, b) —5, ¢) 1414, d) —3 — 34,
e) 1+i%, f) =1 +i¥3 g) 245, h) 2 — 56, i) —2 4 56, j) —2 — 5i, k) —cos T + isin T.
3. Najdéte ,,vSechny hodnoty komplexnich odmocnin“ (tj. vSechna komplexm feSeni rovnice 2" =
a, je-li v zadani uvedeno {/a)
a) V1, b) Vi, c) v—1,d) v1—i.
4. Nagrtnéte mnozinu vsech bodu v komplexni roviné spliujicich vztah(y):
a) Rez>3,b)Imz<0,c) |[Rez| <2,d) [Imz| <1,0<Rez<1,e)|z—1<1,{) 1< |z] <2,
g)lz—1—i=|z+1],h) |z —=2|+|z+2|=5,i) |Rez| + |[Imz| < 1.
VYSLEDKY A NAvODY. 1. Vysledky ve tvaru Rez; Imz: a) 0 b) 0; -1, ¢) &5 =,

d) —5; V2, e) 0; 1, f) 2; 0. 2. a) 3(cosg +ising), b) (os7r+zsm7r) c)

isin %), d) 3\/_(cos(—— ) +isin(—37)), e) \/§(cos( )—i—zsm(—z)) f) 1(cos(27) +isin(37)), g)

\/E(cos arcsin \/@ + i sin arcsin \/52_9), h) v/29(cos arcsin \/— + 4 sin arcsin \/25—9),

i) \/@(cosarccos\;—l—i-isinarccos \;—2%),,1) V/29(cos(— arccos \/—)4‘@5111( arccos \;—2%))7

k) L(cos(2m) +isin(3m)).  3.2) L =3 +igh, =3 =i b) F+ 30, —F + 30 —is ) P i,
‘/_—H‘/_ \/_ L i— \/_d) V2(cos(—%) +isin(—Z)), v/2(cos(% )+ZSIII(; )),pouprave
f\/2+ f\/ 224 V2+i2V2 V2

4 a) b) c)
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II. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE
1. Které z nasledujicich funkci lze spojité dodefinovat v bodé 07
a) %, b) (RGZZ)Q’ ) Re(ZZQ), d) Rez(zzz)’ e) ‘_zl, £) IZ\IZmZ, g) Rez;mz
2. V kterych bodech maji nasledujici funkce derivaci podle komplexni proménné?
a) z, b) |2], ¢) |2]%, d) |(Re2)? — (Im2)?| + 2i| Rez - Im 2|, e) |2]? + i Re(2?), f) |2|? + i Im(2?)
3. Najdéte realnou a imaginarni ¢ast nasledujicich hodnot funkci:
a) sin(2 + ), b) cos(2i), c) tg(2 — i), d) cotg(§ —iln3), e) tgh(2 + i), f) cotgh(ln3 +i%)
4. Najdéte vsechna Feseni nasledujicich rovnic v C:
a) sin z + cos z = 10, b) sinz — cos z = 4, ¢) coshz —sinh z = 1, d) cosh z — sinh z = 2i
5. Dokazte, ze funkce z — exp(1/z) zobrazuje kazdé prstencové okoli bodu 0 na mnozinu C \ {0}.
6. Necht f je holomorfni na oblasti 2. Dokazte (pomoci Cauchy-Riemannovych podminek), ze f
je konstantni na 2, jestlize plati: a) f je redlna na (; b) f je také holomorfni na €; c)
existuji a,b € R, asponi jedno z nich nenulové, ze funkce aRe f + bIm f je konstantni na ; d) Co
kdyz v tloze c) ptipustime a,b € C?

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. a),d),e) NE; b),c),f),g) ANO, a to hodnotou 0. 2. a),b) v zddném
bodé; ¢) v bodé 0; d) v bodé 0 a dale v bodech z, pro které plati 0 < Imz < Rez, Rez <Imz <0,
0 < —Rez <Imz nebo Imz < —Rez < 0; e) v bodech pfimky Rez = —Im z; f) v bodech reélné
osy. 3. Vysledky ve tvaru Re z; Im z: a) sin2- cosh 1; cos2 - sinh 1, b) cosh2; 0, c) w;ﬁ%,
SHELeom d) 80, o) hdemh2 spiesl f) 4020 4. a) § o+ 2bmo+iln(av2 4 ),
%4 2km+iln(5v2—7), k € Z; b) (5 +2km) —iln Y31, (=2x 4 2km) —iln 3L | € Z; ) 2k,
ke€Zyd) —In2+i(—5 +2km), k € Z. 5. Dokaizte, ze pro kazdé w € C\ {0} tvoii vSechna
feSeni rovnice exp(1/z) = w posloupnost s limitou 0. 6. a) Dokazte, ze f' = 0 na Q. b) Vyuzijte
a) nebo pfimo dokazte, ze f’ = 0 na Q. ¢) Pomoci feSeni soustavy linedrnich rovnic dokazte, Ze
f'=0mna Q. d) Vysledek bude stejny, 1ze rozdélit na redlnou a imaginarni ¢ast.

ITI. KRIVKY A KRIVKOVY INTEGRAL
1. Nacrtnéte obrazy nasledujicich kiivek a spoctéte jejich délku:
a) p(t) =t+it% t € [0,10]; b) @(t) = icost, t € [0,27]; c) p(t) =1 +icos?t, t € [0, 27];
) ©(t) =2sint — icost, t € [0,47]; e) ¢(t) = t(cost +isint), t € [0,107].
. Spoctéte f(p f, kde:

N o

a) f(z) = Rez, ¢ je orientovand tsecka [0, 1+ i[;

b) f(z) = Imz, ¢ je kladné orientovana polokruznice |z| =1, 0 < argz < m;

c) f(z) = |z|, ¢ je orientovand tsecka [0,2 — i];

d) f(z) = |2|, ¥ je kladné orientovana polokruznice |z| =1, -5 < argz < ;

e) f(z) = Z, ¢ je kladné orientovany obvod horniho polomezikruzi mezi kruznicemi [z| = 1 a
2] = 2;

f) f(z) = Z1s ¢ Je jako v e).

3. Urcete na jaké nejvétsi mnoziné jsou holomorfni funkce dané vzorcem

a) f(z) = fol costz dt, b) f(2) = [, &% dw, kde ¢ = [0, i].

4. Najdéte prirtistek logaritmu f podél ¢, jestlize

a) f(z) = z, ¢ je orientovand usecka [u, v], kde u,v € C; b) f(2) = z, p(t) = exp 2mit, t € [0,2];
0 f(z) =z -2, pjakovb);  d) f(z) = L, ¢ jako v b),

5. Nacrtnéte obraz kiivky ¢ a uréete hodnoty indexu vzhledem k ¢ v komponentiach C\ (),
pokud:

(a) o je kfivka z prikladu 2e); (b) o(t) = sin’t- e’ t e [0, 27];

(c) @ = @1 + 2, kde @1 (t) = sin®t - e, t € [0, 7] a pa(t) = sin®t- e, t € [0, 7];

(d) ¢ =¥ +[6m, —67] 4+ [—6m, —67 + 67i] 4 [—67 + 674, 67i] 4 (67, T i), kde 1(t) = te', t € [, 6m).



VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) Cést paraboly Im z = (Re 2)?, Re z € [0, 10], délka je folo V1442 dt =
5v/401 — 1 In(v/401 — 20) (substituce ¢ = 1 sinhy); b) tsecka spojujici i a —i (kiivka ji projde tam
a zpét), délka je 4; c) usecka spojujici 1 + ¢ a 1 (kfivka ji projde dvakrat tam a zpét), délka je
4; d) elipsa o stfedu v 0 a poloosami 2 ve sméru realné osy a 1 ve sméru imaginarni osy (kiivka

ji probéhne dvakrat v kladném smyslu, poc¢inaje v bodé —i), délka je f047T V4dcos2t +sin’tdt =

8 foﬂ/Q V1 + 3cos?tdt; e) délka je foloﬂ V1+t2dt = 5710072 + 1 — £ In(v/10072 + 1 —107) (sub-
stituce t = sinhy), jde o ¢ast spirdly (Archimédovy). 2. a) 17“, b) —%, c) é(Z —1), d) 21,

e) 4,1) 0. 3.a)NaC\[-1,0], f'(z) = — f, Lttt qp; b) na C\ {e : ¢ € [0, 7]},

fl(z) = f(p (ef,f’if)z dw. 4. a) Pokud bod 0 lezi na tseéce, pak nema smysl; pokud tsecka mé
prazdny prunik s polopfimkou (—o0, 0], pak log(v) —log(u); pokud jeden krajni bod lezi na (—oo, 0)
a druhy mé nezédpornou imaginarni ¢ast, pak log(v) — log(u). Pokud ma tsecka spoleény bod s
(—00,0), pak v pripadé, ze Imv < 0 je prirtstek log(v) — log(u) + 27¢ a v pfipadé, ze Imu < 0,
pak log(v) — log(u) — 2mi. b) 4mi; ¢) 0; d) —4mi.

5. a) b) c)

-0.4  -0.2 02 0'a -0.4  -0.2




IV. ROzv0OJ V MOCNINNOU RADU, APLIKACE CAUCHYOVY VETY
1. S vyuzitim existence a jednoznacnosti rozvoje v mocninnou rfadu najdéte vsechny funkce, které
v néjakém okoli bodu 0 splnuji:
(a) f'(2) = f(2), f(0) = 2; (b) (1+2°)f'(2) = 1, f(0) = 0; (c) f"(2) +72f(2) =0, f(0) =
f(0) =r (r>0);
(d) f"(2) = 2f'(2) + f(2) = 0; (e) (1+2%)f"(2) — 22f'(2) + 2f(2) = 0, f(0) =0, f'(0) = 1;
() (1— 22)f"(2) — 42'(2) + 2f (=) =
2. Urcete nasobnost kofent funkci:
a) 22 — 2°, vSechny kofeny, (b) (1 —mq/9(2))?, kofen 1,  (c) " — 1, viechny kofeny,
d) 1 — cos z, véechny kofeny, (e) eS®* — e'8# koren 0.
3. S vyuzitim Cauchyovy véty, znalosti prlmltlvnlch funkci a definice spoctéte f f, pokud:
a) f(z) = m a ¢ je kladné orientovand kruznice o poloméru 1 a stredu (a ) -1, (a2) 0, (a3)

(
(
(
1, (a4)
(
(
(

2;
) f(2) = Zz(zlg_l) a ¢ je kladné orientované kruznice o poloméru 3 a stfedu (b1) —1, (b2) 0
b3) 1, (bd) 2;
c) f(z) = ﬁ a ¢ je kladné orientovand kruznice o poloméru 2 a stiedu (c1) —1, (c2) 3, (c3)
2;

(d) f(2) = === a ¢ je kladné orientovana kruznice o poloméru r a stfedu r (r > 0).
4. Pomoci Cauchyova vzorce spoctéte integraly f(p f, kde

a) f(z) = Si?gjﬁi), ¢ je kladné orientovana kruénice o stfedu 0 a poloméru 2;

b) f(2) = sEr, pjako v a), ©) f(2) = 5%, g jako va), d) f(2) = 2y,  jako v a), e)
f(Z) = eze—_17 @Ja’ko v a)7
f) f(z) = W}L(z—b)’ ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu 0 a poloméru r, kde |a| < r < |b],

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a)2exp(z) na C, b) 337 ((—1)" 575 (= arctg z) na U(0, 1), c) sinrz na
C, d) (a + bz) exp(z) na C, a,b € C libovolné (NAVOD: odvodte rekurentni vztah pro koeficienty

an, vyreste jej pro pocatecni podminky ag = 0, a; = 1 a ag = a1 = 1; obecné TeSeni je linearni
oo

kombinaci téchto dvou FeSeni), ) z na C, f) > a,z", kde ag a a; € C jsou libovolné a pro kazdé
n € NU{0} plati a2 = %an na U(0,1) (na C, pokud ag = a3 =1). 2. a) 0 ndsobnosti
2; 1, —3 + z§ a—3— 2@ nésobnosti 1; b) 3; ¢) 0 nasobnosti 2, ostatni vkr(+1 4 i) (vechny
¢tyfi kombinace znamének), k& € N, nasobnosti 1; d) 2kw, k € Z, vSechny nasobnosti 2; e) 3.
3. a): (al) i, (a2) —2mi, (a3) mi, (ad4) 0 (pro (ad) pouzijte Cauchyovu vétu pfimo, pro ostatni
pfipady rozlozte na parcialni zlomky, ty integrujte zvlast, na nékteré lze pouzit Cauchyova véta,
zbylé integraly lze spocitat snadno z definice); b): (bl) —mi, (b2) 0, (b3) mi, (b4) 0 (pro (b4)
pouzijte Cauchyovu vétu piimo, pro ostatni pfipady rozloZzte na parcidlni zlomky, ptipady (bl) a
(b3) pocitejte analogicky jako v a), pro pfipad (b2) navic lze pouZit, Ze funkce 2_12 mé primitivni
funkei); ¢): (cl) 2mi, (c2) 0, (c3) —2mi (rozlozte na parcialni zlomky, navic pouzijte fakt (dokazte
si ho z Cauchyovy véty), ze pokud |b — a| < r, tj. b € U(a,r), pak integral z ﬁ podél kladné
orientované kruznice o stfedu a a polomeéru r je roven integralu z ﬁ pres kladné orientovanou
kruznici o stfedu b, pficemz posledni integral 1ze snadno spocitat z definice a nezavisi na poloméru

kruznice); d) pro r < % vyjde 0 (z Cauchyovy véty), pro r = % nemé smysl, pro r > % vyjde

%m’ (pouzijte fakt zminény v c) k dikazu, ze pro r > % je vysledek stejny jako pro r =1). 4.

a)2mi - %&21) = —imsinh 2 (pouzijte Cauchytv vzorec pro funkci w spojité dodefinovanou v
bodé —i); b) mi(e — 1) (15 rozlozte na parcilni zlomky); ¢) wi(e — 1); d) Z; e) 2mi (pouzijte

Cauchytv vzorec na funkci eie_zl spojité dodefinovanou v nule); f) —%.




V. DALST APLIKACE CAUCHYOVY VETY
1. Necht f je celd funkce. Dokazte, ze f je konstantni, jestliZe: a) Re f <0 na C,
b) existuji a, b, ¢ € R, pfi¢emz aspon jedno z ¢isel a, b neni nula, Ze aRe f + bIm f < ¢ na C,
c) existuje r > 0, ze | f| > r na C,
d) existuje ¢ > 0, Ze f nenabyva zadné hodnoty z mnoziny {z € C: |argz| < c}.
2. S vyuzitim Cauchyovy véty spoctéte Newtonovy integraly
a) [y sin(z?)dz a [, cos(z?) dz (NAVOD: Integrujte funkci exp(iz?) pres obvod kruhové vysece

o stfedu 0, pricemz oblouk kruznice je ohranicen body R a Rl—jg; dokazte, ze limita integralu pfes

uvedeny oblouk pro R — oo je 0 a vyuzijte znalost integralu fooo e~ dz.)

b) [;° #22 dz (NAVOD: Integrujte funkci % ptes kiivku [r, R] + ¢r + [-R, —7r] + ¢, kde
R > r > 0, ¢r je kladné orientovand horni polokruznice o stfedu 0 a poloméru R a 1, je zaporné
orientovana horni polokruznice o stfedu 0 a poloméru r; dokazte, ze limita integralu pres ¢pr pro
R — oo je 0; spoctéte limitu integralu pfes 1, pro r — 0+ pomoci Lebesgueovy véty a uvazte
imagindrni ¢ast.)

c) fo xz*tsinzdz a [; z*'coszdz pro s € (0,1) (NAVOD: Integrujte funkci m,_1(z)exp(iz)
ptes kiivku [r, R| + g+ [iR,ir] + 1., kde R > r > 0, ¢g je oblouk kruznice o stfedu 0 a poloméru
R od R do R a v, je oblouk kruinice o sttedu 0 a poloméru r od ir do r; spoctéte limity jako v
(b); vysledek vyjédrete pomoci I'(s) = [ 2*~! exp(—x) da.)

VYSLEDKY A NAvODY. 1. Pouzijte Liouvilleovu vétu na vhodnou funkci, naptiklad: a) exp of nebo

L 75 b) pouzute vysledek a) na (a —bi)f —c; c) %; d) pouzijte predchozi vysledky na logo(1 — f).

) 7 (oba), b) 5

N&b‘

5, ¢) I'(s)sin 57, I'(s) cos %5



V1. IZOLOVANE SINGULARITY, LAURENTOVY RADY
1. Najdéte a klasifikujte izolované singularity funkci (véetné chovéni v co):

a) S5, b) R o ML d) o o) Ay Dt g) RS
h) z(el/# — 1), i) cosel/?, j)cotgz—1, k)sinZ

2. Najdéte Laurentovy rozvoje funkci v mezikruzich o uvedenych stiedech:

a) —L5,0al; b) el’%,0; ¢ sinl, 0; d) e*~ 1% 0.

3. Najdeéte izolované singularity nasledujicich funkci a spoctéte prislusna rezidua:

: 22 23" 22 4z—
a) cotg z, b) Slanlza C) sui 1 ) d) ﬁa e) (z2+1)2° f) a+z)n n e N7 g) ZZ?;_Sa
h) (Zlf’l_%;a 1) M7 .]) COtg Z, k) Zj_l :

VYSLEDKY A NAvOoDY. 1. a) Holomorfni na C\ {1}, v 1 odstranitelnd singularita, v oo pdl
nasobnosti 1; b) holomorfni na C\ {0}, v 0 odstranitelna singularita, v oo podstatna singularita
(uvazte chovani na redlné a imaginarni ose); c¢) holomorfni na C\ ((—oo, —1]JU{0}), v 0 odstranitelna
singularita, jiné izolované singularity nemd; d) holomorfni na C\ ({2k7i : k € Z} U {knm : k €
Z}, v bodé 0 odstranitelnd singularita, v ostatnich uvedenych bodech pdl ndsobnosti 1, v oo
neni izolovanda singularita; e) holomorfni na C \ {(2k + 1)7i : k € Z}, v uvedenych bodech pdl
nasobnosti 1, v 0o neni izolovand singularita; f) holomorfni na C \ {k + % : k € Z}, v uvedenych
bodech pdl ndsobnosti 1, v co neni izolovana singularita; g) holomorfni na C\ {k7 : k € Z}, v
bodech 2k7 odstranitelnd singularita, v bodech (2k + 1)7 pdl ndsobnosti 2, v oo neni izolovana
singularita; h) holomorfni na C\ {0}, v 0 podstatnd singularita, v co odstranitelna singularita; i)
holomorfni na C \ {0}, v 0 podstatnd singularita, v co odstranitelnd singularita; j) holomorfni na
C\{km : k € Z}, v 0 odstranitelna singularita, v ostatnich uvedenych bodech pdl nasobnosti 1, v 0o
neni izolovand singularita; k) holomorfni na C\ {0}, v 0 podstatnd singularita, v oo odstranitelné

singularita. 2. a) v P(0,1): 143> 22"+ v P(0,1,+00): — ZZO |z, v P(L 1) =4
S (D) (=14 i) (= 1), v P(1,1,2): Z,‘Tf ) <(—Zl>f)fj T S s (Z 1)y
P(1,2,+00): Yo2, G U200 by 520 Lo v P(0, +00); ©) Yot mimiamer v P(0, +00);
d) >0 (ZZO:max{O,—m} W) 2" v P(0,400). 3. a) km, k € Z — reziduum v kazdém z
bodu je 1; b) 1, reziduum —1; c) .k € Z\ {0}, rezidua kz)k; : (v 0 neni izolované singularita);
d) 0, reziduum 1, 1, reziduum —3, —1, reziduum — 2; e) i, reziduum —3, —i, reziduum %; f) —1,

reziduum (—1)"*1 (n2”1)' g) 0, remduum O 1, reziduum 1; h) —1, reziduum 2sin2; i) 0, reziduum
ie3?
54

%, 37, reziduum —3i, reziduum —*<—; "2 j) km, k € Z, rezidua 0; k) —1, reziduum — cos 1.



VII. APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Spoctéte integrély:

27

a) [y areess (@E€R, Ja| >1), b) j’fmgﬁ (a>b>0), ¢ [ 32 (a,b>0),
d) 0 T onerar (@ €R, a # +£1, neN) e) [y tg(z +ia)dz (a € R, a #0),
f) fo cotg(z +a)dz (a € C\R), o 13_‘);115 dz, h)* fo% ST dy,  i)* f027r cos(x — sinz) du,

j)* f €57 cos(3x — sinz) dz.

NAVOD: Vyjadiete sin x a cos x pomoci exponencidly a podle definice kiivkového integralu preved-
te na integral pres kladné orientovanou jednotkovou kruznici. Ten spoctéte dle reziduové véty. Je-li
integracni interval kratsi, pouzijte vhodné symetrie integrované funkce. V piikladech s hvézdickou
je tfeba spocist reziduum v bodé podstatné singularity.

2. Spoététe integrély

a) fo (1’2+1)n (n € N), fooo izli} dz, «c) fooo W (CL b>0),
22 o -
d) fO (.7:2—‘,—(12)3 dx (CL > 0)7 e) f—oo m d.’lf, f) f o 1—‘,—.7:2" dx (TL c N, n > 1),
)

S m2—m+2
g) [ o A TT05270 4T

NAVOD: Nejprve prevedte na integrdl od —oo do oo pomoci symetrie. Pak integrujte pies
[—R, R] + ¢r, kde ¢r(t) = Re®, t € [0, 7], pouzijte reziduovou vétu a to, Ze integral pres ¢r
ma limitu 0 pro R — oo.

3. Spoctéte integrély:

OO cosz Ccos & 00 z2_p? sinaz
f 22 +a2 d:l) CL > 0 fO (m2+a2)2 CL > 0 f 27507 1 dz (CL b > 0)
OO sinwx o0 sinmx r—8
d) 0 zzr © I P f) f o Taz—7 COsTr dz.

NAVOD‘: Nejprve prevedte na integrdl od —oo do oo pomoci symetrie. Pro pfipad e): Integrujte
funkci % podél kiivky [—R, —1—7]+ ¢, +[-1+r,—r]+ ¢, +[r,R] +nr, kde R > 1ar € (0, 3),
or-(t) = =1 +re”® t € [-m,0], ¥.(t) = re” t € [-7,0], nr(t) = Re', t € [0,7]. Zkoumejte
limitu pro R — oo a r — 0+. Ukazte, Ze integral pfes ng mé pro R — oo limitu 0 (Jordanovo
lemma) a spoctéte limitu integrala pfes ¢, a 1. pomoci rezidui v 0 a v —1. Na zdvér uvazte
imagindrni ¢ast. V ostatnich ptipadech postupujte analogicky.

4. Spoctéte integraly:

a) [;° mzm—:_lda: (a € (-1,1)), b) [;7 € 2+1)2 dz (a € (-1,3)), <) [;° % (a € (0,1), b > 0),
d) Jo. e (lal <1,6>0).

NAVOD pro a ¢ Z: Provedte substituci z = e¥, vyslednou funkeci integrujte pres obvod obdélnika
o vrcholech —R, R, R + 2mi, —R + 27i a uvazte limitu pro R — oo.
5. Spoctéte integrély

a) i ity dr, b) 75 de, ) [T 2%, d) T2 de (ke N).

NAVOD: Pro0<r < Raa € (0, Z) uvazme kfivku (= ¢y.0) -+ [re’®, Re®®]+ ¢ g o +[Re ™, re= ],
kde ¢, o = et, t € [a, 27 — al. Dale necht A(z) € Arg(z) N[0,27) a L(z) = In|z| + 2A( ) pro

k
z # 0. Pro pi"iklad d) integrujte funkci i +(ZZQ) ptres uvedenou kfivku. Provedte limitni pfechod pro

a — 0+ a pak pro r — 04+ a R — oo a odvodte rekurentni vztah pro uvedeny integral v zavislosti
na k. Pro ostatni piipady integrujte analogickou funkci, v niz bude L?(z).




VYSLEDKY A NAvVODY. 1. a) 2\;:5{;’, b) (\/azztabz)g, c) \/a(Zer), d) gy - (min{lal, 571", e)

misgna, f) —2risgnIma, g) 2m(v2—2), h) 27307 m, i) 2m > 7, Qf,ff?éi)ﬁ?,fjg;;, i) 5
2. a) gt - (27?__12), b) %, c) 2ab(7;+b), d) 1503, €) —g57, f) 0 pron liché, 2 = szn pro n sudé, g)

—a

Zm. 3.a) me " b)) e (a-l—l) ) (27 —1),d) —m, e) 2m,f) 4. 4.a)Zproa=0,n

sin 2

2a ? sin Ta
pro a # 0, b) 2 pro a = 1, —Z-COSM proa # 1, ¢) basfm,d) (2“—1)%811:%2 pro a # 0, —1“—2
proa=0. b5.a)—1,b)0,c)—im d) L1 =0, Ip=73, I, = —TlJrl((—l)’fJrl 7T2k+1 S (32k+1

1) + Yoo (— 1R (P51 (2m) 24+ 2312».

VIII. DALSI APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Najdéte soucty rad:

a) Y e acCh) > EMnaeC\Zie) 3 Ry acC\Z
n=1 n=-—00 n=Tee

) S o) X550 Y arami8) g a€Cia g
n=1 n=1 n=-—00 n=0

h) limy, oo S0 2L e € C\ Z; 1) limy oo 0, CU ceC\ Z
NAVOD: Pro pripad c¢) uvazte funkei f(z) = ”(ij)gz, aplikujte reziduovou vétu na integrédl z f

podél kruznice o stfedu 0 a poloméru n + % a uvazte limitu pro n — oo. Pouzijte fakt, ze funkce
mcotg 2z je na téchto kruznicich stejné omezend. Pro piipad b) postupujte analogicky, jen misto
mcotg mz pouzijte funkci —. V pfipadé h) postupujte podobné jako v piipadé c), s tim, Ze
ukézete, ze integral pres uvedené kruénice z funkce 7 cotg Tz (= 1

1) ma limitu nula, pficemz je
stejny jako integral z mcotgmwz - ——, protoze integral z mcotgmz - = Je nulovy (jde o 2mi-ndsobek
absolutniho ¢lenu Laurentovy rady hche funkce 7w cotgmz v neJakem mezikruzi o stfedu 0).

2. Spoctéte integraly:

a) [;° S“;# dz. (NAVOD: Integrujte funkci 1_;2% podél kiivky [r, R] + ¢r + [~ R, —r] + (= ¢;),
kde ¢,.(t) = re't, t € [0, 7].)

b) [y =52 da. (NAVOD: Podél kiivky z a) integrujte funkci 1—23” )

) [T, e~ cosbzdz (a,b > 0). (NAVOD: Integrujte funkci e=**" podél obvodu obdélnika s
vrcholy R R, R+ i%, —-R+ i%. Pouzijte znalost ffooo e—ae’ dz.)

d) fy° H_mp dz (p > 1). (NAVOD: Jeli p € N, integrujte funkci 14—% podél kiivky [0, R] +
vr+[R exp(Qm) 0], kde R je prislusny oblouk kruznice o stfedu 0. V obecném piipadé je tieba
integrovat funkci W, kde L(z) € Log(z) je takové, ze Im L(z) € [—¢,2m —¢), kde € > 0 je
dost malé (¢ < 27(1 — 5)) a kolem bodu 0 je tfeba pfidat oblouk kruznice jako v piikladu VII/5.)

e) fooo sigg de. (NAVOD: Integrujte funkci —i7 Pres kiivku jako v pfipadé d) pro p = 4.)

2iaz 2ibz

f) [ cos2ar—cos2br 22 4y (a,b € R). (NAVOD: Integrujte funkci ©——%— pies kiivku z a).)

:EZ
g) [ OOO sin’ g (NAVOD: Integrujte funkci %312 pres kiivku z a).)

’ , 2
VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) % pro a =0, ;" - sinh rov/2—sinrev2 jinak; b) n° cosma c) =5

) ) > 2av/2 coshmav2—cos mav2 sin? ra sin? wa’
d) = e) —T, f) Ztgh T3, g) SL(1+ %), h) —meotgme, i) — . 2.a) T, b) I, c)

VEexp(—1), d) si;z{f;p), e) m, f) w(b—a), g) %



