UVOD DO KOMPLEXNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE - ZS 2017/2018

PRIKLADY KE KAPITOLAM I A 1I

DERIVACE PODLE KOMPLEXNf PROMENNE, CAUCHY-RIEMANNOVY PODMINKY

Priklad 1. Ukazte, ze funkce f(z) = Z nemd derivaci podle komplexni proménné v
zadném bodé; a to jednak pomoci Cauchy-Riemannovych podminek a jednak ptimo z
definice derivace.

Piiklad 2. Necht 2 C C je oblast (tj. oteviena souvisla mnozina) a f :  — C funkce
splaujici f'(z) = 0 pro kazdé z € Q. Ukazte, ze f je konstantni na €.

Navod: Pomoci véty o stredni hodnoté ukazte, Ze f je konstanini na kaZdé usecce obsazZené
v Q. Ddle zvolme zy € Q. Ukazte, Ze mnozina {z € Q; f(z) = f(z0)} je relativné uzaviend i
relationé oteviend v 2.

Pi#iklad 3. Necht  C C je oblast, n € Na f: Q — C funkece spliujici f™(z) = 0 pro
kazdé z € Q (f je n-ta derivace f podle komplexni proménné). Ukazte, ze f je polynom
stupné nejvyse n — 1.

Navod: PouZijte Priklad 2 a matematickou indukci.

Piiklad 4. Necht Q C C je oblast a f je funkce holomorfni na Q. Ukaite, Ze f je
konstantni, pokud je splnéna jedna z nasledujicich podminek:

(1) f nabyvé na  jen redlnych hodnot.

(2) Funkce f je rovnéz holomorfni na (.

(3) Existuji ¢isla a,b € R, ne obé nulové, pro kterd je funkce a Re f+bIm f konstantni
na ).

(4) Existuji ¢isla a,b € C, ne obé nulové, pro kterd je funkce a Re f+bIm f konstantni
na ).

Navod: (1) Pouzijte Cauchy-Riemannovy podminky a Priklad 2. (2) Bud lze pouzit Cauchy-
Riemannovy podminky na obé funkce f a f a ndsledné Priklad 2; nebo lze aplikovat bod (1)
na funkce f+ f ai(f — f). (3) Naleznéte o, € C, a # 0, pro kterd funkce af + 3 spliuje
predpoklady bodu (1). Jind moznost je pouzit Cauchy Riemannovy podminky, s pouZitim resent
vhodné soustavy linedrnich rovnic dokdzat, Ze f' = 0 na Q, a ndsledné pouzit Priklad 2. (4)
Ukazte, Ze lze bod (3) aplikovat bud na dvojici Rea,Reb nebo na dvojici Tma, Imb.



ELEMENTARNI FUNKCE — EXPONENCIALA A FUNKCE Z NI ODVOZENE

Piiklad 5. Necht z,w € C.

(1) Ukazte, ze sinz = sinw, pravé kdyz existuje k € Z spliujici bud w — z = 2k~
nebo w + z = (2k + 1).

(2) Ukazte, ze cosz = cosw, pravé kdyz existuje k € Z spliujici bud w — 2z = 2k
nebo w + z = 2km.

(3) Ukazte, ze sinh z = sinh w, pravé kdyz existuje k € Z splaujici bud w — z = 2kmi
nebo w + z = (2k + 1)mi.

(4) Ukazte, 7Ze cosh z = coshw, prave kdyz existuje k € Z spliujici bud w — z = 2kmi
nebo w + z = 2kmi.

Navod: (1,2) PouZijte definici funkci sin a cos, reSeni kvadratické rovnice a skuteénost, Ze
exp z = expw, prdvé kdyz w — z je celociselny ndsobek 2mi. (3,4) Pouzijte (1,2) a skutecnost, Ze
sinh z = —¢siniz a cosh z = cosiz pro z € C.

Piiklad 6. Nechf w € C.

(1) Ukazte, ze rovnice sin z = w ma nekoneéné mnoho feseni v C, a najdéte vsechna
feSeni.
(2) Ukazte, ze rovnice cos z = w mé nekone¢né mnoho feseni v C, a najdéte vsechna
feSeni.
(3) Pro které hodnoty w € C maji uvedené rovnice feseni v R? Jsou pak vsechna
feSeni realnd?
(4) Pro které hodnoty w € C maji uvedené rovnice ryze imaginarni reseni?
Navod: (1,2) PouZijte definici funkci sin a cos a reSend kvadratické rovnice. Regend vyjddrete
pomoct funkcimy j5 alog. (8) Pouzijte znalosti o chovdnd goniometrickych funkci na R a Priklad 5.
(4) Pouzigte body (1,2).

sin z
cos z

Piiklad 7. Definujme funkci tg predpisem tgz = pro ta z € C, pro ktera cos z # 0.

(1) Urcete definiéni obor funkce tg a ukazte, ze funkce tg je na svém definiénim oboru
holomorfni.

(2) Ukazte, ze funkce tg nenabyva hodnot i a —i.

(3) Ukazte, ze pro kazdé w € C\ {—i,i} m& rovnice tg z = w nekoneéné mnoho reseni
a najdéte je.

(4) Necht z,w € C pati{ do definicniho oboru funkce tg. Ukazte, Ze tg z = tgw, pravée
kdyz z — w je celociselny nasobek 7.

Navod: (2,3) PouZijte definici funkci sin a cos a Tesent kvadratické rovnice. Resend vyjddriete
pomoci funkce log. (4) Odvod’te z vysledku (3).

Ccos z

Priklad 8. Definujme funkci cotg predpisem cotgz = £*£ pro ta z € C, pro ktera
sin z # 0.
(1) Urcete definicni obor funkce cotg a ukazte, ze funkce cotg je na svém defini¢nim
oboru holomorfni.
(2) Ukazte, ze funkce cotg nenabyva hodnot ¢ a —i.
(3) Ukazte, ze pro kazdé w € C\ {—i,i} m4 rovnice cotgz = w nekonetné mnoho
feseni a najdéte je.
(4) Necht z,w € C patif do definiéniho oboru funkce cotg. Ukazte, Ze cotg z = cotg w,
praveé kdyz z — w je celo¢iselny nasobek 7.

Navod: Pouzijte Priklad 7 a vztah funkci tg a cotg.



Piiklad 9. Uvazme funkci f(z) = exp =, z € C\ {0}.
(1) Ukazte, ze pro kazdé w € C\ {0} ma rovnice f(z) = w nekonetné mnoho feseni a
ze tato Teseni tvoii posloupnost s limitou 0.
(2) Ukazte, ze pro kazdé § > 0 je f(P(0,0)) = C\ {0}.
(3) Ukazte, ze v kazdém prstencovém okoli nuly nabyvé f vsech komplexnich nenu-
lovych hodnot nekonecnékrat.

Piiklad 10. Uvazme funkce fi(z) =sini a fo(z) = cosi, z € C\ {0}. Necht j € {1,2}.
(1) Ukazte, ze pro kazdé w € C méd rovnice f;(z) = w nekoneéné mnoho feseni a ze
tato feSeni tvofi posloupnost s limitou 0.
(2) Ukazte, ze pro kazdé 6 > 0 je f;(P(0,6)) = C.
(3) Ukazte, ze v kazdém prstencovém okoli nuly nabyva f; vSech komplexnich hodnot
nekonecnékrat.

Priklad 11. Necht z € C\ {0} a a € C. Necht M,(z) je mnozina hodnot a-té mocniny
komplexniho éisla z (viz oddil 11.3).
(1) Necht a € Z. Ukazte, ze mnozina M,(z) obsahuje pravé jeden bod.
(2) Necht a € Q. Ukazte, ze mnozina M,(z) obsahuje koneéné mnoho bodu.
(3) Necht a € R. Ukazte, ze kazdy prvek w € M,(z) spliiuje |w| = |z|*.
(4) Necht a € R\ Q. Ukazte, ze mnozina M,(z) je hustd podmnozina kruznice {w €
C; w| = |2["}.
(5) Necht a € C\R. Ukazte, ze mnozina M,(z) je nekonecna a lze ji vyjadiit ve tvaru
M, (2) = {wy; k € Z}, kde wy — 0 pro k — —o0 a |wy| — +o0 pro k — +o0.

Z’

Navod: PouZijte definice, vlastnosti funkce exp a mnoziny Log(z). V bodé (4) navic pouZijte
zndmy fakt, Ze pro a € R\ Q je mnozina {exp(imna);n € Z} hustd v jednotkové kruznici.

Piiklad 12. Necht A je libovolna polopifmka s po¢atecnim bodem 0. Ukazte, Ze existuje
holomorfni funkce f na C\ A, pro kterou plati exp(f(z)) = z pro z € A.

Navod: Eristujet € (—m, 7], pro které A = {re't;r € [0,+00)}.

Priklad 13. Necht w,z € C\ {0}.
(1) Vyjadrete log(wz) pomoci logw a log z. Kdy plati log(wz) = logw + log 27
(2) Jaky je vztah mezi mnozinami Log(wz) a Logw + Logz = {a + b;a € Logw,b €
Log z}?

Priklad 14. Necht w, z,a,b € C, z,w # 0.

(1) Jaky je vztah mezi ¢isly mqip(2) @ ma(z) - my(2)? Kdy se rovnaji?

(2) Jaky je vztah mezi mnozinami M, ,(2) a My(z) - My(z) = {u-v;u € M,(2),v €

(3) Jaky je vztah mezi ¢isly mgp(2) a mq(my(2))? Kdy se rovnaji?

(4) Jaky je vztah mezi mnozinami Mab(z) M, (mp(2)), mo(Mp(z)) = {ma(u);u €
My(2)} & My(M3(2)) = Uyeyg oy Mal0)?

(5) Jaky je vztah mezi ¢isly mg,(zw) a mg(2) - a(w)7 Kdy se rovnaji?

(6) Jaky je vztah mezi mnozinami M, (zw) a M,(z) - My(w) = {u - v;u € M,(2),v €

Mo (w)}?
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PRIKLADY KE KAPITOLE III

SOUVISLOST, KOMPONENTY, PRIMITIVNI FUNKCE

Piiklad 1. Necht M C R" je neprazdnd mnoZina. Pfipomeiime, Ze komponentou mnoziny
M rozumime maximaéalni souvislou podmnozinu M.

(1) Necht z € M. Ukazte, ze sjednoceni vSech souvislych podmnozin mnoziny M,
které obsahuji bod x, je komponenta mnoziny M.

(2) Ukazte, ze kazdd komponenta mnoziny M je relativné uzaviend podmnozina M.

(3) Necht M je oteviend v R". Ukazte, ze kazd4 jeji komponenta je oteviend mnozina.

(4) Necht M je oteviend v R™. Ukazte, ze M ma jen spocetné mnoho komponent.

(5) Ukazte na piikladu, ze komponenta neoteviené mnoziny nemusi byt relativné
oteviena v M.

(6) Ukazte na prikladu, ze uzaviend podmnozina R"™ muze mit nespocetné mnoho
komponent.

(7) Ukazte na piikladu, ze uzaviend podmnozina R" nemusi mit zaddnou relativné
otevienou komponentu.

Navod: (2) Ukazle, Ze mnoZina, kterd obsahuje hustou souvislou podmnozinu, je rovnéz sou-
visld. (3) PouZijte souvislost oteviené koule a bod (1). (4) Pouzijte separabilitu R™. (5) Uvazte
napriklad konvergentni posloupnost doplnénou o limitu. (6,7) Uvazte napriklad Cantorovo dis-
kontinuum.

Priklad 2. Necht 2 C R" je oteviend souvisld mnozina. Ukazte, Ze kazdé dva body z Q
Ize spojit lomenou ¢érou v €.

Navod: Projdéte dikaz Véty II1.4.

Piiklad 3. Necht Q C C je oteviend mnozina a f : Q — C spojitd funkce. Ukazte, Ze f
ma na ) primitivni funkci, pravé kdyz f@ f =0 pro kazdou uzavienou cestu ¢ v Q.

Navod: Pouzijte Vétu I11.5 na kaZdouw komponentu mnoziny Q.

Piiklad 4. Ukaizte, Ze funkce f(z) = 2 nemd primitivn{ funkci na C\ {0}.

z
Navod: Spoctéte (z definice) integrdl podél kladné orientované kruznice o stredu 0 a pouZijte

Veétu I111.5

Piiklad 5. Ukazte, Ze neexistuje holomorfni funkce L na C\ {0} spliaujici e**) = 2 pro
z € C\ {0}.
Navod: Ukazte, Ze by muselo platit L'(z) = % a pouZijte Priklad 4.

1



HOLOMORFN{ FUNKCE DEFINOVANE POMOC{ INTEGRALU
Piiklad 6. Polozme -
[(s) :/ ¥ e " dw
0
pro ta s € C, pro kterd integral konverguje (jakozto Lebesgueuv).
(1) Ukazte, ze integral konverguje, pravé kdyz Res > 0.
(2) Ukazte, ze funkce I' je holomorfni na mnoziné Q2 = {s € C;Res > 0} a spoctéte
jeji derivaci.
(3) Ukazte, ze pro pro s € Q plati I'(s + 1) = sI'(s).
(4) Ukazte, ze pron € Nje I'(n) = (n — 1)L
Navod: (2) Pouzijte Vétu I11.6 na mnoziné {s € C;Res € (¢,R)}, kde 0 < ¢ < R < o0
jsou libovolnd. (3) PouZijte integraci per partes. (4) Spoctéte I'(1), pouzijte (3) a matematickou
ndukci.

Piiklad 7. Ukazte, ze funkce definovana vzorcem
1
costz
z) = dt
/() /0 z+1
je holomorfni na mnoziné C\ [—1,0] a spoctéte jeji derivaci.

Priklad 8. Ukazte, ze funkce definovand vzorcem

f(z):/ Cos W dw,
®

ev —z

kde ¢ je orientovand tisecka [0, 7i] je holomorfni na mnoziné C\ {e”;¢ € [0, 7]} a spoctéte
jeji derivaci.
APLIKACE LOKALNI CAUCHYOVY VETY A CAUCHYOVA VZORCE
Piiklad 9. Proa € C, 0 <7 < R < 400, a € [0,27) a 0 € (0,27] oznac¢me
P(a,r, R;c,0) = {a+pe;p e (r,R) & t € (a,a+0)}.

(1) Nacrtnéte tvar mnoziny P(a,r, R; «,0).

(2) Ukazte, ze pro kazdou volbu 7, R existuje ¢ € (0,27), ze kdykoli a, c, 0 jsou jako
vyse a navic f < ¢, pak mnozina P(a,r, R; a,0) je hvézdovita.

(3) Necht a,r, R, « jsou jako vyse. Ukazte, ze kazd4 holomorfn{ funkce na P(a, r, R; o, 27)
ma na této mnoziné primitivni funkci.

Navod: (3) Pouzijte (2), Vétu III.13 a za ni ndsledugjici poznamku o nalepovdni.



Piiklad 10. Necht 2 C C je oteviend hvézdovitd mnozina. Necht f je funkce holomorfni
na €2, ktera na €2 nenabyva hodnoty 0.

(1) Ukazte, 7e existuje funkce L holomorfni na €2, kterd spliiuje e“*) = f(z) pro z € Q.
(2) Ukazte, Ze existuje funkce g holomorfn{ na €2, pro kterou plati g> = f.
(3) Ukazte, Ze existuji pravé dveé funkce g;, g» holomorfn{ na § spliujici g7 = g3 = f.

Navod: (1) Spoctéte, cemu se musi rovnat derivace funkce L, a na vyslednou funkci aplikujte
Vétu II1.15. (2) Vyjddrete g pomoci funkce L z bodu (1). (3) Necht g je funkce, jejiz existence
je zarucéena bodem (2). Pak funkce g a —g jsou rizné a spliuji g*> = (—g)? = f. Zbyjvd ukdzat,
Ze neexistuje jind takovd funkce. Necht h je holomorfni na Q a spliuje h?> = f. Zvolme a €
Q libovolné. Pak nutné h(a) = g(a) nebo h(a) = —g(a) (napr. diky Veéticce 11.6(2)). Dejme
tomu, Ze h(a) = g(a). Zvolme 0 < r < |g(a)|. Diky spojitosti funkci g a h existuje 6 > 0, Ze
9(U(a,6)) C Ulga),7) a h(U(a,5)) C Ulg(a),r). Pro kaidé = € Ula,6) je h(2)? = g()? = f(2),
a tedy h(z) = g(z) nebo h(z) = —g(z). Protoze viak h(z) € U(g(a),r), —g(2) € U(—g(a),r) a
U(g(a),r)NU(—g(a),r) =0, nutné h(z) = g(z), a tedy h = g na U(a,?). Na zdvér pouZijte vétu
o jednoznacnosti (Véta 111.21).

Priklad 11. Ukazte, Ze neexistuje holomorfn{ funkce g na C\ {0} spliujici g(z)* = z pro
z € C\{0}.

Navod: Uvazte tri kruhy: Uy = U(—1,1), Uy = U(e'3,1) a Us = U(e™"3,1). Na kazdém z nich
explicitné vyjddrete funkce g1 a g2 2 Prikladu 10(3) (vyuZijte k tomu funkci my 3). Rozborem
pripadu dokaZte, Ze neexistuje hledand funkce g ani na Uy U Us U Us.

Piiklad 12. Necht f je celd funkce, pro kterou f(C) neni hustd podmnozina C. Ukazte,
ze f je konstantni.

Navod: Pokud f(C) neni hustd, pak ezistuje a € C a r > 0, Ze f nenabyvd Zidné hodnoty z
kruhu U(a,r). Aplikujte Liouvilleovu vétu

Piiklad 13. Necht f je celd funkce, kterd nenabyva zadné hodnoty z néjaké polopifmky.
Ukazte, ze f je konstantni.

Navod: Ezistuje a € C a komplexni jednotka «, Ze funkce g = af — a) nenabyvd Zdadné
hodnoty z poloprimky (—oo,0]. Aplikujte Priklad 12 na funkcilogg.

Piiklad 14. Necht © C C je oteviend mnozina a M C €2 je mnoZina izolovana v €.
(1) Ukazte, ze mnozina 2\ M je oteviena.
(2) Necht f je komplexni funkce spojitd na © a holomorfn{ na Q \ M. Ukazte, Ze f je
holomorfni na §2.

Piiklad 15. Necht Q C C je oblast a f funkce holomorfni na €2, kterd neni konstantni.
Necht funkce |f| nabyvd v bodé a € € lokdlntho minima. Ukazte, ze f(a) =

Navod: Postupujte sporem. Aplikujte princip maximu modulu (Véta II1.22) na funkci % na
néjakém kruhu o stredu a a ndsledné pouZijte vétu o jednoznacnosti (Véta 111.21).

Priklad 16. Ukazte, ze funkce I z Piikladu 6 1ze jednoznacneé rozsitit na funkci holomorfni
na mnoziné C\ {0,—1,—-2,—3,... }. (Toto rozsifeni se rovnéz znaci I'.)

Navod: Vzorec z bodu (3) Prikladu 6 lze prepsat ve tvaru I'(s) = 1T'(s +1). Tento vzorec lze
pouZit jako definici holomorfni funkce na {s;Res > —1}\{0}, kterd se na {s;Re s > 0} shoduje s
I'. Podobné lze pokracovat ddle indukci a pro kaZdé n € N rozsirit funkci I' na funkci holomorfni
na {s;Res > —n}\{0,—1,...,—n + 1}. Jednoznaénost rozsireni plyne z véty o jednoznacénosti
(Véta 111.21).



Priklad 17. Polozme
1
C(s) = 2 v
pro ta s € C, pro ktera rada konverguje.
(1) Ukazte, ze fada konverguje absolutné, pravé kdyz Res > 1.

(2) Ukazte, ze funkce ¢ je holomorfni na poloroviné {s € C;Res > 1}.

Navod: (2) Ukazte, Ze Tada na oné poloroviné konverquje lokdlné stejnomérné a pouZijte
Weierstrassovu vétu (Véta II1.23).

Piiklad 18. Polozme

n=1
pro ta s € C, pro ktera rada konverguje. Symbolem ( znacmé funkci z Prikladu 17.
(1) Ukazte, ze fada konverguje, pravé kdyz Res > 0.
(2) Ukazte, ze funkce g je holomorfni na poloroviné {s € C;Res > 0}.
(3) Ukazte, ze g(s) + ((s) = 5:=¢(s), pokud Res > 1.
(4) Ukazte, ze funkci ¢ 1ze jednoznacné rozsirit na funkci holomorfni na {s € C;Re s >

O} \ {1}

Navod: (1) Je-liRes < 0, neni splnéna nutnd podminka konvergence. Ddle oznaéme n-ty ¢lena
fady symbolem a,(s). Ukazte, Ze pro Res > 0 je an(s) — 0 pron — oo a fada Y > (agn—1(s) +
asn(8)) konverguje absolutné. Z toho odvod’te konvergenci pivodni tady. (2) Pro ¢ > 0 ukaZte,
Ze an(s) = 0 a fada Y 7 | (a2n—1(s) + a2n(s)) konverguje stejnomeérné na {s € C;Res > c}. Z
toho odvod’te, Ze pivodni Fada konverguje lokdiné stejnomérné na poloroviné {s € C;Res > 0}
a pouzijte Weierstrassovu vétu (Véta II1.23). (3) Provedte primy vypocéet. (4) Ze vzorce v bodé
(3) vyjadrete ((s) a vysledny vzorec pouzijte jako definici funkce holomorfni na {s € C;Res >

O}\ {1}
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PRIKLADY KE KAPITOLE IV

Piiklad 1. Necht funkce f a g jsou holomorfni na okoli bodu a € C, f(a) = g(a) =0 a
g neni konstantni na okoli bodu a. Ukazte, ze

16 L S

= lim .
2—a g(z) z—a g’(z)
Navod: g md v bodé a koven néjaké ndsobnosti, f je bud konstantni nula na okoli bodu a nebo

md v bodé a koten néjaké ndsobnosti. Spoctéte obé limity (provedte rozbor moznosti) a ukazte,
ze ve vSech pripadech limity existuji a rovnaji se.

Piiklad 2. Necht funkce f a g jsou holomorfni na okoli bodu a € C a v bodé a maji obé
pol. Ukazte, ze
/
i 2C) _ i 712)
z—a g(Z) z—a g (Z)

Navod: Spoctéte obé limity (provedte rozbor moznosti v zdvislosti na ndsobnostech poli) a

ukazte, Ze ve vsech pripadech limity existuji a rovnaji se.
Piiklad 3. Ukaizte, ze kazda funkce holomorfni na C je konstantni.

Navod: Pouzijte kompaktnost C (pouzijte ztotoinéni s So dle Véty IV.1) a Liouvilleovu vétu
(Veéta 111.18).

Priklad 4. Necht f je celd funkce, kterd ma v oo pdl ndsobnosti p € N. Ukazte, ze f je
polynom stupné p.

Navod: Vyuzijte pozndmku za Liouvilleovou vétou pron =p+ 1.
Piiklad 5. Ukazte, 7e kazd4 mnozina izolovana v C je kone¢né.

Navod: PouZijte kompaktnost C.

Piiklad 6. Necht M C C je konecnd, f : C\ M — C je funkce holomorfni na C\ M,
kterd ma v kazdém bodé mnoziny M pdl (tj., f je meromorfni na C). Ukazte, ze f je
raciondlni funkce (tj. podil dvou polynomu).

Navod: Najdéte polynom Q) takovy, Ze funkce f - Q) md ve vSech bodech mnoZiny M N C od-
stranitelnou singularitu, tedy po dodefinovdni limitou jde o celou funkci. Na tuto funkci aplikujte
Priklad 4.

Piiklad 7. Oznacme f(z) = == a g(z) = mcotgmz.

(1) Ukazte, ze funkce f a g jsou holomorfni na C\ Z.
(2) Ukazte, ze v kazdém bodé k € Z maji funkce f a g pdl ndsobnosti jedna.
(3) Ukazte, ze pro k € Z plati res, f = (—1)* a resp g = 1.



Piiklad 8. Ukazte, ze funkce I' (viz Piiklady 6 a 16 ke Kapitole III) mé v kazdém z bodu
0,—1,—2,... pdl nasobnosti jedna a spoctéte rezidua funkce I' v téchto bodech.

Navod: Pouzijte znalost hodnoty T'(1) = 1 a platnost vzorce I'(s) = T(s+ 1) pro s € C\
{0,—1,-2,...} (a vzorec z Véty IV.4(2)).

Priklad 9. Ukazte, ze funkce ¢ (viz Piiklady 17 a 18 ke Kapitole III) ma v bodé 1 pél
nasobnosti 1 a spoctéte reziduum v tomto bodé.

Navod: PouZijte vzorec ((s) = 2255:1195‘91) odvozeny v Prikladu 18 ke Kapitole III, vzorec z Véty IV.4(2)

a znalost hodnoty g(1) = In2.

Piiklad 10. Necht a € C,r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na P(a, r). Rozhodnéte,
jaky typ izolované singularity ma v bodé a funkce fg za predpokladu, ze
(1) f mé v bodé a pdl ndsobnosti p a g mé v bodé a pdl nasobnosti g;
(2) f mé v bodé a pdl a g ma v bodé a podstatnou singularitu;
(3) f ma v bodé a pdl nasobnosti p a ¢ ma v bodé a kofen nasobnosti g;
(4) f mé v bodé a odstranitelnou singularitu a ¢ méa v bodé a podstatnou singularitu;
(5) f1g maji v bodé a podstatnou singularitu.

Navod: (4) Rozliste pripad, kdy f je konstantni nulovd funkce, od ostatnich pripadi. (5)
Pomoci konkrétnich prikladi ukazte, Ze mohou nastat vSechny moznosti.

Piiklad 11. Necht a € C,r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na P(a, r). Rozhodnéte,
jaky typ izolované singularity muze mit v bodé a funkce f + g za predpokladu, ze

(1) f mé v bodé a pdl ndsobnosti p a g mé v bodé a pdl ndsobnosti g;

(2) f mé v bodé a pdl a g ma v bodé a podstatnou singularitu;

(3) f méd v bodé a odstranitelnou singularitu;

(4) f 1 g maji v bodé a podstatnou singularitu.

Navod: (1) Rozliste pripady p = q a p # q. Moznosti pro pripad p = q ilustrujte konkrétnimi
priklady. (4) Pomoct konkrétnich prikladi ukaZte, Ze mohou nastat vSechny moznosti.

Piiklad 12. Necht a € C a funkce f je holomorfni na néjakém prstencovém okoli bodu
a, pticemz v bodé a ma podstatnou singularitu.

(1) Na pifkladu konkrétn{ funkce f ukaizte, Ze funkce + nemusi mit v bodé a izolovanou

!
singularitu.
(2) Na prikladu konkrétni funkce f ukazte, ze funkce % muze mit v bodé a izolovanou
singularitu.

(3) Necht funkce % ma v bodé a izolovanou singularitu. Ukazte, ze to musi byt pod-

statnd singularita.
(4) Ukazte, ze existuje ¢ € C, ze funkce # nemd v bodé a izolovanou singularitu.
(5) Musi existovat ¢ € C, ze funkce # mé v bodé a izolovanou singularitu?
(6) Pro kolik ruznych hodnot ¢ € C muze mit funkce ﬁ v bodé a izolovanou singu-

laritu?

Navod: (1,2) Uvédomte si, Ze funkce ¥ md v bodé a izolovanou singularitu, prdvé kdyz f
je nenulovd na néjakém prstencovém okoli bodu a. (3,4) Pouzijte Casorati-Weierstrassovu vétu
(Véta IV.2). (5) VyuZijte napriklad Priklad 10 ke kapitolam I a I1. (6) PouZijte Velkou Picardovu
vétu (viz pozndmka za Vétou IV.2).



Piiklad 13. Necht a € C, r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na U(a,r), které
nejsou konstantné rovny nule. Predpokladejme, ze ¢ ma v bodé a kotfen nésobnosti p € N
apro z € U(a,r) plati |f(2)| < |g(2)|. Ukaztem ze funkce f ma v bodé a kofen nasobnosti
alespon p.

Navod: Pouzijte Casorati-Weierstrassovu vétu (Véta IV.2) na funkci 5.

Piiklad 14. Necht a € C, r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na P(a,r), které
nejsou konstantné rovny nule. Predpokladejme, ze ¢ ma v bodé a pdl nasobnosti p € N a
pro z € P(a,r) plati | f(2)] < |g(2)|. Ukaztem Ze funkce f ma v bodé a bud’ odstranitelnou
singularitu nebo pol nasobnosti nejvyse p.

Navod: Pouzijte Casorati-Weierstrassovu vétu (Véta IV.2) na funkci 5.

Priklad 15. Necht f a g jsou dvé celé funkce, pro které plati, ze |f(2)| < |g(z)| pro
vSechna z € C. Ukazte, ze funkce f je ndasobkem funkce g.

Navod: Pokud f mebo g je konstatni nulovd funkce, je to zrejmé. Pokud f a g nejsou kon-
statni nulové funkce, uvazme funkci %. Pomoci kombinace véty o jednoznacnosti (Véta I11.21) a

Casorati- Weierstrassovy véty (Véta IV.2) ukazte, Ze funkci 5 lze (jednoznacéné) rozsirit na celou
funkci. Dokonéete s pouZitim Liouvilleovy véty (Véta I11.18).

Piiklad 16. Necht f je raciondlni funkce. Ukazte, Ze f je souctem polynomu a linedrni

kombinace funkcf tvaru z — —3, kde a € C a k € N. (To dava dikaz véty o rozkladu

(z—a)k>

na parcialni zlomky.)

Navod: f md v C konecéné mnoho pdli — ay,...,an. Pro j =1,...,n necht g; je hlavni édst
Laurentovy rady funkce f v prstencovém okoli bodu aj. Pak f — Z?Zl g; je raciondlni funkce,
kterd je holomorfni na C, tedy je to polynom.

Piiklad 17. Necht f je raciondlni funkce a z1, ..., 2, vSechny jeji pély v C. Ukaite, Ze
ZI'GSZJ. f = a1,
j=1

1

kde a_; je koeficient u 27" v Laurentové rozvoji funkce f v prstencovém okoli oo.

Navod: Oznacte ¢ kladné orientovanou kruznici s dostatecné velkym polomérem a spoctéte
f@ f dvéma zpusoby — podle reziduové véty a pomoci Laurentova rozvoje v prstencovém okoli oo.



