
I. Komplexní èísla, komplexní rovina, deriva
e v komplexním oboru, elementární funk
e

1. Najdìte reálnou a imaginární èást komplexní
h èísel

a)

1

i
, b)

1−i

1+i
, 
)

2

1−5i
, d) (1 + i

√
2)

3

, e)

(

1−i

1+i

)

3

; f)

(1+i)
5

(1−i)3
.

2. Zapi¹te následují
í komplexní èísla v goniometri
kém tvaru: a) 3i, b) −5, 
) 1 + i, d) −3− 3i,

e) 1 + i99, f) −1

2

+ i

√

3

2

, g) 2 + 5i, h) 2− 5i, i) −2 + 5i, j) −2− 5i, k) − 
os

π

7

+ i sin
π

7

.

3. Najdìte þv¹e
hny hodnoty komplexní
h odmo
ninÿ(tj. v�se
hna komplexn�� �re�sen�� rovni
e zn = a,

je-li v zad�an�� uvedeno

n

√
a)

a)

3

√
1, b)

3

√
i, 
)

4

√
−1, d)

√
1− i.

4. Naèrtnìte mno¾inu v¹e
h bodù v komplexní rovinì splòují
í
h vztah(y):

a) Re z ≥ 3, b) Im z < 0, 
) |Re z| < 2, d) | Im z| ≤ 1, 0 ≤ Re z ≤ 1, e) |z − 1| ≤ 1, f) 1 < |z| < 2,

g) |z − 1− i| = |z + 1|, h) |z − 2|+ |z + 2| = 5, i) |Re z|+ | Im z| ≤ 1.

5. V který
h bode
h mají následují
í funk
e deriva
i podle komplexní promìnné?

a) �z, b) |z|, 
) |z|2, d) |(Re z)2 − (Im z)2|+ 2i|Re z · Im z|, e) |z|2 + iRe(z2), f) |z|2 + i Im(z2)

6. Najdìte reálnou a imaginární èást následují
í
h hodnot funk
í:

a) sin(2 + i), b) 
os(2i), 
) tg(2− i), d) 
otg(

π

4

− i ln 3), e) tgh(2 + i), f) 
otgh(ln 3 + i
π

4

)

7. Najdìte v¹e
hna øe¹ení následují
í
h rovni
 v C:

a) sin z + 
os z = 10, b) sin z − 
os z = i, 
) 
osh z − sinh z = 1, d) 
osh z − sinh z = 2i
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V

�

ysledky a n

�

avody. 1. Výsledky ve tvaru Re z; Im z: a) 0; −1, b) 0; −1, 
)

1

13

;

5

13

,

d) −5;

√
2, e) 0; 1, f) 2; 0. 2. a) 3(
os

π

2

+ i sin
π

2

), b) 5(
osπ + i sinπ), 
)

√
2(
os

π

4

+

i sin
π

4

), d) 3

√
2(
os(−3

4

π)+ i sin(−3

4

π)), e)
√
2(
os(−π

4

) + i sin(−π

4

)), f) 1(
os(

2

3

π) + i sin(
2

3

π)), g)√
29(
os ar
sin

5

√

29

+ i sin ar
sin
5

√

29

), h)

√
29(
os ar
sin

−5

√

29

+ i sin ar
sin

−5

√

29

),

i)

√
29(
os ar

os

−2

√

29

+ i sin ar

os

−2

√

29

), j)

√
29(
os(− ar

os

−2

√

29

) + i sin(− ar

os

−2

√

29

)),

k) 1(
os(

6

7

π) + i sin(
6

7

π)). 3. a) 1, −1

2

+ i

√

3

2

, −1

2

− i

√

3

2

; b) i,

√

3

2

+

1

2

i, −
√

3

2

+

1

2

i; 
)

√

2

2

+ i

√

2

2

,

−
√

2

2

+ i

√

2

2

, −
√

2

2

− i

√

2

2

,

√

2

2

− i

√

2

2

d)

4

√
2(
os(−π

8

)+ i sin(−π

8

)),

4

√
2(
os(

7

8

π)+ i sin(
7

8

π)); po úpravì

4

√

2

2

√

2 +

√
2− i

4

√

2

2

√

2−
√
2, − 4

√

2

2

√

2 +

√
2 + i

4

√

2

2

√

2−
√
2

4. a)

0–1 1 2 3 4 5

b)

–2

–1

0

1

2

y

–2 –1 1 2
x


)

–4

–3

–2

–1

0

1

2

3

4

y

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

d)

–2

–1

0

1

2

–2 –1 1 2
t

e)

–2

–1

0

1

2

–1 1 2 3x

f)

–3

–2

–1

0

1

2

3

–3 –2 –1 1 2 3x



g)

–2

–1

0

1

2

–2 –1 1 2
x

h)

–2

–1

0

1

2

–3 –2 –1 1 2 3

i)

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

–1.5 –1 –0.5 0.5 1 1.5x

5. a),b) v ¾ádném bodì; 
) v bodì 0; d) v bode
h z, pro které platí 0 < Im z < Re z, Re z < Im z <

0, 0 < −Re z < Im z nebo Im z < −Re z < 0; e) v bode
h pøímky Re z = − Im z; f) v bode
h reálné

osy. 6. Výsledky ve tvaru Re z; Im z: a) sin 2 · 
osh 1; 
os 2 · sinh 1, b) 
osh 2; 0, 
)

sin 2·
os 2


os

2

2+sinh

2

1

;

− sinh 1·
osh 1


os

2

2+sinh

2

1

, d)

9

41

;

40

41

, e)

sinh 2·
osh 2

sinh

2

2+
os

2

1

;

sin 1·
os 1

sinh

2

2+
os

2

1

, f)

40

41

;

−9

41

. 7. a)

π

4

+ 2kπ + i ln(5
√
2 + 7),

π

4

+2kπ+ i ln(5
√
2− 7), k ∈ Z; b) (

π

4

+2kπ)− i ln

√

3−1

√

2

, (−3

4

π+2kπ)− i ln

√

3+1

√

2

, k ∈ Z; 
) 2kπi,

k ∈ Z; d) − ln 2 + i(−π

2

+ 2kπ), k ∈ Z.



II. Køivky, køivkový integrál, Cau
hyova vìta a Cau
hyùv vzore


1. Naèrtnìte obrazy následují
í
h køivek a spoètìte jeji
h délku:

a) ϕ(t) = t+ it2, t ∈ [0, 10℄; b) ϕ(t) = i 
os t, t ∈ [0, 2π℄; 
) ϕ(t) = 1 + i 
os2 t, t ∈ [0, 2π℄;

d) ϕ(t) = 2 sin t− i 
os t, t ∈ [0, 4π℄; e) ϕ(t) = t(
os t+ i sin t), t ∈ [0, 10π℄.

2. Pomo
í de�ni
e køivkového integrálu spoètìte

∫

ϕ f , kde:

a) f(z) = Re z, ϕ je orientovaná úseèka [0, 1 + i℄;

b) f(z) = Im z, ϕ je kladnì orientovaná polokru¾ni
e |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ π;


) f(z) = |z|, ϕ je orientovaná úseèka [0, 2− i℄;

d) f(z) = |z|, ϕ je kladnì orientovaná polokru¾ni
e |z| = 1, −π
2

≤ arg z ≤ π
2

;

e) f(z) = z
�z , ϕ je kladnì orientovaný obvod horního polomezikru¾í mezi kru¾ni
emi |z| = 1 a |z| = 2;

f) f(z) = z
|z| , ϕ je jako v e).

3. Najdìte pøírùstek logaritmu f podél ϕ, jestli¾e

a) f(z) = z, ϕ je orientovaná úseèka [u, v℄, kde u, v ∈ C; b) f(z) = z, ϕ(t) = exp2πit, t ∈ [0, 2℄; 
) f(z) = z − 2,

ϕ jako v b); d) f(z) = 1

z , ϕ jako v b).

4. Naèrtnìte obraz køivky ϕ a urèete hodnoty indexu vzhledem k ϕ v komponentá
h C \ 〈ϕ〉, pokud:
(a) ϕ je køivka z pøíkladu 2e); (b) ϕ(t) = sin

2 t · eit, t ∈ [0, 2π℄;

(
) ϕ = ϕ
1

∔ ϕ
2

, kde ϕ
1

(t) = sin

2 t · eit, t ∈ [0, π℄ a ϕ
2

(t) = sin

2 t · e−it
, t ∈ [0, π℄;

(d) ϕ = ψ ∔ [6π,−6π℄∔ [−6π,−6π + 6πi℄∔ [−6π + 6πi, 6πi℄∔ [6πi, π
2

i℄, kde ψ(t) = teit, t ∈ [

π
2

, 6π℄.

5. S vyu¾itím Cau
hyovy vìty, znalosti primitivní
h funk
í a de�ni
e spoètìte

∫

ϕ f , pokud:

(a) f(z) = 1

z(z2−1)

a ϕ je kladnì orientovaná kru¾ni
e o polomìru

1

2

a støedu (a1) −1, (a2) 0, (a3) 1, (a4) 2;

(b) f(z) = 1

z2(z2−1)

a ϕ je kladnì orientovaná kru¾ni
e o polomìru

1

2

a støedu (b1) −1, (b2) 0, (b3) 1, (b4) 2;

(
) f(z) = 1

z(1−z)3 a ϕ je kladnì orientovaná kru¾ni
e o polomìru

3

2

a støedu (
1) −1, (
2)

1

2

, (
3) 2;

(d) f(z) = z
z4−1

a ϕ je kladnì orientovaná kru¾ni
e o polomìru r a støedu r (r > 0).

6. Pomo
í Cau
hyova vzor
e spoètìte integrály

∫

ϕ f , kde

a) f(z) =
sin(z+i)
z2+1

, ϕ je kladnì orientovaná kru¾ni
e o støedu 0 a polomìru 2;

b) f(z) = ez

z2−1

, ϕ jako v a), 
) f(z) = ez−e
z2−1

, ϕ jako v a), d) f(z) = zez

(z+1)

3

, ϕ jako v a), e) f(z) = ez

ez−1

, ϕ jako v a).

f) f(z) = 1

(z−a)n(z−b) , ϕ je kladnì orientovaná kru¾ni
e o støedu 0 a polomìru r, kde |a| < r < |b|, n ∈ Z,

7. S vyu¾itím Cau
hyovy vìty spoètìte Newtonovy integrály

(a)

∫∞
0

sin(x2) dx a

∫∞
0


os(x2) dx (NÁVOD: Integrujte funk
i exp(iz2) pøes obvod kruhové výseèe o støedu 0, pøièem¾

oblouk kru¾ni
e je ohranièen body R a R 1+i√
2

; doka¾te, ¾e limita integrálu pøes uvedený oblouk pro R → ∞ je 0 a

vyu¾ijte znalost integrálu

∫∞
0

e−x2
dx.)

(b)

∫∞
0

sinx
x dx (NÁVOD: Integrujte funk
i

exp(iz)
z pøes køivku [r, R℄∔ϕR∔ [−R,−r℄∔ψr, kde R > r > 0, ϕR je kladnì

orientovaná horní polokru¾ni
e o støedu 0 a polomìru R a ψr je zápornì orientovaná horní polokru¾ni
e o støedu 0

a polomìru r; doka¾te, ¾e limita integrálu pøes ϕR pro R → ∞ je 0; spoètìte limitu integrálu pøes ψr pro r → 0+

pomo
í Lebesgueovy vìty a uva¾te imaginární èást.)

(
)

∫∞
0

xs−1

sinxdx a

∫∞
0

xs−1


osxdx pro s ∈ (0, 1) (NÁVOD: Integrujte funk
i ms−1

(z) exp(iz) pøes køivku [r, R℄∔

ϕR∔ [iR, ir℄∔ψr, kde R > r > 0, ϕR je oblouk kru¾ni
e o støedu 0 a polomìru R od R do iR a ψr je oblouk kru¾ni
e o

støedu 0 a polomìru r od ir do r; spoètìte limity jako v (b); výsledek vyjádøete pomo
í �(s) =
∫∞
0

xs−1

exp(−x) dx.)
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V

�

ysledky a n

�

avody. 1. a) Èást paraboly Im z = (Re z)2, Re z ∈ [0, 10℄, délka je

∫

10

0

√
1 + 4t2 dt = 5

√
401 −

1

4

ln(

√
401− 20) (substitu
e t = 1

2

sinh t); b) úseèka spojují
í i a −i (køivka ji projde tam a zpìt), délka je 4; 
) úseèka

spojují
í 1 + i a 1 (køivka ji projde dvakrát tam a zpìt), délka je 4; d) elipsa o støedu v 0 a poloosami 2 ve smìru

reálné osy a 1 ve smìru imaginární osy (køivka ji probìhne dvakrát v kladném smyslu, poèínaje v bodì −i), délka
je

∫

4π

0

√

4 
os

2 t+ sin

2 t dt = 8

∫ π/2

0

√
1 + 3 
os

2 t dt; e) délka je

∫

10

0

√
1 + t2 dt = 5

√
101− 1

2

ln(

√
101− 10) (substitu
e

t = sinh t), jde o èást spirály (Ar
himédovy). 2. a)

1+i
2

, b) −π
2

, 
)

√
5

2

(2 − i), d) 2i, e) 4

3

, f) −2. 3. a) Pokud

bod 0 le¾í na úseè
e, pak nemá smysl; pokud úseèka má prázdný prùnik s polopøímkou (−∞, 0℄, pak log(v) − log(u);

pokud jeden krajní bod le¾í na (−∞, 0) a druhý má nezápornou imaginární èást, pak log(v)− log(u). Pokud má úseèka

spoleèný bod s (−∞, 0), pak v pøípadì, ¾e Im v < 0 je pøírùstek log(v) − log(u) + 2πi a v pøípadì, ¾e Imu < 0, pak

log(v)− log(u)− 2πi. b) 4πi; 
) 0; d) −4πi.



4. a)

0

2

-2 2

X

X

01

b)

-1

0

1

-0.4 -0.2 0.2 0.4

X

X

0

1

1


)

-1

0

1

-0.4 -0.2 0.2 0.4

X

X

0

1

-1

d)

X

X

0 6π−6π

6πi

010

-1

2

1

2

1

3

5. a): (a1) πi, (a2) −2πi, (a3) πi, (a4) 0 (pro (a4) pou¾ijte Cau
hyovu vìtu pøímo, pro ostatní pøípady rozlo¾te na

par
iální zlomky, ty integrujte zvlá¹», na nìkteré lze pou¾ít Cau
hyova vìta, zbylé integrály lze spoèítat snadno z

de�ni
e); b): (b1) −πi, (b2) 0, (b3) πi, (b4) 0 (pro (b4) pou¾ijte Cau
hyovu vìtu pøímo, pro ostatní pøípady rozlo¾te

na par
iální zlomky, pøípady (b1) a (b3) poèítejte analogi
ky jako v a), pro pøípad (b2) naví
 lze pou¾ít, ¾e funk
e

1

z2

má primitivní funk
i); 
): (
1) 2πi, (
2) 0, (
3) −2πi (rozlo¾te na par
iální zlomky, naví
 pou¾ijte fakt (doka¾te si ho

z Cau
hyovy vìty), ¾e pokud |b− a| < r, tj. b ∈ U(a, r), pak integrál z

1

z−b podél kladnì orientované kru¾ni
e o støedu

a a polomìru r je roven integrálu z

1

z−b pøes kladnì orientovanou kru¾ni
i o støedu b, pøièem¾ poslední integrál lze

snadno spoèítat z de�ni
e a nezávisí na polomìru kru¾ni
e); d) pro r < 1

2

vyjde 0 (z Cau
hyovy vìty), pro r = 1

2

nemá

smysl, pro r > 1

2

vyjde

1

2

πi (pou¾ijte fakt zmínìný v 
) k dùkazu, ¾e pro r > 1

2

je výsledek stejný jako pro r = 1). 6.

a)2πi · sin(2i)
2i = −iπsinh 2 (rozlo¾te

1

z2+1

na par
iální zlomky a rozdìlte na dva integrály); b) πi(e− 1

e ) (rozlo¾te
1

z2−1

na par
iální zlomky a rozdìlte na dva integrály); 
) πi(e − 1

e ) (rozlo¾te

1

z2−1

na par
iální zlomky a rozdìlte na dva

integrály); d)

πi
e (pou¾ijte Cau
hyùv vzore
 pro druhou deriva
i); e) 2πi (roz¹iøte z a pou¾ijte fakt, ¾e funk
e

z
ez−1

je

po dode�nování holomorfní v bodì 1); f) − 2πi
(b−a)n (pou¾ijte Cau
hyùv vzore
 pro vy¹¹í deriva
e). 7. a)

√
π

2

√
2

(oba),

b)

π
2

, 
) �(s) sin πs
2

, �(s) 
os πs
2

. 8. a)

π2

6

pro a = 0,

π
2a

√
2

· sinhπa
√
2−sinπa

√
2


oshπa
√
2−
osπa

√
2

jinak; b)

π2 
os πa
sin

2 πa
, 
)

π2

sin

2 πa
, d)

π2

6

, e)

−π2

12

, f)

2π
3

tgh

π
√
3

2

, g)

1

2a2 (1 +
πa

sinπa ), h) −π 
otgπc, i) − π
sinπc . 9. a)

π
2

, b)

π
2

, 
)

√

π
a exp(− b2

4a ), d)
π/p

sin(π/p) , e) π,

f) π(b − a), g) π
8

.



III. Izolované singularity, rezidua, reziduová vìta

1. Urèete násobnost koøenù funk
í:

(a) z2 − z5, v¹e
hny koøeny, (b) (1−m
1/2(z))

3

, koøen 1, (
) ez
2 − 1, v¹e
hny koøeny,

(d) 1− 
os z, v¹e
hny koøeny, (e) esin z − etg z
, koøen 0.

2. Najdìte a klasi�kujte izolované singularity funk
í (vèetnì 
hování v ∞):

a)

z2−1

z−1

, b)

sin z
z

, 
)

log(1+z)
z

, d)

1

ez−1

− 1

sin z
, e)

z
ez+1

, f) tg πz, g)

1−
os z
sin

2 z
,

h) z(e1/z − 1), i) 
os e1/z, j) 
otg z − 1

z
, k) sin

π
z2
.

3. Najdìte izolované singularity následují
í
h funk
í a spoètìte pøíslu¹ná rezidua:

a) 
otg z, b) sin

1

1−z , 
)

1

sin

1

z

, d)

1

z3−z5 , e)

z2

(z2+1)

2

, f)

z2n

(1+z)n , n ∈ N, g)

z2+z−1

z2(z−1)

,

h)

sin 2z
(z+1)

3

, i)

ez

z2(z2+9)

, j) 
otg

2 z, k) sin

z
z+1

.

4. Spoètìte køivkové integrály z pøíkladù II/5,6 pomo
í reziduové vìty.

5. Spoètìte integrály:

a)

∫

2π

0

dx
a+
os x

(a ∈ R, |a| > 1), b)

∫

2π

0

dx
(a+b 
os x)2

(a > b > 0), 
)

∫

2π

0

dx
a+b sin2 x

(a, b > 0),

d)

∫ π

0


osnx
1−2a 
osx+a2 (a ∈ R, a 6= ±1, n ∈ N), e)

∫ π

0

tg(x+ ia) dx (a ∈ R, a 6= 0),

f)

∫

2π

0


otg(x+ a) dx (a ∈ C \ R), g)

∫ π

0


os

4 x
1+sin

2 x
dx,

[Návod: Vyjádøete sinx a 
osx pomo
í exponen
iály a podle de�ni
e køivkového integrálu pøeveï-

te na integrál pøes kladnì orientovanou jednotkovou kru¾ni
i. Ten spoètìte dle reziduové vìty. Je-li

integraèní interval krat¹í, pou¾ijte vhodné symetrie integrované funk
e.℄

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V

�

ysledky a n

�

avody. 1. a) 0 n�asobnosti 2; 1, −1

2

+ i
√
3

2

a −1

2

− i
√
3

2

n�asobnosti 1; b) 3; 
) 0

násobnosti 2, ostatní

√
kπ(±1 ± i) (v¹e
hny ètyøi kombina
e znamének), k ∈ N, násobnosti 1; d)

2kπ, k ∈ Z, v¹e
hny násobnosti 2; e) 3. 2. a) Holomorfní na C\{1}, v 1 odstranitelná singularita,

v ∞ pól násobnosti 1; b) holomorfní na C \ {0}, v 0 odstranitelná singularita, v ∞ podstatná

singularita (uva¾te 
hování na reálné a imaginární ose); 
) holomorfní na C \ ((−∞,−1℄ ∪ {0}),
v 0 odstranitelná singularita, jiné izolované singularity nemá; d) holomorfní na C \ ({2kπi : k ∈
Z}∪{kπ : k ∈ Z}, v bodì 0 odstranitelná singularita, v ostatní
h uvedený
h bode
h pól násobnosti

1, v ∞ není izolovaná singularita; e) holomorfní na C \ {(2k + 1)πi : k ∈ Z}, v uvedený
h bode
h

pól násobnosti 1, v ∞ není izolovaná singularita; f) holomorfní na C\{k+ 1

2

: k ∈ Z}, v uvedený
h

bode
h pól násobnosti 1, v ∞ není izolovaná singularita; g) holomorfní na C \ {kπi : k ∈ Z},
v uvedený
h bode
h odstranitelná singularita, po dode�nování je v ∞ podstatná singularita; h)

holomorfní na C \ {0}, v 0 podstatná singularita, v ∞ odstranitelná singularita; i) holomorfní na

C\{0}, v 0 podstatná singularita, v ∞ odstranitelná singularita; j) holomorfní na C\{kπi : k ∈ Z},
v 0 odstranitelná singularita, v ostatní
h uvedený
h bode
h pól násobnosti 1, v ∞ není izolovaná

singularita; k) holomorfní na C \ {0}, v 0 podstatná singularita, v ∞ odstranitelná singularita.

3. a) kπ, k ∈ Z { reziduum v ka¾dém z bodù je 1; b) 1, reziduum −1; 
)

1

kπ , k ∈ Z, rezidua
(−1)

k+1

k2π2 ;

d) 0, reziduum 1, 1, reziduum −1

2

, −1, reziduum −1

2

; e) i, reziduum − i
4

, −i, reziduum i
4

; f) −1,

reziduum (−1)

n+1

(

2n
n−1

)

; g) 0, reziduum 0, 1, reziduum 1; h) −1, reziduum 2 sin 2; i) 0, reziduum

1

9

, 3i, reziduum ie3i

54

, −3i, reziduum − ie−3i

54

; j)

1

kπ , k ∈ Z, rezidua 0; k) −1, reziduum − 
os 1. 4.

Výsledky jsou samozøejmì stejné jako v sadì II. V pøíkladu 5 je tøeba spoèítat pøíslu¹ná rezidua

a rozhodnout, které póly jsou uvnitø pøíslu¹né kru¾ni
e. Podobnì v pøíkladu 6. Kromì pøíkladù

6(d,f) je postup s vyu¾itím reziduové vìty jednodu¹¹í. 5. a)

2π sgn a√
a2−1

, b)

2πa
(

√
a2−b2)3

, 
)

π√
a(a+b)

,

d)

π
|a2−1| · (min{|a|, 1

|a|})n, e) πi sgn a, f) −2πi sgn Im a, g) 2π(
√
2− 5

4

).



IV. Aplika
e reziduové vìty

1. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

dx
(x2+1)

n (n ∈ N), b)

∫∞

0

x2+1

x4+1

dx, 
)

∫∞

0

dx
(x2+a2)(x2+b2) (a, b > 0),

d)

∫∞

0

x2

(x2+a2)3 dx (a > 0), e)

∫∞

−∞
x

(x2+4x+13)

2

dx, f)

∫∞

−∞
xn

1+x2n dx (n ∈ N, n > 1),

g)

∫∞

−∞
x2−x+2

x4+10x2+9

dx.

[Návod: Nejprve pøeveïte na integrál od −∞ do ∞ pomo
í symetrie. Pak integrujte pøes [−R,R℄∔ϕR, kde ϕR(t) =
Reit, t ∈ [0, π℄, pou¾ijte reziduovou vìtu a to, ¾e integrál pøes ϕR má limitu 0 pro R→ ∞.℄

2. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0


os x
x2+a2 dx (a > 0), b)

∫∞

0


os x
(x2+a2)2 dx (a > 0), 
)

∫∞

0

x2−b2

x2+b2
sin ax

x dx (a, b > 0),

d)

∫∞

0

sinπx
x3−x , e)

∫∞

−∞
sinπx
x2+x , f)

∫∞

−∞
x−8

4x2−1


osπxdx.

[Návod: Nejprve pøeveïte na integrál od −∞ do ∞ pomo
í symetrie. Pro pøípad e): Integrujte funk
i

eiπz

z2+z podél

køivky [−R,−1− r℄ ∔ φr ∔ [−1 + r,−r℄ ∔ ψr ∔ [r, R℄ ∔ ηR, kde R > 1 a r ∈ (0, 1
2

), φr(t) = −1 + re−it
, t ∈ [−π, 0℄,

ψr(t) = re−it
, t ∈ [−π, 0℄, ηR(t) = Reit, t ∈ [0, π℄. Zkoumejte limitu pro R → ∞ a r → 0+. Uka¾te, ¾e integrál pøes

ηR má pro R → ∞ limitu 0 (Jordanovo lemma) a spoètìte limitu integrálù pøes φr a ψr pomo
í reziduí v 0 a v −1.

Na závìr uva¾te imaginární èást. V ostatní
h pøípade
h postupujte analogi
ky.℄

3. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

xa

x2+1

dx (a ∈ (−1, 1)), b)

∫∞

0

xa

(x2+1)

2

dx (a ∈ (−1, 3)), 
)

∫∞

0

dx
xa

(x+b) (a ∈ (0, 1), b > 0), d)

∫∞

0

xa

(x+b)(x+2b) ,

(|a| < 1, b > 0).

[Návod pro a /∈ Z: Proveïte substitu
i x = ey, výslednou funk
i integrujte pøes obvod obdélníka o vr
hole
h −R, R,
R+ 2πi, −R+ 2πi a uva¾te limitu pro R → ∞.℄

4. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

lnx
(1+x)3 dx, b)

∫∞

0

lnx
1+x2 dx, 
)

∫∞

0

lnx
(1+x2)2 , d)

∫∞

0

ln

k x
1+x2 dx (k ∈ N).

[Návod: Pro 0 < r < R a α ∈ (0, π
2

) uva¾me køivku (

·−φr,α) ∔ [reiα, Reiα℄∔ φR,α ∔ [Re−iα, re−iα
℄, kde φr,α = reit,

t ∈ [α, 2π − α℄. Dále ne
h» A(z) ∈ Arg(z) ∩ [0, 2π) a L(z) = ln |z|+ iA(z) pro z 6= 0. Pro pøíklad d) integrujte funk
i

Lk
(z)

1+z2 pøes uvedenou køivku. Proveïte limitní pøe
hod pro α→ 0+ a pak pro r → 0+ a R → ∞ a odvoïte rekurentní

vztah pro uvedený integrál v závislosti na k. Pro ostatní pøípady integrujte analogi
kou funk
i, v ní¾ bude L2

(z).℄
5. Najdìte souèty øad:

a)

∞
∑

n=1

n2

n4+a4 , a ∈ C; b)

∞
∑

n=−∞

(−1)

n

(a+n)2 , a ∈ C \ Z; 
)
∞
∑

n=−∞

1

(a+n)2 , a ∈ C \ Z;

d)

∞
∑

n=1

1

n2 ; e)

∞
∑

n=1

(−1)

n

n2 ; f)

∞
∑

n=−∞

1

n2+n+1

; g)

∞
∑

n=0

(−1)

n

n2+a2 , a ∈ C, ia /∈ Z;

h) limn→∞
∑n

k=−n
1

k−c , c ∈ C \ Z; i) limn→∞
∑n

k=−n
(−1)

k

k−c , c ∈ C \ Z.

[Návod: Pro pøípad 
) uva¾te funk
i f(z) =

π 
otg πz
(a+z)2 , aplikujte reziduovou vìtu na integrál z f podél kru¾ni
e o

støedu 0 a polomìru n+

1

2

a uva¾te limitu pro n→ ∞. Pou¾ijte fakt, ¾e funk
e 
otgπz je na tì
hto kru¾ni
í
h stejnì

omezená. Pro pøípad b) postupujte analogi
ky, jen místo π 
otgπz pou¾ijte funk
i

π
sinπz .℄

6. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

sin

2 x
x2 dx. [Návod: Integrujte funk
i

1−e2iz

z2 podél køivky [r, R℄ ∔ ϕR ∔ [−R,−r℄ ∔ (

·−ϕr), kde ϕr(t) = reit,
t ∈ [0, π℄.)

b)

∫∞

0

1−
osx
x2 dx. (Návod: Podél køivky z a) integrujte funk
i

1−eiz

z2 .)


)

∫∞

−∞
e−ax2


os bxdx (a, b > 0). (Návod: Integrujte funk
i e−az2
podél obvodu obdélníka s vr
holy −R, R, R+ i b

2a ,

−R+ i b
2a . Pou¾ijte znalost

∫∞

−∞ e−ax2
dx.)

d)

∫∞

0

1

1+xp dx (p > 1). (Návod: Je-li p ∈ N, integrujte funk
i

1

1+zp podél køivky [0, R℄∔ϕR∔ [R exp(

2πi
p ), 0℄, kde ϕR

je pøíslu¹ný oblouk kru¾ni
e o støedu 0. V obe
ném pøípadì je tøeba integrovat funk
i

1

1+exp(pL(z)) , kde L(z) ∈ Log(z)

je takové, ¾e ImL(z) ∈ [−ε, 2π − ε), kde ε > 0 je dost malé (ε < 2π(1− 1

p )), a kolem bodu 0 je tøeba pøidat oblouk

kru¾ni
e jako v pøíkladu VIII/5.)

e)

∫∞

0

x
x4+1

dx. (Návod: Integrujte funk
i

z
z4+1

pøes køivku jako v pøípadì d) pro p = 4.)

f)

∫∞

0


os 2ax−
os 2bx
x2 dx (a, b ∈ R). (Návod: Integrujte funk
i

e2iaz−e2ibz

z2 pøes køivku z a).)

g)

∫∞

0

sin

3 x
x3 dx. (Návod: Integrujte funk
i

3eiz−e3iz

z3 pøes køivku z a).)
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V

�

ysledky a n

�

avody. 1. a)

π
2

2n−1

·
(

2n−2

n−1

)

, b)

π√
2

, 
)

π
2ab(a+b) , d)

π
16a3 , e) − π

27

, f) 0 pro n li
hé,

2π
n

sin

π
2n

sin

π
n

pro n

sudé, g)

5

12

π. 2. a)

πe−a

2a , b)

πe−a

4a3 (a + 1), 
)

π
2

(2

−ab − 1), d) −π, e) 2π, f) 4π. 3. a)

π
2

pro a = 0, π
sin

πa
2

sinπa pro

a 6= 0, b) 2 pro a = 1, −π
4

· a−1


os

πa
2

pro a 6= 1, 
)

π
ba sinπa , d) (2

a − 1)

π sin ln 2

4 
osh

π
2

pro a 6= 0, − ln 2

b pro a = 0. 4. a) − 1

2

, b)

0, 
) − 1

4

π, d) I
2k+1

= 0, I
0

=

π
2

, I
2k = − 1

2k+1

((−1)

k+1

π2k+1

2

2k+2 (3
2k+1 − 1) +

∑k−1

j=0

(−1)

k−j
(

2k+1

2j

)

(2π)2k−2jI
2j). 5. a)

π2

6

pro a = 0,

π
2a

√
2

· sinhπa
√
2−sinπa

√
2


oshπa
√
2−
osπa

√
2

jinak; b)

π2 
osπa
sin

2 πa
, 
)

π2

sin

2 πa
, d)

π2

6

, e) −π2

12

, f)

2π
3

tgh

π
√
3

2

, g)

1

2a2 (1+
πa

sinπa ), h)

−π 
otg πc, i) − π
sinπc . 6. a)

π
2

, b)

π
2

, 
)

√

π
a exp(− b2

4a ), d)
π/p

sin(π/p) , e) π, f) π(b − a), g) π
8

.



V. Laurentovy øady a rezidua

1. Najdìte Laurentovy rozvoje funk
í v maximální
h mezikru¾í
h o uvedený
h støede
h:

a)

1

z−z3 , 0 a 1; b) e1/z, 0; 
) sin

1

z , 0; d) ez−1/z
, 0; e)


os z
z+π , 0 a π; f)

sin z
z , π;

g)

exp z
z , 1; h)

sin z
z−1

, 0; i) sin(z +

1

z ), 0; j) 
os(z − 1

z ), 0.

2. Spoètìte rezidua funk
í z pøíkladu 1 v uvedený
h bode
h.

3. Spoètìte integrály: a)

∫

2π

0

esin x
dx, b)

∫

2π

0


os(x− sinx) dx, 
)

∫

2π

0

e
os x 
os(3x− sinx) dx.

[Návod: Postupujte jako v pøíkladu III/5. Souèástí øe¹ení je výpoèet rezidua v bodì podstatné

singularity.℄

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V

�

ysledky a n

�

avody. 1. a) v P (0, 1): 1

z
+

∑∞
n=0

z2n+1

, v P (0, 1,+∞): −

∑∞
n=1

1

z2n+1
, v P (1, 1):

−
1

2

·
1

z−1

+

∑∞
n=0

(−1)

n+1

(1+

1

2

n+2 )(z−1)

n
, v P (1, 1, 2):

∑∞
n=2

(−1)

n+1

(z−1)

n +

1

2

·
1

z−1

+

∑∞
n=0

(−1)

n

2

n+1 (z−

1)

n
, v P (1, 2,+∞):

∑∞
n=2

(−1)

n+1
(1+2

n−2

)

(z−1)

n ; b)

∑∞
n=0

1

n!·zn v P (0,+∞); 
)

∑∞
n=0

(−1)

n

(2n+1)!·z2n+1 v

P (0,+∞); d)

∑∞
n=−∞

(

∑∞
k=max{0,−n}

(−1)

k

k!(n+k)!

)

zn v P (0,+∞); e) V U(0, π):

∑∞
n=0

(

∑

[

n
2

℄

k=0

(−1)

n−k

(2k)!·πn−2k+1

)

zn, v P (0, π,+∞):

∑∞
n=−∞

(

∑∞
k=max{0,⌈n+1

2

⌉}
(−1)

k−n−1π2k−n−1

(2k)!

)

zn,

v P (π,∞):

∑∞
n=0

(−1)

n+1

(z−π)2n−1

(2n)! . f)

∑∞
m=1

(

∑

[

m−1

2

℄

n=0

(−1)

m−n

πm−2n
(2n+1)!

)

(z−π)k na C (v 0 je odstra-

nitelná singularita); g) V U(1, 1):
∑∞

k=0

(

e ·
∑k

j=0

(−1)

k−j

j!

)

(z − 1)

k
, v P (1, 1,∞):

∑∞
k=−∞

(

e ·
∑∞

j=max{0,k+1}
(−1)

k−j+1

j!

)

(z − 1)

k
; h) V U(0, 1):

∑∞
k=1

(

∑

[

k−1

2

℄

n=0

(−1)

n+1

(2n+1)!

)

zk;

v P (0, 1,∞):

∑∞
k=−∞

(

∑∞
n=max{0,⌈ k

2

⌉}
(−1)

n

(2n+1)!

)

zk. i) v P (0,∞):

∑∞
n=−∞(−1)

n
(

∑∞
m=max{0,−n}

1

(2m+2n+1)!(2m)!

−

∑∞
m=max{0,−n−1}

1

(2m+2n+2)!(2m+1)!

)

z2n+1

;

j) v P (0,∞):

∑∞
n=−∞(−1)

n
(

∑∞
m=max{0,−n}

(

1

(2m+2n)!(2m)!

+

1

(2m+2n+1)!(2m+1)!

))

z2n. 2. Rezi-

duum urèíme jako pøíslu¹ný koe�
ient ve spoèteném Laurentovì rozvoji. Tedy: a) 1 v bodì 0,

−
1

2

v bodì 1; b) 1; 
) 1; d)

∑∞
k=1

(−1)

k

k!(k−1)!

; e) 0 v bodì 0, −1 v bodì π; f) 0; g) 0; h) 0; i)

−

∑∞
m=1

1

(2m−1)!(2m)!

+

∑∞
m=0

1

(2m)!(2m+1)!

= 0; j) 0.

3. a) 2π
∑∞

n=0

1

4

n
(n!)2

, b) 2π
∑∞

n=0

4(2n+1)(2n+2)−1

2

4n+3
(2n+1)!(2n+2)!

, 
)

π
3

.


