
Výpočet determinantu

Metody výpočtu

• Pro matice řádu 1 je výpočet triviálńı z definice.

• Pro matice řádu 2 máme snadný vzoreček det

(
a b
c d

)
= ad− bc.

• Pro matice řádu 3 máme Sarusovo pravidlo.

• Pro matice obecného řádu lze použ́ıt následuj́ıćı metody:

– Definice determinantu: V principu lze determinant poč́ıtat opako-
vaným použit́ım definice. Většinou to neńı vhodná metoda, protože
je zdlouhavá a početně náročná: Např́ıklad, poč́ıtáme-li determi-
nant matice 6 × 6, aplikaćı definice úlohu převedeme na poč́ıtáńı
determinant̊u 6 matic řádu 5 (a daľśı aritmetické operace), daľśı
aplikaćı definice dostaneme 6 · 5 = 30 matic řádu 4, daľśı aplikaćı
pak 30 · 4 = 120 matic řádu 3. Pokud na ně použijeme Saru-
sovo pravidlo, determinant každé z nich se spočte pomoćı součt̊u
a rozd́ıl̊u jistých 6 součin̊u. Dohromady dostaneme 120 · 6 = 720
součin̊u. Je zřejmé, že toto neńı efektivńı metoda výpočtu.

– Řádkové úpravy: Můžeme aplikovat Větu VI.10. Pomoćı řádkových
úprav můžeme matici zjednodušit a v́ıme, jak tyto úpravy měńı
determinant.

– Sloupcové úpravy: Můžeme aplikovat sloupcovou variantu Věty
VI.10, matici zjednodušit pomoćı sloupcových úprav, přitom v́ıme,
jak tyto úpravy měńı determinant.

– Determinant trojúhelńıkové matice: Pokud je matice horńı či dolńı
trojúhelńıková, podle Věty VI.8 je determinant roven součinu prvk̊u
na diagonále. Toto lze kombinovat s řádkovými (či sloupcovými)
úpravami – matici lze řádkovými úpravami převést na schodovi-
tou; ta je horńı trojúhelńıková.

– Rozvoj determinantu podle řádku či sloupce. Občas je vhodné
použ́ıt Větu VI.14, zejména v př́ıpadě, že v některém řádku či
sloupci je velmi málo (např́ıklad jen jeden) nenulových prvk̊u.
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– Věta VI.11: Pokud vid́ıme, že matice neńı regulárńı (např́ıklad má
nulový řádek nebo nulový sloupec, nebo má dva stejné řádky či
dva stejné sloupce atp.), je determinant roven 0.

Řešeńı př́ıkladu 16 ze supersemináře

Prvńı matice

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
2 1 1 2 3
3 5 4 1 2
2 2 2 3 7
8 8 8 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
2 1 1 2 3
3 5 4 1 2
2 2 2 3 7
4 4 4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −1 0 1
0 2 1 −2 −1
0 0 0 1 5
0 0 0 −4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −1 0 1
0 0 −1 −2 1
0 0 0 1 5
0 0 0 0 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · 1 · (−1) · (−1) · 1 · 17 = 34.

Komentář k výpočtu:

• V prvńım kroku jsme z posledńıho řádku vytknuli č́ıslo 2. Tedy: Po-
sledńı řádek jsme vynásobili č́ıslem 1

2
. T́ım se nám hodnota deter-

minantu také vynásobila 1
2
, tedy p̊uvodńı determinant je 2-násobek

nového. Můžeme si to představit jako vytýkáńı.

• Ve druhém kroku jsme provedli postupně čtyři úpravy třet́ıho druhu
– k druhému řádku jsme přičetli (−2)-násobek prvńıho, ke třet́ımu
řádku jsme přičetli (−3)-násobek prvńıho, ke čtvrtému řádku jsme
přičetli (−2)-násobek prvńıho, k pátému řádku jsme přičetli (−4)-
násobek prvńıho.

Při těchto úpravách se hodnota determinantu neměńı. Děláme je po-
stupně, ale můžeme to zapsat najednou, protože postupně měńıme
pouze druhý, třet́ı, čtvrtý a pátý řádek a prvńı řádek se neměńı.

• Ve třet́ım kroku jsme ke třet́ımu řádku přičetli dvojnásobek druhého.
T́ım se hodnota determinantu nezměnila.

• Nakonec jsme použili Větu VI.8 o determinantu trojúhelńıkové matice.
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Druhá matice

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 3 1 7
1 4 4 −6 1
2 1 −1 1 1
1 −2 −1 1 −6
9 1 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 3 1 7
0 7 7 −5 8
0 7 5 3 15
0 1 2 2 1
9 1 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 3 1 7
0 7 7 −5 8
0 7 5 3 15
0 1 2 2 1
9 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 9 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 3 1 7
0 7 7 −5 8
0 7 5 3 15
0 1 2 2 1
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 9 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 3 1 7
0 7 7 −5 8
0 7 5 3 15
0 1 2 2 1
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 9 · (−1)5+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 1 7
7 7 −5 8
7 5 3 15
1 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 9 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −3 −5 4
0 2 −8 −7
7 5 3 15
1 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 9 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −3 −5 4
0 2 −8 −7
0 −9 −11 8
1 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 9 · (−1)4+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
−3 −5 4
2 −8 −7
−9 −11 8

∣∣∣∣∣∣
= −9 ·

∣∣∣∣∣∣
−3 −5 4
2 −8 −7
0 4 −4

∣∣∣∣∣∣ = −9 · 4 ·

∣∣∣∣∣∣
−3 −5 4
2 −8 −7
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= −36 · ((−3) · (−8) · (−1) + 2 · 1 · 4 + 0 · (−5) · (−7) − 4 · (−8) · 0

−(−5) · 2 · (−1) − (−3) · (−7) · 1) = −36 · (−24 + 8 − 10 − 21)

= −36 · (−47) = 1692.

3



Komentář k výpočtu:

• V prvńım kroku jsme provedli postupně tři úpravy třet́ıho druhu – k
druhému řádku jsme přičetli 1-násobek prvńıho, ke třet́ımu řádku jsme
přičetli 2-násobek prvńıho, ke čtvrtému řádku jsme přičetli 1-násobek
prvńıho. T́ım se hodnota determinantu nezměnila.

Nab́ızelo se ještě k pátému řádku přič́ıst 9-násobek prvńıho. Ale všimli
jsme si velké shody čtvrtého a pátého řádku v nové matici, a tak jsme
zvolili postup, který je (možná) početně jednodušš́ı.

• Ve druhém kroku jsme od pátého řádku odečetli čtvrtý řádek. T́ım se
hodnota determinantu nezměnila.

• Ve třet́ım kroku jsme z pátého řádku vytkli 9.

• Ve čtvrtém kroku jsme k prvńımu řádku přičetli pátý řádek. T́ım se
hodnota determinantu nezměnila.

• V pátém kroku jsme použili definici determinantu, neboli rozvoj podle
prvńıho sloupce. Protože v prvńım sloupci je jen jeden nenulový prvek,
z̊ustal jenom jeden ze sč́ıtanc̊u.

• V šestém kroku jsme od prvńıho řádku odečetli trojnásobek čtvrtého a
od druhého řádku jsme odečetli třet́ı řádek. T́ım se hodnota determi-
nantu nezměnila.

• V sedmém kroku jsme od třet́ıho řádku odečetli sedminásobek čtvrtého.

• V osmém kroku jsme použili definici determinantu, neboli rozvoj podle
prvńıho sloupce. Protože v prvńım sloupci je jen jeden nenulový prvek,
z̊ustal jenom jeden ze sč́ıtanc̊u.

• V devátém kroku jsme od třet́ıho řádku odečetli trojnásobek prvńıho.

• V desátém kroku jsme z třet́ıho řádku vytknuli 4.

• Nakonec jsme použili Sarusovo pravidlo.

• Poznámky:

– Sarusovo pravidlo šlo použ́ıt již po osmém kroku. Ale museli bychom
v́ıce poč́ıtat.
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– Po druhém kroku jsme mohli použ́ıt rozvoj podle posledńıho řádku.
T́ım bychom se rovnou dostali na výsledek kroku pátého.

Třet́ı matice – postup č.1 s použit́ım sloupcových úprav

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
10 9 8 7 6
11 2 1 6 7
12 3 4 5 8
12 12 11 10 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 4 1
10 −1 1 7 −1
11 −9 −5 6 1
12 −9 −1 5 3
12 0 1 10 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 0 1
11 0 0 11 −1
10 −10 −4 2 1
9 −12 2 −7 3
13 1 0 14 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+5 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
11 0 0 11
10 −10 −4 2
9 −12 2 −7
13 1 0 14

∣∣∣∣∣∣∣∣

= 11 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
10 −10 −2 2
9 −12 1 −7
13 1 0 14

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 22 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 1
8 −10 −2 2
16 −12 1 −7
−1 1 0 14

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 22 · (−1)1+4 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
8 −10 −2
16 −12 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −22 ·

∣∣∣∣∣∣
8 −2 −2
16 4 1
−1 0 0

∣∣∣∣∣∣
= −22 · (−1)3+1 · (−1) ·

∣∣∣∣ −2 −2
4 1

∣∣∣∣ = 22 · ((−2) · 1 − (−2) · 4) = 22 · 6 = 132.

Komentář k výpočtu:

• V prvńım kroku jsme od druhého sloupce odečetli prvńı, od třet́ıho
sloupce odečetli čtvrtý a od pátého sloupce odečetli čtvrtý. T́ım se
hodnota determinantu nezměnila.

• Ve druhém kroku jsme od prvńıho sloupce odečetli pátý, od druhého
sloupce též odečetli pátý, k třet́ımu sloupci přičetli pátý a od čtvrtého
sloupce odečetli čtyřnásobek pátého. T́ım se hodnota determinantu
nezměnila.
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• Ve třet́ım kroku jsme použili rozvoj podle prvńıho řádku.

• Ve čtvrtém kroku jsme z prvńıho řádku vytknuli 11 a z třet́ıho sloupce
vytknuli 2.

• V pátém kroku jsme od prvńıho sloupce odečetli pátý. T́ım se hodnota
determinantu nezměnila.

• V šestém kroku jsme použili rozvoj podle prvńıho řádku.

• V sedmém kroku jsme ke druhému sloupci přičetli prvńı. T́ım se hod-
nota determinantu nezměnila.

• V osmém kroku jsme použili rozvoj podle třet́ıho řádku.

• Nakonec jsme použili vzorec pro determinant matice druhého řádu.

• Poznámka: Po šestém kroku jsme mohli použ́ıt Sarusovo pravidlo.

6



Jiný postup pro tentýž determinant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
10 9 8 7 6
11 2 1 6 7
12 3 4 5 8
12 12 11 10 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
11 11 11 11 11
10 9 8 7 6
11 2 1 6 7
12 3 4 5 8
12 12 11 10 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
10 9 8 7 6
11 2 1 6 7
12 3 4 5 8
12 12 11 10 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −2 −3 −4
0 −9 −10 −5 −4
0 −9 −8 −7 −4
0 0 −1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −2 −3 −4
0 −9 −10 −5 −4
0 0 2 −2 0
0 0 −1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −2 −3 −4
0 0 8 22 32
0 0 2 −2 0
0 0 −1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 11 · 2 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −2 −3 −4
0 0 4 11 16
0 0 1 −1 0
0 0 −1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 44 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −2 −3 −4
0 0 0 15 16
0 0 1 −1 0
0 0 0 −3 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 44 · (−3) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 −1 −2 −3 −4
0 0 0 15 16
0 0 1 −1 0
0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −132 · (−1)1+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 −3 −4
0 0 15 16
0 1 −1 0
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −132 · (−1)1+1 · (−1) ·

∣∣∣∣∣∣
0 15 16
1 −1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 132 · (0 · (−1) · 1 + 1 · 1 · 16 + 0 · 15 · 0 − 16 · (−1) · 0 − 0 · 1 · 0 − 1 · 15 · 1)

= 132 · (16 − 15) = 132.
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Komentář k tomuto výpočtu:

• V prvńım kroku jsme k prvńımu řádku přičetli druhý. T́ım se hodnota
determinantu nezměnila.

• Ve druhém kroku jsme z prvńıho řádku vytknuli 11.

• Ve třet́ım kroku jsme od druhého řádku odečetli 10-násobek prvńıho, od
třet́ıho řádku odečetli 11-násobek prvńıho, od čtvrtého řádku odečetli
12-násobek prvńıho a od pátého řádku odečetli 12-násobek prvńıho.
T́ım se hodnota determinantu nezměnila.

• Ve čtvrtém kroku jsme od čtvrtého řádku odečetli třet́ı. T́ım se hodnota
determinantu nezměnila.

• V pátém kroku jsme od třet́ıho řádku odečetli 9-násobek druhého. T́ım
se hodnota determinantu nezměnila.

• V šestém kroku jsme ze třet́ıho a čtvrtého řádku vytknuli 2.

• V sedmém kroku jsme od třet́ıho řádku odečetli čtyřnásobek čvrtého
a k pátému řádku př́ıčetli čtvrtý řádek. T́ım se hodnota determinantu
nezměnila.

• V osmém kroku jsme z pátého řádku vytknuli −3.

• V devátém kroku jsme použili definici determinantu, neboli rozvoj
podle prvńıho sloupce. V desátém kroku jsme tak učinili ještě jednou.

• Nakonec jsme použili Sarusovo pravidlo.
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