
K odd́ılu VI.3 – determinanty

Definice, význam a některé vlastnosti determinantu:

• Determinant je předpis, který každé čtvercové matici přǐrad́ı jisté č́ıslo
(nazývané determinant matice).

Definuje se induktivně:

Čtvercová matice řádu 1 obsahuje jen jeden prvek, jej́ı determinant se
rovná tomuto prvku.

Pro čtvercové matice řádu n > 1 determinant definujeme vzorečkem, v
němž se vyskytuj́ı determinanty matic řádu n − 1. (Matice Aij, která
vznikne z A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce, je řádu o 1
menš́ı než A.)

• Determinant matice řádu 2. Mějme

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Pak

A11 =

(
��HHa11 ��HHa12

��HHa21 a22

)
= (a22) a A21 =

(
��HHa11 a12

��HHa21 ��HHa22

)
= (a12),

tedy

det

(
a11 a12
a21 a22

)
= (−1)1+1a11 · a22 + (−1)2+1a21 · a12 = a11a22 − a21a12.

• Determinant matice řádu 3. Máme

det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = (−1)1+1a11 det

��HHa11 ��HHa12 ��HHa13

��HHa21 a22 a23

��HHa31 a32 a33


+ (−1)2+1a21 det

��HHa11 a12 a13

��HHa21 ��HHa22 ��HHa23

��HHa31 a32 a33

+ (−1)3+1a31 det

��HHa11 a12 a13

��HHa21 a22 a23

��HHa31 ��HHa32 ��HHa33


= a11(a22a33 − a32a23)− a21(a12a33 − a32a13) + a31(a12a23 − a22a13).
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Pomůckou pro výpočet determinantu matice řádu 3 je Sarusovo pravi-
dlo:

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a23

+
+
+

−
−
−

K matici si přiṕı̌seme ještě dva řádky – zopakujeme prvńı a druhý
řádek. Sečteme součiny po červených diagonálách a odečteme součiny
po modrých diagonálách. Determinant je roven

a11a22a33 + a12a32a13 + a31a12a23−a13a22a31 − a23a32a11 − a33a12a21,

což je přesně výše odvozený vzorec.

• Pro výpočet determinantu matic řádu 4 či vyšš́ıho již obvykle ne-
použ́ıváme definici, protože výsledný vzorec je př́ılǐs složitý. Uvedeme
si jiné metody.

• Geometrický význam determinantu řádu 2: Absolutńı hodnota determi-

nantu matice

(
a b
c d

)
je rovna obsahu rovnoběžńıku, jehož dvě strany

jsou úsečka spojuj́ıćı [0, 0] a [a, b] a úsečka spojuj́ıćı [0, 0] a [c, d]. Ilu-
struje to následuj́ıćı obrázek:

[0, 0] ac

b

d

[a+ c, b+ d]

bc

bc

1
2
ab

1
2
ab

1
2
cd 1

2
cd
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Zmı́něný rovnoběžńık je vyznačen modře. Jeho obsah źıskáme tak, že od
obsahu velkého obdélńıku, který je roven (a+c)(b+d) odečteme obsahy
dvou menš́ıch obdélńık̊u a čtyř pravoúhlých trojúhelńık̊u (př́ıslušné ob-
sahy jsou vyznačeny v obrázku). Obsah rovnoběžńıku je tedy roven

(a+ c)(b+ d)− 2bc− ab− cd = ad− bc = det

(
a b
c d

)
.

Obsah je roven absolutńı hodnotě determinantu – kdybychom uvažovali

matici

(
c d
a b

)
, obrázek by vypadal stejně, obsah by vyšel stejně, ale

determinant by byl č́ıslo opačné.

Uvedený obrázek neńı d̊ukaz, že to vždy plat́ı, je to ilustrace pro jeden
př́ıpad. V závislosti na podobě matice může obrázek vypadat jinak.
Jiný př́ıpad ilustruje následuj́ıćı obrázek:

[0, 0] ac

b

d

[a, b+ d][c, b+ d]

1
2
ab

1
2
ab

− cd
2

− cd
2

Obsah rovnoběžńıka je

(a− c)(b+ d)− ab+ cd = ad− bc = det

(
a b
c d

)
.

Uvedené dva př́ıpady nejsou jediné možné, stále jde pouze o ilustraci.

• Geometrický význam determinantu řádu 3: Absolutńı hodnota determi-
natu matice řádu 3 je rovna objemu jistého rovnoběžnostěnu: Znázorńıme
řádky matice jako tři body v trojrozměrném prostoru R3. Každý z
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těchto bod̊u spoj́ıme úsečkou s počátkem a doplńıme na rovnoběžnostěn
(tři úsečky budou tři z jeho hran). Objem tohoto rovnoběžnostěnu je
roven absolutńı hodnotě determinantu.

• Geometrický význam determinantu řádu n: Absolutńı hodnota deter-
minantu je rovna n-rozměrnému objemu n-rozměrného rovnoběžnostěnu
vzniklého analogickým zp̊usobem.

• Aplikace pro degenerovaný př́ıpad: Determinant matice řádu 2 je nu-
lový, právě když př́ıslušný rovnoběžńık je degenerovaný, tedy je část́ı
př́ımky. To je právě v př́ıpadě, že jeden z řádk̊u je násobkem druhého,
tedy právě v př́ıpadě, že řádky jsou lineárně závislé, tj. hodnost matice
je menš́ı než 2.

Analogické tvrzeńı plat́ı pro matice obecného řádu. To je geometrická
interpretace Věty VI.11.

• Pokud má čtvercová matice A některý řádek či sloupec nulový, pak jej́ı
determinant je roven nule.

Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle řádu matice A. S ohledem na
to, že definice determinantu je induktivńı, budeme takto dokazovat
většinu tvrzeńı o determinantech. Tento prvńı př́ıpad je možné chápat
jako vzorový.

Tvrzeńı jsou to dvě – pro nulový řádek a pro nulový sloupec. Dokažme
nejprve tvrzeńı pro nulový řádek.

Krok 1, n = 1: Má-li matice řádu 1 nulový řádek, je jej́ı jediný prvek
nulový. Tedy determinant je podle definice roven nule.

Krok 2, n→ n+ 1: Předpokládejme, že n ≥ 1 a tvrzeńı plat́ı pro
matice řádu n. Mějme matici A řádu n+1, která má některý řádek
nulový. Označme j pořad́ı tohoto řádku, tj., necht’ j-tý řádek je
nulový. Pak dle definice plat́ı

detA =
n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1 detAi1.

Rozmysleme si, že každý ze sč́ıtanc̊u je nulový.

Pokud i 6= j, pak Ai1 je matice řádu n, která má nulový řádek.
(Vynechali jsme i-tý řádek a prvńı sloupec; ten j-tý nulový řádek
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jsme nevynechali.) Tedy dle indukčńıho předpokladu je detAi1 =
0.

Pokud i = j, pak ai1 = aj1 = 0.

V každém př́ıpadě je tedy ai1 detAi1 = 0, tedy i detA = 0.

Dále dokažme tvrzeńı pro nulový sloupec.

Krok 1, n = 1: Má-li matice řádu 1 nulový sloupec, je jej́ı jediný pr-
vek nulový. Tedy determinant je podle definice roven nule.

Krok 2, n→ n+ 1: Předpokládejme, že n ≥ 1 a tvrzeńı plat́ı pro
matice řádu n. Mějme matici A řádu n + 1, která má některý
sloupec nulový. Označme j pořad́ı tohoto sloupce, tj., necht’ j-tý
sloupec je nulový. Pak dle definice plat́ı

detA =
n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1 detAi1.

Pokud j = 1 (tj. prvńı sloupec je nulový), pak ai1 = 0 pro každé
i, tedy detA = 0.

Pokud j > 1, pak každá z matic Ai1 je matice řádu n, která má
nulový sloupec (a to (j−1)-tý). Tedy detAi1 = 0 podle indukčńıho
předpokladu. Proto i v tomto př́ıpadě detA = 0.

• Determinat matice řádu n lze uvažovat jako funkci n2 proměnných. Při
této interpretaci jde o spojitou funkci n2 proměnných. To se dokáže
opět indukćı podle řádu matice s využit́ım definice.

Horńı a dolńı trojúhelńıková matice: Definice byla uvedena již na začátku
odd́ılu VI.1.

K Větě VI.8:

• Důkaz se provede indukćı podle řádu matice.

• Pro n = 1 je tvrzeńı zřejmé.

• Důkaz indukčńıho kroku n → n + 1 pro horńı trojúhelńıkovou matici:
Předpokládejme, že n ≥ 1 a tvrzeńı plat́ı pro horńı trojúhelńıkové
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matice řádu n. Necht’ A je horńı trojúhelńıková matice řádu n + 1.
Podle definice determinantu je

detA =
n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1 detAi1 = a11 detA11,

protože ai1 = 0 pro i > 1 (v prvńım sloupci jsou všechny prvky kromě
prvńıho nulové).

Přitom A11 je horńı trojúhelńıková matice řádu n, která má na di-
agonále prvky a22, . . . , an+1,n+1. Podle indukčńıho předpokladu tedy
máme

detA11 = a22 · · · · · an+1,n+1.

Proto
detA = a11 detA11 = a11a22 · · · · · an+1,n+1,

což dokončuje d̊ukaz.

• Důkaz indukčńıho kroku n → n + 1 pro dolńı trojúhelńıkovou matici:
Předpokládejme, že n ≥ 1 a tvrzeńı plat́ı pro dolńı trojúhelńıkové ma-
tice řádu n. Necht’ A je dolńı trojúhelńıková matice řádu n + 1. Podle
definice determinantu je

detA =
n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1 detAi1.

Pro i > 1 má matice Ai1 prvńı řádek nulový, a tedy detAi1 = 0. Proto

detA = a11 detA11.

Přitom A11 je dolńı trojúhelńıková matice řádu n, která má na di-
agonále prvky a22, . . . , an+1,n+1. Podle indukčńıho předpokladu tedy
máme

detA11 = a22 · · · · · an+1,n+1.

Proto
detA = a11 detA11 = a11a22 · · · · · an+1,n+1,

což dokončuje d̊ukaz.
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K Lemmatu VI.9:

• Důkaz: Postupujeme indukćı podle n.

Krok 1, n = 1: Toto je zřejmé z definice.

Krok 2, n→ n+ 1: Předpokládejme, že n ≥ 1 a tvrzeńı plat́ı pro
matice řádu n. Mějme matice A, B a C řádu n+1 a i ∈ {1, . . . , n+
1} a předpokládejme, že matice A, B a C se shoduj́ı všude kromě
i-tého řádku a i-tý řádek matice C je roven součtu i-tého řádku
matice A a i-tého řádku matice B.

Podle definice plat́ı

detC =
n+1∑
j=1

(−1)j+1cj1 detCj1. ◦

Pod́ıvejme se na chováńı jednotlivých sč́ıtanc̊u na pravé straně.

Pro j = i plat́ı

ci1 = ai1 + bi1 a Ci1 = Ai1 = Bi1,

tedy

ci1 detCi1 = (ai1 + bi1) detCi1 = ai1 detCi1 + bi1 detCi1

= ai1 detAi1 + bi1 detBi1

(∗)

Pro j 6= i plat́ı cj1 = aj1 = bj1. Nav́ıc matice Aj1, Bj1 a Cj1 se
shoduj́ı všude kromě jednoho řádku (i-tého, pokud j > i, (i −
1)-tého, pokud j < i) a zbývaj́ıćı řádek matice Cj1 je součtem
př́ıslušných řádk̊u matic Aj1 a Bj1. Podle indukčńıho předpokladu
je tedy

detCj1 = detAj1 + detBj1.

Máme tedy

cj1 detCj1 = cj1(detAj1 + detBj1)

= cj1 detAj1 + cj1 detBj1

= aj1 detAj1 + bj1 detBj1

(∗∗).
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Dosad́ıme-li nyńı z (∗) a (∗∗) do (◦), dostaneme

detC =
n+1∑
j=1

(−1)j+1cj1 detCj1 =
n+1∑
j=1

(−1)j+1(aj1 detAj1 + bj1 detBj1)

=
n+1∑
j=1

(−1)j+1aj1 detAj1 +
n+1∑
j=1

(−1)j+1bj1 detBj1 = detA + detB.

T́ım je d̊ukaz dokončen.

• Význam tohoto lemmatu: My toto lemma použijeme v d̊ukazu následuj́ıćı
věty. Ale to neńı jediný význam. Je součást́ı jedné ze základńıch vlast-
nost́ı determinantu, tzv. multinearity. O něco podrobněji se o tom
zmı́ńıme v odd́ılu VI.5.

Důkaz Věty VI.10:

(ii) Nejsnazš́ı je d̊ukaz bodu (ii). Provedeme ho indukćı podle n.

Krok 1, n = 1: Tvrzeńı pro matice řádu 1 plyne triviálně z definice.

Krok 2, n→ n+ 1: Předpokládejme, že n ≥ 1 a tvrzeńı plat́ı pro
matice řádu n. Mějme matici A řádu n + 1, j ∈ {1, . . . , n + 1} a
λ ∈ R. Matice A′ necht’ vznikne z A vynásobeńım j-tého řádku
č́ıslem λ.

Podle definice máme

detA′ =
n+1∑
i=1

(−1)i+1a′i1 detA′i1.

Pod́ıvejme se na chováńı jednotlivých sč́ıtanc̊u na pravé straně.

Pro i = j máme

a′j1 = λaj1 a A′j1 = Aj1,

tedy
a′j1 detA′j1 = λaj1 detAj1.

Pro i 6= j plat́ı a′i1 = ai1 a matice A′i1 vznikne z Ai1 vynásobeńım
jednoho řádku č́ıslem λ (pro i > j je to j-tý řádek, pro i < j je to
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(j − 1)-tý řádek). Protože tyto matice maj́ı řád n, z indukčńıho
předpokladu dostaneme detA′i1 = λAi1. Tedy

a′i1 detA′i1 = λai1 detAi1.

Celkově dostáváme

detA′ =
n+1∑
i=1

(−1)i+1a′i1 detA′i1 =
n+1∑
i=1

(−1)i+1λai1 detAi1

= λ
n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1 detAi1 = λ detA.

T́ım je d̊ukaz dokončen.

(i) Pokračujeme s d̊ukazem bodu (i). I ten provedeme indukćı.

Krok 1, n = 1: Pro matice řádu 1 je trvrzené triviálńı, protože maj́ı
jenom jeden řádek a úpravu nelze provést.

Krok 2, n = 2: Matice řádu 2 maj́ı dva řádky, proto jediná možnost
je prohodit prvńı a druhý řádek. Pak tvrzeńı plyne z výpočtu:

det

(
a b
c d

)
= ad− bc a det

(
c d
a b

)
= bc− ad.

Krok 3, n→ n+ 1: Předpokládejme, že n ≥ 2 a tvrzeńı plat́ı pro
matice řádu n. Mějme matici A řádu n+ 1 a k, l ∈ {1, . . . , n+ 1},
k < l. Matice A′ necht’ vznikne z A prohozeńım k-tého a l-tého
řádku.

Podle definice máme

detA′ =
n+1∑
i=1

(−1)i+1a′i1 detA′i1.

Pod́ıvejme se na chováńı jednotlivých sč́ıtanc̊u na pravé straně.

Pokud i 6= k, l, pak a′i1 = ai1 a matice A′i1 vznikne z Ai1 proho-
zeńım dvou řádk̊u (pokud i > l, jde o k-tý a l-tý řádek; pokud
k < i < l, jde o k-tý a (l−1)-tý řádek; pokud i < k, jde o (k−1)-tý
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a (l − 1)-tý řádek). Protože tyto matice maj́ı řád n, z indukčńıho
předpokladu dostaneme detA′i1 = −Ai1. Tedy

a′i1 detA′i1 = −ai1 detAi1. (�)

Pokud i = k, pak a′k1 = al1. Nav́ıc matice A′k1 má stejné řádky
jako matice Al1, ale v jiném pořad́ı. Přitom matice A′k1 vznikne
z matice Al1 tak, že k-tý řádek vynecháme a pak ho vlož́ıme na
(l − 1)-té mı́sto (speciálně, pokud l = k + 1, pak A′k1 = Al1).
Této transformace můžeme doćılit aplikaćı několika úprav prvńıho
druhu:

Nejprve prohod́ıme k-tý řádek s (k + 1)-tým.

Pak (k + 1)-tý s (k + 2)-tým.

A tak dále, až (l − 2)-tý řádek prohod́ıme s (l − 1)-tým.

Tedy provedeme dohromady l−1−k úprav prvńıho druhu. Protože
jde o matice řádu n, podle indukčńıho předpokladu se při každé
z nich změńı znaménko determinantu. Dohromady tedy máme
detA′k1 = (−1)l−1−k detAl1 (pokud l = k+1, děláme l−1−k = 0
úprav, pak detA′k1 = detAl1) tedy

a′k1 detA′k1 = (−1)l−k−1al1 detAl1. (4)

Pokud i = l, pak a′l1 = ak1. Nav́ıc matice A′l1 má stejné řádky
jako matice Ak1, ale v jiném pořad́ı. Přitom matice A′l1 vznikne z
matice Ak1 tak, že (l−1)-tý řádek vynecháme a pak ho vlož́ıme na
k-té mı́sto (speciálně, pokud l = k+1, pak A′l1 = Ak1). Této trans-
formace můžeme doćılit aplikaćı několika úprav prvńıho druhu:

Nejprve prohod́ıme (l − 1)-tý řádek s (l − 2)-tým.

Pak (l − 2)-tý s (l − 3)-tým.

A tak dále, až (k + 1)-tý řádek prohod́ıme s k-tým.

Tedy provedeme dohromady l−1−k úprav prvńıho druhu. Protože
jde o matice řádu n, podle indukčńıho předpokladu se při každé
z nich změńı znaménko determinantu. Dohromady tedy máme
detA′l1 = (−1)l−1−k detAk1 (pokud l = k+1, děláme l−1−k = 0
úprav, pak detA′l1 = detAk1) tedy

a′l1 detA′k1 = (−1)l−k−1ak1 detAk1. (∇)
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Nyńı dosad́ıme z (�), (4) a (∇) do vzorce pro detA′ a dostaneme

detA′ =
n+1∑
i=1

(−1)i+1a′i1 detA′i1 = (−1)k+1a′k1 detA′k1 + (−1)l+1a′l1 detA′l1

+
n+1∑
i=1
i 6=k,l

(−1)i+1a′i1 detA′i1

= (−1)k+1(−1)l−1−kal1 detAl1 + (−1)l+1(−1)l−1−kak1 detAk1

+
n+1∑
i=1
i 6=k,l

(−1)i+1(−ai1 detAi1)

= (−1)lal1 detAl1 + (−1)lak1 detAk1 −
n+1∑
i=1
i 6=k,l

(−1)i+1ai1 detAi1

= −
n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1 detAi1 = − detA.

T́ım je d̊ukaz proveden.

(iii) Bod (iii) dokážeme pomoćı bod̊u (i) a (ii) a Lemmatu VI.9. Pro n = 1 je
trvrzeńı triviálńı, protože na matici řádu 1 úpravu třet́ıho druhu nelze
provést.

Předpokládejme tedy, že n ≥ 2, A je matice řádu n, λ ∈ R a k, l ∈
{1, . . . , n}, k 6= l. Matice A′ necht’ vznikne z matic A přičteńım λ-
násobku l-tého řádku ke k-tému řádku.

Definujme si dvě pomocné matice – matice B a C necht’ se s matićı A
shoduj́ı všude kromě k-tého řádku; přitom matice k-tý řádek B je roven
l-tému řádku matice A a k-tý řádek C je roven λ-násobku l-tého řádku
matice A.

Matice A, C a A′ splňuj́ı předpoklady Lemmatu VI.9 (pro i = k), tedy
z tohoto lemmatu dostaneme

detA′ = detA + detC.

Protože C vznikne z B vynásobeńım k-tého řádku č́ıslem λ, již dokázaný
bod (ii) dává

detC = λ detB.
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Dále, v matici B se shoduj́ı k-tý a l-tý řádek. Tedy, pokud prohod́ıme
k-tý a l-tý řádek, matice se nezměńı. Tedy, podle již dokázaného bodu
(i) máme

detB = − detB,

neboli detB = 0.

Dáme-li dohromady uvedené vztahy, dostaneme

detA′ = detA + detC = detA + λ detB = detA + λ · 0 = detA.

T́ım je d̊ukaz hotov.

K Větě VI.10 - význam a d̊usledky:

• Větu VI.10 lze použ́ıt k výpočtu determinantu. Máme-li zadanou čtvercovou
matici řádu n, lze ji pomoćı řádkových úprav převést na schodovi-
tou (Věta VI.5(i)). U každé z úprav v́ıme, d́ıky Větě VI.10, jak změńı
hodnotu determinantu. Je-li čtvercová matice schodovitá, je to horńı
trojúhelńıková matice. Pro ni spočteme determinant dle Věty VI.8. Ilu-
strace této metody uvid́ıme na řešených př́ıkladech.

• Důkaz prvńıho bodu d̊usledku:

Mějme transformaci T matic o n řádćıch.

Ta je konečnou posloupnost́ı řádkových úprav, dejme tomu U1, U2, . . . , Uk.

Podle Věty VI.10 pro každé j existuje nenulové č́ıslo αj, že kdykoli A′
vznikne z A aplikaćı úpravy Uj, máme detA′ = αj detA. Tato č́ısla
jsou

αj =


−1 Uj je úprava prvńıho druhu,

λ Uj je vynásobeńı nějakého řádku nenulovým č́ıslem λ,

1 Uj je úprava třet́ıho druhu.

Nyńı je zřejmé, že pokud A′ vznikne z A aplikaćı transformace T (tedy
postupnou aplikaćı úprav U1, U2, . . . , Uk), pak

detA′ = α1α2 . . . αk detA,

tedy můžeme vźıt α = α1α2 . . . αk.
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• Druhý bod d̊usledku plyne snadno z prvńıho bodu – při provedeńı
transformace se determinant vynásob́ı nenulovým č́ıslem. Pokud byl
p̊uvodně nulový, z̊ustane nulový; pokud byl p̊uvodně nenulový, nenu-
lovým z̊ustane.

K Větě VI.11

• Věta VI.7 ř́ıká, že A řádu n je regulárńı, právě když h(A) = n. Věta
VI.11 k tomu dodává daľśı ekvivalentńı podmı́nku, nenulovost deter-
minantu. Máme tedy ekvivalence

A je regulárńı ⇔ h(A) = n⇔ detA = 0.

• Důkaz věty: Necht’ A je matice řádu n. Podle Věty VI.5(i) lze nějakou
transformaćı převést na schodovitou matici S.

Pokud A neńı regulárńı, pak h(A) < n (Věta VI.7), tedy h(S) < n (Věta
VI.5(iii)), a proto posledńı řádek matice S je nulový (S je schodovitá).
Tud́ıž det S = 0, a tedy i detA = 0 (dle druhého bodu d̊usledku).

Pokud A je regulárńı, pak h(A) = n (Věta VI.7), tedy h(S) = n (Věta
VI.5(iii)), a proto všechny řádky matice S jsou nenulové. S je čtvercová
schodovitá matice, je to tedy horńı trojúhelńıková matice. Jej́ı determi-
nant je roven součinu prvk̊u na diagonále (Věta VI.8). Protože všechny
řádky jsou nenulové, jsou všechny prvky na diagonále nenulové, a proto
detS 6= 0. Tedy i detA 6= 0 (dle druhého bodu d̊usledku).

K Větě VI.12: Pro d̊ukaz rozlǐśıme dva př́ıpady:

• A je regulárńı:

Vı́me, že existuje transformace T , která A převede na jednotkovou ma-
tici I (viz d̊ukaz Věty VI.7). Podle Věty VI.5(ii) existuje transformace
T ′, která I převede na A.

Podle prvńıho bodu d̊usledku Věty VI.10 existuje (nenulové) č́ıslo α
takové, že kdykoli matice C′ vznikne z C aplikaćı transformace T ′,
plat́ı detC′ = α detC.

Protože A vznikne z I aplikaćı T ′, plat́ı

detA = α det I = α · 1 = α,
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tedy α = detA.

Dále, plat́ı IB = B. Protože aplikaćı T ′ na I vznikne A, podle Věty VI.6
aplikaćı T ′ na B vznikne AB.

Tedy
det(AB) = α detB = detA · detB.

• A neńı regulárńı:

V tomto př́ıpadě je detA = 0 (Věta VI.11) a h(A) < n (Věta VI.7).
Existuje transformace T , která převede A na schodovitou matici S
(Věta VI.5(i)). Pak h(S) < n (Věta VI.5(iii)), tedy S má posledńı
řádek nulový.

Označme C matici, která vznikne z AB aplikaćı transformace T . Podle
Věty VI.6 je

SB = C,

tedy C má posledńı řádek nulový. Proto h(C) < n, a tedy h(AB) < n.
Tud́ıž det(AB) = 0 (Věta VI.11).

Rovnost tedy plat́ı, protože obě strany jsou nulové.

Poznámky ke sloupcovým úpravám:

• Varianta Lemmatu VI.9 plat́ı i pro sloupce (tj. pro matice, co se shoduj́ı
až na jeden sloupec). Důkaz je podobný jako pro řádkovou variantu (ba
jednodušš́ı).

• Věta VI.10 plat́ı i pro sloupcové úpravy:

– Důkaz pro úpravy druhého druhu je analogický (ba jednodušš́ı).

– Důkaz pro úpravy prvńıho druhu je složitěǰśı:

Náznak d̊ukazu: Pro n = 1 je to triviálńı, pro n = 2 snadné.

Předpokládejme, že n ≥ 2, plat́ı to pro n a mějme matici řádu
n+ 1, přehod́ıme v ńı k-tý a l-tý sloupec, k < l.

Pokud k > 1, pak je indukčńı krok snadný.

Pokud k = 1 a l = 2, pak muśıme definici použ́ıt dvakrát za sebou
(nejprve na matici A′ a pak ještě jednou na matice A′i1).

Pokud k = 1 a l > 2, pak použijeme jednou definici, a potom
pomoćı indukčńıho předpokladu převedeme na př́ıpad l = 2.
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– Důkaz pro úpravy třet́ıho druhu je pak stejný jako pro řádkové
úpravy.

K Větám VI.13 a VI.14:

• Myšlenka d̊ukazu Věty VI.13: Rovnost plat́ı pro trojúhelńıkové matice
(Věta VI.8). Každou čtvercovou matici lze převést na schodovitou nějakou
transformaćı. Při té transformaci se determinant A změńı přesně stejným
zp̊usobem jako determinant AT .

• Věta VI.14 je užitečná početńı metoda, dokazovat ji nebudeme.
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